
  

  

CONTRIBUTION A LA MECANIQUE ONDULATOIRE DE LA 
PARTICULE DE SPIN MAXIMUM 1(*) 

JOSE VASSALO PEREIRA 

ABSTRACT — A generalization of the theory of the spin maximum 1 
particle is proposed which enables the theory to describe a charged particle 
moving in an electromagnetic field. 

The general problem of passing from the relativistic theories to the 
corresponding non-relativistic ones is then discussed, in which we stress the 
importance of the «$-approximation». 

One then calculates the non relativistic approximation of the foregoing 
generalized theory of the particle of spin maximum 1, which brings to light 
the validity of the so-called «method of the fusion» within the frame of non 
relativistic Wave Mechanics. As a particular case of the preceding results, 
we are led to the approximation of the MAXWELL-DE BROGLIE equations, 
describing the non relativistic bahaviour of the photon. 

RESUME — On présente d’abord une généralisation de la théorie de la 
particule de spin maximum 1 au cas des particules se déplacant dans un 
champ électromagnétique. 

Le probléme général du passage des théories rélativistes aux théories 
non rélativistes correspondantes est ensuite étudié, ce qui nous permet de 
mettre en relief l’importance de l’«approximation en 8». 

Nous calculons l’approximation non relativiste de la théorie généralisée 
de la particule de spin maximum 1 pour en conclure que la «méthode de 
fusion» reste aussi valable au niveau non relativiste. Comme un cas particulier 
de ces résultats, on est conduit 4 l’approximation des équations de MAXWELL- 
-DE BROGLIE, décrivant le comportement non relativiste du photon. 

(*) Thése présentée 4 l'Université de Paris VI pour obtenir le grade de 
Docteur és Sciences Physiques. 

Regu le 1€" Juillet 1971. 
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INTRODUCTION 

Les résultats exposés dans notre travail sont une contri- 

bution a la théorie de la particule de spin maximum 1, théorie 

proposée par M. pve Broetie en 1934 et développée surtout dans 

le but de constituer une Mecanique Ondulatoire du Photon. Dans 

cette thése nous présentons notamment une généralisation de la 

théorie au cas des particules chargées se déplacant dans un 

champ électromagnétique et étudions en détail le probleme de 

Vapproximation non relativiste. 

Dans le Chapitre I nous présentons un bref rappel des idées 

et des résultats fondamentaux obtenus par M. pe Broa et ses 

collaborateurs. On commence par présenter la méthode de fusion 
et la forme spinorielle des équations fondamentales, pour en 
déduire ensuite la forme tensorielle équivalente de ces équations. 

Celles-ci se séparent en deux groupes indépendants, celui des 
«équations maxwelliennes», décrivant le comportement de la 

particule de spin 1, et celui des «équations non maxwelliennes», 

ayant trait a la particule de spin 0. On expose ensuite le sens 

physique des grandeurs tensorielles de champ associées a chaque 

type de particule. 

Au Chapitre IJ nous proposons une généralisation de la 
théorie au cas des particules chargées. Nous y exposons d’abord 

les difficultés soulevées par la généralisation formelle des équa- 

tions spinorielles fondamentales, pour ensuite résoudre le pro- 

bléme en introduisant le Lagrangien et les équations spinorielles 

de la particule de spin maximum 1 et charge g. Ces résultats 
permettent de développer le formalisme de la théorie généralisée, 

ce qui nous améne a étudier le quadrivecteur densité-flux de 

probabilité s, et le tenseur densité d’énergie-impulsion 7,,. 

Enfin, nous comparons quelques uns de nos résultats avec des 

résultats correspondantes dtis 4 A. Proca. 

Avant d’entreprendre au Chapitre IV un calcul aboutissant 
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a l’approximation non relativiste des équations généralisées, nous 

examinons au Chapitre III le probléme général du passage des 

théories relativistes aux théories non relativistes correspondantes. 

L’étude des relations entre le groupe de Lorentz et celui de 

Ga itée nous conduira ainsi a prendre l’approximation en 8=v/c 

comme étant celle qui assure le passage correct au niveau non 

relativiste. L’approximation non relativiste de l’impulsion et de 

l’énergie appuie cette hypothése et, une fois que l’on a exposé le 

procédé général d’approximation non relativiste en Mécanique 

Ondulatoire, la méme hypotése sera confirmée lors du passage 

de l’équation de Kie1n-Gorpon a l|’équation de Scuropincer et dans 

le passage des équations de Dirac aux équations de Pauui. Dans 

cette derniére partie on traitera, plus généralement, du raccord 

entre le formalisme de la théorie de Dirac et celui de la théorie 

de Paunt. 

La premiére partie du Chapitre IV est entiérement occupée 
par le calcul de l’approximation non relativiste des équations 

spinorielles généralisées, conduisant aux équations non relati- 

vistes de la particule de spin maximum 1 et charge q se déplacant 
dans un champ électromagnétique. Ces équations montrent clai- 

rement que la méthode de fusion reste valable a l’approximation 

non relativiste ou, plus précisément, que par le méme procédé 

formel la fusion de deux corpuscules de Pauri permet d’obtenir 
les équations non relativistes de la particule de spin maximum 1. 

Le formalisme découlant de ces nouvelles équations est étudié, 

de méme que la forme vectorielle des équations. 

Le Chapitre V s’occupe spécialement de 1’étude du photon 
a l’'approximation non relativiste. On en présente d’abord les 

équations, aprés quoi on discute la signification physique des 

grandeurs électromagnétiques non relativistes. On compare la 

forme finale des équations non relativistes de la particule de 
spin maximum 1 avec les équations maxwelliennes et non 

maxwelliennes présentées au Chapitre I], la derniére partie 

étant consacrée a l'étude non relativiste des solutions du type 

onde plane monochromatique. 

Que M. ve Brocuis veuille bien trouver ici l’expression de 

ma respectueuse reconnaissance par lintérét qu’il n’a cessé de 

porter a ce travail. Ses suggestions m’ont toujours été trés 

profitables, de méme que la fréquentation de son Séminaire 
a l’Académie des Sciences. 

206 Portgal, Phys. — Vol. 6, fase. 4, 1971 — Lisboa



    

PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatotre... 

Je remercie M.™ M.-A. Tonnetat, Professeur a I’Institut 
Henri Porncart, qui a bien voulu accepter d’étre présente dans le 
jury de thése. 

Je tiens a exprimer toute ma gratitude a M. J. Anprape & 
Sirva, Maitre de Recherches au C. N. R.S., qui me proposa le 
sujet de cette thése et qui, par ses conseils, son expérience et 
son aide amicale, m’initia 4 la recherche scientifique. 

Je remercie aussi M. Grorces Locuax des nombreuses dis- 

cussions que nous avons eues, de ses remarques au sujet de ce 

travail et de son amicale bienveillance. 

Enfin, je ne saurais oublier que c’est grace a l’appui matériel 
de l’'Instituto de Alta Cultura (Lisbonne) que j’ai pu mener a bien 
les recherches qui font l’objet de ce travail. 

Poritgal. Phys. — Vol. 6, fase. 4, 1971 — Lisboa 207





CHAPITRE 1 

Rappel de la théorie de la particule de spin maximum 1 

§ 1. La méthode de la fusion et la forme spinorielle des équa- 
tions fondamentsles. 

Comme nous l’avons rappelé dans I'Introduction, la théorie 
de la particule de spin maximum 1 est due a M. de Broglie [1] et 

a été dévéloppée par lui-méme et ses collaborateurs, notamment 

M.™* Tonnelat [2] et MM. Géhéniau [3] et Pétiau [4]. La méthode 

de fusion, dont M. de Broglie s’inspira pour parvenir aux équa- 

tions de la particule de spin maximum 1, conduisit, par la suite, 

a une théorie générale des particules de spin quelconque [5]. 

Cette théorie se trouvant en dehors du cadre de notre travail, 

on se bornera ici 4 exposer les aspects essentiels de la seule 

théorie de la particule de spin maximum 1. 
La méthode de fusion s’appuie sur l’idée que la particule de 

spin maximum 1 peut étre considérée comme étant due a la 
«fusion» de deux corpuscules de spin 1/2, laquelle peut donner 

lieu soit a une particule de spin 0 soit 4 une particule spin 1. 

Dans ce contexte, les équations de Dirac jouent un réle fonda- 

mental, car le procédé formel qui traduit mathématiquement la 

fusion des corpuscules composants consiste, en particulier, a 

fusionner les matrices a, qui apparaissent dans les équations 

de Dirac. 
Pour préciser ce concept de fusion de matrices, donnons-nous 

une matrice u><n «; on définit alors les matrices fusionnées de 

% comme étant deux matrices u><u, a et J, obtenues en prenant 
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le produit extérieur de « par J (matrice identité nx) et de 
I par a: 

Li a=axl ba I >< m 

Rappelons que le produit extérieur de deux matrices u<n A 
et B est une matrice uu, A><B, qui s’obtient en rempla- 
gant chaque élément a,, de A par a;,B. En conséquence, si 
a—=[aj;,] (¢,k=1,2,---,”), ona 

  

. ayy 0 (OMe Qin a) 0 7 

0 Qi 0 eae O ain (6) oe 

0 0 Qy oneise: (0) (6) Ain eee 

1.2 a=arx</= 

ant 0 0 Ann O i) 

0 Qnj 0 0 Ann @) 

0 0 ant 0 0 ann: 

My Ag+ Qin O O-- al 
Ay, Ang +++ Aon O O-- 

Ani ng ann (0) ar 

0 O 0 

ed ee a igh 

Q@11 AQ +++ An 

491 499 +++ Aon 

Ua Any Ang°*+ Aun I 

  

  
A partir de ces définitions on vérifie aisément les relations qui 
nous seront utiles par la suite 

L.3 Ax(B+C)=(4AxB)+(4AxC); 

(Ax B)(C< D)=(AC)<(BD). 

Chaque corpuscule de spin 1/2 et de masse propre m,/2 

étant traduit par un systéme d’équations de Dirac, tant que les 
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deux corpuscules demeurent sans interaction leur description est 
donnée par un ensemble de deux équations de Dirac, 

E Spe pee | b, = 0   

  

¢ of 0% oy 0g 2h 
L4 

did 0 ”) 7) . My ¢ Se eS et ee a =(. E iv ja oy Xe 5 9 hh «|e 

D’aprés la méthode de fusion, pour obtenir les équations de la 
particule de spin maximum | on doit procéder dans I. 4 aux trois 

substitutions suivantes: 1) les matrices a, sont remplacées par 

leurs matrices fusionnées 

1.5 ay=a.><, bu = 1 >< ap, (p= 1,2,3,4); 

2) la masse m)/2 de chaque corpuscule composant fait place dans 

les équations finales 4 la masse my de la particule résultante de 

la fusion; 3) les fonctions d’onde 4; et J, 4 quatre composantes, 

décrivant séparément chaque corpuscule, sont remplacées par 

une seule fonction ) a 4><4—16 composantes traduisant le 

comportement de la particule de spin maximum 1 résultante. Le 

systéme d’équations de cette particule de vient ainsi (*): 

  

1 . 

| 8 Bets — Ay a9 — 9505 — oi a4 y=0 

1. 6 : ' 

  

1 5 

lz 01 — 0x0 — dy bg — 03 63 — “a a |¥=0. 

2 

Dans la matrice colonne $, chaque élément est identifié au 
moyen de deux indices, 72, les seize élément ¢;, étant ordonnés 

de la fagon suivante(**): dy, Yio 4is bia Yor Yoo bos +++ Yao Yas bags En 
conséquence, les éléments de chaque matrice 16><16 a, et bp 

sont identifiés au moyen de quatre indices, 7k, /m}; plus pré- 

cisément, (@u)iz,2m est l’élément qui se trouve dans la ligne zk 
et la colonne /m de la matrice a, chaque paire d’indices 7k 

0 0 0 a 

ax oy ds ot 

      (*) Les dérivées sont désignées, d’une facon abré- 

gée, par dx dy ds Ot. 

(**) Signalons que la variance de dz est celle d’un produit dite de 

deux composantes d’un spineur de Dirac. 
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et /m é€tant ordonnée comme les composantes ;, dans ~. En 

tenant compte de ce qui précéde, on peut donner aux définitions 
I. 5 la forme équivalente 

rv (Qp)iz lm 85 Ohm ) (bu)iz lm = Ahm Oily 

d# désignant le symbole de Kronecker. Avec ces notations, il est 

clair que l’expression a,), par exemple, désigne la matrice 

colonne (ap.)in= > (@p)i# im Vin» Signalons aussi que, les matrices 
lm 

a, Gtant hermitiques, a, et d, le sont également car on a, 

par 1.7; 

I. 8 (Quiz, im = (Qu)im ,iky (Opie, im = (Ov)im, ib + 

En outre, les huit matrices ap, et 4. obéissent a des relations de 

commutation identiques a celles de Dirac pour les a. En effet, 
on tire de I. 3 et 1.5 que 

Ay Ay + Ay An = ((%p ay) >< L) + (ay ap) < L) = (Quay + a, an) >< J, 

une relation analogue ayant lieu pour les 4,. On a donc 

19 Ap Ay + a Ay = 25,1 

(u,v=1,2,3,4). 
I. 10 bp by + by by = 23,2 

On démontre de la méme facon la relation suivante 

i ae ay. by — by au =0 (e547 1,2,,3,4). 

Retournons maintenant aux équations spinorielles fondamen- 
tales I. 6. La question qui se pose d’emblée dans leur étude est 

celle de la compatibilité du systéme car il contient 32 équations, 

les composantes ¢ de la fonction d’onde » étant au nombre 

de 16. En omettant la démonstration [6], nous devons néanmoins 

rappeler ici que le systeme I. 6 demeure effectivement compatible 

au cours du temps. 

Signalons encore que, a l’instar de ce qui arrive pour toutes 

les équations d’évolution de la Mécanique Ondulatoire, les équa- 

tions I. 6 permettent d’établir aisément une relation de continuité, 

dip + div7=0, 
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les expressions de ¢ et / étant les suivantes: 

ay + Oy 
I, 12 =* e=t r p 

> a b+ab 
1. 13 =——cy* io 3 v) 9 y 

On considére I. 12 et I. 18 comme fournissant l’expression de la 

densité de probabilité et du flux de probabilité de la particule de 

spin maximum 1. 

§ 2. La forme tensorielle des équations fondamentsles. 

Les équations I. 6 traduisent le comportement de la particule 

obtenue par la fusion de deux corpuscules de Dirac et, par la 

méme, décrivent deux particules de valeur de spin différente, 
0 ou 1. On doit donc pouvoir écrire ces équations sous une forme 

équivalente ot. apparaissent séparées Jes équations ayant trait a 

la particule de spin 0 et celles concernant la particule de spin 1. 

Aussi va-t-on rappeler bri¢vement dans ce qui suit le procédé 

qui permet d’obtenir un systéme équivalent a I. 6 et dans lequel 

la description de la particule de spin 0 est donnée indépendam- 

ment de celle de spin 1. 

Pour cela, multiplions 4 gauche la premiére équation de I. 6 

par —ia, et la deuxiéme par —7d,. En tenant compte de I. 9 

et I. 10, on obtient 

(| jp teat Faas) — hy [>< 2) y= 0 
ze 

I. 14 

(¢x| {rat ¥-Ga3)— dy] y—o, 
aC 

ky désignant la constante 

1. 15 iL 
h 

Introduisons ici les coordonnées relativistes +, =, %)=¥, x;=2, 
X= tct, et employons aussi les matrices 7, de von Neumann 
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(u=1,2,3,4), définies 4 partir des matrices % de Dirac de la 
fagon suivante, 

I. 16 De (2=1,2, 3); V4 = % > 

Le systéme I. 14 s’écrit alors 

[(2 04%. — ho) XL] =0 

[2><(2 0,74 — Ap) Y= 0. 

En utilisant, au lieu de la matrice colonne }, la matrice 4><4 

on vérifie aisément, compte tenu 

Y= 

du via Yas Yaa 
hor oa fos Yon 

bs Ys2 35 st]? 
bar Yar Vas Yaa 

de I. 7, que le systéme peut se 
mettre sous la forme équivalente 

I. 18 

30, ¥ 77 —ky¥ =0, 

le symbole 7 désignant la matrice transposée. Arrétons-nous 
maintenant sur le choix des matrices ap de Dirac. Comme il est 

bien connu, on a toute liberté de fixer leurs valeurs pour autant 

que celles-ci obéissent aux relations ape, + %%.=2 dy». Or on 
peut voir que les matrices 

I. 19 

214 

Oo —1] | O 0 O +7 

ms 0 0 O —<2 0 
» 22> ’ 

0 0 O +1 0 0 

0 ol i—t° 0. 0 C1 

—l1 O07] 11 0 0 07 

QO O* 2 0 0 
’ at i 

0 0 0 0 —1 0 

0 0 0 U Oo —1   
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remplissent les conditions exigées et, dans tout notre travail, 

nous allons adopter ce choix por les a. Partant de I.19 on peut 
construire les quatre 7. définis en J. 16. Construisons aussi la 
matrice 

I. 20 P=tyo7%- 

On peut ainsi vérifier que l’on a les égalités 

I. 21 @V=—Ty. (=1,2,8,4). 

Retournons alors aux équations I.18 et multiplions-les a droite 

par I’. En tenant compte de I. 21, on obtient 

Soul y+ 4 ¥T=0, 

cest a dire, en ajoutant et retranchant, 

Youy. VO—Ldp¥ly=—2h, VT. 

I. 22 

Considérons maintenant le systeme complet engendré par 

les quatre matrices 7. Ce systéme, désigné d’une fagon abrégée 

par ya, comprendra: 

I, 23 a) lescing matrices yp=I, y,—=t040,(2=1,2,3), yy=%}; 

5) les six matrices yu,—=typ7,(u,yv=1,2,3,4,2<), 

c'est a dire, n2=* 72) 715 = 471755 Y14 = 271 74) 
Yos = 27275) Yat 274 Ct Ys4—=2 Ys 745 

c) les quatre matrices yuy,e=2 yp yy Yo (4,¥,9 = 1,2,3,4; 

pev<p, cest a dire, 13 =* 11 7273» 7128 = 271 Yo 74 

7134 = 7717374 Cb Yosa = 4 Yo 73 Yas 

d) la matrice 71954= 71 Yo 75 74+ 

En partant du choix adopté pour les a (I. 19), on peut véri- 

fier que les seize y, précédemment définies sont toutes hermiti- 
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ques. En plus, cet ensemble de seize matrices étant complet, toute 

matrice 4><4 peut étre écrite comme combinaison linéaire des 

ya. En particulier, ce sera le cas pour la matrice 4><4 VI qui 

intervient dans I. 22, laquelle peut donc s’écrire sous la forme 
d’un développement 

16 

1. 24 YP => e070 
a=1 

Les coefficientes 9, sont des fonctions linéaires bien déterminées 
des ¢;, et possédent des propriétés de variance bien précises qui 

ont été données en [7]. Nous nous bornerons ici a les rappeler 9 

est un scalaire, 1954 est un pseudo-scalaire, et oy (u=—1,2,3, 4) 

est un vecteur d’Univers; pour ce qui est des six fonctions 
Quy(u,y=1,2,3,4;4<) et des quatre fonctions o,.(u,v,9= 

=1,2,3,4;4<»<p) elles sont, respectivement, les composantes 

distinctes d’un tenseur de rang 2 antisymétrique et d’un tenseur 

de rang 3 complétement antisymétrique. 

En introduisant maintenant le développement I. 24 dans les 

équations I. 22, celles-ci prennent la forme 

4 16 4 16 

Sey (> eave) + Yee(Lern) 7. = 0 
=] a ue a 

1. 25 
16 16 

Doe 7 (> sore) Si (s tote) h— 2b Y tatom0 
a 

Les définition set les propriétés de commutation des y,. permet- 
tent alors d’écrire les premiers membres de ces équations comme 
des combinaisons linéaires des seize y,. On est ainsi conduit a 

des équations de la forme 

16 16 

S feya=0 Sgea=0, 

ou les f, et ga. sont des fonctions bien déterminées des 9, et 

de leurs dérivées premiéres. Les 7, étant linéairement indépen- 
dantes, il en découle que chaque coefficient f/, et g. doit étre 
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nul, ce qui permet d’obtenir les 32 équations 

fa=0 go= 0. 

D’une facon plus précise, et en omettant les calculs, le systeme 
I, 25 conduit aux équations suivantes, 

fa) q =O fa) y— Oy =ik Ou y L 26 pe Pp. he Pp 0 Op 

Ou Quv—=—thy ey — dp Pve + de Puy + Ov Pop =O 

9 =9 

I. 27 d,9)=0 Op Pures = tho Prec 

Op. Opyo = 0 Op. Pvec —dy Poop deo Poy — Oa Puvo = —tRo Pu voas 

Ces équations sont équivalentes aux équations spinorielles 

I.6 et, ainsi qu’on l’avait annoncé plus haut, elles se séparent 

en deux groupes bien distincts: l’un est formé par les équations 

I. 26 et ne fait intervenir que les grandeurs 9, et g,, lautre 

contient les équations I. 27 et concerne seulement les fonctions 

Qo) Sure et 4934. Le premier groupe d’équations se rapporte a la 

particule de spin 1 dont le comportement est ainsi décrit par un 

tenseur antisymétrique du second rang et par un vecteur 

d’Univers; étant donnée I’étroite parenté de I. 26 avec les équa- 

tions classiques de l’électromagnétisme, M. de Broglie les a 

dénommées «équations maxwelliennes»(!). Le second groupe, 

formé par les «équations non maxwelliennes» I. 27, a trait a la 

particule de spin 0 qui apparait ainsi décrite par deux invariants 

et un tenseur de rang 3 complétement antisymétrique. 

§ 3. Les équations maxwelliennes et non maxwelliennes. 

La signification physique des grandeurs de champ gp, ou, 

associées a la particule de spin 1 a été donnée par M. de Broglie 

au moyen de l’identification suivante avec les grandeurs électro- 

(1) La raison de cette désignation deviendra plus claire au paragraphe 

suivant lorsqu’on écrira les équations I. 26, I. 27 sous la forme I. 30, I. 31. 
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magnétiques A, V, E, A): 

{8 A, —H, —iky| 19 9% 93 14] 

HH, 0 Al, —tky| _ Por 9 a5 Sag 7 [=Kzo 
I, 28 Hy, —H, 0 —tE, P51 52 OO O54 

bE othe ( bh, O..] 194 $42 943 O | 

[Az Ay As; iV] =— 7K [9; 90 955 G4], 

avec K=h/2Vm,. D’une facon analogue, on définit pour la 
particule de spin 0: 

L 29 g=h 1934 = 1 Lp 

0034 == 291 9134 == — 209 $124 == 205 $103 = 94. 

Avec ces définitions, les équations I. 26 et I. 27 prennent la forme 
suivante, 

équations maxwelliennes 
  

. wee bore Lad 
div A + ~-dsV—=0 c 

- " - H=rot 4 
L800 54 f@—rtH=R A 

<= E 

  

div E= —R 
divH=0 

équations non maxwelliennes 

is 
I, =0 ~7 047 + grad a4 =0 

; 1 
grad J, =0 i ky oy = —— dr Ly 

UL 4 

d:1,=0 grad /,=ikyo 

rots =0 ee = dive =ikh, er 

En laissant de cété les équations non maxwelliennes dont la 

signification ne parait pas trés claire, nous nous occuperons des 

(‘) Cest & dire, le potentiel vecteur, le potentiel scalaire, le champ élec- 

trique et le champ magnétique, respectivement. 
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équations de la particule de spin 1. Ces équations appellent de 

nombreuses remarques et nous voulons en relever quelques unes, 

touchant a l’ordre de grandeur de fy) ou, ce qui revient au 

h 
méme, de la masse propre my ae : 

Signalons, avant tout, que sans l’hypothése m,-£0 on ne 
saurait obtenir les équations I.6 par le procédé décrit en I. § 1, 
ne serait-ce parce que les équations de Dirac ne sont pas a 
méme de décrire correctement des corpuscules de spin 1/2 et de 
masse nulle. En plus, la valeur non nulle de &) introduit des 
différences entre les équations maxwelliennes et les équations 
de l’électromagnétisme habituel, notamment que les potentiels 

électromagnetiques A et V ne sont plus ici des fonctions auxi- 
liaires de calcul, mais de véritables grandeurs de champ. C’est 
ce que montrent les équations I. 30 qui assignent des valeurs 

bien déterminées pour 4 et V en partant des valeurs assumées 
<a 

par £ et H. L’ambiguité laissée par la théorie de Maxwel aux 
valeurs de A et V disparait ainsi, les potentiels électromagné- 
tiques devenant des variables de champ 4 part entiére (*). 

Pourtant, si la masse propre du photon n’est pas nulle, elle 
doit certainement posséder une valeur extrémement petite, dont 
la borne supérieure est située par M. de Broglie aux environs de 
10-® grammes, la petitesse méme de cette valeur lui ayant permis 
d’écarter toutes les objections soulevées par l’hypothése m)+0([8]. 

En conséquence, les termes en m des €quations I. 30 sont, 

eux aussi, extrémement petits et dans une étude moins précise 
on peut raisonnablement les négliger. Faisant ainsi, on retrouve 
exactement les équations habituelles de l’électromagnétisme de 
Maxwell. On peut donc penser que pour la description quantique- 
-et done plus approfondie — du photon, les équations de Maxwell 
doivent étre remplacées par les équations maxwelliennes I. 30, 
les deux théories s’identifiant 4 un niveau moins poussé toutes 
fois que l’on prend 45=0. 

Avant de finir ce chapitre nous voulons souligner une diffé- 
rence fondamentale entre la nature des variables de champ telles 
que nous les définissons en Mécanique Ondulatoire du Photon 

    

(*) Signalons que les expériences de Boersch et ses collaborateurs (9], 
faisant suite & une analyse théorique de Bohm et Aharonov [10], appuyent 
Vhypothése de la réalité physique des potentiels. 
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et telles qu’eles sont considérées en théorie de Maxwell. En 

théorie du photon, comme d’ailleurs dans toute la Mécanique 

Ondulatoire, les composantes ¢,;, de la fonction d’onde sont des 

fonctions complexes et, par suite de I. 24 et I. 28, les variables 

A, V, E et A le sont également. On doit opposer cela a ce 

qui a lieu dans l’électromagnétisme usuel ott ces mémes gran- 

deurs de champ sont évidemment réelles. Rappelons, en effet, 

que si on est parfois amené 4a les considérér comme des gran- 
deurs complexes, il n’en reste pas moins que c’est la un expé- 

dient mathématique utile pour mener a bien certains calculs et 

qui ne doit jamais nous faire oublier la nature réelle que la 

théorie de Maxwell assigne aux fonctions de champ [11]. 
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CHAPITRE II 

Généralisation de la théorie au cas des particules chargées 

§ 1. Sur lincompatibilité du systeme obtenu par la généralisation 
formelle de I. 6. 

Le but du présent chapitre est de chercher a généraliser la 

théorie de la particule de spin maximum 1 de facon a lui permet- 

tre de décrire le comportement des particules de charge qg se 

déplacant dans un champ électromagnétique défini par les poten- 

tiels 4 et V [12]. Ce sera notamment le cas d’une particule « 

en cours d’accélération dans une machine a haute énergie. Souli- 
gnons avant tout que dans la plupart des équations de la Méca- 

nique Ondulatoire des généralisations de ce type ne soulévent 

aucune difficulté. En effet, une équation d’évolution de la Méca- 

nique Ondulatoire peut toujours se représenter formellement par 

Il. 1 f(—ihdsr, ihds, ihdy, ihe.) ¥=0, 

ou f/ désigne une certaine fonction des opérateurs —7h 0; et 

ihV (et éventuellement de certaines matrices 4 éléments cons- 

tants) appliquée a la fonction d’onde | pouvant posséder plusieurs 

composantes, Or la Mécanique Ondulatoire, en faisant correspon- 

dre un opérateur linéaire hermitique a chaque grandeur physique, 
définit les opérateurs d’énergie et d’impulsion comme étant 

—th9d; et thV, respectivement: 

ha— =>, = —th 9; 

II. 2 

p—> pop ed inv. 
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On doit remarquer que cette correspondance demeure la méme 
dans le cas relativiste que dans le cas non relativiste, les opéra- 
teurs associés a l’énergie totale et a Yimpulsion demeurant les 
mémes(*). C’est pour cette raison que le schéma que nous 
décrivons ici contient les deux cas, l’équation II. 1 pouvant 
representer une €quation d’évolution aussi bien relativiste que 
non relativiste. 

En vertu de II. 2, l’équation II. 1 peut s’écrire alors 

Il. 3 [S(E, px, py, ps)lop ¥=0. 

La généralisation au cas des particules chargées se fait en 
employant un procédé qui est suggeére par la Mécanique Analy- 
tique et qui consiste a substituer dans les équations d’évolution 

E et p par E—gV et o—_ 4, respectivement. Ceci revient 
c 

a dire, en tenant compte de II. 2, que dans l’équation II. 3 les 
opérateurs doivent étre remplacés comme suit: 

Eup =— thd:—(E— qv )og =—thd:—qVv 
II, 4 

op sila Care =ihV—42 4, 
op Cc c 

l’équation généralisée devenant ainsi, 

c 

f(—ihn—q¥ jihad, —4 Ay, thoy —L ride 7 As) b= 0. 
Cc Cc 

C’est ce procédé que nous venons de rappeler qui nous donne 
par exemple, la généralisation de ’équation de Schrédinger, 

~s 

> 23\, 24 [E—B?/2 mp =0, qui devient [2-273 (@—-£.4) | =: 
2m c op 

Parallélement, l’équation de Dirac, a cure a mo ca, | =0, 
c 

se transforme en l’équation généralisée [+ (*—- 2. 4) +d 
c c 

— mM) cay | = 0. 

op 

(*) Nous reviendrons sur cette question au Chapitre III. 
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Le probléme se pose alors d’obtenir une généralisation ana- 

logue pour les équations relativistes I. 6 de la particule de spin 
maximum 1, 

E dae dt — 05 4, dats —i gag |= 0 
Cc 

If. 5 

| <9 os — 5b — de bs— 5 hy by |=. 
_¢ 

Ce systéme, en faisant intervenir les définitions II. 2, peut s’écrire 
sous la forme 

[Efe + pray + py Qy + psds— myc aslop Y =0 

[Ele + pe by + py by + pz b3—mige bilop p= 0. 
II. 6 

Si on veut maintenant obtenir la généralisation de II.6 pour 

le cas des particules chargées, une difficulté apparait alors, a 

savoir, que si l’on y procéde a la substitution habituelle II. 4, le 
systéme obtenu, 

| 2-94 (6-24) amen =0 
c c op 

i. % 

| Eat (£4) Fayed] b=0, 
op 

c 

est incompatible. La raison en est que, a l’encontre de ce qui 
arrive en théorie de Klein-Gordon et en théorie de Dirac, nous 
avons affaire ici 4 un systéme contenant, outre les 16 équations 
d’évolution pour les 16 inconnues ¢;,, 16 équations de condition. 
Dans le cas non généralisé le systeme est compatible parce que 
les €quations d’évolution assurent la validité des équations de 
condition au cours du temps, une fois qu’elles sont supposées 
étre respectées a un instant initial. Il n’en est plus de méme ici 
comme nous allons le démontrer. 

Commengons par ajouter et retrancher les équations de II. Or 

IL. 8 a) | (=A) + (#24). 24°   

ge AE |b 0 
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22 > a—b ao b i9¥—LA)\ 2 ye St —™ |b 0, 
! | (# c ) 2 8 } 
  

de facon a séparer les 16 équations de condition II. 84 des 16 équa- 

tions d’évolution II. 8a. Il s’agit donc de montrer que les équations 

d’évolution a) ne suffisent pas a assurer la validité des équations 
de condition 4) au cours du temps ou, ce qui revient au méme, 

que 

a{| (n¥—24) , at — mye AS lah 60. 

En effet, cette dérivée vient égale a 

q - a—b wo Ug 9 a—b a4— by 
—f (a4. 7 Joa] (aa¥ 4). 5 MgC : Joes 

et en y introduisant l’expression de 0; tirée de II. 8a, on obtient 

  

      

  

  

  

  

  

  

  

9 (7. 4—)\4_ IL. 9 _4 (04 ; ye 

_ 4 (n§—L24 Ae mye BE 7 i 
ih | (i c 2 : 2 ¥ 

c : ae, q 2 a,—b, ap +o 
+5| (ata) 5 2 + 
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5 

+ » (i LA) (itor As ce Art oe 

  

  

Pos 2 2 

a, — oy apt by ao; an + op 
= ho a 5 
med (shan — 4 As) ( 2 9 + , , )+ 

99 44— | + mic ; 5 y 

Or, en tenant compte de I. 9, I. 10, I. 11, on peut démontrer Véga- 

lité suivante, 

(ap. = bn) (a, + b,) + (ay 1 b,) (ap. + bu) a 

= (ap ay + a,av) — (bn b, + b, bu) =9, 

et, cette relation étant valable pour p,y=1,2,3,4, on obtient 

en particulier 

(az — by) (ax + bz) = 9 

(a4 — 04) (a4 + 44) = 9 

(az — bg) (ai + 5,) + (ai — 41) (Qe + Oe) =9 

(az — by) (4 + bs) + (a4 — 44) (@e + by) =9 (¢,2=1,2,3;7# 2). 

En outre, on reconnait aisément que l’on a aussi 

(« n— 44) (i nt Ay) — (inn An) (i041) = 

=int (rot 4) i 

1,k,m désignant une permutation circulaire de 1,2,3. 

Te substitution en II.9 des résultats svkesdeats conduit 

alors a écrire 

  

  

ae a] »> (a; — b;) (ax + Gx) (rot Aw |¥ 
k,l,m 
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Telle est donc expression de la dérivée par rapport au temps des équations de condition II. 86. On voit que pour qu'elle soit 
toujours nulle il faut que 9; A=rot A= V=0, ce qui équivaut 
a dire que les champs électromagnétiques extérieurs Pa Ll. = 3 ‘ ; —s 0+A—gradV et H=rotA doivent étre nuls, et l’on 
retombe ainsi sur les €quations non généralisées du début. La conclusion a en tirer est que l’on ne peut pas entre- prendre la généralisation habituelle II. 4 sur les €quations de la particule de spin maximum 1— du moins sous leur forme II, 5— sans arriver a un systéme qui ne soit incompatible. 

§ 2. Les équations spinorielles de la particule de charge q et spin maximum 1. 

Pour surmonter la difficulté signalée au paragraphe précé- dent nous remarquerons qu’il est possible d’écrire I. 6 sous la forme équivalente d’un systeme ne contenant que les 16 équations 

1 a+ by 6 a4 by -f- ap by . _ Il 10 [eo Ba ett shay] pmo, 

En effet, on démontre [6] que l’on peut déduire de ce systeme un autre ensemble de 16 €quations, savoir, 

3 Iku 0 BN _ Sy, Hb as dy Gail 
e 2 k=] 2 

: 
aN Ae 

1 a4— by 
UU suffit, pour cela, de multiplier II. 10 a gauche par = at ear 
et de tenir compte de I. 9, 1. 10, I. 11. On arrive ainsi aux équations 

; _ 5 — J 1 b 
Fa a ; by ym (Sats = he a4 + O4 he 

i 
z é 

c 2 

i : . ’ : 1 b Si l’on introduit dans ces €quations l’expression de Sot an + 
tirée de II. 10, un calcul sans difficulté conduit alors aux équa- 
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tions II, 11. Une fois II. 11 obtenu, on voit que II. 10, II. 11 est 

équivalent a II. 5. Effectivement, en ajoutant et retranchant II. 10 
et Il. 11, on obtient 

1 4 
E dy — Yn a4 by — ibys by |= 0 

k=1 

tl ; 
| 21a — Diana ds iy aby |=, 

k 

et en multipliant a gauche la premiére équation par J, et la 
deuxiéme par a, on retrouve le systéme II. 5. 

On voit ainsi apparaitre l’importance du systéme de 16 équa- 

tions II. 10, 4 partir duquel on pourrait tout aussi bien développer 

la théorie. Or, et c’est la un point trés important, les équations 

II. 10 sont précisément les équations de Lagrange de la particule 

de spin maximum 1 (non chargée), et ce fait améne a penser que 

le formalisme lagrangien peut étre utile pour venir a bout des 

difficultés signalées plus haut. D’ailleurs, étant donné que |’on 

va non seulement introduire les équations généralisées mais aussi 

refaire toute la théorie de la particule de spin maximum 1 
supposée avoir maintenant une charge qg et se déplacer dans 

un champ électromagnétique, nous allons rappeler rapidement 

quelques points de ce formalisme lagrangien qui seront utiles 

par la suite [8]. 
Ainsi peut-on voir, en prenant le Lagrangien 

  

  

  

h 1 + abta , Il. 12 Beane fee athe 5 abtads —ikyaybs b-+conj, 

21 c 2 2 

que les équations de Lagrange 

L Bi 4 EL. 

09 eee li ge 

aa) Cag a) Oz Ox Oy 

£ eh 
+ Os ‘ —= : 

a( an 0 Up, 

0s (u,»=1,2,3,4), 

donnent les équations II. 10 de la particule de spin maximum 1 

(non chargée) ou, ce qui revient au méme, les équations II. 5 car 

les deux systémes sont équivalents. 
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Parallélement, dans le cas de la théorie de Dirac, le méme 
formalisme nous apprend que, étant donné le Lagrangien 

) if =Aceee . svn a ea s é— ily | Yeoni, 

les équations de Lagrange 

&£ a a Le: pe ee eg 

0) de 
a(“) i) 

0; dy 

OL i o£ 

‘ o(“) 0 Va 

Oz («=1,2,3,4), 

conduisent aux équations de Dirac. Nous n’avons considéré 

jusqu’a présent que le cas simple de la particule en absence de 

champs électromagnétiques extérieurs, mais on vérifie aisément 

  

  

+a   

que si l’on ajoute a ~% le le terme réel £p=—gt* [4. ap Vid, 

alors, en faisant intervenir le Lagrangien £) +7 dans les 

équations II. 14, on obtient les équations de Dirac généralisées 

pour la particule de charge g en présence d’un champ électro- 

magnétique de potentiels A et V. 
Or on sait qu’en théorie de la particule de spin maximum 1 

plusieurs expressions —et c’est notamment le cas de 4 et % — 
peuvent s’obtenir formellement d’expressions correspondantes de 
la théorie de Dirac par la seule substitution de matrices 

pi 
2 

IL. 15 
ry SN a (u =1,2,3,4), 

ou au(u=1,2,3,4) sont les matrices de Dirac et / la matrice 

identité 4><4. Il y a donc lieu de penser que le Lagrangien 

Lo +~£1, avec £, obtenu de a par la substitution II. 15, sera le 

Lagrangien de la particule de spin maximum 1 et charge g en 

présence d’un champ électromagnétique de potentiels A et V. 
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Ce Lagrangien s’écrit alors 

+ ab+tadb b 
  

c'est a dire, en tenant compte de II. 12, 

ite 5 lee. (~ ly ae _ 
21 c he 2 a 

5 . 

—S (4 Sa) (SEEK) —idgta bare | dus-teon; 
% he OT, my 

  

2 

Pour en déduire les équations de Lagrange calculons les dérivées 

suivantes, 

dL he [ag by + ay be e 

BCOn bins) =-( 2 Does 
af hk fate eo 

0 (deus) si 2 Ye at 

    

o£ ee (Gat aid. y\ (ae = 

0 uy 24 he 2 OT, BY 

-> (— = 279g 4 : oe ats Die esdive | dn 
GT, my 

Si l’on substitue ces expressions dans II. 13 on obtient 

(era res c he 2 OT yy 

—> (uit 1) (AEA) tila (Oe Berns |b = 
he 2 OT, BY " - 

et en prenant les complexes conjugués de ces équations, on doit 

écrire, compte tenu de I. 8, 

IL.17 | (= a—42 dar oa 
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Ce sont les équations spinorielles de la particule de spin 
maximum 1 et charge g dans un champ donné par les potentiels 

électromagnétiques A et V. De par sa nature méme (c’est un 
ensemble de 16 équations différentielles du premier ordre avec 
16 fonctions by), Ce systéme ne souléve pas de problemes de 

compatibilité. En plus, si l’on y fait Aw V6 (ou g=0), on 
retombe sur les équations II. 10 dont on peut déduire le systeme 
Il. 5 par le procédé dont il a été question plus haut. 

§ 3. Le quadrivecteur densité-flux de courant et le tenseur den- 
sité d’énergie-impulsion. 

A partir des équations II. 17 on doit chercher a savoir si 

l’existence de 4 et V n’introduit pas quelques différences dans 
les grandeurs physiques attachées a la particule par rapport a 

ces mémes grandeurs lorsque AxsV=0, 
La définition du 4-vecteur densité-flux de probabilité n’est 

pas modifiée. En effet, on vérifie aisément que les équations II. 17 

impliquent toujours une relation de continuité 0,.+div/=0, 
avec 

IL. 18 pay ee y 

aby + ab 

2 
Il. 19 j=—cy* b, 

zp et je étant les quatre composantes d’un vecteur d’Univers 
que nous désignerons par Su (*). Puisque la particule est main- 

tenant supposée avoir une charge g on peut, a partir de 

f=ltess/a, former le 4-vecteur densité-flux de courant dont les 

composantes sont alors sy= I= glte;7/c], l’équation de conti- 

nuit€ d4s,—0 exprimant la conservation de la charge. On peut 

(*) On emploie les coordonnées d’Univers xy=4, %=y, *3= &, 
#4 = tCt. 
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montrer qu'il est possible d’exprimer ce vecteur sous une autre 
forme qui nous sera utile par la suite. En effet, on obtient a 
partir du Lagrangien II. 16: 

  

res all 7 a4 Op + ap by 
cn qy : b 

p-£ ee «= 1 + Oy 
er qv 9 f, 

=> 

et, compte tenu du fait que %,—=[iV; A] est un vecteur d’Univers, 
ona 

Of 

dy 
  1.20 w= gf, = 

Passons maintenant a l’étude du tenseur densité d’énergie- 
-impulsion de la particule, Ty, et soulignons que les considéra- 
tions qui vont suivre concernent n’importe quel type de particule 
(et pas seulement la particule de spin maximum 1) pour autant 
quelle puisse étre décrite a partir d’un Lagrangien ~£, fonction 
de certaines variables de champ 1, de leurs dérivées premiéres 
et de leurs complexes conjugués (*): 

L=L(ta, Na, Ov Tay Oy Na) + 

Supposons pour commencer que la particule soit dans un 
champ nul (ou que g=0). Dans ce cas, le tenseur doit obéir a 
la condition de divergence nulle 0. 7.0. Mais si, comme c’est 

le cas que nous allons étudier, A+0, V+0 et g+0, alors 
dv Zu» n’est plus nul mais égal a un vecteur d’Univers dont les 
composantes d’espace sont les trois composantes de la force de 

Lorentz g(E—+ HN) et la composante de temps est le 

(*) Le Lagrangien sera aussi fonction de «yet toutes fois que la par- 
ticule n’est pas isolée. 
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sapet aes , ; : 
travail 77k: v. Avec nos notations (*) ceci s’exprime par 

II. 21 dv. Tuy = By¢ So. 

A partir de cette relation et en faisant appel a un procédé employé 

autrefois par Schrédinger, on peut déterminer la forme de TZyy. 

Pour ce faire, on commence par calculer la dérivée du Lagrangien 
par rapport a la coordonnée xz: 

dL ON o£ 0? Na 

0 Na 0X 0 (de Na) 0X3 0X, 

o£ 04, 

aa 0 xg , ley 

  
    iptm| + conj] + 

Les equations de Lagrange permettent alors de poser 

) L Jf 2, ; 
05-2 ds Gop =f, ( 0 et 0 0? Na +eonj} + 
  

    

    

0 (05%) / 0X8 O(dc%a) I%g 0X, 

af 94, 

0% dX. 

£ " . £ 9a, 

fa ie 3 sa teen + = = . 

cest a dire, 

£ 3 y £ : II, 22 Se da |e £— Gy 0g Na + con) | ‘ 
04, oO Xe 0 (dc Na) 

    

Retournons a l’équation II. 21. En vertu de l’équation de conser- 
vation de la charge, on peut écrire 

0a Tag == 686 Ss == (03 Ag — do Og) $, = (dg Mc) $, — %y I, 5, — $, da Ag = 

= Ss 08 g — do (Se lg), 

  

(*) En plus des coordonnées d’Univers #1; =x, %»=y, %3= 8, %4=ict 

nous avons déja défini le vecteur potential d’Univers @y,== [iV ; 4] . On défi- 

nira le tenseur de champ é€lectromagnétique par uy? br = —tEr, by= 

=—iEy, by =—iEks, big= bs, fy = Hy, boy = Hx (Spy = — 6yp,)- En 
> al > 

conséquence, les relations de définition des champs, # = — — 9: A — grad V 
C 

> 

et H=rotA s’écrivent &Gyy= dp A, — dy Ay- 
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et compte tenu de II. 20 et II. 22, on obtient finalement 

MN & 
da Tag = de EB £—? a — co oie, + coni) |. 

. 0 As 0 (dc Na) 0 Xg 

  

Cette relation conduit a définir le tenseur 7,, de densité d’éner- 

gie-impulsion de la particule décrite par le Lagrangien £(1,, 1% ---) 

et se déplagant dans un champ électromagnétique de potentiel 
Oy. de la fagon suivante, 

o£ 0£ ONa d£ Ong II. 23 Tg = 3ag£— a, “B= "aba 8   0 (data) d%%  d(datk) dx, 

Si maintenant on considére le cas de la particule de spin maxi- 
mum 1 décrite par le Lagrangien II. 16, fonction des grandeurs 
spinorielles ¢,,, on obtient 

HW, 24 Tygend,ge— 0g, OF Ne ES Oe 
aaa B 0 (da buy) 0 XB 0 (da Yur) 0X . 

    

Cette expression a symétrique se réduit bien a la forme connue 

de Zz, donnée par M. de Broglie pour le cas ot %—=0O (ou 

q=0) [8]. 

§ 4. Les équations tensorielles de la particule de spin maximum 1 
et de charge q. 

Dans ce paragraphe nous allons présenter la forme tensoriel 
le des équations spinorielles II. 17, 

Il. 25 [ (goat Ghey) SS 4 (4 04 abj+bay 
2 he 2 he 9 

— hod |= 0. 

Pour commencer, et en partant de I.9 e I. 10 e I. 11, on vérifie 
aisément que 

4 by (4 + 04) = ay + by 

Ay by (Aq by + Ay by) = ay ay + by dy (24=1,2,3) 
464+ Agb,—=T. 
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Par conséquent, si on multiplies II]. 25 a gauche par a,0,, on 

obtient 

IL. 26 (joa Shi 2 apa d eae us 4). 
ac he ic a 

aathob 
.——_—— —k, |b =0. 9 oy 

Définissons maintenant, a partir du potentiel %—=[7V; A] et du 

: L = F 
gradient du= & Ot} ¥], le vecteur d’Univers 

uC 

Il. 27 Pu=ihdy—Lay, 

Les équations II. 26 prennent alors la forme 

. 

II. 28 jar Disa Ps—2ime| 4 + 

k=} 

3 

+6 P, + Bian] smo, 
k 

Introduisons la matrice 4><4 W formée avec les composantes Yy, 
de la matrice colonne ¥, disposées selon I.17. On vérifie 

ainsi, en tenant compte de I. 5, que les équations II. 28 peuvent 

s’écrire 

3 

[ost Sieve Po — aimee | + 

h=1 

5 Fi 

ot. (|r Dine ny") =, 

k 

c'est a dire, en employant les matrices y, définies en I. 16, 

4 4 
| Siete —timoe|¥ + YAO. 

oD e 
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Si on multiplie a droite ce syst¢me par la matrice I’ introduite 

en I, 20 nous avons, par I. 21, 

4 4 
TL. 29 | Sie 2-28 |TV eo. 

iz Z 

Or la matrice YI, comme d’ailleurs toute matrice 4><4, peut 

étre exprimée comme une combinaison linéaire des 16 y_ qui 

forment le systéme complet engendré par les quatre matrices yp 

de von Neumann, et dont il a été question en 1. 23. Posons alors, 

avec certains coefficients 9., 

16 4 

VT =P 90 7a= F070 DoH 70 + Puy Zn + howd i 
a u yv=1,2,5,4 

Peay 

II. 30 

as > Quve7pve + $1954 71258 (*) « 
y¥y0=1,2,5,4 

pBaov<o 

En introduisant le développement II. 30 dans les équations II. 29 

et en y égalant a zéro les coefficients des seize matrices 7, (car 
elles sont linéairement indépendantes), le calcul nous conduit 
aux €quations suivantes, 

Ps. Puy = Mo € Pe 

II. 31 

Pu Gv — Py Ou = — M96 Py, 

=v 

Il. 32 Py Puree = — M0 Prpa 

Pu Gvgo — Pv Peas +P: Geuv— Po Pye = Mylo 

Si lon tient compte de la définition II. 27 de l’opérateur Pu, on 

peut écrire ces équations sous la forme explicite 

(*) Pour ce qui est des propriétés de variance des 9,, nous renvoyons 

au Chapitre I, § 2. 
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7g . . 
0% Puy + he My Oy = — Ry Ww 

II. 35 
z P 

du 9 — dv Qu +! (Su Py — Vy Qu) = 1h Py 
(77 

(Ry = mq ¢/h) 

%=0 

7q . ‘ 
dv. Paves +e Purves = 2 Ry Pyec 

he 
II. 34 

OV P05 — Ov Pecu +2 Popy — 95 Puyo + 

2q c C C , 
he (2 Vag hy Posp +e Pony — a Pave) = — to Paves:   

Ce sont les équations tensorielles de la particule de spin 
maximum 1 et charge g dans unchamp @, équivalentes aux 
€quations spinorielles Il.17, A l’instar de ce qui arrivait déja 
dans la théorie non généralisée (voir équations I. 26, I. 27), la 
description de la particule de spin 0 et celle de la particule de 
spin 1 sont indépendantes; les trois derniéres équations tradui- 

sent le comportement de la particule de spin 0, tandis que les 

deux premiéres concernent la particule de spin 1. 

La parenté des équations II. 33 avec les équations maxwel- 

liennes de M. de Broglie est évidente. En effet, en prenant %—0 
(ou g=0) on obtient deux de ces équations maxwelliennes, 

On Puy=— thy, Ou Py — dv Gp = Ry Dy, 

Or de la premiére on déduit que —7hp 0,9, = 0d, dp % =, c'est 
a dire, 

Ov oo 0; 

tandis que la deuxiéme nous donne 7% (du Prot Ov Pou, + Oe Puy) = 

= tho (dp dv 92 — dp. 02 Gv + dv Oe Su — Ov Ou Yo + do OM P) — de dv Mp) =O, 
cest a dire, 

OH Pye Ov Pon + Oe Py, = 9- 
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On retrouve ainsi toutes les équations maxwelliennes I. 26. Des 

raisonnements identiques ont lieu en ce qui concerne les équations 

Il. 34 vis-a-vis des €quations non maxwelliennes I. 27. 

§ 5. Le formalisme lagrangien exprimé en grandeurs tenso- 

rielles. 

Dans ce paragraphe nous déterminons la forme du Lagrangien 

lorsqu’on l’exprime en grandeurs tensorielles, c’est a dire, lorsqu’on 

remplace les spineurs 4,, de II. 16 par leurs expressions en com- 

binaisons linéaires des 9,, donnés par II.30. Pour ce faire, on 

construit d’abord la matrice I’ et les seize matrices y, définies 

en I. 20 et I. 23, et ceci en employant la forme I.19 adoptée pour 
les «. Une fois I et les 7. obtenues et introduites dans le 

développement II.30, on arrive aux relations suivantes, 

  

  

by =— 9 Hig +294 + Go Y2= 95s—F951— F193 — F P1054 

bor = 5 — 295+ D5 + 791254 Y= G1 +292 —294 + 9am 

bsp =— O15 +2 905+ F134 —F F054 Yen = 2 PQ — 74 —7912 + 7910 

by =—299 +e, —2o9 +2 > bug =— 93—4905+ F154 + 2 Po54 

bis =— 915 +4925— Grate o51 fia = 2% +494 —2%12 —2 9104 

bos = — 209 —294 —1912 —19104 bo = — Fis —2925— $151 —2 Poss 

bss = = — 29. Fig + Pm be = — 93 — 29+ 9195-2 P1954 

bas =— $3 —2951— P15 + 291254 Ya = — 91 2%. —2914 + Yo 

Ce sont ces valeurs des ¥,, que l’on doit substituer dans le 

Lagrangien IJ.16. Aprés un calcul long mais sans difficulté, on 

obtient l’expression de £ en grandeurs tensorielles. On trouve 

alors que £ posséde la forme 

II. 35 Loe £) 4 

ou © est un fonction réelle des grandeurs de champ décrivant 

la particule de spin 1 (le vecteur o et le tenseur antisymétrique » 

Qu»), de leurs dérivées premiéres et de leurs conjugués, et Bs 

est unc fonction réelle de 9,9,,. et 9934 (grandeurs de champ 
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associées a la particule de spin 0), de leurs dérivées premiéres 

et de leurs complexes conjugués. L’expression exacte de £ s’écrit 

4 4 
Il. 36 W——ad a(S Prag, + maces] — 

1 4 
ire ~~) 

a> Puy (M96 Puy + Pu Poe s conj 

v=1 

(Fa = ithan —Z ay) 

Cc 

et celle de “ vient égale a 

II. 37 £ = — 26 gtoss (P3 9051 — Po 9134 -+ Ps P18 — Pa 9195) — 

— 2 ¢ (4534 Py 91951 — Pt54 Po 91254 + Yes Ps P1954 — Pia5 P4 21934) — 

— 2 mg 62 (— 49 99 — $1254 P1984 + Pi95 P1925 + Pics 9124 + 

++ Pisa Pisa + 254 Pasa) + Con]. 

En partant de II. 36, II.37, on peut calculer les 16 équations 
tensorielles de Lagrange, 

4 a ¢ 
» Ov u = — ¢ 

0 (dy Sa) 0 a v=1 

  

(Pa = 90) Fs Suv Puro 91984) HY P= 1,2,3,45 4. < <p), 

lesquelles, comme il fallait s’y attendre, redonnent bien II. 33, 

II. 34. C’est d’ailleurs en introduisant ces équations dans les 
expressions II. 36, II. 37 que l’on voit que 

II. 38 = £9) = O=0, 

comme c’était déja le cas dans la théorie non généralisée. 

En considérant l’expression II. 35 de £, on voit que l’étude 

de la particule de spin 0 peut se faire séparément de la particule 
de spin 1, et inversement. En effet, lorsqu’on veut étudier seule- 

ment la particule de spin 1 on considérera que la particule de 

spin 0 n’existe pas, ce qui revient 4 prendre 9 =9,,,= 9121 =0 

et donc £° =0 et £=-£, Inversement, on posera Ou = 9, =0 
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si seule la particule de spin 0 nous intéresse. En conséquence, 

on aura alors £70 et donc =£. Les équations de 

Lagrange étant linéaires, on peut s’assurer que cette séparation 

se maintiendra tout au long de la théorie, pour autant que |’on 

emploie toujours les grandeurs tensorielles. C’est ce que nous 
montrent les définitions II. 20 et II. 23 du 4-vecteur densité-flux 

de courant et du tenseur densité d’énergie-im pulsion : 

o£ 

dy, 
  i5@ 39 Su, —— 

  1.40 Toi e042 ne dy Pa-+ con] } . (*) L y=" t— yp va on 

“ 0 Ay, 2 0 (du 2a) a 

En effet, compte tenu de la forme II. 35 du Lagrangien, sp vient 

donné par une somme de deux vecteurs, s(?) et s{!), le premier 

étant une fonction des grandeurs de champ se rapportant a la 

particule de spin 0 et le second ne contenant que les grandeurs 

qui décrivent la particule de spin 1: 

= §(0) (1) Su = Sh + Si ‘ 

Des considérations analogues sont valables pour 7), qui, en 
grandeurs tensorielles, prend la forme 

5 1 
7 es — rae a rh. 

D’une facon plus précise et en partant de II. 36, II. 37, II. 89, le 

calcul donne pour s{}): 

Il. 41 s=494,9,, + conj, 

et l’on trouve pour s(%: 

5) = 49 Yio58 9,26 + CON] 

(uveo en permutation circulaire de 1, 2, 3, 4). 

(*) La sommation sur @ est étundue a l’ensemble des 16 grandeurs ten- 

sorielles de champ €quivalentes aux 16 4y,,2 40515 %py1 Muyo P1284 (25450 = 

1, 2,3, 435 <<); 
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On obtient de méme les expressions de an et ge dont la 
somme est gale a 7,,,. Le tenseur tas s’écrit 

1.42 7) ——sa,—2ich (Pop On Ps + %q dv Gp. — Conj), 

et Fp posséde la forme 

4 \ (0 + 3 ‘ ‘ 
T= sf) a,—2ich Pay Ov P1954 -F P1954 BS Ov Pyen — CON] 

$,¢,n=1 

s<e<n 

(u,«,8,y en permutation circulaire de 1, 2, 3, 4). 

§ 6. Comparaison avec les équations de Proca. 

Pour terminer ce chapitre nous devons comparer quelques 
uns des résultats ci-dessus exposés avec des résultats corres- 
pondants dis a M. Proca. En effet, les équations II. 33(*) que 
nous avons obtenues comme décrivant un cas particulier (celui 
du spin 1) dans la théorie généralisée de la particule de spin 
maximum 1 ont été jadis étudiées par M. Proca qui les avait 
introduites par une autre voie [13]. 

Pour procéder a la comparaison, nous considérerons seule- 
ment le cas de la particule de spin 1. Par conséquent, le 4-vecteur 
sy sera maintenant égal a sf) et le tenseur Ty se réduira a 
rh (Il. 41 et I. 42, respectivement). En plus, le Lagrangien prend 

la forme -£“ (II. 36) d’ou découlent les seulesé quations II. 33, 
c’est a dire 

iq . 
a 0 y —-'o ay =—th ) vp Pu, a Ae pe Pr 0?, 

II. 43 

b) fy Puy = 9%, — 9, 24 + =H (A, 9, — F, 94) - 
‘ ee | ee ad 

On voit de par ces équations que si l’on considére 4) comme 
servant a définir 9,, au moyen de 9,, la particule peut aussi 

(*) Ou plutdt, les Equations II. 44 que nous déduirons par la suite et qui 

leur sont équivalentes. 
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bien étre décrite par le 4-vecteur 9, seulement, et ceci au moyen 

de |’équation a) ot l’on substitue 9,, par son expression déduite 

de 4). C'est a dire que l’équation d’évolution devient alors 

1.44 (on +22 a,)| (o. +m (wt sha, a |—Hen, 
he he he : 

ce qui est la forme sous laquelle M. Proca a présenté ses équations. 
On pourrait donc essayer de trouver une théorie vectorielle 

pour la particule de spin 1, théorie qui n’employerait que le seul 

vecteur d’Univers 9,. En particulier, le lagrangien de cette 

théorie doit étre une function réelle de 9,, de ses dérivées pre- 

miéres et de leurs conjugués, l’équation de Lagrange qui en 

découle devant étre égale a II. 44. Nous remarquerons tout de 

suite que ce lagrangien n’est pas celui que !’on obtient de ©” 
en y remplagant 9,, par son expression en 9, tirée de II. 43b, 

et ceci parce que £” deviendrait alors une fonction de Pur Pp 

et de leurs dérivées premiéres et secondes. 

Or ce qui caractérise fondamentalement la théorie de 

M. Proca est le fait qu’elle n’utilise qu’un vecteur d’Univers 
pour la description de la particule, 9,. On doit donc s’attendre 

a ce que sa théorie découle.d’un lagrangien différent de e., Ke 

en effet, son lagrangien est 

'y c2 # 1145 2?" ry (Pu Py — Py 9y)* (Pu Gr — Pr Py) + mic 91, Oy, 

(Pa=ition—Tew), 

et l’on peut vérifier que l’équation de Lagrange qui s’en déduit 

est bien |’équation II. 44. 

Si Von considére maintenant le 4-vecteur densité-flux de 

courant, on voit que les résultats des deux théories coincident. 

En effet, par l’introduction de l’expression II. 45 de £’” dans la 
définition II. 39, on obtient 

Pr 0 srr * e 

S. = r = 99" (Po, Pu 9,) + conj, 
io 
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ce qui, a une constante prés, rejoint II. 41 calculé en partant du 

lagrangien £“?, 

Mais en passant a l’étude du tenseur 7, nous allons trouver 
des écarts entre les deux théories, et ceci malgré le fait que 

M. Proca avait adopté la méme définition II. 23 ci-dessus pré- 
sentée. D’une facon plus précise et en partant de II. 23 et IIL. 45, 

le calcul donne pour le tenseur 7’” de M. Proca |’ expression 
symmétrique 

Ty, =02(P, 9, —P,9,)" (Ps, —P, 0) + mect o% 9, + conj +4,, 7", 

qui différe du tenseur asymétrique 

IL. 46 zo 2% 
. ey . 

1 My 
  

[Pu 9q— Po 9,)" Ov Pg — 

—9, dy (Ps &, — Pu 2) — conj] — sa, 

que l’on trouve pour la particule de spin 1 en partant du lagran- 

gien II. 43(*). On voit ainsi que la question de savoir laquelle 
des deux théories s’adapte mieux a la description de la particule 

de spin 1, se raméne 4a celle de savoir lequelle des deux tenseurs 

(Tn) ou id, décrit mieux les propriétés de l’énergie et de 

Vimpulsion de la particule. Ce probleme a été abordé par M. Costa 

de Beauregard qui a donné dans sa thése [14] des arguments en 

faveur du tenseur asymétrique. En complément, nous nous 

bornerons ici a signaler que des expériences récentes paraissent 
confirmer la superiorité d’un tenseur asymétrique pour traduire 

les propriétés de la particule de spin 1 [15]. 

Il semble donc bien que l’emploi d’un seul vecteur d’Univers 
pour la description de la particule n’est pas justifié et qu’il doive 

étre remplacé par l'utilisation d’un vecteur 9, et d’un tenseur 9,,. 

(*) Plus précisément, II.46 est la forme que prend le tenseur II. 42 

lorsque I’on y substitue ?uy par sa valeuren ¢,, tirée de II. 43b. 
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CHAPITRE Ill 

Les passage des théories relativistes aux théories 

non relativistes correspondantes 

§ 1. Le groupe de Lorentz et le groupe de Galilée. 

Ce chapitre a trait au probleme général du passage des 

théories relativistes aux théories non relativistes correspon- 

dantes, question qui sera abordée ici par |’étude du raccord entre 

le groupe de Lorentz et le groupe de Galilée. 
Pour simplifier, on considére dans ce qui suit le cas d’une 

transformation simple de Lorentz entre deux référentiels K (x22) 

et K'(x/y'2'#). Dans cette transformation, y’=y, 2/=2 et axe 
O' X' glisse sur l’axe OX avec la vitesse v=(6c. Les équations 

de transformation de Lorentz sont, comme il est bien connu, 

a! = (% — v t) (1 — 6?)12 

yy 
100 at =e 

  fms (? _ a) (1 —62)-12, 
C2 

Introduisons le développement de (1 — 6*)"2 en série de puis- 

sances de 6, 

il 3 
== (4% — 7 1.4 — 62.4. — ... ) = x = (x oN (1+ StS B+ ) 

= ett 0 A+ et see 

t il 3 
as Plo 1 —_ (32 — 4 ee ( r )( + ae + : + ) 

ee 1 (sg2_ * gs\ 4.3 (pea * o¢ =1— ard Cae eed Caer 
Vv 

Ill. 2 
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et prenons l’approximation en (2 de ces équations(*). On obtient 
alors 

x! = (« — v1) (1458) 

III. 3 

fai(1tTe\—ee. 
Q° v Vv 

Il est évident que l’on ne retrouve pas ainsi les formules de 
transformation de Galilée, savoir, 

Ul. 4 a ee ae 

En passant, on peut d’ailleurs se rendre compte du fait que, 
contrairement a ce qui arrive avec les équations de Lorentz 
(III. 1) et de Galilée (III. 4), aucune approximation en 6" des 
€quations du groupe de transformations III.1 ne posséde les 
propriétés de groupe, exception faite de celle en §! ou, ce qui 
revient au méme, en (9, car il n’y a pas de termes en @! dans 
IlI.2. Nous allons vérifier cette affirmation en prenant le cas 
simple de l’approximation en 62, l’étude du cas général en (3 
ne présentant guére plus de difficultés. Considérons alors une 
autre transformation du type III. 3, 

x —= (x! — vt) (1 + 3?) 

Ill. 5 

tar(14ip\)_p* a 
2° “ y (@=v/e). 

Pour montrer que ces équations ne définissent pas un groupe, 
nous allons vérifier que l’application successive de III.3, II.5 
n'est pas une transformation de la forme III.3. En effet, on a 

(*) Nous employons l’expression «approximation en $”» pour indiquer 

v 
que dans les développements finaux en série de puissances de 8 =— on 

é 
retient les termes jusqu’a l’ordre de 8” en négligeant ceux qui sont d’un ordre 

supérieur. Ceci revient 4 dire que dans une «approximation en 8”» on aura 
B§+0 (ken), B8=0 (k> 2). 
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= 1 we ae 
et —(o—@ +9) 0(14 E+E) +f 08,2 

x 
  ai(L+ C48) C+ 8 + fo(@?, 08, 28%), 
vty 

avec 

G2 22 fi=Px— —B6(x—(W+0)4) + —F (s—wtar+2x2)   

fabee ae (*—S@— 09-24). 
t 4 v v 

  

Or cette transformation n’a pas la forme III. 3 par suite de l’exis- 
tence des termes de f, et f,. On peut donc dire, en retournant 
a III.1 et III. 4, que le groupe de Galilée s’obtient a partir du 
groupe de Lorentz par une approximation qui est, au plus, en 6. 

Et effectivement, en prenant 6"=0(m=2) dans LI. 2, on obtient 

les équations III. 4 du groupe de Galilée. 
Remarquons cepedant que, étant donné qu'il n’y a pas de 

termes en (@ dans III. 2, on pourrait tout aussi bien dire que le 

groupe de Lorentz, par une approximation en £9, redonne le 

groupe de Galilée. On doit dont chercher a savoir laquelle des 

deux approximations (en 8 ou en 6°) psséde un sens physique. 

Pour autant que l’on se tienne dans le cadre de la Mécanique, on 

n’aura pas la possibilité de départager ces deux hypothéses, ceci 

étant da au fait que les deux Mécaniques (Relativiste et Newto- 
nienne) différent par des effets en (2 et non en (@. Si cependant 
on passe au domaine de l’optique, on y trouve des phénoménes 

physiques qui font intervenir des effets en 6=v/c. Cest ce que 

traduisent les termes de l’ordre de § dans certaines équations, 
notamment dans celles de l’effet Déppler ou dans la formule 

d’Einstein pour l’abérration de la lumiére. Or si l’on se borne aux 
seuls effets en 6 (en négligeant ceux d’un ordre supérieur), tous 
ces phénomeénes peuvent étre correctement décrits par la théorie 

newtonienne(*). Cest la un fait qui a été souligné par plusieurs 

auteurs, notamment par Lorentz [17] et von Laue [16]. 

(*) Ou, plus précisément, par l’ancienne Théorie des Electrons, laquelle 

suppose fondamentalement la mécanique classique newtonienne. 
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En tenant compte de ce qui précéde, il semble donc licite de 

conclure que c’est l’approximation en @ qni posséde un sens 

physique et qui donne le raccord correct entre les théories rela- 
tivistes et non relativistes. 

Remarquons que ceci peut paraitre en contradiction avec la 

fagon habituellement utilisée pour passer de l’énergie totale 

te 
v1—e 

tivement . En effet, il semble naturel de penser que pour obtenir 

ome =, nae 2 : 1 
relativiste a l’énergie newtonienne ( C > 0 v2, respec- 

le raccord entre ces deux expressions l’on doive développer la 

premiére en série de puissances de @ et y négliger tous les 

termes qui sont d’un ordre supérieur a 62=v?/c?. C’est a dire: 

IIL. 6 my c2 (1 — B2)-12 = my 2 (1 + 1/2 62 +. 3/8 62 4...)= 

=m (Lt 5) myo + mye? 

L’énergie newtonienne n’étant définie qu’a une constante prés, 

on dit alors que l’existence de la constante mc? n’est pas un 

P 1 , 
empéchement pour retrouver l’expression voulue, a v2. Mais 

on remarque que III. 6 n’est a vrai dire, qu’une fausse approxi- 

mation en 62. Pour avoir une approximation correcte en (2 il 

faudrait retenir le terme en (2 dans le développement final de 

my c?(1 — 6?)-12, et pas dans celui de (1 —6?)"12. C’est a dire que 
Vapproximation en (2 de Vénergie relativiste est la suivante, 

oo my c2 (1 — 6?)-12 == my c? (1 + 5 aa Gade 

gi 2 3 
=myc Fag Ma a ll ll 

Terme en (9° Termeen £2? 
  

Or cette expression n’est pas celle que la mécanique newtonienne 

donne pour l’énergie et ceci améne a penser que le passage des 

théories relativistes aux théories non relativistes se fait en retenant 

des termes qui sont, au plus, de l’ordre de (6. D’ailleurs, et pour 

nous confirmer dans cette voie, il suffirait d’examiner quelques 
équations de transformation en Relativité. IL est bien connu, en 

effet, que les formules relativistes qui relient les valeurs des 
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grandeurs physiques (mécaniques et autres) attachées a un sys- 

téme au repos avec ces mémes grandeurs dans un référentiel ou 
le systeme est animé d’une vitesse v—(c, font intervenir les 

facteurs (1—(€?)!2 ou (1—£2)12, Ainsi, pour un observateur 

immobile, une barre ayant la longueur /) au repos posséde la 

longueur /,V¥1—G? lorsqu’elle se trouve animée d’une vitesse 
yv=fc, Cest adire que J/=/, V¥1— 62. Des relations analogues 

existent pour la quantité de chaleur Q) fournie au systéme, sa 

température propre 7) [18], la période +) d’une horloge, la masse 

m, d’une particule, etc: 

O=Q,V1—-, T=T,v1—@, Te ne etc.   

En développant en séries de puissances de @ les seconds mem- 

bres de ces formules, 

l l i= 7 16212 — J, — 0862's oP) 0 ae ra 

ty (1, = BAYA we tg tS Bg Bt toes etc, 

on voit derechef qu’une approximation en @? ne nous conduit 

pas aux prévisions de la théorie newtonienne, selon laquelle une 

barre en mouvement ne raccourcit pas, une horloge en mouve- 

ment ne ralentit pas, etc. Il faudra done prendre 62=0 pour 

obtenir le passage correct a la théorie non relativiste, c’est a dire, 

pour avoir /=/,, t=), m=myp, etc. 

A partir des conclusions précédantes, on tire l’expression 

bien connue de l’approximation non relativiste de l’impulson £. 
Par définition, on a 

Ill. 7 B= My 71 — GY mpd + — mg PD + MyBO 

et si l’on prend l’approximation en 6 (6"=0;n = 2)(*), on obtient 

> BES 

p=M. 

(*) Cette approximation coincide d’ailleurs avec celle en 89 puisqu’il 

v 
n’y a pas de terme en — dans III. 7. 

c 
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Examinons finalement la relation relativiste 

  
Ei. 

III. 8 2 = 2 + mc, 

ou £, représente l’énergie totale. Nous avons, en désignant par 
£, Vénergie non relativiste, 

  

- £2 
f= = i LP Bt) — aie 

1 4/1 2 8 1 5 
= 2 my (| — my v2) +— ( — my v? — My v? . ae ala) an ae) * 
=2my Ey + E2+ 2 _ B+... 

Cc Mo ct 

Si l’on procéde a l’approximation en 6, c’est a dire, si l’on prend 
6"=0 (n=2), on est alors conduit a 

. 
Le 
2m) 

Li = ) 

relation bien connue de la mécanique newtonienne. 

§ 2. L’approximation non relativiste en Mécanique Ondulatoire. 

L’équation de Klein-Gordon et l'équation de Schrédinger. 

Dans les paragraphes qui suivent on étudie l’approximation 

non relativiste des équations d’évolution de la Mécanique Ondu- 

latoire, c’est a dire, le passage de |’équation de Klein-Gordon 

a celle de Schrédinger, et le passage des équations de Dirac aux 

équations de Pauli. 
Auparavant, nous devons souligner le fait que l’on emploiera 

dans tout ce qui suit la correspondance II.2, valable aussi 
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bien dans le cas relativiste que dans le cas non relativiste (*), 

E—— E,,=— thd 
III. 10 a ae 5 a opérateurs. 

p ysiques p <——_> Pop = t h V. 

Pour schématiser le procédé d’approximation non relativiste d’une 
équation d’évolution de la Mécanique Ondulatoire, on remarquera 
qu’une telle équation fait intervenir, appliquée a une fonction 
d’état } (qui peut avoir plusieurs composantes), un opérateur Is 
fonction de 010x0dy dz, 

Ill. 11 I Onbsidy Ode= 0: 

Ceci revient a dire, en tenant compte de III. 10, que f est lopé- 
rateur correspondant a la grandeur physique qui s’obtient de f 

en remplacant 9d; par ae et V par — <p. Par conséquent, 
(} 1 

on peut écrire 

a a ee 
——= ff le , b=0 EG ) SA Sh, = »)| 9 ; 

ou f désigne maintenant une fonction des grandeurs relativistes 

  

E et p, et cest avec l’équation d’évolution écrite sous cette 
forme que l’on entreprend |’approximation non relativiste. Pour 

cela,onremplace £ et p par leurs développements en puissances. 
de 6 et dans la forme finale du développement on retient seule- 
mente les puissances de § jusqu’a un certain ordre. On a vu 
plus haut que cet ordre doit étre celui de 8, les 6" (n=2) 
devant étre négligés. On est ainsi conduit a une certaine fonction 

f' de L,, et Pny différente de f (£, et Dn désignent les grandeurs. 
énergie et impulsion non relativiste), 

[f (En, Piny Pyn,y Psn)lop b= 0. 

(*) La grandeur £ qui est en correspondance avec Popérateur —if,Q, 
L est lénergie totale, c’est 4 dire, si la particule est libre, 9 %0 v2 (cas non 

ede ce 
relativiste) ou —”0 (cas relativiste), 

vi= 
  

Porigal. Phys. — Vol. 6, fase. 4, 1971 — Lisboa 249:



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire... 

En employant a nouveau la correspondance III. 10 on obtient 
Vequation d’évolution non relativiste qui est l’approximation de 

l’équation relativiste III. 11: 

f'(—tho, thodx, thoy, thd:)d=0. 

En particularisant le schéma antérieur, étudions maintenant 

Véquation relativiste de Klein-Gordon. On pourrait envisager le 

cas général d’une particule chargée se déplacant dans un champ 

électromagnétique; néanmoins, il suffit d’étudier le cas plus 

simple de la particule en absence de champ, car les deux études 
sont identiques en ce qui concerne les aspects qui nous intéressent 

et le cas générale ne ferait qu’alourdir le formalisme sans aucune 

utilité(*). L’équation de Klein-Gordon s’écrit ainsi 

2 [2-2 (7R4) ]e=e (A= 0? +05 + 02), 
c h 

y étant une fonction d’onde scalaire, soit encore, par III. 10, 

[£2/c2 — pe — MC \op = 0. 

On voit ainsi que dans le cas de |’équation de Klein-Gordon, le 
calcul de l’approximation non relativiste se raméne a celui de la 

relation relativiste £2 /c? =p + mec?, examiné en III. 8 et III. 9. 

On obtient alors, pour une approximation en 6, 

> 
p2 

|e» — | s=0, 
2 m9 _lop 

cest a dire, par III. 10, l’équation de Schrédinger 

  

zh 

2 my 
  IIL. 12 | A+a|e=o. 

(*) Tel ne sera évidemment plus le cas lors du passage des équations de 

Dirac aux équations de Pauli, qui seul a de l’intérét si l’on considére la par- 

ticule comme étant chargée et se déplacant dans un champ électromagnétique. 
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Une conséquence bien connue de l’équation de Schrédinger 

est l’établissement de la relation de continuité 

Ill. 13 d,+V-j,=0, 

avec les définitions de la densité et du flux de probabilité 

Po =vry Ill. 14 

IIL. 15 Free o— (Vd —90u).   

2m) 

Quant a l’équation de Klein-Gordon, elle permet aussi d’établir 

une relation de continuité III. 13, les définitions de ¢ et i étant 
maintenant 

  

  

Ill. 16 0KG = th (b 02:0" — v* 01) 

2 myc? 

2 > th = > Ill. 17 Ike= (?Vd—dVd*). 
2m 

Pour ce qui est du passage des grandeurs relativistes III. 16 et 

III. 17 aux grandeurs correspondantes III. 14 et III. 15 définies 
dans la théorie non relativiste, il se fait trés aisément. Les deux 

définitions de rs coincident, d’ailleurs, et quant a xq il s’écrit 

  [p"(— thd) + (—thord)"], eke = 
2 mg c? 

cest a dire, en vertu de III. 10, 

wo aL (ara),t + Gra).,t) |     

  

    

Or l’approximation en @ de donne 
My C 

E 1 f il i _ My c2 + —m,v2+...\)=14+— 24...=1 
myc? myc? \ ° 9 al ) rar : 
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  de sorte que l’on a ( ) =J/ et, par conséquent, 
p my C2 / 

i 
rko= 5 (ot o})=—Y b=ps. 

Nous achéverons cette étude du raccord entre la théorie de 

Klein-Gordon et celle de Schrodinger en calculant l’approximation 

non relativiste du lagrangien de Klein-Gordon. Ce lagrangien a 

la forme 

h2 

Leg = hea Vy —— any drb+ = mary | 
2m L 

    

soit encore, par III. 10, 

E E : 
{eo Fe [ON PY (Gt) A tmaety 

Ey, + my c? 

C 

  

Or a l’approximation en § nous avons ; de 

sorte que £xg devient 

[our-cay—(A2*) (Apt) mate 

— my* (En »| 

      ~LKG = 
mo 

  [PY (PY — my (En b+ ¥ (En); 
aa 

c 

termes de £«¢¢: Compte tenu de III. 10 on a alors 

7 % 

aa Ee étant de l’ordre de (¢? par rapport aux autres 

PBy Tht ay — bart) = 4s,   LKG= 
2m 

expression obtenue étant celle du lagrangien de Schrédinger. 
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§ 3. Les équstions de Dirac et les équations de Pauli. 

L’approximation non relativiste des équations de Dirac rentre 
aussi dans le schéma général décrit au paragraphe précédent, ¢ 

étant maintenant une fonction 4 quatre composantes de variance 

spinorielle et f faisant intervenir, er plus des opérateurs — zh, 

et ihV, les quatre matrices 44 a. En considérant le cas 

général d’une particule de charge g se déplacant au sein d’un 

champ électromagnétiqne de potentiels A et V, les équations 

de Dirac s’écrivent 

III. 18 Jeo st y_ (#4 52 4) 2-80 a lym,   

he 

c'est a dire, en vertu de III. 10, 

IIL.19 | pea) + (#44) a —mocas| p=0. 
op 

On prendra les matrices a telles qu’elles ont été définies en 

1.19(*), 

III. 20 ~ alk 0 ed = ee 
ey (6 (k=1,2,3) edd 

de sorte que l’on est conduit 4 écrire III. 19 sous la forme 

1 a. \(/3 @ . 
a) | 29h) moe] =| (3- LA). ‘| Xo 

. op 

) |e av) + moe] Ye [Geer La). <| %:, 
op 

(*) 04 0203 sont les trois matrices de Pauli 

aa | Del; ale! aa 5 = iL 0. 

1G i 0 0 a 

que nous désignerons souvent d’une facon abrégée par c. 

III. 21 
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avec 

III. 22 n= i" =| °° | et donc v=[ 7. 

Les équations III.214 permettent d’obtenir 7% en fonction de 
%,, et introduction de cette expression en III.21a conduit a 

Ill. 23 

a) { 4 -mye-(p-0— 2 Ae) ( “4 +m9e) (F-2-24-0)) 4-0 
O, c 

; . 1 —1 > q > > - [eon] [FE 4)» op 
On a ainsi substitué au systéme III.19 de 4 équations diffé- 

rentielles du premier ordre, un systéme différentiel d’ordre infini 

formé par les deux équations III. 23a. En effet, la forme III. 23 

des équations de Dirac montre que la théorie peut se faire —du 

moins en principe—en employant seulement deux des quatre 

composantes de ». Ces composantes sont données par l'intégra- 

tion de III. 23 a, les deux autres s’en obtenant au moyen de III. 234. 

On verra par la suite que III.236 exprime que les deux compo- 

santes | = 7%, sont delordre de @ par rapport a | pale ; 
2 

    

4 = 
En procédant maintenant a l’approximation des équations 

III. 23, le calcul donne 

rng 62 (1 — 82)? — g V — mg = 
III. 24 1 S 

= (moet + mo 28 + = a0 +) —gV — mye 

=F mov? —qV = Ey — 9, 

car l’approximation doit se faire en #, comme il a été discuté 

plus haut. En plus, on a 

rE V -1 
IIL. 25 e| a r + mae | a 

_ qV 1, 3 i: 
= (2m)! 1— Joy 3 gaa...) Rn mys] so guar el ) 

2 myc? 

  

  

E,—qVv 1 
— (2m ,)-) —— sia = 

Gamo) 4 mpc? o 2m 
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et la substitution de III. 24 et III. 25 en III. 23 conduit aux équa- 
tions approchées en (: 

l! > q > > 2 = 

| #97 (#—44).2 ] X,=0 

2 mM . op 

  

  

Or un calcul simple donne 

IIL. 26 [(4-$4)-] =| (i*¥-£.4) ef — 
op 

> ~>\ 2 > =~ a5 = 
=(s-£4) ral ee > 3 (77=rot A). 

Cc op c 

de sorte que l’on est conduit a poser 

    

mg C 2myc 

ya ee a\ 1, 
= 2 mg ¢ | (#—-$4) 7] 4, 

léquation III. 274 exprimant clairement que % est de l’ordre de 
& par rapport a %,. En prenant les opérateurs correspondants 
de £, et , (III. 10), on obtient la forme finale des équations, 

ae —\ 2 i => => 

@) | #9 . (4,-2.4) — Ag G: | X= 
” op 

) b   

| IL.27 3 
| 
| 

    

  

= —\ 2 > > 

a) F- (v4.4) +qv4—"2 5A y= 
My 2m ¢ 

UL2s | = —iR9:% 

| b) to = : | (av -2.4 rae 

| 2 myc c 

ou III. 28a@ est l’équation bien connue de Pauli. 

Les éyuations III. 284 qui donnent l’évolution de % au 
moyen de %, sont généralement négligées dans la plupart des 
exposés qui s’occupent de l’étude non relativiste des équations 
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de Dirac. En tenant compte de la discussion du § 1 il semble, au 

contraire, qu'il y a lieu de les garder car elles définissent une 

entité mathématique de l’ordre de 6. Nous allons d’ailleurs voir 

Vimportance de III.284 pour obtenir correctement le raccord 
entre le formalisme de la théorie de Dirac et celui de la théorie 

de Pauli. 

Passons ainsi a l’étude comparée de la densité de probabilité 

e et du flux de probabilité } Comme il est bien connu, on peut 

toujours, en partant soit des équations III. 18 de Dirac soit de 
celles de Pauli, III. 28a, établir une relation de continuité 

010 + div j= QO, 

avec les définitions: 

dans la théorie de Pauli: 

    

Ill. 29 Pp= AA 

III. 30 jo= hog F4—-GVIH— WA 
2m My C 

= [i] 
dans la théorie de Dirac: 

ill. 31 Pp=drd 

lL. 32 jo=—evtad 

v1 

ba 

Avant de poursuivre, on doit souligner le fait que les défi- 

nitions de ¢ et 7 ne sont pas, pour ainsi dire, une conséquence 

directe des équations d’évolution. Nous voulons dire par la que 
ce qui découle directement des équations d’évolution de la Méca- 

nique Ondulatoire (Schrédinger, Klein-Gordon, Pauli, Dirac, ete.) 
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est uniquement une relation de continuité, c’est a dire, une équa- 

tion de la forme 

IIL. 33 V-F(b, 0", +) + eb, 4%, ---)=0. 

Ce n’est qu’en partant de celle-ci que l’on postule ensuite les 

expressions pour la densité de probabilité et le flux de proba- 

bilité: 

p= o(v,b*,--+) 

F=f, ¥,--)- 

Or il est clair que l’adoption de ces expressions pour ¢ et 7 ne 

va pas sans un certain arbitraire, quoique cette liberté dans le 

choix n’ait pas de conséquence physique. Effectivement, et en 

dehors du fait que au lieude g et f on pourrait tout aussi bien 

prendre cg et cf (c étant une constante arbitraire), rien ne nous 
empécherait de prendre pour la définition du flux de probabi- 

lité re au lieu de hf le vecteur ft2, v étant un vecteur de 
divergence nulle. En effet, on retombe toujours sur la méme 
équation III. 33, laquelle est bien assurée en vertu méme des 

équations d’évolution de la Mécanique Ondulatoire. 

Ceci dit, étudions le raccord entre III. 29, III. 30 et III. 31, 

III. 32. Pour obtenir le passage de 9, a 9,, posons 

Ill. 34 pp =P b= Mt Xj + %, 

et rappelons que, comme il a été dit plus haut, %, est de l’ordre 

de 6. Leterme %%X%,—=d3 5+ 4, est donc de l’ordre de (2 
par rapport a Xj %—=—d) ¢,+ 94. et en le négligeant dans III. 34 

on retrouve l’expression de » donnée en théorie de Pauli: 

bp = 4 Xy XG %qQ =H =i by + 45 boop. 

Passons maintenant a |’étude comparée de III. 30 et III. 32. En 

tenant compte de la forme III. 20 des matrices «, on doit écrire 

In=— 14 %] —0 —o x =c(%io% +o), 

—cs Off % 
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cest a dire, en vertu de l’hermiticité des matrices @ (0), 9%),¢5), 

Ip = 6% 6 %q + Con}. 

Si nous introduisons dans cette formule l’équation III. 286 qui 

donne l’expression de % en fonction de %, i prend la forme 

approchée en 6 

    Il. 35 7, = dis Ho(V-2)%— 7 Xtc (4-0) % + conj. 
2m My € 

Compte tenu des propriétés de commutation des matrices % 

(k=1,2,3), la premi¢re composante du vecteur 

tea (A+) ty + conj   

2 myc 

eut s’écrire Pp 

  : % 9 (Ay oy + Ag @g + A525) 4 + conj = 
2 MgC 

= — 1 1% (A, + Aye3— i Ago0)% + conj = 
2m ¢ 
  

= — 1 (0 4 Ay 4 6 Ag Gf 05%) — 1g G9 + 
2 my C 

+ % vay A, —1 Ag Xy 05%] + 4 Az X95 %), 

  

et les o, étant hermitiques, cette expression vient encore 

ee ee 
2mg¢ Mo € 

  

Pour les deux autres composantes le résultat est identique, de 

sorte que l’on peut poser 

a 

4%,4-     IIL. 36 — —4 5(A4. 3) %, + conj =— 
2mge Mo C 

5 ji th 
Considérons maintenant le vecteur   to (V+ c)%y + conj, 

mo 
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ou plut6t sa premiére composante, l’étude des deux autres étant 
analogue. Nous avons 

th ‘ 
—— Ky 94 (01 91 + 09 89 + 03%) }y + CON] = 

2 Mo 

1 _ ; ‘ 
= [Xt 01 41 + 2% (0g 93 — 05 99) X1] + Conj = 

2m 
  

th 

mo 
DE 11% +24 (VA 2), 44] + conj,   

en désignant par rotc=VAc Vopérateur matriciel a trois 
composantes 

rm 09 93 — 05 % 
Ill. Bit VAc 037, — 04 O5 

O1 op) _ 09 a1 je 

On peut donc poser 

th 
    

tI; ne . oS . > " 

+714. (V - 2) % + conj = GV, 4 t= III. 38 

h 
  (4 rot ea, + conj), 

mo 

et en substituant III. 36 et III. 38 dans III. 35, on obtient l’expres- 

sion finale de l’approximation en 6 de jo, 

th I.89 = jp= joe,     @74—ira= “ua 
mo 2 myc 

h 

mo 

  [4 (F A 2) % + conj]. 

Si maintenant on compare III.39 a l’expression IIl. 30, on voit 

que l’approximation en 6 de jo ne conduit pas a la définition 

du flux ie donnée en théorie de Pauli, mais qu’elle en différe 
par un terme   

h 

mo 
L(V A 2) % + conj.   Ill. 40 v= — 

2 
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Pourtant, si l’on se rappelie ce qui a été dit plus haut con- 

cernant la définition de 7 , on peut affirmer que le raccord entre 

jp et fp sera correct pour autant que Vv. v=0. Or c'est bien 

ce qui arrive, car nous avons 

V - [4% rot oh + gonj] == 0; [Xt (do ¢5 — dg 99) Xt % (dg %§ — Op %0) *%4] 

+ 9 (4 (05 a1 — 01 &3) % + % (05% — 41 25) “2 

+ 03 [4 (1 92 — 9%) % + % (01 Fa — 92 04) *41] 

ce qui, compte tenu de Vhermiticité de c, peut s’écrire aussi 

01 A a3 dg i +L G5 dy dg 4 — 04 X* 99 dg X — U* 09 04 05 % + 01 09 4°95 % + 

+ dg X* 05 dy £ — 01 05 1" Gg % — dg 4" 9 dy h + dg K" 0 5% + 

4X 04 dp dg h — de X05 dy H — Ut 05.04 dg XK + dg dg LPO LF 

+ ds Z* 0 dg % — 04 dg U* 45 % — 04 XM" 05 gh + dg 4" 99014 + 

oh Og By dig KB Py dg RP Oy dda dy ig hing e- 

dy XP ay dg L— dy dg X27 L— dy Ly dg L=O 
c.g: 40d: 

Passons maintenant a |’étude non relativiste du lagrangien 

de Dirac. Comme il a été dit en II § 2, ce lagrangien a la forme 

=> v|(— th u—ty)+(nt—L a). z—mgeas |dteoni, 

c c c 

  

c’est a dire, par III. 10, 

a Va > _ _> 

fp=— ae +f 14) 2 —myery |) + con}. 
c 

A lapproximation non relativiste nous avons £,=£,,+ mc, 

de sorte que l’on peut écrire 

= sae "pL urytmey y+ y (@—4.4).24— 
c Cc 

— MC p* aN 4 ok conj . 
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En vertu de III. 20 et III. 22, cette expression devient encore 

  

  

f= fi Ln y FVM, 42mg eU lg—U BP -8lg— P-2%+ 
Cc Cc 

4 LA Bo%y 424.404 4422G—-LVY 7a} + eon} 
Cc c c Cc 

Or, % étant de ordre de @ par rapport a %,, on doit dans Lp 

négliger les deux derniers termes qui sont de l’ordre de @?. En 

tenant compte de III.10, on arrive ainsi a l’approximation en 

6 de <p, 

Ill. 41 fp=tpa ("hig OX +2 my 6 VG kg — Th GV «hy — 
c 

—ihGY -o4—-LVny, +L. (4 3% +H 2%)} + con}. 
Cc Cc 

Si lon se rappelle maintenant la forme du lagrangien habituelle- 

ment utilisé en théorie de Pauli, 

  

    

F hi2 mae >. th Li a 

2 my 2 

hq < > ihg — mae . Bg 

+ Hoe. AX + A. (—%V%+%G V2") + 

2mo¢ 2 mg ¢ 

  + (av + £. 4) he 
2m, c? 

on voit que les deux expressions sont différentes. D’ailleurs, <p 
étant fonction de ¢, d9¥3¢4, il donne lieu 4 quatre équations de 
Lagrange, tandis que ~£p, fonction des seules variables 4, 4, 

conduit a obtenir deux équations de Lagrange, lesquelles sont 

précisément les équations de Pauli III.28@. On peut néanmoins 

voir que les équations de Lagrange découlant de “p sont équi- 

valentes aux équations de Pauli, si bien que le raccord entre les 
deux formalismes lagrangiens est correct. En effet, le calcul donne: 

    

L af Le San: ee he ey, O(deXt) 2 0(0:%) 2 ¢ 

i ka SO LOE, NE Ge Se ae A ox 2 c é 
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ofp bee, t, 0 £p i. 

0 (0% X%) 2 0 (0+ %3) 

0 Lp i e 
  ee (Amo — ins Fu 4254.5%), 

2 

de sorte que les équations de Lagrange découlant de ~£p s’écrivent 

III. 43 a) in 6 —L A. chm—** 4%, Ly, 

    

En introduisant III. 43 6 dans III. 43a@ on obtient 

fo Gay — 294 F340) — 14.) 7-H, 4 
My My € 2mg¢ 
      

2 +) + 
+ a (Ao = — ih —gV A, 

0 

  

soit encore, par III. 10, 

= — + 12 

2 myo 
  

En vertu de III. 26, cette égalité s’écrit aussi 

    
> =e 7 a => 

1 ( ) a+ ug o¢-HxX,=—thor44—qV h,, 

2m 2 mg ¢ 

ce qui est précisément |’équation de Pauli. 

Avant de finir ce paragraphe, nous voulons encore souligner 

une propriété du lagrangien <p, savoir, que par suite des équa- 

tions de Lagrange III. 43 on a £p=0, a linstar de ce qui arrive 

pour le lagrangien de Dirac (Signalons que tel n’est pas le cas 

de -<£’p). Pour le voir, il suffit d’introduire III. 436 dans <p 

(III. 41) ce qui donne, avec T= (4 — 4. 4) j 
op 
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c E ny > > > > — > Sse 

Lp=—IX—% + m+oX,)*(%-o%)—4(p-o pee REM t yO PMN 3H) — HG 2)     hom 

    
ee Pe fon on exe 

= vy) pay— Igy + t4.[ae(S o in) + 

c 2 myc 
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CHAPITRE IV 

L’approximation non relativiste de la theorie généralisée 
de la particule de spin maximum 1 

§ 1. Calcul de. l’approximation non relativiste des équations 
spinorielles généralisées. 

Dans le présent paragraphe nous allons calculer l’approxima- 

tion non relativiste des équations spinorielles de la particule de 

spin maximum 1 et charge g se déplacant dans un champ éxté- 

rieur défini par les potentiels électromagnétiques AeV (équa- 

tions II. 17) [19]. L’approximation en 6 discutée au chapitre 
antérieur demeure ici valable de méme que |’expression de 

lapproximation non relativiste de certains opérateur que nous 
y avons étudiés. 

Commengons par rappeler les équations généralisées II. 17 
lesquelles, en introduisant les opérateurs 

IV. 1 cop =(E—9 Vp =—ithdsi—qV 

IV.2 “w= (6-24) fie 2 , 
c op c 

prennent la forme 

& at by Ay bp + ay by eat 
TY .3 JE Sp tt — yaad b=. 
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En outre nous garderons toujours la définition 1.19 des a, 

a partir dequels on construit les matrices 16><16 ay et dy (I. 5). 

Une fois a» et d introduits dans IV.3 on obtient la forme 
explicite de ces équations, qui est la suivante 

2 (= — mM) c) by — Ts (13 + $51) + (— te + 2 7y) (b14 + a1) = 0 

2 is — Mo c) bio + ts (Via — $50) — Tx (13 + haa) + ty (Lan — Y13) = 0 

2 Cm mg ‘) boy + Ts (41 — 03) — Tx (oa + Ys1) + 2 Ty (op — 751) = O 

2 (= — mg e) bog + Ts (Yor + Yao) + (— Fe — 2 Ty) (493 + 52) = 0 

2(——- — mg c)§ bas + ts (bis+ bar)|+ (72 —# Ty) (493 + Y52) = O 

— age) ds 4+ Ms (Via — Ysa) + Fe (Yoa + 51) — 2 Fy (Y0a— 951) =O 

= 0) + ms (bar — bog) + He (Yaa + $13) + 2 By (413 — Yaa) = 0 

€ 

Cc 

& 

c 

& 

c 

& 

c 
2 Beat (bog + Hag) + (Fe + 2 Fy) (O14 + U4) = 9 

i 
ale: 
as 
a 

2 mig € d45 + Ms (53 — Yu) + (Re — 2 Fy) (445 — $12) = 9 

2 myc dg + Bs (Pia + Ysa) + Be (bas — $11) — 2 Fy (Yaa + $11) = 0 

2 mg € Yo5 — Ts (Yas + Yar) + Te (‘Yas — a0) + # Ry (Yo0 + Y5) = 0 

2 mtg € bog + Ts (‘po2 — Yas) + (Fe + 2 Ry) (54 — Yor) = O 

2 mo 6 ba, + Ts (Y55 — bu) + (Fe — 2 Fy) (454 — Yor) = 0 

2 mig ¢ ¥sg — Fs (Yia + Ysa) + Be (455 — Yo0) + 2 Ry (Yoo + 55) = 9 

2 moe vay + te (Yor + Yas) + Te (Yaa — bar) — 2 Fy (Yr + bag) = 0 

2 myc Vag + Ts (Yoo — Yas) + (Te + 2 Fy) (a3 — Y12) = 0 
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Nous présentons ici la forme explicite de IV.3 parce qu’a 
partir des équations antérieures on vérifie aisément que IV.3 
peut s’écrire sous la forme équivalente 

a) (moe) + 5 m% — 61%) = 0 
2 

& . ome 
b) (—~— moe) t+ 501 fo + fa) = 0 

IV. 4 
1 . + 

c) mye hy + (— 92h + 8%) = 0 

1 A : 
a) mgt hy kai hy Pee   

ou %; %%% désignent les matrices colonnes 

vy bis bzy b33 

d ! 

V.5 4=] JPL a=] eh =| oe w=] Mb 
boo bog ao vag 

tandis que , et %, représentent les deux matrices 

  

    

vs 0 Tz— Ty 0 7 

— 0 Ts 0 Tz—t Ty 

Ve | we tit, 0 Ts 0 : 

L 0 Ty, + 1%, 0 — 7, «4 

f=. ars Tz — 1 Ty 0 Oo 7 

6 — Ty thy —Ts 0 0 

a @) 0 Ts Tz —t Ty 
— 0 0 Te tity —T, A 

cest a dire, en vertu de I. 2, 

IV. 6 9, =| Ks id <1, taal] Ts Ty—?t *| 

Ty. Tz+thy —Ts etity —Ts 

La forme IV. 4 des équations spinorielles de la particule de 

spin maximum 1 et charge qg s’avére étre la plus adéquate comme 
point de départ de notre calcul. Ainsi, et pour commencer, les 
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équations IV. 4c et IV. 4d déterminent %, et %; en fonction de 

  

  

4, et %, 

Wg = : (8% — 9 %4) 
2moc 

1 2 ; 
fg = (91 41 — % 7%), 

«M,C 

et par conséquent, 

— 9g %q — Oy X3 == — (2 mtg 6)-1[ (53 + 83) %y — (8 99 + Oy 94) %4] 

Oy Xo + Oy Xs—= (2 mq cy" [(9) 8g + 9p 84) % — (67 + 68) 4). 

En introduisant ces expressions dans IV. 4a et IV. 44, on obtient 

  

  

a) | —me—7 (G24 9 | == : (8; &a+ 8p 91) %q 
é 4 myc 4 myc 

IV.7 
1 7 Ls * 

b) 5 op mye + —— (8+ | i= (91 89-55 81) %- 
c 4 moc 4 My C 

Grace a 1V.75 on peut exprimer %, en fonction de %,, ce 

qui donne 

  

1 -1 
X= (4m 6)7! a + myce+ (62 + | (8; 8+ 9% 81) X%, 

c 4 myc 

et par la substitution de cette expression dans IV. 7a@ on est 

finalement conduit au systeme 

2 2 + 65 

4 mo 

  

ry 91 Oy +4 9 Fe , +o 

  

ome my ¢ + ca t 1 Oot 9)|% = 0 

IV.8 

0 u=[f+me+ ee | ee 
€) Xq = (2 mtg cy“! (— 8; X%y + 99%) 

d) Xy= (2 mg cy! (— Oy %y + 6%). 
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Les équations obtenues sont équivalentes aux équations 

relativistes initiales [V.3. Elles montrent, en particulier, que 

létude des équations de la particule de spin maximum 1 peut 
étre ramenée — du moins en principe — 4 celle d’un ensemble de 

quatre équations différentielles d’ordre infini, les équations IV. 8 a. 
Les équations IV. 8 dcd ne font alors qu’exprimer %,, %; et %, en 

fonction de %,, donné par l’intégration de IV. 8a. 
C’est sur la forme IV. 8 des équations que nous allons calculer 

Vapproximation non relativiste. D’une fagon identique a ce qui 

fut fait en III. 24, on peut voir que |’opérateur ** _imge devient, 
c 

a approximation non relativiste, 

  

&, a I __ &n 
IV.9 Emo = (En — QV) =—. 

En plus, on a aussi 

é +6 7} 
— Mo C _——————— => 

E er re 

21 92 
= (2 myey | 1— a: AA SE 

2 my c? 8 mec? 

expression qui devient, a l’approximation en 6, 

24 a 
IV. 10 | £ + moe+ ae 4 

4 myc 2m c 

Il   

En effet, si on tient compte des définitions IV. 6 de 6, et %, 

fonctions de py le terme (8 mc2)-1 (67 + 63) est de Vordre de 

62 — p/m? 2 et doit donc étre négligé. Nous verrons d’ailleurs, 

par la suite, la forme explicite de 67+ 62. 
Si donc on introduit IV. 10, 1V.9 dans IV.8, on arrive au 

systéme d’équations 

  

Gi + % (91 9% + % 9)? |. 
a} |s— 4 my 32 mi c? a 

Veil 

b) A= ask aks 
8 mo c? 
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4 0, X, — 8, % c) Yo = = 1 “4 

aM 

IV.11 

dD yaa 
2mg¢ 

Retournons maintenant a la définition 1V.6 des matrices 4, 

et 4. Si on emploie Jes trois matrices de Pauli, 

IV. 12 = ai ; Oo = 0 oth , os; = i 9 | 
Ll) 2.0) z O 0 —1. 

on voit que l’on peut poser 

is Ty — tt ding 
| sf 7 area tact mmee 8. 
Tr tity — Ts 

En conséquence, on a 

6=(n-0)<1, %=I<(R-s), 

Vopérateur 6; 4+ 94, s’écrivant alors 

> 

8 Oy + 09 0) = [(m-0) XL] [I< (m+ 9)] + [IX<(R-s)][(F-3) <I] = 

=[(F-2)<(e-o)]+[@-a)<(F-a)]= 

—2| (§— £4) 3|x{ (64.4) 
c c 

En vertu de cette égalité, l’équation IV. 11b exprime alors que %, 

est de l’ordre de 62 = p2/m? 0? par rapport a %,, et doit donc 

étre négligé: 

En outre, ceci nous conduit 4 simplifier les équations IV. 11 cd 

qui deviennent 
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1 
y= OX 2 2 mo c oF) 

iL 
w= 6, X 3 2 mye 11) 

ces formules exprimant clairement que %) et %; sont de l’ordre 

de @=/f/myc par rapport a %. 
En passant maintenant a l’équation IV. 114 on voit, en vertu 

de ce qui précéde, que le terme (32 m) c2) | (01% + 991)? doit étre 

négligé, son ordre de grandeur étant celui de 62? — p?/ m?c?. 

Quant a lopérateur 6? + 65 on peut I’écrire comme suit, 

4 B=[@-o) <I] ((e-a) XL] + UX -9)] UX (F-9)] 

=[(F-o2>< I+ UX (FI 

—| (+ bg afi) ><1|+[I><( + 722-F) I, 

H=rotA étant le champ magnétique. On est ainsi conduit a 

  

  (a Ce ae (oxl)+Ux<o)]- FA. 

Bref, l’approximation en # des équations IV. 11 s’écrit 

ay bee AY ae %=0 
2 mM 2myc 2 of 
  

  

  

b) y= J 05% = (2 myc (I< t+ 0)% 

2mgc 

IV. 13 

c) %= 04% =(2myey (nm -o>< 1)% 
My C 

ad) X%,=0 

soit encore, en introduisant la forme explicite des opérateurs 

& ty 6, et % donnée respectivement par IV.1, IV.2 et IV.6, 
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Ce systéme spinoriel représente l’approximation non relati- 

viste des équations IV.3 de la particule de spin maximum 1 et 

charge g se déplacant dans un champ extérieur défini par les 

potentiels électromagnétiques A et V. L’évolution au cours du 

temps de l’état de la particule est régie simplement par l’équation 

IV.14a@ dont l’intégration nous donne 1; v4 bo; bog, les équations 

IV.14 dc ne faisant qu’exprimer 415 Y44 bo3 bog b31 Vz0 Ya, Ct byg en 

fonction de $1; by bo; bog. Ces composantes 45 44495 --- dag sont 

d’ailleurs de l’ordre de @ par rapport a $y; Yo Yo Yo9(*). Quant a 

IV. 14d, elle exprime que 033 b5a bas Y4g Sont de l’ordre de (?. 

L’étude non relativiste de l’évolution dans le temps de l’état 

de la particule de spin maximum 1 se raméne donc 4 celui de la 

seule équation IV. 14a laquelle posséde des liens de ressemblance 

bien frappants avec l’équation de Pauli (voir Chapitre III § 6), 

IV. 15 

| iat ar = (£4) + Tt || |=. 
mg 2 mye Yo 

  

On peut effectivement dire que IV. 14a s’obtient formellement 
de 1V.15 en remplagant dans cette équation la fonction d’onde 
a deux composantes par une function d’onde a 2*2—4 com- 

posantes et en y substituant les matrices ¢ et o,=/ par 

(<1) + (<2) 
2 

ceci revient a dire que les quatre matrices 0 =, ,0),953,04 sont 

remplacées par 

  et /, respectivement. D’une facgon abrégée, 

  

IV. 16 OS DOS) AN | 

Rappelons-nous maintenant les deux points fondamentaux 

de la méthode de la fusion de M. Broglie, permettant d’obtenir 

les équations relativistes de la particule de spin maximum 1 

(*) Au chapitre antérieur nous avions déja souligné limportance des 

équations du genre de IV. 140c, sans lesquelles il n’est pas possible d’établir 

le raccord correct entre le formalisme suscité par IV.3 et celui qui découle de 

IV.14a, Par la suite nous examinerons de plus prés cette question. 
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a partir des équations de Dirac. On peut dire que pour y parvenir 

il suffit de prendre dans les équations de Dirac au lieu d’une 
fonction d’onde a 4 composantes, une fonction d’onde a 4><4=16 

composantes, et d’y remplacer les matrices 0 = a ,a9,%5,04,/ par 

(O>< 1) (1 >< a4) + (L>< 0) a4 >< 1) 
2 

IV.17   

(En vertu de I. 5, ceci équivaut a dire que les matrices a, a4 et 

aby + bay ay + by 
2 

7 viennent remplacées par -, a,b, et a? res- 

pectivement). 

On voit de par la comparaison de 1V.16 et IV.17 que le 
parallélisme du procédé dans les deux cas est tout a fait satis- 

faisant. On peut ainsi conclure que la méthode de fusion de 

M. de Broglie demeure aussi valable au niveau non relativiste, 

en ce sens que la méme démarche formelle permet de fusionner 

deux corpuscules de Pauli et de parvenir aux équations non 

relativistes de la particule de spin maximum 1. 

§ 2. Le formalisme non relativiste. 

Pour obtenir une équation de continuité en partant des 
équations non relativistes de la particule de spin maximum 1, 

nous multiplions IV.14@ a gauche par 2% =[d}; Yio la vag] et 

retranchons de l’équation obtenue son équation conjuguée. Aprés 

quoi un calcul simple nous conduit a une relation de la forme 

040, + divjn—=0, avec 

IV.18 a= 

th 

mo 

> 

V9 f= xx, A.     04 9% —% VQ) — 
= Mo ¢ 

Nous admettons que IV.18 et IV.19 sont, respectivement, les 

expressions non relativistes de la densité de probabilité et du 
vecteur flux de probabilité de la particule de spin maximum 1 
et charge g. 
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On peut d’ailleurs retrouver ces mémes expressions en 

calculant directement l’approximation non relativiste sur les 

définitions relativistes II.18 et II.19, procédé ot interviennent 

essentiellement les équations IV.144c. En effet, en partant 

de ¢, donné par II.18 et compte tenu de I.5, 1.19 et 1V.14d, 

nous avons (*): 

0 = bi Vy thie bigot Yar bor 452 Yo2 — 3s b53 — V34 Ysa — Vas Yas — Yaa Yaa 

= UI Vy + Ye big + Yar Yor + Yb0 Yon = 47 %1 = 8,5 

et l’on retrouve ainsi l’expression non relativiste 1V.18 de la 

densité de probabilité. 
Prenons maintenant la définition relativiste II. 19 du vecteur 

flux de probabilité, ou plutét la premiére composante de ce 

vecteur, l'étude des deux autres étant analogue. Si l’on construit 

la matrice a,,-+a,6, a partir de la forme I.19 adoptée pour 

les a et si l’on tient compte de IV. 14d, le calcul conduit 
a poser 

Dan a % * 
5 lir= vit (Via + bar) + ta (Yas + baa) + Yor (Lor + 51) + 

+ v9 (bog + 439) + conj 

= [Ui Vig bo Yo] O 1 0 OP bis 7+ 
100 0]] du 
0 0.014) tes 

10 0 1 OTL ba 

+ [ir Yio 41 Yo] O =O 1 O77 d ]+conj, 
00014] do 
100 04] tu 

10 1 0 OFF te 

cest a dire, en vertu de IV.5 et IV. 12, 

2 « : ; . 

Gee (L>< 94) Xo + % (4, < L) %s + conj. 

(*) Les indices 7 et m se référent aux expressions relativistes et non 

relativistes, respectivement. 
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Introduisons ici les expressions non relativistes IV. 13dc de Xo 
et %. On a alors: 

Amy fi,=4 LX<o) <2 + 8 (XD (Rex DG + conj 

(>< 9, (= +2) + (a4 (4-3) >< Z) 
2 
  =2%| | % + conj, 

et, étant donné IV.2 et IV.12, un bref calcul conduit a écrire 

Amy fi, = 2th (YT Og dy + bie 04 Yeo + Yb dy boy + Ue 04 09 — conj) + 

4g ey * * 1 
= A (in Yar + Via bia + Yor bor + Ye bo9) — 

—FAViy [2 da bi + 2 03 (L4a + Yor)] + 2 Ufa bs (— b41 + 09) + 

+ 8451 d5(— $11 + bo9) + 43a[— 405 (bo + b01) — 2 dg boo] + conj} . 

Or on vérifie aisément que la derniére parenthése de cette 
expression est égale a 

[Yi Yi Yar Yool[ = 2 de 705 705 0 “|i ¢u | + conj =0 
—tds 0 0 tds || vio 
—ids 0 0 05 |} vor 

0 —td3 —td3 —2do1h boo | 

    ~al(f_& #4) 4(_2 Spe) fren 
| —todz —do9 —1dz — do | 

= % [(E>< (02¢5 — 05 %)) + (0295 — 5%) < 1)] % + conj. 

La définition II. 37 de l’opérateur VAc et le fait qne l’étude 

des deux autres composantes de j, est identique, aménent alors 
a poser 

4 mo fr=(2ih HV % + conj)— a At, — 

hE I<(V Ao) + As) <D1% + conj}, 
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ce qui nous conduit a la forme finale de l’approximation non 

relativiste de i , 

  

  

> th ww = TG Fos ia 
r= ~~ Vy¥,—% V4) ——__ AX 4% +4 i Im 1 1 1) Mo ¢ 1/4 , 

avec 

2 mq 2 

On voit allors que l’expression 1V. 19 de pF ne coincide pas avec 

Vapproximation non relativiste de fry les deux expressions diffé- 

rant d’un vecteur w, donné par IV. 20. Or nous avions déja sou- 
ligné un fait analogue en étudiant au Chapitre III § 3 l’approxi- 

mation non relativiste de la théorie de Dirac, et il est intéressant 

de comparer ici les deux vecteurs (III. 40 et IV. 20) qui, dans 

chaque cas, sont a l’origine de cette anomalie. On voit clairement 

que u s’obtient formellement de III. 40 en substituant les matri- 

IX(V Aa) +t(VA)X<D 
a 

  ces V/\c par , ce qui semble con- 

firmer a nouveau le procédé de fusion auquel nous avons souvent 

fait référence dans ce travail. 
En renvoyant alors a la discussion de la fin du Chapitre III 

on peut dire que le raccord entre 7, et Tu sera correct si 

V-u=0. Or cest bien ce qui arrive et qui peut étre vérifié 

directement a partir de l’expression IV. 20 de «. Nous omettrons 
ce calcul qui est sans difficulté. 

Passons ensuite a l’étude non relativiste du lagrangien II. 16 

de la particule de spin maximum 1 lequel, en vertu de IV.1 et 
IV. 2 s’écrit 

  IV. 21 e=msy|t a + by 4. een : 5 — mC a4 by | + con. 

On peut vérifier qu’il est possible de donner a cette expression 
la forme 
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{ie fe se 

ye & 1 6 be) ba} ve 4 +44 (—Z me) Met 4 (8 Hq + 99 %5) + my 6 Xo hy + 
<
i
 

3 (— 9 % + 8 Ws) + mg 613s + —¥5 {—~H, +0 %)) + con, 

le passage de IV.21 a IV.22 étant identique a celui de IV.3 a 

En r > : : CMO € 
IV.4. Or a Vapproximation non relativiste on a “My 6 = —— 

& & . 
et ——— mc=——".—2myc de sorte que £ devient 

c c 

> © fox 2. Loe . 5 ei eS 
art pa (— 99 Xo — 81 Xs) + my 6 (%5 Xs + 9 %q) — 

5 n% +% 54 ty) + Ela + 7% Xq) — 

ve & ba’ We % Ih ss + * bg — %4 ha — 2 ig 6% a a (1 %0 + 8%) + con. 

Dans cette expression on ne doit garder que les seuls termes en 

629 et 61, cest a dire que les quatre derniers termes dans la 

parenthése doivent étre négligés, leur ordre de grandeur étant 

celui de £2. La forme approchée de £ est donc 

mye 
  L2G oh (X3 % + 5 X53) — 

c 2 aye + * % ay P 5 

<i By My Hy 8 %y + M9 9g Xy + % 91 4%) + Con], 

soit encore, par IV. 1, IV. 2 et IV. 6, 

IV.23  £= 4 Kam LK > ae   
2 

(X3 %q + % Xs) — 

sd (4% (><) - Ti 12 (o><I)-V%s+   

43 0><0) 9%, +B >< 1). 9%] + 
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+2 AG U<0) %o +8 (0 XL) % + 

+ ¥3 (I>< 0) % + % (@ x 1) %] + conj. 

Telle est l’approximation non relativiste du lagrangien de 

la particule de spin maximum 1, et l’on peut vérifier que les 

équations de Lagrange qui en decoulent sont bien les équations 

IV. 14. En effet, on a 

On an ROY OL, th 
  

  

    

— S< a4) % od f(a, >< 1)z nn SS SORA LES 
2040) A ae + ee (a4) 2 

OL, th the 
= ——— 9)%,—G VX [><0)-V%— x 9 t4y— 9 7 ( ¢)- “2 

__ the 
  (@><J)- Vist 4 7 4. (<2) %q + (>< 1) %] 

  
  

    

  

    

ols __ the (I>< 04) % 0 L ee 

ora) 4 0 (04%) 

0 Ln the z 

ax = my 2% — (1 ><o) - V44+2 a. (Ix<2)% 
“2 

ie th ‘ ) Li, 0 Be SE Sahm, — 

0 (dp 43) 4 0 (02 43) 

ZL, , hh 
ee = 11 0% — Ae <f)- Vat+24. (@><1)%, 

3 

de sorte que les équations de Lagrange prennent la forme 

    

    

    

a) Sf uxe a) - V% +26 sol) 2¥ Ga — 480% — 

—qVA+ TA (UX) mt eExNiel 
IV. 24 

by eo ey. FES A.(Ix<2)% 
2 mye 2 my Cc? 

m th > > > => 

6) Nu @2<7)- VR A-(¢xD%. 
- 2mgc 2 myc? 

Portgal. Phys. — Vol. 6, fase. 4, 1971 — Lisboa 279  



  

PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire... 

On retrouve ainsi les équations IV, 14 dc, et par la substitution 
de IV. 24c dans IV. 24a on obtient 

(1x2. (MV —L.4) Vy + 
Cc 4 my 

  

-- 
  

a ES ~ 2 
(7. (@¥—2.4) s<1) %=—tho%4,—qV%, My c 

c'est a dire, par I. 3 et III. 26, 

wr 218 giukic sag [ 1 (in¥ 2.4) 4 hq (lXe)+(¢x J) 4 = 
2m. c 2 my ¢ 2 

  

  

ce qui est bien l’équation IV. 14a. On a ainsi démontré que le 
systéme IV. 14 peut se déduire du lagrangien “, défini en IV. 23 
et obtenu par l’approximation en 6 de ~. En plus, et par l’intro- 
duction des équations de Lagrange IV.244c dans IV. 23 on 
vérifie aisément que £,=0. 

Nous signalons encore que la seule équation IV. 14@ peut 
aussi étre obtenue a partir d’un autre lagrangien qui n’est fonction 
que de quatre variables. 

  

  

  

3 (na ET vw ae 
= VX VX +—(4 08%, — X04 i+ 

2m i 2 

4 hq “3 (¢<l)+(><«) “+ 

2m 2 

thq Pe bn aie oe 9? Pied “y% be Pre eco V+ A jan. 2m ¢ Myc? 

On trouve ici une nouvelle confirmation de la méthode de 
fusion, ce lagrangien pouvant s’obtenir formellement de ~p (III. 42) 

@<D+Ux<3) 
2 

au lieu d’une fonction d’onde a 2 composantes, une fonction d’onde 
a 2><2—=4 composantes. 

et en faisant intervenir,   en substituant ¢ par 
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§ 3. La forme vectorielle des équations. 

Les équations IV.14 donnent la description non relativiste 

de la particule de spin maximum 1, c’est a dire qu’elles traduisent 

le comportement d’une particnle susceptible de prendre |’une des 

deux valeurs du spin, 0 ou 1. Ce fait sera nettement mis en 
évidence une fois que l’on parviendra a mettre IV.14 sous sa 

forme vectorielle équivalente, cette étude faisant lobjet du 

présent paragraphe. 

Nous commencerons par écrire explicitement IV. 14a en uti- 

lisant les matrices ¢ définies en IV. 12 ce qui donne 

    
4 72 3 bi (:— E ) du + (He — 6H) (hia + da) +2 Hedy = 0 
hq 2m op 

    

    

    

0 

4 myc re : 
: (: <= ) bya + Le (dir + 00) + ty (bi — ho) = 0 
hq 2 mo op 

4 myc ne - 

(: = ) thoy + Ay (bir + ban) + 2 Ay (11 — $29) = 0 
hq 2m / op 

4 myc me ? 
(— ) tog + (Hz + 7 Ay) (big + bo) — 2 As ben = 0, 

hq 2m / op 

soit encore 

Amgc (2 me ) a anda ee ae peel 

hq 2m /opl va Yas Yi t+ Yo dia + day 

: —vi2— var d11 — bo9 201 0 4GH, | | 4 “al |-°- 
7 Pir — Yoo ha + boy O —2 doo 

    

° . . W | ‘ 

En introduisant la matrice 2X2 V= | os Hel et en tenant 
Yar Yoe 

compte de IV.12, on voit aisément que les équations précédentes 
peuvent se mettre sous la forme 

  
a) 2 ee wh st ee 

IV.25 one {= . ) W+ ¥ As(o,¥ 4+ Vor) =0. 
hq 2m op PA 
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Or on vérifie que les matrices ¢ (IV 12) sont telles que 
Of Gg==— Gyo, (k=1,2,3) et par conséquent, si l’on multiplie 

IV.25 par oy a droite, on obtient 

  

~, i = = 
IV.26 Sale ; ) Vag + 2 He (on V 09 — Vaya) =0. hq 2 my / op k=1 

Rappelons-nous maintenant que le systeme de quatre matri- 

ces formé par l’identité / et les trois ¢ est un systéme complet 
pour l’ensemble des matrices 2><2, c’est a dire que toute 
matrice 2><2 peut étre écrite comme combinaison linéaire de 
f, %, % , ¢3. En particulier, on peut poser pour Wap: 

_ big et 
IV.27 cr |= 

to —tby9 

=0)7+ Q, co} 4+Oha + 0,0,=0,74- 0.6. 

En introduisant alors cette expression de Wo dans les équations 
IV. 26 il vient, en vertu des propriétés de commutations des o; log? 

  

  

~9 > > Ul tis “at (e— ® ) (QL 49 .0)-+ YS Helos (M+ 9-2) — 
hq 2m op ry 

—(%L+2.c)4]= 

= “fat (e— ia ) +83) 4 
hq 2m 

+2 ¢ [0 (Ag 23 — Hy Qo) +99 (Fs 8, — A, 25)-+-05 (H, 2, —Ay Q))] = 

4moc a) 
= Lie Q 

hq i 2m) a 

72 
+e (— - )% +24(H 05 — Hs) + 

hq 2 mg 

  
  

    

(*) of=L, 0,0, —o,0, (k,/=1,2,3); 0,0, %0m (kim en permuta- 

tion circulaire de 123), 
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ea see (— nd ) % + 240% % — 1199} + 
hq 2m 

    
52 

ee Ge . ) % + 24(F %— 14,0). 
hg 2 mg / 

Puisque les matrices /, 7,, %, 7; sont linéairements indé- 

pendentes, leurs coefficients sont nuls, et il en résulte les 
quatre équations 

m2 
a) le =< ] Q = 0 

2m Jop 

> 
-2 =e Me 5) = > 

) |*— 7 | 64 2"9 FAG=o. 
op 2 mg 2 myc 

  

IV. 28 

    

La seconde de ces équations peut se mettre sous une forme plus 

suggestive en remarquant que iHAQ s’écrit aussi 

IV. 29 iH\Q@=| 0 —iA, iH, ||%\= 
iH, 0 —#H,|/9% 
—iH, iH, 0 |[Q, 

=(M/,+ HyJy + Hs Js) 2=(H-J)Q, 

les J (J; JoJs) étant les trois matrices 

0 0 —2 0 0 0 z 0 0 

QO «@ 0) —z 0 0 0 0 0 

  

Les relations IV. 28 viennent alors 

> 
= m2 

  

    

a _ Q = 0 

el ap ‘ 

LV. 30 

w 2 nq = fre 

b ieee .H| 9=0 
iy 2m = ange ty 
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ce qui est la forme vectorielle des équations 1V.14 a. Ajoutons 
que si l’on veut dans la derniére équation — qui est une équation 
vectorielle de Pauli— mettre en évidence les valeurs i, 0 et 
—h dela composante du spin selon OZ, il suffit de la multiplier 

; . 1 1 —<¢ 0 
a gauche par la matrice unitaire U——— ae 

. | 0 oO -v3 | 
—il1—-—7 0 

Alors, en définissant 

v2rA, eds 0 14 =i Yo j 
| | 0 oO -vz ||| Yio + dor 

iy —1 —i 0 0; v2 

Yoo 
léquation IV. 30 4 prend la forme 

> ; L r Ay [Bester a3] 2 mg 2mg¢ As 

Il 

  

ou les J’ (J'=U/JU-!) sont les trois matrices bien connues 

v2p9 1 0 v2p9 —i 0 
N= F 0 | aera E 0 =| 

010 0 ¢ 0 

: 1 0 0- 
Ji= ° 0 0 

0 0 —1 

En passant ensuite aux équations IV. 13 dc on vérifie, compte 
tenu de I. 2, qu’elles peuvent s’écrire sous la forme 

  

IV. 31 a |= 1 Gp] Kal | 

bya bog 2 mye _Yo1 Yoo 

IV. 32 ds te ]_ 1 Goth, | Yu de | 
, bar dag 2 moc i bor Yoo 

Or comme il a été dit plus haut, toute matrice 2><2 peut 
étre écrite comme une combinaison linéaire des quatre matrices 
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uf o; cest a dire que l’on peut poser, avec certains coefficients 
Ay et ty G=1,2,3,0), 

IV. 33 3 ‘oa ea ie 

big Yow t bog a td14 

=A,)/+ Ai + Agog + Az oz AL + Ava 

IV. 34 ae | al i Be 

bat Dag 2 dao = 2 ba 

> 

= Oy L+ 4) 0, + % og + O505—= 0/4 0-c. 

Or des formules IV. 27 on tire 

IV.25 on ‘ollie Be mie 

bo boo 2 boo —t bio. 

—[—o+ 0; —i07=—9,490.c. 
0,470, —— 

Multiplions alors IV. 31 et IV.32 par og a droite et introduisons 

dans les équations ainsi obtenues les expressions de IV. 23, IV. 34 
IV. 35 et IV. 37, pour arriver aux relations 

i) 

5 35 

IV.36 A I+ > Ap G4=(2 myc)! > Te TR (—Qy) 1+ Qy 61 + Oy 94 Q5 25) 

1 1 

3 5 
IV.37 @)1+ be 0,9,—=(2 myc)! D2 Teon( OQ 1+Q, o,+0 09405 05). 

1 1 

En vertu des propriétés de multiplication des o,, on peut 
donner a IV. 36 la forme suivante, 

3 

Ay I + », Ay op=(2 Mo cyl {—n Q 7 +r Q, I477 Q, Oz,—2 QO; % — 

il 

— Ty Qy Gg —2 Ty QD, O3-+ %) D1 +2705 0, —_ 

— 3 Q) 03-2752, Gg—1 Tz Qo 9, + 73 Os I] = 

5 = > 

k 
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et quant a l’équation IV. 37 elle devient, apres un calcul identique, 

5 

Ol + Ysa mor {eH Q, + Fo Dy + 73 Qs) + 

1 

5 wi > 

4. yd (weQ) + t(7 A |. 

"k 

L’indépendence des quatre matrices I,c, nous conduit, dans 

les équations précédentes, a annuller les coefficients de chacune 

de ces matrices et par la-méme a obtenir les relations 

> 

Ay =(2mge)-i nz -D 

A =(2mge)-!(—r % + iz AQ) 

6 (2myc)-1n-O 

6 =2mycy1(7Q +iz AQ), 

cest a dire, en ajoutant et retranchant, 

6, —A, =0 
1V. 38 ce ae i. 

§@ —A =(my) cy 17 Q 

== md gra 1V.39 09 + Ap = (my cy 1 QD 

0 +A =i (mg c)-15 A Q. 

La forme vectorielle des équations spinorielles IV.14 est 

donc donnée par l’ensemble des équations lV. 30, IV. 38, IV 39 et 

si l’on y fait apparaitre explicitement les opérateurs e» et Top, 

définis en IV.1 et IV. 2, ces équations s’écrivent 

  
‘ 1 aor G oe a) | ater (av—2 1) |%—0 

a" 2 mq : 

IvV.40 8) —A,=0 

A Cook, = (moe (in — 4 A) Q% 
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—* as\ 2 -* => |—> 

is | ihorka V+ : (9-24) — ig j-H|8—0 
2m 2 m6 

IV.41 4) 99+ Ap= (mpey! (s¥ 24) 8 

Telle est la forme vectorielle des équations non relativistes 

de la particule de spin maximum 1 et charge g se déplacant 

dans un champ électromagnétique de potentiels A et V. A Vins- 

tar de ce qui arrivait déja dans le cas relativiste, les équations 

décrivant chaque type de particule (celle de spin 0 et celle de 

spin 1) apparaissent séparées, les scalaires Q) et %—Ap et le 

vec.eur 6—A se rapportant a la particule de spin 0, les vecteurs 

Q et 6+4A et le scalaire @)-++4o étant associés a la particule 

de spin 1. 

L’évolution dans le temps de l’état de la particule de spin 0 

vient naturellement sous la forme d’une équation de Schrédinger 

(IV 40a), tandis que la description dans le temps de la particule 

de spin 1 est traduite par l’équation IV. 41a, qui est une équation 

de Pauli vectorielle. Des grandeurs de champ et Q données 

par IV. 40a et IV. 41a on déduit les expressions pour 6—A, 

09 + Ao et 9 +A au moyen de IV. 40c et IV. 41bc. 

L’indépendance des deux cas possibles de spin (celui du spin 

0 et celui du spin 1) étant complete, on peut étudier séparement 

chaque cas en considérant que l’autre cas n’est pas réalisé dans 

la nature. Ainsi, s’il n’est question que de la particule de spin 0, 

on doit considérer que la particule de spin 1 n’existe pas et, en 

conséquence, prendre comme nulles les grandeurs de champ qui 

la décrivent, c’est a dire, Q=0 (et par la méme, %-+ Aj=0 et 

9+A—0). Inversement, si l’on veut étudier la particule de spin 

1 on doit poser 0 (on a alors aussi %— Ay —=6A=0). 

Ces remarques seront utiles pour démontrer un résultat dont 

nous avons déja fait usage sans |’avoir toutefois prouvé, a savoir 

que les grandeurs ), %, Ao, Q, @et A possédent effectivement 

les propriétés de variance ci-dessus indiquées. Pour ce faire, 

envisageons d’abord le cas de la particule de spin 1 (et, par con- 

séquent, prenons Q)=0) et écrivons explicitement les équations 

inverses de IV. 27: 
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IV. 42 9 = 7/2 (Lg — a1) OQ. = 2/2 (— 74, — Z dog) 
Q, = 2/2 (— dy + bo9) Q5 = 2/2 (dro + 91). 

Q,=0 implique alors bj9—= vo, et le spineur de rang 2 
biz(t,2=1,2) devient symétrique. Or, dans ces conditions, on 
démontre en théorie des spineurs [20] que les équations IV. 42 
définissent 0,0),9; comme étant les composantes d’un vecteur 
de l’espace tri-dimensionnel. 

D’autre part, et en considérant le cas de la particule de spin 

0 (et donc en prenant G6); les mémes formules IV. 42 permet- 
tent de vérifier par un raisonnement analogue que Q, est effecti- 
vement un scalaire. 

Avant de finir ce paragraphe, nous allons utiliser le forma- 
lisme vectoriel que l’on vient de développer pour présenter 
lexpression de la densité de probabilité 9, et du flux de proba- 

bilite 7, en fonction des grandeurs Q) et @. Or les formules 
IV. 27 peuvent encore s’écrire 

    

  

  

  

Pou j7=—é] 0 —1 & OF/9)); 

di 1 00 mas 
boy it 2 8 © se 

1 bao | 0 1 ¢ 01/9, 
| Yin Yio Yr Yb; —= 7 | OF OTOZ03|) O 1 —1 tT’ 

ae aa | 
ee 

| ae to 

  

et, par conséquent, l’expression IV. 18 de 9, vient 

    

Pn = XF % = |05.0F0503|]) 0 1 —1 O]] O —1 ¢ O|]QI= 
10 80 “T}|) & 0:6 ile, 
—2 6 OO -i/i=4 00 Ie 

      01 1 o|| 0 13270 

= 2 (0% O + O*. 9). 
Qs 

D’une facgon analogue et en partant de la définition IV. 19 
de 7,, on obtient 

> 5 > > > > (28% % + 3195 ¥ &,—coni) — mr (0% Q, + O*.0) A. 
1 0 

> ah 
n   

mo 
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CHAPITRE V 

La théorie du photon a |l’approximation non relativiste 

§ 1. Les équations de la particule de spin maximum 1 (sans 

charge). 

L’étude développée dans les Chapitres II, III et IV concerne 

le cas général d’une particule de charge g et spin 0 ou 1, se 

déplacant au sein d’un champ électromagnétique. Dans le présent 

chapitre on va cependant restreindre la généralité des résultats 

précédamment obtenus. Le but principal étant d’arriver a l’appro- 

ximation non relativiste des équations maxwelliennes I. 30, nous 

allons commencer par considérer la particule non chargée de 

spin maximum 1 pour nous pencher ensuite sur un cas particulier 

important du corpuscule de spin 1, le photon (Sur la valeur du 

spin du photon, voir [21]). 
Les équations non relativistes de la particule de spin maxi- 

mum 1 non chargée s’obtiennent de IV.14 en posant g=0, ce 
qui donne 

cE 9 
a) ino — a] | 2 |=o 

B 2m bo bag 

v.1 6) Tbs |= th @ al nal 

  
i bia bon 2 mo ¢ bo boa 

Pos fee] th OG fe di |. 
i ee) | 2 my ¢ bo Pax | 

(rappelons que la variance de $1; 19 bai bog est celle d’un spineur 
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de rang 2); quant a la forme vectorielle de ces équations elle 
vient, par 1V. 40 et IV. 41(*), 

  

  

  

  

  

09 — Ap = 0 

6 — Nea Vo, 
Mo € 

- 2 

V.2 ee hk 4 ]2)=0 
mM 

th > = Ay + 0 = v-Q 
My C 

> > ii > > 

@+A=— VAQ 
Mo € 

| tha e 4|a—0 
mg 

Ces équations donnent donc la description non relativiste 
(spinorielle ou vectorielle) d’une particule sans charge, de masse 
my et spin maximum 1 et, en particulier, elles peuvent traduire 
le comportement du photon lorsque celui-ci se déplace avec une 

vitesse v suffisamment faible pour que l’on puisse prendre 

72/c2=0 . Ce fait appelle deux remarques: 

La premiére concerne la masse du photon lequel, selon les 
idées qui ont conduit M. de Broglie a sa Mécanique Ondulatoire 
du Photon, est supposé posséder une masse propre mp trés 
petite mais qui n’est jamais rigoureusement nulle. En effet, cette 

Mécanique Ondulatoire du Photon étant une application particu- 

li¢re de la méthode générale de la fusion, il y est indispensable 

d’admettre que les masses des corpuscules qui fusionnent ne sont 
pas nulles, faut de quoi on ne saurait partir des équations de 
Dirac comme décrivant adéquatement ces corpuscules et «a for- 
tiori», on ne pourrait obtenir les équations fusionnées comme il 
a été dit au Chapitre I. Ajoutons que l’une des conséquences de 

(*) Comme il a été démontré en IV, § 3, @ et % sont, respectivement, 
un vecteur et un scalaire de l’espace tridimensionnel. Par conséquent, 6) et do 

> > 

sont des scalaires, 6 et A étant, pour leur part, des vecteurs de l’espace a 3 
dimensions. 
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supposer que m0 est que les équations habituelles de I’électro- 

magnétisme doivent étre remplacées par les équations de Maxwell- 

-de Broglie I. 30 lesquelles, si l’on y néglige certains termes tres 

petits en m? qui y apparaissent, se réduisent exactement aux 

équations de Maxwell. Il est intéréssant de souligner que cette 

exigeance de masse propre non nulle demeure toujours indispen- 

sable au niveau non relativiste car il a été démontré au Chapi- 

tre IV que les équations de la particule de spin maximum 1 

s’obtiennent par la fusion des équations de deux corpuscules de 

Pauli. Ici non plus, on ne saurait employer ces équations (et par 

la-méme en obtenir les équations fusionnées) si les corpuscules 

étaient considérés comme possédant une masse propre rigoureu- 

sement nulle. 

La remarque suivante concerne les faibles vitesses du photon. 

Soulignons, avant tout, qu’il y a un sens a chercher Vapproxima-~ 

tion non relativiste des équations de Maxwell ou plutdt, des 

équations maxwelliennes I. 30 qui doivent les remplacer au niveau 

quantique. En effet, s'il est bien acquis que le photon libre se 

déplace dans le vide avec la vitesse ¢ il c’en reste pas moins que 

dans certaines circonstances sa vitesse v se trouve étre bien 

en-deca de cette valeur, pouvant parfois étre trés petite (et donc 

72/02 = 0) ou méme nulle. Sans entrer dans les détails, nous allons 

ici rappeler bri¢vement deux phénomenes physiques qui semblent 

confirmer ces affirmations. 

Le premier est celui de la propagation de la lumiére dans 

les guides. On sait que pour n’importe quel type de guide, la 

vitesse de groupe(*) des ondes se propageant dans son intérieur 

est égale a 

o| Bi Ge + ayn, 
= * 

Rk étant le vecteur de propagation et « une constante caracté- 

risant chaque type de propagation possible dans le guide. Ce 

résultat est d’ailleurs une conséquence de la seule théorie de 

Maxwell habituelle, sans aucune intervention de la Mécanique 

Ondulatoire du Photon. On voit donc que la vitesse du photon 

est inférieure 4 c, pouvant devenir trés petite pour des valeurs 

(*) Cest & dire, la vitesse de propagation de l’énergie, que l’on peut 

identifier a la vitesse du photon dans le guide. 
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trés élevées de a, et méme nulle dans le voisinage des fréquen- 
ces de coupure [22]. 

La deuxiéme expérience que nous voulons rappeler est celle 
dite du miroir de Wigner [23]. Cette expérience a mis en évidence 
existence de franges d’interférence dans la région de l’espace 
ou un rayon incidant sur un miroir se Superpose a son rayon 
réfléchi. Or, si l’on admet la localisation, il semble bien que la 
Mécanique Ondulatoire conduise a conclure que dans une frange 
d’interférence de Wigner les photons se déplacent parallélement 
a la surface du miroir avec une vitesse csen§, 8 étant l’angle 
d’incidence de la lumiére, Cette valeur est donc inférieure a c, 
pouvant méme étre trés petite pour des rayons incidents (et 
réfléchis) prés de la normale au miroir. 

§ 2. La signification physique des grandeurs Q), Q, %, 0, Ag 
et A, 

Nous abordons maintenant le probléme de trouver la signifi- 
cation physique des grandeurs Q), %, Ao, Q, det A, Revenons 
pour cela a l'étude relativiste des équations de la particule de 
spin maximum 1 (sans charge) exposée au Chapitre I, et consi- 
dérons les définitions des grandeurs relativistes de champ a 
partir des composantes 4;, de la fonction d’onde. Nous avions, 
pour les grandeurs maxwelliennes, 

A, = K kg 995 Li =iK kyo A,=—iky 

Hy = K hg 951 Ey =tK ko 954 A,=—ikg 
A= bioy Epi KI on hyn ho 
V=—Kuy (K=hV8mg; ky = mg c/h), 

V.3 

et pour les grandeurs non maxwelliennes, 

I, = 9 1 = — 2 Po54 

V.4 I,=—i $1054 Tg 2 9154 

4 = $193 o5 == — 2 Pim, 
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les seize go. (a=0,1,2,---,134, 234, 1234) étant des fonctions 

des ¢;, que l’on peut déterminer facilement. En effet, par I. 24, 
ona 

fou 2 ds dia | 

V.5 Yor Yoo Yo5 Yon |p y —s 

dsr Ys2 dss Y54 = 

Lbs dao Yas ag _t 

et l’on peut vérifier, en tenant compte de I. 23, I. 19 que toutes 

les matrices y. ont leur trace nulle, a la seule exception de 

yo=I1 dont la trace est égale a 4. En plus, l’ensemble des seize 
ya €tant complet, le produit de deux quelconques 7, est une 

matrice 74, et l’on a aussi, pour tout 7.4, 72—I1. Multiplions 

alors V.5 a gauche par 7. et prenons la trace de l’équation 

obtenue. En vertu de ce qui précéde, on est alors conduit a 

Jou de ds dua] 
Yer $20 05 Yon | 

bs vse 35 Yea 

Lbar b42 das Yat 

  Tr Ya =4. 

  

On voit de par cette formule que chaque y, est égal a une 

combinaison linéaire simple de quatre ¢,;,, donnée par 

i 
fom Tr(ye ¥T), 

ot [T7774 et Y désigne la matrice 4><4 des composantes 
bse (voir I. 17 et I. 20). 

Avec les matrices ap définies en I. 19, construisons alors la 
matrice I’ et les seize y. (I. 20, 1.23), et introduisons-les dans 

la formule antérieure. Compte tenu de V.3, V.4, on est conduit 
au tableau suivant 
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V.6 

Ay (by + ben + bos — bd =F S(t de) 

Ay — > (itn ida fs tig) = —% Fi) — ity 

A, -—+ <n + bo1 — d54 —4s) -—+ (n+ a1) 

Bem 2K by i (4 + hoo — 33 ++ Yas) = 2 Ky ton + bea) 

z z 1 a F . 
£y= > Kh i se Yo9 — 4 Y53 — 2 ar K ky > (Pb? P29) 

  

  

Ey = © Khg ~(ia+4o1 + Yaa + a) = K by (bie + da) 

Vm — 2 nba + bs — by) 

Kho ., 
H, = 3 1/2 (— dar + Yea — dis + dos) 

H, == 0/2 (— 4 bs, — 2 bya — 2 dy3 — 2 boa) 

CRy . 
y= 2 2/2 (52 + Yar + 05 + 44) 

| ae — a? £4 _ 2 9 a (712 Yor + b34 — 4s) a (Y12 — Yor) 

i 4 . 8% 
1. = Dp (12 Par — Pau Yas) —_ 9 (P12 boy) 

1 2 
Lo = = —(— bsg + bat + 95 — by) 

2 2 

6 = by — da die + a) 1 = 9 2 31 42 13 + Pos 

a t 

5 >= 4 —=7 —=—% 2 3 = (2 far + 2 bya — 2 bis — 2 boa) 

a3 sa — b52 — dar + bos + dy). 
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Souvenons-nous maintenant de ce qui a été conclu plus haut 

sur l’ordre de grandeur relative des fonctions ¥;, (voir notam- 

ment le Chapitre IV, § 1): avec le choix 1.19 des matrices , 

les composantes 41304405 01 Ysi dsaa1 et Y4g sont de l’ordre de 

@—=v/e par rapport a dy do 401 be, les fonctions bss b54 bas dus 
étant de l’ordre de (2. C’est en vertu de ce fait qu’on a pris, 

dans le tableau précédent, 55 = ba = ba5 = b= 0. 

On voit ainsi que les vecteurs maxwelliens A et E et les 

grandeurs non maxwelliennes /, et o sont donnés par une 

combinaison linéaire de deux termes de l’ordre de (9 (,; by a1 Yo) 

et de deux termes de l’ordre de £2. On peut dire aussi que—a 

une constante multiplicative pres — A ne différe de E (de méme 

que J, ne différe de o4) que par des termes de l’ordre de (2? 

lesquels, a approximation non relativiste, doivent étre négligés. 

Toutes les autres grandeurs (c’est a dire, le champ magnétique 

H, le potentiel et les grandeurs non maxwelliennes a et /;) 

sont données, aussi bien dans le cas relativiste qu’a l’approxima- 

tion non relativiste, par une somme de quatre termes, tous de 

Vordre de §. 
Introduisons maintenant dans le tableau V.6 les relations 

inverses des développements IV. 27, IV. 33, IV. 34, 

= i/2 (dy2— Yar) A= 4/2 (bos— da) 4/2 (52 — dar) 
Q1=2/2(— by + 40) Ay==t/2(— dg + G04) == 4/2 (— ba + Yaa) 

Qy==t/2(—1b41—F 09) Ag=t/2(—tb13—F 04) Y= 2/2 (—2 51 —2 dap) 

O5=1/2 (12 + a1) As=1/2 (405 + 414) O5==0/2 (32 + a1) - 

On voit alors que, a l’approximation non relativiste (symbo- 

lisée dans ce qui suit par l’indice m), les relations entre les 
grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes d’une part, et, 

> 

d’autre part, les grandeurs Q), %, Ag, Q, @ et A sont les 
suivantes, 

  

A-— Fi Vi — <b +6) 

v.71 Fas PAG A= Aas (A +6) 

Lon=— 42% Irn = 1/2 (Ay — 4%) 
Cin= 3/20 oy =—i/2(A—8). 
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§ 3. Comparaison avec les équations relativistes. 

Puisque les formules V.7 donnent la signification physique 

des grandeurs (), %, Ay, Q, 9 et A, nous sommes a méme de 

reprendre les équations vectorielles V.2 et de les écrire en 

employant comme variables de champ l|’approximation non rela- 

tiviste des grandeurs 4, V, FE, H, 1, lo, ~% et c. On obtient 
ainsi: 

équations maxwelliennes 

2 > 

| ita la 4 Cy 
2m 

  

V.8 div Z,=— RV, 

Bas —b hyaly 

H=rot A, 

équations non maxwelliennes 

. 72 | #80 + 3A [fn —=0 
Qm 

V.9 Lin=0 

Orn = — Loy 

grad lo, = 2 ky Cy 

On peut maintenant comparer ces équations vectorielles non 

relativistes avec les équations tensorielles relativistes I. 30, I. 31 

d’ou nous sommes partis et que nous rappelons ici (*): 

(*) Signalons que dans V.10, V.11 les équations écrites dans la colonne 

de droite sont une conséquence des équations présentées 4 gauche, celles-ci 

étant indépendantes. Ainsi, et en prenant les €quations maxwelliennes, ¢) est 

une conséquence de a) et 6), tandis que c) et d) impliquent g). L’équation /) 

découle évidemment de d). Des considérations analogues on lieu pour V. 11. 
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équations maxwelliennes 

a) = HE E=rotH+RA 4 

i é) div 4 +—0,V—0 

6b) divE=—RV = 

V. 10 f) divH=0 

c) a | aoe i ~ 
e £) ——%H=rotE 

a) H=rotA 

équations non maxwelliennes 

sis ad ma grad /,=0 
1 

thy oy = —~— i Le d:1,=0 

Veil _ i 4 
grad J, =ikgo ~~ 015 + grado —=0 

+ ayy + dive =i kyl rots =0. 

En ce qui concerne les équations maxwelliennes, la compa- 

raison fait ressortir que les équations d’évolution pour A et £ 

: : : ‘ > ae ee 
(c'est a dire, les équations ou interviennent 0,£ et 0;A, = vwek= 

=r +A et + 9, d=—E—grad V), ne sont plus vala- 

bles a l’approximation non relativiste. Elles sont remplacées par 

des équations de Schrédinger vectorielles, les vecteures Eet A 

devenant proportionnels. Par contre, les autres équations maxwel- 
liennes indépendantes (qui sont des équations de condition, cest 

a dire, sans dérivée 0;, div 2 E——k V et H=rot A demeurent 

inchangées a l’approximation non alahyake. Par conséquent, 
celles des équations maxwelliennes relativistes qui découlent 

seulement des équations de condition restent valables a l’appro- 

ximation non relativiste. Ainsi y retrouve-t-on bien la condition 

de divergence nulle pour H , mais ni l’équation d’évolution pour 
=> 

A(— . ):Hf=rot é) ni la condition de Lorentz (aiv rene 10) 

ne sont alors valables. 
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Remarquons, en plus, que les potentiels Ae V possédent 

toujours une existence réelle. C’était d’ailleurs ce qui arrivait 

dans la théorie relativiste ot E et H étaient donnés en fonction 

de A et V et, réciproquement, les valeurs de A et V étaient 

bien déterminées par celles de £ et HOA lapproximation non 

relativiste on voit, cependant, que la connaissance de 4 suffit 
a déterminer les valeurs du champ électromagnétique et que, 

inversement, les seules valeurs de £ suffisent pour fixer les 

potentiels Ae V. 
En passant aux équations non maxwelliennes, on voit que 

les équations d’évolution pour /, et o4 sont aussi remplacées 

par des équations de Schrédinger et par une relation de propor- 

tionnalité entre ces deux grandeurs. Les autres équations indé- 

pendantes non maxwelliennes demeurent cependant valables, de 

méme que celles qui en découlent. C’est a dire que l’on a toujours 

grad /;=0;/,;—=0 mais, en revanche, les équations rot c¢=0 et 

1 = ee 
- d:¢ + gradcy=0O ne sont plus présentes dans l’approximation 

non relativiste. 

Comme on le voit aisément, toutes les grandeurs non relati- 

vistes de champ (An, V,,,£n,+++,%4n) €voluent dans le temps 

selon des équations de Schrédinger, ce qui est a rapprocher du 
fait que les mémes grandeurs, considérées au niveau relativiste, 

obéissent dans leur évolution a des équations de Klein-Gordon. 
Soulignons encore que, tout comme c’était le cas dans la 

théorie relativiste, seules les grandeurs de champ attachées 4a la 

particule de spin 1 (ou, plus précisement, au photon) possédent 
une signification physique bien nette: ce sont des grandeurs 

électromagnétiques de champ (Rappeler a ce sujet les remarques 

faites au Chappitre I § 3). Pour ce qui est de la particule de 

spin 0 les mémes difficultés se réflétent ici, en ce sens que les 

grandeurs de champ qui lui sont attachées n’ont pas une signifi- 

cation trés claire de méme, d’ailleurs, que les équations qui sont 

censées la décrire. Tout ce qu’on peut dire a ce sujet c’est que, 
pour autant que la description relativiste d’une telle particule 

soit bien donnée par les équations V.11, les équations V.9 la 

décrivent tout aussi correctement dans le cas des petites vitesses. 
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§ 4. Les ondes planes monochromatiques. 

Dans ce paragraphe on étudie les solutions du type onde 

plane monochromatique des équations non relativistes de la par- 

ticule de spin maximum 1. Les résultats obtenus seront a com- 

parer avec les solutions du méme genre des équations relativistes. 

_ En admettant, pour simplifier, que le sens de la propagation 

de l’onde plane coincide avec le sens positif de l’axe OZ, on est 
amené a prendre des solutions de la forme 

bis = 62 P=Cin exp —-(Et— sf) 
(2 

(¢,4=1,2), ot cj, est une constante arbitraire et =| p|—/,. 
Les équations spinorielles V.14c¢ viennent alors 

    

    

    

    

    

    

    

    

th 
bis = CT to ey P 

2 myc 2 myc 

th 
ho5 = dsYa= L 6 P 

2mc 2m¢ 

ih 
bu = — dz Vig= — p C49 P 

2 myc 2myc 

h 

doy = ——— de dog = — p C99 P 
2 moe 2myc 

th 
=> Os — c P bat 2 mye on a i 

th 
bsp or biz amo 

th 
ba = — ds Ya = — ~ P Cy P 

2 myc 2 my ¢ 

th 
= ds Vog = — C P. 

bel 2mgc ia 2moc a 

En partant de ces formules on peut déterminer l’expression non 
relativiste des grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes 

des ondes planes monochromatiques, et ceci en employant les 
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relations du tableau V.6. On trouve ainsi, pour les grandeurs 
non maxwelliennes, 

  

1 
1 7 Ge — Gy) P ¢,=0 

1 
b= {ia ae oy=0 

I; =0 = p (C1291) P; 
4 mc 

et pour les grandeurs maxwelliennes, 

  

    

K Kk 
so mae aT C4; +659) P ar a oe e+ Cg) P 

Aya 55 (mit pity) P Ey — 980 (icin) P 

K Kk 
A,=—i—( yg+6:)P £,=— ri 2 ( ig €91)P 

ko 
HT, = —i-——  (€1 +699) P 

My C 

Kk i 
A,= 0 4 (¢4j;—Co99) P ~V=—ikK p (19+ C91) P. 

4 myc 4 myc 

Hg=0 

En passant, on peut vérifier sur ces expressions que l’on a 

toujours H.E=0 ce qui revient a dire que méme a I’approxi- 

mation non relativiste les champs £ et // demeurent orthogo- 

naux; on voit de méme que le vecteur // est dans le plan normal 

a la direction de propagation. En plus, on tire des expressions 

précédentes que 

Kk Kiko     

    

A, +t1A,=— 3 Co P E,+t£y=— = CoP 

Binet does ds cP yey ae 
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iK p 
    

  

Hy +i Hy = — "> —2— hgemP 
cl 0 

ee ae ee 
a 2 Mo € 

En définissant maintenant les nouvelles constantes indépen- 

dantes 

. iK . 
t= — “lt 

2 

a iK 
9=—— C29 

2 

iK 
sge=— a (C12 + ¢21) 

1 
a= Zz (C12 — €91) y 

on trouve que la solution générale du type onde plane mono- 

chromatique est la superposition des quatre solutions indépen- 

dantes suivantes 

  

1. A,HidmweP Ea? 

A, thd | ee 

H,+7tH, = Ro poP 

Moe 

Fit, =a, 

(et toutes les autres grandeurs sont nulles) 

  

2° A,+i1A,=0 £,+it£,=0 

A, —tA,y=e,P E, —t Ey =—tkye,P 

H,+iH, =0 

H, —ifly =— =e pF, 

(toutes les autres grandeurs étant nulles) 
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3.9 —gP ~ otha? Pea tig p 
(idem) mo 

4.° Lo = ¢4P o5=—a4P 56 ‘a ar. 

(idem). mo 6 

Ces résultats sont a mettre en paralléle avec ceux de |’étude 
des solutions du type onde plane monochromatique des équations 
relativistes [7]. A l’approximation non relativiste on retrouve 
done une onde plane polarisée circulairement a gauche (la pre- 
miére solution indépendante), une autre onde polarisée circulaire- 
ment a droite (la deuxiéme solution), une onde longitudinale (la 
troisiéme) et une onde non maxwellienne (la quatriéme solution). 
On peut d’ailleurs vérifier que ces résultats non relativistes 
peuvent s’obtenir formellement en partant des expressions relati- 
vistes correspondantes données en [7] et en y procédant a la seule 

mo 
  

substitution de ve par m, (ou, plus précisément, de 
al 

c m é 
k= — .—_—__ par 4h = —-m)). 

h v1l— 2 : h 0) 
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