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Questionamos a ideia profundamente arreigada em alguns manuais do
10° ano de escolaridade de que ¢ possivel analisar situacdes da vida pratica
usando o conceito de ponto material. Referimos alguns exemplos deste
procedimento que estdo em conflito com conceitos basicos, nomeadamente
o conceito de trabalho de uma forca. Discutimos a necessidade de reanalisar
o conceito de trabalho de modo a resolver essas situacoes usando uma
metodologia fundada nas nocdes de trabalho e energia. Apresentamos,
finalmente, aplicacdes uteis neste contexto.
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A mecanica é uma teoria microscopica uma vez que
procura descrever todos os elementos de um sistema.
Podera a Mecéanica do ponto material/sistema de
particulas explicar, por exemplo, efeitos dissipativos em
corpos macroscopicos? Verificamos, apds consultar alguns
manuais escolares do 10° ano, que esta questdo ¢ bastante
pertinente. De facto, a este nivel tenta-se aplicar a
mecanica a situagdes do quotidiano envolvendo corpos
macroscopicos. Sdo exemplos bem conhecidos um carro
que trava (ou arranca), um bloco que desliza numa
superficie com atrito, etc. Embora tenhamos verificado
que, em geral, a abordagem deste tema ¢ feita
correctamente, 0 mesmo néo se pode dizer relativamente
aos problemas-tipo apresentados na maioria desses
manuais. Na realidade, encontramos frequentemente
problemas referentes a objectos que ndo podem ser
tratados como pontos materiais. No¢cdes como centro de
massa (CM), pseudotrabalho e trabalho interno sio
fundamentais para a correcta interpretacdo dessas
questdes, apesar de nio fazerem parte dos conteudos
programaticos do actual 10° ano. Na auséncia destes
conceitos torna-se irrealista qualquer tentativa de andlise
desses problemas usando a linguagem de energia e
trabalho. De facto, o conceito de trabalho leccionado no
9° ano s6 ¢ util para o ponto material e para o corpo
rigido em translacio pura.

Esta problematica foi levantada em finais da década de 70
por Erlichson [1] e Penchina [2] e apesar de outros autores
[3-8] terem depois focado a necessidade de um melhor
entendimento do conceito de trabalho, do Principio do
Trabalho-Energia e sua generalizacdo a um sistema de
particulas, sdo poucos os livros de introducio a Fisica [9]
e os manuais escolares [10] que fazem eco destas questdes.

0 trabalho mecéanico realizado pela resultante das forgas,
F, que actuam num corpo que se desloca entre A e B,

W=JFdr (1)
AB

s6 ¢ bem definido quando se trata de um ponto material

ou de um corpo rigido com movimento de translacio.

Usando a Segunda Lei da Dindmica para um ponto ma-

terial, F = m a, obtemos, da integracio da equacéo (1), o

resultado conhecido como Principio do Trabalho-Energia

1 2 1 2

W=-mv-—mv, (2)
2 2

que relaciona o trabalho de todas as forgas que actuam

na particula com a variagdo da sua energia cinética.
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Para explicitar melhor o significado fisico desta equacdo
considere-se um bloco que sobe um plano inclinado sem
atrito por aplicacdo de uma forca, F; (Fig. 1).

h

Fig. 1 Corpo que sobe um plano inclinado por acgdo de uma forca F,

A equagio (2) toma entdo a forma

WFF AE + AEp: AE ()
que mostra que a variacdo da energia mecanica do
sistema ¢ igual ao trabalho realizado pelas forcas ndo
incluidas na energia potencial. O trabalho envolve assim
uma transferéncia de energia para o corpo. O aumento
da sua energia cinética manifesta-se nas variagoes

da sua velocidade e o aumento da energia potencial esta
associado as alteracdes da configuracdo do sistema.

Corpo que desce um plano inclinado

Vamos analisar um problema-tipo que aparece nos
manuais do 10° ano e que se refere a um corpo que
desce um plano inclinado. Na situacdo em que o atrito
¢ desprezavel, vem, por aplicagdo da equacio (2),

2

(mgsina)d:%mv , (4)

sendo d o comprimento do plano inclinado e admitindo
que o corpo parte do repouso. Esta igualdade fornece toda
a informacéo possivel sobre os aspectos mecanicos e
energéticos do sistema.

A situagdo mais realista da descida do corpo sobre um
plano inclinado com atrito também ¢ abordada em alguns
manuais que, na sua maioria, resolvem o problema a
partir da relacdo

(mgsinoc—Fa)d:IEmv2 : (5)

em que F, ¢ o mdédulo da forca de atrito. Esta metodolo-
gia, que permite obter o resultado pretendido, por
exemplo o célculo de d a partir de v ou vice-versa,
envolve no entanto dois pressupostos incorrectos: admite
que o corpo pode ser considerado uma particula e calcula
o trabalho da forca de atrito como — F, d.

De facto, como justificaremos adiante, a resolugdo desta
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questdo nido pode ser baseada no Principio do Trabalho-
-Energia para um ponto material. Neste principio (equacdo
(2)), as energias envolvidas sdo externas. Quando estamos
perante sistemas onde ha efeitos dissipativos as equagdes
(2) e (3) ndo sdo validas. Nesta situacio, o trabalho
dissipativo (termodindmico) da forca de atrito conduz

a um aumento ndo da energia cinética macroscopica do
corpo, mas da energia cinética das moléculas que o
constituem (energia cinética interna). O objecto nio pode
ser visto como um simples ponto material.

Ao procurar descrever um sistema de particulas
deformaveis ou sujeito a forcas dissipativas, podemos
adoptar duas metodologias distintas mas
complementares. Na exploracdo de aspectos de natureza
exclusivamente cinematica, como ¢ sugerido em véarios
problemas de manuais do 10° ano, relacionam-se forcas
exteriores com variagoes da velocidade. Esta abordagem
exige, no entanto, a introducéo do conceito de
pseudotrabalho e da equagdo do pseudotrabalho-energia
também chamada equacdo do centro de massa. O outro
ponto de vista tem a ver com os aspectos relacionados
com as transformagdes de energia e sua contabilizacio.
Esta tarefa, que requer a introdugdo do conceito de
energia interna, pode ser levada a cabo generalizando o
Principio do Trabalho-Energia o que conduz a Primeira
Lei da Termodindmica.

Equacdo do Centro de Massa

Se integrarmos a Segunda Lei da Dindmica para um
sistema de particulas, 2 ]‘;m: Ma, , em que as forgas
externas estdo aplicadas no CM, chegamos a uma
expressido formalmente idéntica ao Principio do
Trabalho-Energia,

le";xl d rCM = AECCM ) (6)
AB

onde d rcy; € o deslocamento do centro de massa do
sistema.

Nio encaramos a equacio (6) como uma extensio do
Principio do Trabalho - Energia, embora o método para
obter as equagdes (2) e (6) seja o mesmo. De facto, apesar
da semelhanca formal, o significado fisico do primeiro
membro de ambas as equacdes ¢ diferente. Num sistema
de particulas, as forcas externas nédo estdo todas aplicadas
necessariamente no CM e os respectivos pontos de
aplicacdo nio tém obrigatoriamente o mesmo
deslocamento que o CM. Pode mesmo acontecer, como
veremos em alguns exemplos, que algumas das forgas
aplicadas nem sequer realizem trabalho por o seu ponto
de aplicacdo nio se deslocar. Consequentemente, nem
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todas as parcelas do primeiro membro da equacio (6)
correspondem a trabalho real de acordo com o conceito
de trabalho traduzido pela equacéo (1). Dai a designacéo
de pseudotrabalho, ou trabalho do CM, para o primeiro
membro da equagéo (6) bem como a de Teorema do
Pseudotrabalho - Energia, ou equacdo do CM, para a
propria equacéo (6). O segundo membro da igualdade
apenas representa a variacio da energia cinética de
translacdo do CM.

Resumindo, o trabalho do CM é o trabalho que realizaria
uma forca, igual a resultante das forcas, se actuasse ao
longo do percurso seguido pelo CM do sistema.

A resolucio da questdo do corpo de massa M que desliza
com atrito ao longo de um plano inclinado torna-se
bastante clara a luz da metodologia baseada na equacio
do CM. A equacio (5) deve entdo ser substituida por

(Mgsina—F)d,= le Vo (7)

em que d o\ € v oy representam, respectivamente, o
deslocamento e a velocidade do CM.

Generalizagdo do Principio do Trabalho-Energia

Ao aplicarmos a Lei do Trabalho-Energia a um sistema
deformavel de particulas teremos que generalizar o
trabalho que consta do primeiro membro de modo

a incluir as forcas interiores. Devemos entdo escrever
o Principio do Trabalho-Energia para o sistema de
particulas como:

W + W =AE™ | ®)

int ext c

em que o segundo membro representa agora a variacdo da
energia cinética total do sistema de particulas.

Designando por U, energia prépria do sistema, a soma da
energia cinética total de todas as particulas (E CCM + Ecim)
com a energia potencial de interaccdo entre essas

int

P ), vem

particulas (E,+ E

AU=W_ ©)
onde Wy, € o trabalho realizado sobre o sistema por
todas as interaccdes nédo incluidas na energia potencial.
Uma vez que a energia transferida para o sistema através
das suas fronteiras pode apresentar-se sob a forma de
trabalho, W, e/ou calor, Q, podemos reescrever a equagio
(9) na forma

AU = Q +W , (10)

historicamente designada por Primeira Lei da
Termodinamica.



Apresentaremos de seguida um conjunto de exemplos que

elucidam os aspectos discutidos. Privilegiamos casos para

os quais ¢ incorrecta a hipotese de ponto material e que

podem ser enquadrados em duas situacdes distintas:

i) sistemas onde estdo envolvidas forcas de atrito
dissipativas;

ii) sistemas sobre os quais actuam forcas externas que nio
realizam trabalho.

As duas ultimas aplicacdes serdo destinadas a sistemas

cujas deformacdes sdo significativas e tém como principal

objectivo mostrar que o deslocamento do ponto de

aplicacdo de algumas forcas e o deslocamento do CM do

sistema podem ser diferentes.

Plano inclinado com atrito

Voltemos entéo ao plano inclinado com atrito explorando
agora os aspectos energéticos. Como ja referimos,
encontramos manuais que, tentando estudar a energética
deste sistema dissipativo, o fazem de forma incorrecta pois
néo faz sentido falar em energia dissipada na particula,
nem identificar a quantidade — F, d como trabalho da
forca de atrito. De facto, as rugosidades na interface dos
corpos em contacto conduzem a uma distribuicdo discreta
das forcas de coesdo, que assim se concentram em
pequenas areas onde o contacto ¢ efectivo. Quando ha
movimento entre as superficies, as rugosidades deformam-
-se. Segundo este modelo, o trabalho dissipativo da forca
de atrito ¢ calculado a partir do deslocamento médio
efectivo que ¢ menor que o deslocamento do CM [e].
Resume-se em seguida toda a informacéo que a Primeira
Lei da Termodinamica, aplicada aos sistemas “corpo” e
“corpo + plano inclinado”, bem como a equacio do CM
(equacio (7)) podem fornecer.

Considerando que sdo desprezaveis as trocas de calor
entre os sistemas e as respectivas fronteiras (Q = 0)
podemos escrever

Primeira Lei da Termodindmica para o “bloco + plano
inclinado”:

1 int int
Mgh = A( EMng) +AE" + AE (11)

bloco plano

Primeira Lei da Termodindmica para o “bloco”:

Mgh-puNd, = A(%Mva) +AE" (1)

Estas equacdes permitem tirar algumas conclusdes:

i) Nem todo o trabalho das forcas externas é convertido
em energia cinética como acontece na auséncia de
efeitos dissipativos. Parte desse trabalho é transferido
para o bloco e para o plano inclinado contribuindo
para o aumento de temperatura destas partes do

sistema (ver equagdes (11) e (12)).
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ii) Apesar da inerente dificuldade do calculo do trabalho
da forca de atrito por se desconhecer o deslocamento
efectivo, d.¢, prova-se que, neste caso, o trabalho
realizado por essa forca, - w N d.r, ¢ numericamente
igual ao simétrico da variacdo da energia interna do
plano inclinado. De facto, subtraindo as equagoes (11)
e (12), obtém-se

int

wWNd =AE . (13)

ii) Da equacdo do CM (7) e da equacdo (12) conclui-se
também que

wN(dy-d)=AE; . (14

bloco

Uma vez que AER! >0 verifica-se que, de facto,
def < dCM‘
iv) As equagdes (13) e (14) conduzem a

int int
M N dCM - Ali‘bloco + AE;:plzmo : (15)
Chamamos, no entanto, a atencdo para o facto de
- w N d¢y néo corresponder ao trabalho da forga de atrito
mas ao respectivo trabalho do CM. A diferenca entre estas

duas quantidades decorre do caracter deformavel do
sistema, como mostra a equacio (14).

Automoével que acelera/trava

Fig. 2 Carro que arranca do repouso, sem derrapar, numa superficie horizontal

por acgdo da resultante das forcas de atrito.

0 exemplo do automoével que trava ou acelera numa
estrada horizontal ¢ incluido frequentemente nos manuais
do 10° ano. Tal como na aplicacdo anterior, as questdes
subjacentes a sua resolu¢do merecem alguns comentarios.
Um deles tem a ver com a aplicacdo do Principio do
Trabalho-Energia que pressupde a hipotese de ponto

material.

Arranque/travagem sem derrapagem

A forca responsavel pelo arranque sem derrapagem de um
automovel no plano horizontal ¢ a resultante das forcas
de atrito estatico que, como mostra a Fig. 2, tem o sentido
do movimento.

A resolucdo do problema, baseada no Principio do
Trabalho-Energia, conduz a situagdo paradoxal de existir
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uma forca resultante que nio realiza trabalho mas
contribui para a variacio da velocidade do carro.

Isto prova que a hipo6tese de ponto material ¢ inadequada.
O carro deve ser considerado um sistema deformavel de
particulas e a equacdo do CM resolve o aparente paradoxo
conduzindo a

1
EdCM:HeMgdCM:A(EMVCZM) . (16)

A situagdo do carro que trava até parar sem derrapar ¢
equivalente a do arranque, pelo que a equacdo do CM
permite, por exemplo, calcular o valor da for¢a média de
atrito dados d¢y , Vo € M.

Travagem/arranque com derrapagem

A andlise desta situagéo, tendo como base a equagio do
CM, ¢ analoga a situagio sem derrapagem. Por outro lado,
para tirar conclusdes relativamente a energia envolvida no
processo recorre-se a Primeira Lei da Termodindmica.

Ao estudarmos a situacio da travagem (arranque) com
derrapagem teremos que considerar que as rodas
bloqueiam. A diminuicdo (aumento) da energia cinética
esta associada a um trabalho exterior da for¢a de atrito
cinético. As consequéncias da derrapagem, aumento da
temperatura dos pneus e o seu rasto na estrada fazem
prever que a energia cinética inicial aparece,
nomeadamente, como energia interna destas zonas do
sistema. Para avaliarmos a energia envolvida, por exemplo
na travagem, ¢ aconselhavel escolher como sistema o
“carro+estrada”. Assim, temos:

int int
A(SMV,)+AED +AED =0 . ()
A analise das situagdes abordadas em “Arranque/travagem
sem derrapagem”, a luz da Primeira Lei da
Termodindmica, ¢ semelhante & do caso discutido agora.
A diferenca mais significativa decorre da natureza da
forca de atrito que é diferente nos dois casos (com e sem
derrapagem).

m Gazeta de Fisica

Homem que salta

i
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Fig. 3 Salto na vertical de um individuo a superficie da Terra.

Os restantes exemplos, apesar de ndo constarem dos
manuais do 10° ano, sdo importantes do ponto de vista
conceptual, pois ajudam a distinguir de forma
fundamental a equacdo do CM da Primeira Lei da
Termodindmica e constituem sugestdes susceptiveis de
fomentar a discussdo com os alunos.

Exploremos entdo a situacido em que um individuo salta
verticalmente para cima como esta representado na Fig. 3.

0 valor médio da resultante da forca exercida pelo chdo
na pessoa é designado por N. No instante em que a pessoa
abandona o solo tem uma velocidade v, e o seu CM sobe
a uma altura hey. A equagdo do CM conduz a

(]V—Mg)hCM: %MvéM . (18)

A quantidade N hey nio representa trabalho real pois o
deslocamento do ponto de aplicacdo da reaccdo normal
¢ nulo. Se aplicarmos agora a Primeira Lei da
Termodinamica ao sistema “individuo+Terra” obtemos
outro tipo de informacgdo. Uma vez que nio ha
transferéncia de energia para o sistema sob a forma de
trabalho e admitindo que o aumento de temperatura

¢ insuficiente para haver trocas de calor com o exterior,
os termos mais significativos da Primeira Lei da Termo-
dindmica conduzem a

1 2 —
A ( 5 My, )+ Mgh_ + Aquuim =0 . (9
Verificamos entdo que o aumento da energia cinética do
CM da pessoa, assim como da energia potencial gravitica
do sistema, ¢ feito a custa de uma diminuicio da energia
potencial quimica.

Discos que chocam

Fig. 4 Discos que chocam ao serem puxados por um fio.



Vamos agora analisar o sistema que consiste em dois
discos, inicialmente em repouso, ligados por um fio numa
superficie horizontal sem atrito [3,5]. Ao ponto médio do
fio ¢ aplicada uma forca constante, o que provoca
posteriormente o choque inelastico dos discos como
mostra a Fig. 4. A velocidade dos discos quando chocam ¢

voum- As equagdes sdo:

1
F dCM = > 2 m)véM , (20)
que resulta da equacdo do CM, e
Fd = %(2 myv: + AE™ 1)

que resulta da Primeira Lei da Termodindmica aplicada ao
sistema constituido pelos dois discos.

A alteracdo na forma do sistema conduz a que d seja
maior que dgy pelo que o trabalho da forca F ¢ maior do
que o trabalho do CM. A diferenca entre estas duas
quantidades corresponde, como mostram as equacdes (20)
e (21), a energia interna que aumenta durante o choque.

Consultamos alguns manuais do 10° ano para avaliar a
forma como certas questdes mecanicas sdo abordadas.

0 nosso estudo suscita-nos alguns comentarios finais.

0 significado do Principio do Trabalho-Energia deve ser
salientado. Ndo se trata de uma nova lei, embora seja de
grande importancia por varias razdes. Em primeiro lugar,
revela-se util na resolucio de questdes onde ¢ facil cal-
cular o trabalho das forcas que actuam e onde se pretende
obter as velocidades em determinadas posi¢des, permi-
tindo deduzir uma relacdo em estreita correspondéncia
com o Principio da Conservagdo da Energia Mecanica.
Por outro lado, o Principio do Trabalho-Energia pode ser
encarado como ponto de partida para a sua generalizacio
a um sistema de particulas, quando estdo presentes efeitos
dissipativos. S6 nestas condicdes ¢ possivel contabilizar
variacdes de energia interna, obtendo-se um principio
geral de conservacdo de energia. Esta metodologia permite
aprofundar o conceito de energia.

A equacdo do CM nio substitui a generalizacio do Prin-
cipio do Trabalho-Energia, embora seja util para resolver
algumas questdes cinematicas. De facto, esta equagdo

¢ particularmente interessante por permitir obter solucdes
usando uma metodologia fundamentada em ideias de
energia e de trabalho, sem referéncia explicita a forcas
internas, energia rotacional e vibracional. Sdo estes
ultimos conceitos que tornam a generalizacido do Principio
do Trabalho-Energia dificil de entender e aplicar por parte
de alguns alunos. Subjacente a estas questdes estd o con-
ceito de ponto material e suas limitagdes.

Salientamos também que o trabalho realizado por forgas
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de atrito €, em geral, mal calculado. Ao estabelecermos a
distin¢do entre equacdes puramente mecanicas que resul-
tam da Segunda Lei de Newton, por um lado, e a Primeira
Lei da Termodindmica, por outro, esta questdo torna-se
mais clara. As duas equacdes s6 coincidem quando
estamos perante pontos materiais. Para sistemas deforma-
veis, onde se incluem sistemas sujeitos a forcas de atrito
dissipativas, as equacdes do CM e a da Primeira Lei da
Termodindmica tém conteudos e significados diferentes.
H4 numerosos casos que envolvem forcas que realizam
trabalho nulo, embora se verifique uma alteracio da
energia cinética: locomocédo ou corrida a pé num plano
horizontal, subida de escadas, alpinismo, etc. De facto,
este tipo de actividades, uteis na compreensio do
Principio de Conservacdo da Energia e de questdes
cinematicas, sdo mais consentineas com o espirito dos
programas do que a longa lista de problemas que surgem
em alguns manuais e que os alunos tendem a resolver
mecanicamente. As novas propostas de programas do

10° ano [11], ao sublinhar as condic¢des de validade da
representacio de sistemas complexos pelo respectivo CM,
poderdo introduzir alteracdes importantes neste dominio.
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