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MATERIAIS QUASI-UNIDIMENSIONAIS 
E A CADEIA DE HUBBARD:
UMA REVISÃO QUALITATIVA
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Universidade de Évora, Departamento de Física 
Apartado 94, P-7001 Évora Codex, Portugal

Neste trabalho revêem-se algumas classes de materiais quasi-unidimensionais e 
suas propriedades electrónicas, à luz do modelo de Hubbard unidimensional. 
Argumenta-se que tal modelo, apesar da sua simplicidade, contém uma grande 
riqueza física e é apropriado para o entendimento, pelo menos qualitativo, das pro­
priedades electrónicas dos materiais quasi-unidimensionais.

I. Introdução tridimensional de cadeias unidimensio­
nais, tal que os integrais de transferência 
são muito menores entre cadeias que ao 
longo destas6. A ligação com os materiais 
reais — para os quais t e U podem ser 
obtidos por medidas espectroscópicas no 
infravermelho7-9 — é feita por intermédio 
de cálculos de química quântica10. Nestes 
cálculos os integrais de transferência e a 
energia de Coulomb local são calculados 
usando as funções de onda atómicas 
(moleculares) dos átomos (moléculas) do 
sólido em estudo.

Obviamente que aproximar o com­
portamento de materiais reais pelo com­
portamento de um modelo unidimensional 
simples não permite, em geral, mais do 
que uma descripção qualitativa das pro­
priedades do sólido. Apesar disto, a des­
crição de sólidos quasi-unidimensionais 
com base apenas nos parâmetros t e U 
apresenta “muitos aspectos do mundo 
real”7'8. Por outro lado, efeitos devido à 
interacção electrão-fonão e a integrais 
de interacção mais gerais que o local, 
apenas para dar dois exemplos, são 
necessários para uma descrição mais 
quantitativa das propriedades dos mate­
riais quasi-unidimensionais11"17.

Os materiais aos quais o modelo de 
Hubbard 1D (e suas generalizações) é 
aplicado possuem bandas de energia 
estreitas e, portanto, é natural que a apro­
ximação de tight-binding para electrões

Neste trabalho revêem-se algumas 
classes de materiais quasi-unidimensio­
nais e suas propriedades electrónicas, à 
luz do modelo de Hubbard1"3 unidimen­
sional. Este modelo (em qualquer dimen­
são) descreve electrões correlacionados 
numa rede. (Para o leitor interessado em 
espectos técnicos, é dada uma exposição 
dos passos necessários à derivação do 
modelo de Hubbard no Apêndice.) De 
acordo com Lieb4:

Modelo de Hubbard “The Hubbard model is to the problem 
of electron correlations as the Ising model 
is to the problem of spin-spin interactions; 
it is the simplest possible model displaying 
many “real world” features.”

O modelo depende do parâmetro t, o 
integral de transferência, o qual caracte- 
riza a energia cinética dos electrões ao 
propagarem-se entre sítios adjacentes 
da rede, e do parâmetro U, o integral de 
Coulomb local, o qual caracteriza a ener­
gia de Coulomb quando dois electrões 
ocupam o mesmo ponto da rede (ver 
Fig. 1).

Sistemas
Correlacionados

Materiais
Quasi-
-unidimensionais

Não existem, na realidade, materiais 
estritamente unidimensionais. Contudo
são muitos os materiais ditos quasi-unidi­
mensionais. Do ponto de vista teórico, um 
material quasi-unidimensional — a res- 
pectiva definição pode ser bastante lata5 
— pode ser representado por um arranjo
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cadeia, respectivamente20. Portanto, aj|/ax é uma medida 
relativa dos valores dos integrais de transferência (tipica­
mente f||/f± - V oj|/ctJ.

independentes possa ser aplicada18. Isto é, para além da 
energia de Coulomb local U, a modelação destes maté­
rias apenas requer uma banda na aproximação de tight- 
binding.

1.b) Calcogenetos de Metais de Transição: MX3
e (MX4)„Y, onde se tem os metais M = Nb,Ta, os calco- 
génios X = S,Se, e os halogenetos Y = l.Br.CI. As unida­
des básicas das cadeias são os prismas triangulares 
MX3 e MX6 sobrepostos uns em cima dos outros; nos 
compostos de fórmula química (MX4)2Y as unidades 
básicas são os octaedros de M2X4. Os exemplos típi­
cos são NbSe3, TaS3, (TaSe4)2l, e (NbSe4)2l, com 
o-||/cjl~(10-103) e n~ 1/419.

w V A U•ff«l

í

0——0umuan

T T 1.c) Bronzes de Metais de Transição: A0 3MoO3, 
com A = K,Rb,TI. Estes materiais são designados por 
bronzes azuis em virtude dos reflexos azulados do seu 
brilho metálico. As cadeias são formadas por octaedros 
de Mo06 e, nestes materiais, aj|/crx - (10 -103) n-3/419.

Fig. 1 —Apresentação pictórica do modelo de Hubbard numa rede 
unidimensional. Cada um dos pontos da rede representa uma orbital 
s, a qual pode acomodar dois electrões. Os electrões podem mover- 
se ao longo da cadeia, com uma amplitude de probabilidade f, dando 
origem a uma banda de energia da forma c(q) = ~2t cos q, onde q 
é o momento dos electrões. Quando se encontram na mesma orbi­
tal os electrões interagem coulombianamente, com energia U. Esta 
energia de interacção dá origem a um problema de física de muitos 

corpos de grande complexidade.

1.d) Compostos de Óxidos de Cobre, exemplos 
típicos são os antiferromagnetes unidimensionais Sr2Cu03 
e SrCu0221. Estes materiais são bem caracterizados pelo 
modelo de Hubbard com U» t e n- 1. A interacção de 
troca J -4f/U para estes dois compostos é J = (2200 ± 
±200) K e J= (2100 ±200) K, respectivamente. A inte­
racção de troca entre as cadeias, J', obedece ao quo­
ciente J/J'~ 105 para o Sr2Cu03 e JI\J]~{5 a 10) para 
o SrCu02. Intimamente relacionados com as cadeias de 
spin estão os compostos designados por escadas de spin. 
Estes últimos podem formar escadas de duas, três, ou 
mais cadeias ligadas entre si (estes materiais não são 
nem quasi-unidimensionais nem quasi-bidimensionais). 
Exemplos típicos são o SrCu203 (um sistema em escada 
com duas cadeias de spin 1/2) e o Sr2Cu205 (um sistema 
em escada com três cadeias de spin 1/2)22. Um resultado 
muito interessante é o facto das escadas de spin 1/2 com 
um número par de cadeias possuírem um hiato de ener­
gia no seu espectro de excitação, enquanto as escadas 
com um número ímpar de cadeias não apresentam o refe­
rido hiato. Mediante dopagem (isto é n - 1/2- 8, onde S 
é geralmente pequeno quando comparado com 1/2) estes 
materiais apresentam fases metálicas e superconducto- 
ras22'23.

II. Materiais

Existem várias classes de materiais quasi-unidimen­
sionais aos quais o modelo de Hubbard 1D pode ser 
aplicado, sendo o exemplo mais simples a molécula de 
benzeno (C6H6). [Os seis átomos de carbono com as res- 
pectivas orbitais n podem ser considerados como uma 
rede (um anel) com seis sítios e seis electrões. Vários 
integrais de Coulomb foram calculados por Parr et a/.10 
e apresentam os valores U = 16.93 eV, para o integral de 
Coulomb local, e V= 9.027 eV, para o integral de 
Coulomb de primeiros vizinhos (ver Apêndice).]

Em seguida apresentam-se, brevemente, algumas 
características dos materiais quasi-unidimensionais mais 
típicos.

1.) Materiais Inorgânicos

1.a) Cianoplatinatos de Potássio: o exemplo típico 
é o K2Pt(CN)4Br0 3.3H20, o qual foi sintetizado ainda 
durante o século dezanove. As cadeias são formadas pela 
sobreposição das orbitais d dos átomos de Pt. O quo­
ciente entre a conductividade ao longo das cadeias (ct||) 
sobre a conductividade na direcção perpendicular (<rx) é 
crl|/crx ~ 105, e a densidade electrónica n — o quociente 
entre o número de electrões Ne o número de sítios da 
rede Na — é 0.8519. Os valores de oj| e de csL são uma 
medida da sobreposição das orbitais atómicas (ou mole­
culares) ao longo da e perpendicularmente à direcção da

2.) Materiais Orgânicos

2.a) Polímeros: o exemplo de referência é o polia- 
cetileno. Consiste numa cadeia de monómeros de (CH)* 
com ligações simples e duplas entre os átomos de car­
bono111324. Os valores do integral de transferência e da 
interacção de Coulomb local são 4f ~ 10 eV e U~ 6.5 eV, 
respectivamente, e a densidade electrónica é n = 111'13'24.
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111. Resultados Teóricos2.b) Camadas de Moléculas Orgânicas: estes mate­
riais são constituídos por moléculas orgânicas empilha­
das. Essas moléculas orgânicas possuem orbitais mole­
culares n perpendiculares ao plano da molécula. A 
sobreposição destes orbitais ao longo da direcção de 
empilhamento forma uma cadeia unidimensional. Um 
exemplo típico, com interesse histórico, é o material 
incomensurável (a densidade de electrões por átomo não 
é expressável em termos de um simples número racional) 
tetratiofulvaleno-tetracianoquinodimetano — TTF-TCNQ — 
com 4f~ 0.61 eV, U~ 1.1 eV, e n~ 0.557 8. Outros exem­
plos são os sais de transferência de carga M2X, com 
M = TMTSF.TMTTF (onde TMTSF significa tetrametiltetra- 
selenofulvaleno e TMTTF significa tetrametiltetratiofulva- 
leno) e X = Br,PF6,CI04. Estes materiais correspondem a 
cadeias unidimensionais com uma densidade de vazios 
n = 1/4, e com t e U dados por t~ 0.25 eV e U~ 1 eV 
(tb e fc, os integrais de transferência intercadeias, são da 
ordem de 25 meV e 1 meV, respectivamente)25. Estes 
materiais também apresentam fases superconductoras26.

Sendo o modelo de Hubbard o mais simples para des­
crever electrões correlacionados numa rede, o seu estudo 
teórico é de interesse fundamental4. Nesta secção são 
revistos alguns dos resultados teóricos obtidos no estudo 
da cadeia de Hubbard.

O modelo de Hubbard 1D é exactamente solúvel pela 
técnica do Bethe ansatz, primeiramente introduzida por 
Hans Bethe34 na solução da cadeia de Heisenberg iso- 
trópica de spin 1/2. O modelo apresenta excitações de 
carga e de spin (1) — usualmente designadas por holões 
e spinões — as quais estão dèsacopladas. Esta pro­
priedade é considerada como uma característica dos 
modelos electrónicos correlacionados unidimensionais. 
O relato da observação de holões e spinões no material 
1D SrCu02 foi recentemente publicado por Kim et ai (con­
tudo este tipo de excitações não foi observado no cuprato 
bidimensional Sr2Cu02CI2, cuja composição e estrutura 
químicas são muito semelhantes às do SrCu02). Mais 
ainda, estes autores verificaram que a cadeia de Hubbard 
no limite em que U» 41 (os parâmetros usados foram 
f=0.60eV e U= 7.2 eV) concorda “maravilhosamente” 
com os dados experimentais.

Há ainda outras realizações de materiais quasi-unidi- 
mensionais como as heterostruestructuras (um exemplo é 
o material composto por AlGaAI-GaAs-AIGaAI) e os nano- 
tubos (um exemplo é o B1_áC2 + 5N)

Muitos dos materiais atrás descritos não são metais 
a temperaturas próximas do zero absoluto. Normalmente 
eles exibem comportamento metálico a temperaturas 
moderadas mas sofrem uma transição de fase quando a 
temperatura baixa. Dependendo do material e dos valo­
res dos parâmetros externos (como a quantidade de dopa- 
gem, campos externos, pressão e taxa de arrefecimento) 
eles podem apresentar, por exemplo, transições de fase 
do tipo estrutural, do tipo metal-isolador, do tipo onda de 
densidade de spin, ou do tipo superconductora26'19 30'33.

Quando, usando o modelo de Hubbard (ou outro qual­
quer), se fazem cálculos a temperatura zero não é de 
esperar mais do que uma concordância qualitativa na 
comparação desses resultados com as medidas feitas a 
temperatura finita. Contudo os cálculos de algumas pro­
priedades a T= 0, como por exemplo a conductividade 
óptica, têm sido usados com algum sucesso na interpre­
tação dessas propriedades medidas a temperaturas fini­
tas em alguns materiais quasi-unidimensionais7'817. Por 
outro lado, devido ao seu carácter quasi-unidimensional, 
estes materiais só são bem descritos por modelos unidi­
mensionais a temperaturas acima das quais « kBT 
(onde kB representa a constante de Boltzmann). A baixas 
temperaturas efeitos de coerência na direcção perpendi­
cular às cadeias começam a desempenhar um papel 
importante e o material passa a ter um comportamento 
tridimensional, embora fortémente dependente da aniso- 
tropia. Estes efeitos conduzem, em geral, o material para 
uma transição de fase, com as indicadas acima.

27-29 Usando o mesmo método que Yang para o modelo
unidimensional de multi-componentes no contínuo36, Lieb 
e Wu37 calcularam a energia do estado fundamental, para 
o caso de banda meia cheia (n- 1) e magnetização nula 
(m = 0). Calcularam, também, que o espectro de excita­
ções de carga possui um hiato de energia — o hiato de 
Mott-Hubbard Á — para a densidade n = 1, indepen­
dentemente do valor da interacção U (exceptuando o 
caso não correlacionado). Isto significa que o modelo de 
Hubbard é um isolador a temperatura nula e para uma 
densidade de electrões de banda meia cheia. Esta pro­
priedade é importante e é típica de sistemas electrónicos 
com interacções de curto alcance, contrariando conside- 
racções elementares de física do estado sólido com base 
nas quais seria de esperar que o sistema se comportasse 
como um metal para esta densidade (n=1). Nos com­
postos orgânicos HMTSF-TCNQF4, HMTTF-TCNQF4 e

MH

(1) Nos sistemas electrónicos interactivos unidimensionais o 
conceito de quasipartícula — electrão renormalizado — não é 
apropriado para descrever as excitações elementares destes sis­
temas. O tratamento teórico de tais sistemas mostra que o elec­

trão se fracciona em duas novas partículas, as quais só têm exis­
tência dentro do sistema de muitos corpos. Uma dessas novas 
partículas transporta apenas a carga do electrão e a outra ape­
nas o spin. Estas duas partículas representam a existência, no 
sistema, de dois tipos de excitação colectivas — ondas de den­
sidade de carga e de spin — as quais se propagam com velo­
cidades diferentes, justificando a designação de separação de 
carga e spin. (Sobre este assunto ver o artigo: Philip W. 

Anderson, Physics Today, Outubro, pp. 43-47, 1997.)
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Devido à sua forma complexa, a função de onda que 
resulta do Bethe ansatz não é conveniente para o cálculo 
de funções de correlação. Estas últimas quantidades 
podem ser obtidas combinando os resultados da diago­
nalização pelo Bethe ansatz com técnicas de teoria con­
forme5657. Estes cálculos requerem uma representação 
simples dos estados próprios do modelo. Em particular, a 
possibilidade de encontrar um conjunto de operadores que 
diagonalizem o Hamiltoniano é um passo importante 
nessa direcção. Um exemplo desta ideia bastante geral é 
a técnica da bosonização5859, onde os Hamiltonianos do 
tipo g-o/ogy60 podem ser diagonalizados por operadores 
bosónicos. As funções de correlação de baixa energia 
podem, então, ser calculadas expressando os operadores 
de campo originais assim como os estados próprios do 
modelos à custa dos referidos operadores bosónicos.

Um problema central no modelo de Hubbard é o cál­
culo da suas propriedades de transporte. Isto significa a 
determinação quer das correntes de carga e de spin quer 
das respectivas condutividades ópticas 
dades de baixa frequência foram estudadas por Schulz59 
usando bosonização e também por Carmelo et ai usando 
a representação de pseudopartículas65'66. Contudo as 
propriedades de transporte a frequências finitas requer a 
introdução de uma representação operacional de todos os 
estados próprios do Hamiltoniano.

Usando resultados derivados para o sub-espaço de 
Hilbert de baixa energia67'68, Carmelo e Peres55 conse­
guiram escrever o Hamiltoniano, o operador momento e 
os geradores de todos os 4W» estados próprios do modelo 
de Hubbard usando operadores em segunda quantização. 
Estes operadores são representados por atl,u,p e por b\ 
e são designados operadores de pseudovazio e de 
pseudo-partícula pesada, respectivamente. Usando este 
conjunto de operadores os estados próprios da cadeia de 
Hubbard adquirem a forma de um determinante de Slater. 
Após diagnalizado o Hamiltoniano tem forma de uma 
soma infinita de termos, os quais envolvem apenas coli­
sões de momento de troca nulo entre as pseudopartículas, 
independentemente da escala de energia.

Esta representação operacional permitiu a determina­
ção das correntes de carga e de spin e das respectivas 
massas de transporte69'70. Além disso, combinando esta 
representação operacional com técnicas de teoria con­
forme71, foi possível obter informação sobre a absorpção 
de luz em torno de certas frequências finitas w072.

DBTSF-TCNQF48'38 (todos estes materiais têm n=1, e 
HMTSF, HMTTF e TCNQF4 significa hexametilenotetra- 
selenofulvaleno, hexamelilenotetratiofulvaleno e tetra- 
fluoro-tetraciano-p-quinodimetano, respectivamente) foi 
encontrada evidência experimental para a existência do 
hiato de Mott-Hubbard.

Para densidades menores que banda meia cheia, tra­
balho numérico efectuado por Shiba39 permitiu determinar 
a energia do estado fundamental bem como a suscepti- 
bilidade magnética. No limite em que U » 4f, foi também 
possível determinar analiticamente a energia do estado 
fundamental para densidades electrónicas ns 140. A ter­
modinâmica do modelo de Hubbard foi descrita por 
Minorou Takahashi41, que para 0 efeito obteve a solução 
analítica completa da equações de Lieb e Wu37.

O espectro e 0 momento das excitações de baixa 
energia foram determinados por Ovchinnikov42 para 0 
caso de banda meia cheia e por Cornellius Coll para um 
preenchimento de banda arbitrário43. Ovchinnikov42 subli­
nhou, ainda, que para U»4to espectro de excitações 
de spin é o mesmo que para a cadeia antiferromagnética 
de Heisenberg44. Esta propriedade é uma manisfestação 
da factorização da função de onda de Bethe num deter­
minante de Slater de fermiões sem spin e na função de 
onda da cadeia antiferromagnética de Heisenberg34, como 
foi mais tarde analisado em mais detalhe por Ogata e 
Shiba45. No caso em que é considerada a solução geral 
obtida por Takahashi, a função de onda do modelo de 
Hubbard, no limite U 
uma tripla factorização, a qual foi estudada em detalhe 
muito recentemente46.

Na presença de um termo de Zeeman as excitações 
de carga e de spin transformam-se em outras mais com­
plexas designadas c e s, tendo 0 seu espectro e momento, 
bem como a termodinâmica de baixa temperatura e as 
propriedades estáticas sido calculadas analiticamente47'49 
para as densidades electrónicas e de magnetização n s 1 
e ms n, respectivamente. As entidades quânticas associ­
adas a estas excitações designam-se por pseudopartícu­
las. O estudo das excitações de carácter topológico num 
sistema finito foi realizado por Carmelo e Peres50 51. Para 
o caso em que U-> °o, o estudo deste último tipo de exci­
tações foi feito por Dias e Lopes dos Santos52.

Para além dos modos de excitação de baixa energia 
c e s, 0 modelo de Hubbard unidimensional também pos­
sui excitações de carga (c, y) e de spin (s, y) de energia 
finita, as quais foram consideradas primeiramente por 
Woynarovich5354. Estas excitações de carga e de spin 
podem ser consideradas como estados ligados pseudo­
partículas c e s. Os operadores geradores destas excita­
ções e os respectivos espectros e momentos de excita­
ção foram calculados por Carmelo e Peres55.

61-64 . As proprie-

, possui não uma dupla mas sim00
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APÊNDICE: O MODELO DE HUBBARD O integral de tranferência (3) dá a amplitude de probabili­
dade de um electrão saltar de uma orbital atómica centrada no 
sitio da rede R, para a orbital atómica centrada no sítio da rede 
Rj. O integral de Coulomb contabiliza a interacção Coulombiana 
entre os electrões situados em diferentes orbitais. Hubbard esti­
mou1 que a contribuição mais importante para o integral de 

Coulomb é devida ao termo no qual os dois electrões se encon­
tram na mesma orbital atómica, isto é Uu/i = U(a ordem de gran­
deza de U é de cerca de 10-20 eV, não contabilizando efeitos 
de blindagem). A segunda contribuição para a energia de inte­
racção, Uijjj, vem da interacção de dois electrões localizados 
em dois sítios primeiros vizinhos na rede (a ordem de grandeza 
é de cerca de 2 a 3eV). Se os electrões pertencem a bandas 
energeticamente estreitas, a contribuição mais importante para a 
energia cinética vem do integral de transferência entre sítios pri­
meiros vizinhos na rede; esta é a análise usual de tight-binding. 
Em vista disto, o Hamiltoniano mais simples em que se pode 
pensar para descrever electrões correlacionados numa rede é o 
modelo de Hubbard. Este consiste em considerar apenas o inte­
gral de transferência t entre sítios primeiros vizinhos na rede e 
a interacção local de Coulomb U. Assim o Hamiltoniano de 
Hubbard escreve-se como1'3

O estudo teórico das correlações electrónicas nos sólidos 
requer a introdução de um Hamiltoniano apropriado que, de 
algum modo, inclua a interacção de Coulomb entre os electrões 
relevantes (os que pertencem às camadas mais exteriores). Se 
se está interessado em estudar quer a termodinâmica quer as 
propriedades de transporte é necessário incluir os necessários 
campos externos no Hamiltoniano. A resposta a um campo eléc- 
trico requer a introdução do potencial vector. Em primeira quan- 
tização, o Hamiltoniano pode ser escrito como

eA;ti2" = £ + v<m

(1)
e2

-E-
2 4^ fi+ i - 51

onde méa massa do electrção, e é a carga do electrão (e < 0), 
e V(r) é o potencial da rede (considerado estático), e o qual 
tem a simetria apropriada (os efeitos devido à desordem não 
são considerados). O estudo do Hamiltoniano (1) é feito mais 
convenientemente em segunda quantização. Para isso escre­
vem-se os campos electrónicos 'Va.Kr) (cr e / são os índices 
de spin e de banda, respectivamente) em termos das funções 
de Wannier, as quais preservam a simetria da rede (em muitos 
cálculos práticos são usados orbitais atómicos). Estes campos 
estão localizados no sítio da rede R, e são da forma

Na Na
Ê = -t £ acj +f/XXrfiu.

t (5)

onde < ij > significa que a soma em i e j está restringida ape­
nas a sítios primeiros vizinhos, Na é o número de sítios da rede, 

= e Cjt„r é o operador número no sítio da rede i para 
os electrões cr. Para o índice de spin, o-, temos cr= f,i quando 
usado como índice apenas e cr=±1 nos restantes casos. Este 
Hamiltoniano contém apenas pois parâmetros, f e U, e portanto 
a única escala de energia é Ult. Este quociente está presente 
em todas as grandezas físicas calculadas com o presente 
modelo.

e n;/.cr
<f>(r-Ri)e

onde c),aj cria um electrão de spin a na banda / e no sítio da 
rede Rt. Os operadores cK„j e c),„r obedecem às relações de 
anticomutação usuais e o termo exponencial na definição do 
campo é necessário para manter a invariância de gauge. Como 
primeira aproximação podemos considerar apenas uma banda, 
ignorando assim toda a estrutura de bandas do sólido. Assim o 
índice de banda é omitido no que se segue. Na representação 
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