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A rede Bravais bidimensional ¢ usada para introduzir os conceitos basicos de cris-
talografia sem recorrer 2 bem mais complexa representacio tridimensional.
Apresentam-se as noc¢des de rede Bravais, vectores primitivos e célula primitiva para
uma rede Bravais geral bidimensional e sugere-se um método simples de determinar
os indices de Miller para qualquer familia de linhas dessa rede. Relaciona-se o espa-
camento entre as linhas adjacentes desta familia com os vectores primitivos da rede
directa ou reciproca utilizando apenas geometria elementar e, a titulo de exemplo,
aplicam-se estes conceitos a uma rede Bravais triangular.

A simplicidade analitica das representa¢fes bidimensionais, bem como a facili-

‘dade em vizualiza-las, sugerem a sua utiliza¢fio no ensino da cristalografia elementar

a nivel pré-universitirio, deixando as representagdes tridimensionais para um nivel

mais avanc¢ado.

Introducio

Numa Licenciatura em Fisica, a disci-
plina de Fisica do Estado Sélido deve
incluir nogdes basicas de cristalografia tais
como as de rede Bravais, vectores primiti-
vos, célula primitiva, indices de Miller,
espagcamento entre planos da rede e rede
reciproca. Uma vez que os cristais séo
entidades tridimensionais ¢ necessario a
este nivel recorrer igualmente a uma anéa-
lise tridimensional, mas a maior parte des-
tas nogdes pode ser introduzida aos alunos
a um nivel pré-universitario utilizando um
modelo simplificado a duas dimensdes.
Esta estratégia evita a representagdo de
modelos cristalinos tridimensionais no

_quadro bidimensional, uma dificuldade

apontada por Riley (1970). Numa aplica-
¢do interessante da analise bidimensional
a equacdo de Bragg, Fish (1971) utilizou
uma rede ortorrémbica, tendo descrito
algumas das suas propriedades. Este artigo
propde-se apresentar as propriedades basi-
cas de uma qualquer rede Bravais bidi-
mensional utilizando apenas conceitos ele-
mentares de matematica.

Rede de Bravais bidimensional;
célula e vectores primitivos

Existem varios modos equivalentes de
definir uma rede Bravais bidimensional e
introduzir o conceito de célula e vectores
primitivos. Uma maneira conveniente de
fazer as duas coisas ¢ adaptar a definig¢do
dada por Ashcroft e Mermin (1976) de
uma rede Bravais tridimensional para o
caso de duas dimensdes. Uma rede
Bravais bidimensional ¢ entdo definida
como consistindo de todos os pontos com
vectores de posi¢do

R =na, + n,a, N

onde a, e a,, conhecidos por vectores pri-
mitivos, sdo quaisquer dois vectores ndo
colineares, € n; e n, compreendem todos
0s nimeros inteiros (positivos, negativos
ou zero). Um exemplo de tal rede é dado
na figura 1, a qual pode ser usada para
mostrar que para que um par de vectores
possa ser designado de primitivo, tem de
satisfazer o critério que todos os pontos da
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rede possam ser gerados por uma combinagfio linear des-
tes vectores com coeficientes inteiros. Para a rede da
figura 1, a; e a, sfo uma escolha possivel de vectores pri-
mitivos pois satisfazem este critério. O mesmo néo se
verifica para a] e a5 (figura 1) pois, por exemplo, o ponto
A da rede pode apenas ser atingido a partir da origem por
uma combinagdo linear de a} e a; com coeficientes néo
inteiros, ou seja, OA = (3/2)a] + (3/2)a5. E util referir
nesta altura que, embora haja uma infinidade de escolhas
possiveis de conjuntos de vectores primitivos aj ¢ a5,
para uma dada rede, a drea S da célula primitiva, dada por

S=la|/\az|, (2)

tem um valor que é independente da escolha de a, e a,
para a rede em questdo.

Fig. 1 — Porgio da mais geral das redes de Bravais bidimensi-

onais, a rede obliqua, mostrando um par de vectores primitivos

(a, e a,), ¢ um par de vectores ndo primitivos (a} € a5).
Mostra-se igualmente uma célula primitiva (S).

indices de Miller; distincia entre linhas da rede

Para se determinar o espagamento entre linhas adja-
centes de uma familia de linhas da rede € conveniente dar
a orientagfio destas linhas, e isto pode fazer-se espe-
cificando os indices de Miller (hk) de qualquer linha da

-familia relativamente ao conjunto escolhido de vectores
primitivos a; e a,. A determinag8o destes indices em duas
dimensdes € imediata utilizando o seguinte método
(figura 2):

(i) Seleccione-se a linha da familia que estd mais pré-
xima da origem e que intersecte os eixos de a; e a,, em
dois pontos da rede, P; € Ps.

(ii) As posi¢des destes dois pontos, ka, e ha,, ddo os
indices de Miller (hk) da familia de linhas da rede.

Tendo determinado os indices de Miller, o espaga-
mento dy, entre linhas adjacentes da familia pode determi-

nar-se facilmente por geometria elementar, da seguinte
maneira: dada a linha da rede contendo os pontos P, e P,,
desenha-se uma linha adjacente contendo os pontos
P; e P, (figura 2). O paralelogramo P,P,P;P, tem base
PP, = | ha, — ka, | e altura dy,, portanto a sua érea &
| ha, —ka, | dy,. Uma vez que este paralelogramo cons-
titui uma célula primitiva, a sua 4rea é também igual a
|a, ~a,|. Logo, o espagamento entre linhas adjacentes,
dyy. € dado por

dpx =2, Aa,|/|ha, —ka]. 3)

Fig. 2 — Rede obliqua com duas linhas adjacentes (¢, e /,)

pertencentes a uma familia de linhas da rede. Os indices de

Miller (hk) da familia sdo determinados a partir das posi¢des

dos pontos P, e P, relativamente & origem O (ka, e ha, res-

pectivamente). O espagamento entre as linhas (dy,), € a célula

primitiva (S) formada pelo paralelogramo P\P.P;P,, também
estdo indicados.

Espaco reciproco

Um método simples de introduzir a nogdo de espago
reciproco é resolver o problema de determinar uma base
b, e b, na qual o vector hb, + kb, seja sempre perpendi-
cular a familia (hk) de linhas da rede para qualquer esco-
lha de h e k, ou seja

(hb, + kb,).(ha, —ka,) =0 . @)

Da equagéo (4),

hzaz.b] —kzal.bz-l‘hk(az.bz—a].bl)=0. (5)
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A equago (5) s6 € valida para qualquer familia (%4)
de linhas da rede se os vectores b; e b, satisfizerem as
condigdes seguintes:

aZ‘bl =a].b2=0

Q)
a,.b] = az.bz =C )
onde C € uma constante.
No sistema de coordenadas xy, sejam
a;=(ay, a)y)
a; = (ay, a2y)
)

b, = (b]x’ bly)
by = (b, byy) .
Das equagdes (6) e (7), obtém-se o seguinte sistema

alxblx + alybly = C

aszlx + azybly =0

)
alxbzx + alybzy =0
aszzx + azybzy = C .
Resolvendo o sistema (8), vem imediatamente que
b, = C(a,,, —a,)/|a; ~ a, |
1 2y X 1 2 (9)

b, = C(-ay, a;,)/|a; A ay| .

Uma vez que b, e b, sdo vectores ndo-colineares
(equagdo (9); figura 3), o conjunto de todas as combi-
nagdes lineares possiveis de b, e b, com coeficientes
inteiros, gera outra rede de Bravais a qual é denominada
rede reciproca.

D)

b,

Fig. 3 — Orientagdo dos vectores primitivos b, e b, da rede
reciproca relativamente aos vectores primitivos a, € a, da rede
directa.

Utilizando as equagBes (3) e (9) é facil deduzir a rela-
¢do entre o espacamento d,, da familia de linhas (hk) da
rede directa e o médulo do vector da rede reciproca

hb, + kb, normal a esta familia. Da equag&o (9), o0 médulo
deste vector €

|hb, + kb, | = C|(hay, — ka,y, ka; —hay,)|/|a; A a,] (10)

= C(h%a,.a, + k?a,.a, —2hka, .a,)!12/ja; ~na,| .
Da equac@o (3)
dp =|aj A a,|/(h2a,.a, + k2a,.a, —2hka;.a,)!2. an
Comparando as equagdes (10) e (11) obtém-se
dp = C/|hb; + kb,| (12)

um resultado bem conhecido cuja demonstragéo a trés
dimensdes é bem mais complexa. A constante de pro-
porcionalidade C toma-se geralmente como sendo igual a
1 ou 2.

Rede triangular

Os conceitos expostos aqui podem ser utilizados no
estudo de qualquer rede Bravais bidimensional, por exem-
plo a rede triangular da figura 4. Os vectores primitivos
desta rede, a, e a,, podem escrever-se

a, = (al2, av3/2)

(13)
a, = (-al2, av3/2)
e a area da célula primitiva para esta rede é
S=|a,Aay|=aV3/2. (14)

Para se determinarem os indices de Miller da familia
de linhas da rede representadas na figura 4, note-se que {
¢ a linha mais préxima da origem e que intersecta os eixos
de a, e a, nos dois pontos da rede P, e P,, de coordenadas
la, e 2a, respectivamente. Logo, a famflia de linhas da
rede tem indices de Miller (2/). Das equagdes (3), (13) e
(14), o espagamento entre as linhas da familia (27) é

dy =la; ~nay|/|2a, - 12

(15)
= @V3/2)/|(-3a2, aV3/2)|=an2.
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Fig. 4 — Rede triangular com constante da rede a e vectores
primitivos al e a2, onde |a;| = |a;| = ae o dngulo entre a, € a, ¢
60°. Indica-se uma familia de linhas paralelas da rede, e os pon-
tos da rede P, e P, numa linha (¢) pertencente a esta familia.

Das equagdes (9), (13) e (14) resulta que a rede trian-
gular da figura 4 tem uma rede reciproca de vectores pri-
mitivos

b, = (2C/(a>V3))(aV3/2, a/2)

(16)
b, = (2C/(aV3))(-aV3/2, al2)

0s quais tém, relativamente a a, € a a,, a orientagdo indi-
cada na figura 5. Para visualizar a rede reciproca gerada
por b, e b,, note-se que esta rede pode também ser gerada
por um conjunto alternativo de vectores primitivos

b, = 2C/(a2V3))(aV312, al2)

17
b5 = b, + b, = (2C/(a2V3)) (0, 2) ("

os quais formam entre si um angulo de 60° e t¢ém mddulos
iguais (equagio 17; figura 5). E portanto facil de visuali-

Fig. 5— Vectores primitivos a, ¢ a, de uma rede triangular, ¢
os correspondentes vectores primitivos b, e b, da rede reci-
proca. Note-se que a rede reciproca pode também ser gerada por
b, ¢ b, onde b, forma um 4ngulo de 60° com b = b, + by, ¢
[b| =1ib3l, ou seja a rede reciproca também € triangular.

zar que a reciproca da rede triangular é também ela
uma rede triangular, rodada de 30° relativamente a rede
original.

Conclusio

A simplicidade analitica das representagdes bidimen-
sionais, juntamente com a sua fécil visualizagdo, sugerem
a possibilidade da sua utilizag@o como forma de introduzir
o conceito de rede Bravais numa fase preparatoria, dei-
xando a generalizagfio 4 rede tridimensional para o nivel
Universitario em Fisica do Estado Sélido.
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