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A bem conhecida e fecunda analogia electromecdnica é aplicada ao caso da mola de

massa ndo desprezavel.

E mostrado que, pelo menos em teoria, esta pode ser representada por uma tinica
malha LC sendo facilmente calculadas as frequéncias de ressondncia do sistema mecdnico

original.

Este tratamento revela-se uma forma natural de fazer uma primeira abordagem & téc-

nica de renormalizagéo.

1. Introducio

S&o bem conhecidas as vantagens de
representarmos um sistema mecénico pelo
seu analogo eléctrico. De entre elas con-
tam-se: facil montagem de forma a evi-
denciar um aspecto particular da fisica do
sistema; facil identificagdo de efeitos de
ressondncia; e facil acesso a uma diversi-
dade de medidas. Um exemplo simples
disto € o circuito LC usado como anédlogo
de uma idealizagdo do sistema massa/mola
(fig. 1). Esta analogia é formal e expressa
com base na equagio diferencial

2
R-% X+ TX = U cos ot (1)
dt2

através da correspondéncia (R, T, U, X)
« (M, K, Fg, x) « (L, I/C, oV, i),
onde

M = massa suspensa na mola

K =rigidez da mola

F, = amplitude da for¢a excitadora

x = elongagdo da mola em relagio ao
equilibrio

L =inductancia da bobina

C = capacidade do condensador

V,, = amplitude da tensdo excitadora

i = corrente eléctrica na malha
= 2p vezes a frequéncia da forga ou
tensdo excitadoras, supostas sinusoidais.

C (Vo,w)
M

(Fo,O.))

Fig. 1 — Circuito LC e sistema massa-mola

analoga com as correspondentes tensdo

excitadora V(t) = V, cos o t e forga excita-
dora F(t)=Fgcos wt.

O problema das oscilagdes de uma
massa M suspensa numa mola pesada ou
massiva (em que a sua propria massa
«m» ndo é desprezada) é um velho pro-
blema [1], fonte de muitos pontos de vista:
veja-se J. T. Cushing [2], e as primeiras
doze referéncias ai citadas; e, ainda, J.T.
Cushing [3] e J. M. Nunes da Silva [4].
Como ¢ bem conhecido [1] este sistema
tem um numero infinito, mas discreto, de
frequéncias de ressonancia (ou modos pro-
prios de oscilag@io) expressos pelas solu-
¢oes da equagdo

%:(u) J%)tg(m %) (2)
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No limite m « M, a mola comporta-se como se a sua
massa m contribui-se para uma massa efectiva de
M +m/3.

O circuito eléctrico analogo 4 mola massiva poderia
ser um sistema continuo — um cabo coaxial — como
indica a Fig. 8 de [2], exigindo a operagdio frequéncias na
regido dos megahertz. Contudo [4], por exemplo, sugere
uma representagfo discreta de uma série de N » 1 peque-
nas molas, de rigidez S = K N, acoplando outras tantas
pequenas massas de valor r = m/N. Essa representagdo,
que ¢ ilustrada na Fig. 2a, tem, do ponto de vista macros-

Com efeito, se a corrente i, atravessar a inducténcia a
esquerda do nodo n, temos:

¢ para a inductincia da esquerda:
ip=0; (4.2)
* para uma inductincia intermédia:

d 1

0gg =?(in~l =21ip41); (4.b)
2 0

n+1

MW

S

M (Fy,®)

Fig. 2a— Representagdo discretizada para a mola pesada com uma massa M acoplada no extremo oposto & ponta fixa.

copico, os ingredientes necessérios de elasticidade e de
distribui¢do uniforme de massa [4]. Ela exprime-se em
trés tipos de equagdes para os deslocamentos x,, em rela-
¢Ao as posi¢des de equilibrio:

* para aponta fixa
X,=0; (3.a)
O
* para as massas intermédiasn=1,2, .., N—-1:
PX=S Xy —2 X+ Xpu)s  (3D)
e ¢ paraa massa M acoplada 4 mola massiva:

M, =S8 (xn_] —Xn) + Fg cos ot . 3.0

Do que foi dito em torno da eq. (1), e da aplicagfio das
leis de Kirchoff, facilmente se conclui que o circuito da
Fig. 2b é o analogo da referida representagfio discreta.

L, L, L, Lo

GT_&T

GT.. TS TS TG

* e para a inducténcia Ly da ponta direita:
d2 . 1
Lp— iy =—(in. —iy) T @V cos wt.
4.c)
dt? Co
(a diferenga de fase em (4.c) foi esquecida por irrele-
vante). E pois patente entre (3) e (4) uma analogia caso se
faga corresponder M a L e se defina

L, =L/N (5.8)

Co=CIN, (5.5

correspondendo estas defini¢des (num sentido facil de pre-
cisar) & inducténcia e capacidade por unidade de compri-
mento do cabo coaxial descrito em [2].

Neste artigo procuraremos responder & questdo do
nimero minimo de elementos para o circuito eléctrico
analogo. Como veremos estes «contam-se pelos dedos de
uma méo», 0 que constitui uma vantagem (pelo menos no

Ly o Lr

T

WWW@

Fig. 2b — Circuito eléctrico equivalente. A tensfo aplicada ¢ sinusoidal de amplitude V) e frequéncia w.
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ponto de vista da teoria) a acrescentar as enunciadas no
inicio desta introduggo.

Uma primeira redugio a um circuito equivalente ao da
Fig. 2b, mas com apenas N/2 elementos LC, é'conseguido_
na Sec¢do 2 por aplicagdo da bem conhecida transforma-
¢do [] — T para circuitos quadrupolares. Fazendo uso da
notagdo da Fig. 3, das leis de associagdo de impedancias, e
considerada a simetria, basta estabelecer a igualdade de
impedéncias:

i) entre os nodos 1 e 3:.

(iijL)" =( 2 )—l —

j(x)Co j(x)Lo

(com j2=-1), i.e,

| Lo - | aL AL

| TUT . R
To Te Tc

2 4
Fig. 3 — Transformagdo I1 — T para o caso simétrico.

- (3) (6.2)
Wo '

w, =1//L,C, =N/JLC ™
ii)

entre os nodos 1 e 2:

-1
. 1
[JmAL+ij'] =[ijo+_ 1

JwC,

-1
J + JwCO k]

C'=G {2 - (3” (6.b)
(631

Na Seccdo 3 aplicaremos sucessivamente as relagGes
de passagem (6.a,b) reduzindo repetidamente a metade o
nimero de elementos LC do circuito equivalente: por isso
escolhemos N = 2p, com p inteiro. Na Secgfo 4 faremos a
sua redug@o méxima a uma simples malha LC.

2, Redug¢iio do circuito

Comecemos por realgar dois factos importantes sobre
o nosso circuito da Fig. 2b. No lado esquerdo do nodo «0» .
a inducténcia ai residente, e mantida apenas para tornar
mais clara a analogia, ¢ irrelevante do ponto de vista eléc-
trico. Ela constitui, digamos assim, uma «ponta morta».
Ngo sendo atravessada por qualquer corrente € indiferente

" a alteragio do seu valor pela aplicagdo da transformagdo

[T = T ao quadrupolo inserido entre os nodos «0» e «1».
No outro lado, notemos que a fonte de tensdo néo ¢ afec-
tada pelo processo de redu¢dio mantendo as suas caracte-
risticas: em particular w € fixo.

Para reduzir o circuito da Fig. 2b fez—se a aplicagdo,
em malhas alternadas, da transformagfo [] — T formali-
zada em (6.a,b). Cada quadrupolo ’ compreendido entre o
nodo «2n» e «2n + I», comn=0, 1, 2, ..., N/2 - 1, é trans-
formado num quadrupolo T (veja-se a Fig. 4a).

Resulta, assim, o aparecimento de novos condensado-
res de capacidades C" dadas directamente por (6.b). De
forma idéntica, surge uma nova inductincia L’, resultado
de duas contribui¢des adicionais dadas por (6.a):

e
L'=Ly+2AL "LO;(“—(:)Z (8)

Wo
O caso da inductincia da ponta direita é diferente,
havendo s6 uma contribui¢do adicional DL, pelo que se
define
L'p=Lg+2AL. 9

Temos, se atentarmos na Fig. 4a, que o nosso circuito
eléctrico se simplificou drasticamente. De facto, obtemos,

AL L, AL : AL Le

In

Intd Intd

0 | 1 3 N2 N-1 N
wepnye e sy

T

T

(Vp,0)

Fig. 4a— Circuito reduzido por aplicagdo da transformagdo I1 — T de forma alternada.
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Fig. 4b — Redefinicdo dos indices identificadores dos nodos para o circuito da Fig. 4a.

por redefini¢do dos nodos segundo indica a Fig. 4b, uma
representagio idéntica 4 inicial, expressa na Fig. 2b, mas
com apenas metade dos elementos. Notemos ainda, par-
tindo de (6.b) e (8), que, para este novo circuito, o equiva-
lente da frequéncia caracteristica w,, definida em (7), vem

dado por
-1
) ) w
o= - 4_. —_—
w'o" = o [ ((Do)] (10)

3. Reducdo sucessiva

Esta ultima expressdo (10) pode adquirir uma forma
muito simples (veja-se por exemplo [4]) se fizermos

)
w—0=25enx, (11)

o que € reminiscente da relagdo de dispersdio para ondas
numa cadeia linear infinita de massas e molas. De facto
(10) toma a forma

'

X =2% (12)

e as relagdes (6.b) ¢ (8.b) ficam:

C'=2Cqcos2% (13.2)
2
L'=2L, 5% (13.b)
cos2 ¥y,

Quanto 2 inducténcia terminal L basta notar, para o
que segue, que de (8.a) e (9) se conclui

2L -L' =2Lg—Lg. (14)

Vimos, no final da sec¢dio anterior, que o circuito
obtido por redugfo era idéntico ao inicial, mas com apenas
metade dos elementos. Por isso estamos autorizados a
repetir o0 mesmo procedimento de redugdo, digamos k
vezes. O circuito resultante passa, em consequéncia de
(12) e (13.b), a ser constituido por inducténcias de valor

N/2-1 N2
I §
k) CcoSy L3 '
=l Y 20032 X
COS" Y -
=L0 thLX 3 (]5)
g%

onde se usa o resultado em apéndice. Os novos condensa-
dores terdo um valor resultante da iterag&o de (13.a):

k-l ”
c® =g, H2c032 'x

sen2* 'y
)l
sen2y

(16)

Quanto a inductincia terminal, a invariincia do bind-
mio 2 LY — L@, expressa por (14),

ky _ L ) !
Le'=3L + L~ 3L

oLy 2y
—LF+2L0[ ng -1 5 (17)

fazendo uso de (15).

As equagdes (15), (16) e (17) exprimem os valores
das inducténcias, condensadores e inductincia terminal de
um circuito com a forma do da Fig. 4a com 2PK nodos.

4. Reducio maxima

Somos, assim, levados a concluir que existe um limite
maximo para o numero de redugdes. De facto, no caso
k = p o circuito reduzido é minimo, sendo constituido ape-
nas por uma malha LC (tal como a fig. 1) com componen-
tes de valores C e LI dados por (16) e (17). A corres-
pondente frequéncia de ressonancia vem entdio dada por

w = 1/ lcfp) L%P) . (18)
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Esta equagfio pode ser escrita de forma explicita se
notarmos que w, €, devido a (7), proporcional a N » 1.
Entdo resulta de (11)

JLC (19)

IN

X=w
que, substituido em (16) e (17), torna

(p,_csenm,/LC (20)
w,/LC

( tg%,/LC
Py s L— . 21
Li =L¢ w‘/I_,E @n

Assim, a eq. (18) toma a forma j& nossa familiar

LL=(wﬁ) tg{wLC) . (22)

F

De facto, fazendo uso da analogia electromecénica
enunciada na Introdugdo (L = M, L - m, C — 1/K)
recuperamos, a partir de (22), a muito celebrada expres-
sdo (2).

5. Conclusio

A mola massiva com massa acoplada é um sistema
surpreendente, quer pela diversidade da Fisica que
revela quer pela quantidade de métodos que permite apli-
car [2-4].

O processo de redugdo do andlogo eléctrico surge
como o primeiro ponto de contacto com um conhecido
método. Este estende os conceitos da anélise dimensional
e a nogdo de similaridade (patente entre os modelos ou
circuitos representados nas Figs. 2b e 4a) [4]. De facto
esse método, conhecido por renormalizagdo e que valeu
em 1982 o prémio Nobel ao fisico americano Kenneth G.
Wilson, apenas necessita de um outro ingrediente, o da
mudan¢a de escala de comprimentos {4], que, no nosso
caso, se traduz na redefinigdio de indices (coordenadas)
operada na Fig. 4b e que pode ser interpretada como uma
duplicagdo do espagamento entre os elementos do circuito.

A linguagem da analogia electromecénica apresenta-
se, pois, como uma forma natural de introduzir técnicas e
conceitos que tiveram a sua génese na electrodindmica
quéntica (Gell-Mann ¢ Low, 1954). Estes levaram um
grande impulso durante a aplicagfo as transi¢bes de fase
(Kadanoff, 1967), e estabeleceram-se como método de
aplicagio sistematica com os trabalhos de Wilson (1971).
Em [5] podem ser encontrados alguns desenvolvimentos e
aplicagOes recentes.

Apéndice

Neste pequeno apéndice explicitaremos a transforma-
¢do trigonométrica mais elaborada empregue neste artigo:

n-1 n
i=0 seny
Para tal basta notar que
seny, 2cosy, 2cos2y 2c0s2™'y =

= sen2y 2cos2¥ 2cos2™'y,

n-1

= sen2’y 2cos2’y, 2cos2™'y

= sen2™'y 2cos2"'x

= sen2"x
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