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Neste artigo, especialmente destinado aos alunos que estudam Electromagne-
tismo, é feita uma pequena introdugdo a notagio de indices e ao tensor totaimente
anti-simétrico. No final, mostram-se algumas aplicagbes desta notagdo na dedugédo

de identidades vectoriais.

Introdugéo

Nos meus tempos (ndo muito longin-
quos) de estudante de Electromagne-
tismo, era para mim um “mistério” o facto
de ter havido pessoas com a paciéncia
suficiente para deduzirem aquelas terri-
veis identidades vectoriais. O meu “trauma”
na altura foi tal que, mesmo sem querer,
acabei por memorizar a pagina do livro
que usava onde vinham as ditas identida-
des (pagina 55 do livro de Shadowitz [1]).
Como € natural, esta situagdo incomo-
dava-me: é bastante aborrecido ter de
usar, mesmo poucas vezes, uma equag¢éo
que ndo se sabe deduzir (repare-se que
ndo € a mesma coisa provar uma identi-
dade que ja se conhece e deduzir uma a
partir de apenas um dos membros!)

O meu alivio intelectual s6 chegou um
ano mais tarde: em Mecéanica Quantica,
reparei que o professor usava uma letri-
nha grega com uns indices para escrever
produtos externos: tinha acabado de des-
cobrir o tensor totalmente anti-simétrico!
Era espantoso como ficava facil trabalhar
com vectores e matrizes quando estes
eram escritos a custa de indices.

A intencéo deste pequeno artigo é dar
a conhecer aos alunos de Electromagne-
tismo (e nao s6) uma maneira simples de
calcular aquelas identidades vectoriais
monstruosas que lhes sdo dadas, em
geral, sem demonstra¢éo. Dada a simpli-
cidade que se deseja aqui, vamos apenas
tratar de vectores em espacos euclidianos,
com coordenadas cartesianas. Um tra-
tamento mais generalizado é dado, por
exemplo, em Arfken e Weber [2] ou
Joshi [3].

A notagdo de indices

Quando temos um vector F, dizemos
que F; é a componente i (i=1, 2, 3)
destet. A ideia é notar que ter uma com-
ponente do vector ou um escalar (niumero
real) € a mesma coisa. Além disso, vamos
ter a oportunidade, usando esta notagéo,
de acompanhar o que acontece a cada
uma das componentes do nosso vector.

Observe-se que o valor de cada um
dos indices i, em geral, varia entre 1 e n,
onde n é a dimensionalidade do espago
vectorial. Isto é bastante 6bvio, pois se
temos um espago a dez dimensdes, pre-
cisamos de dez componentes para espe-
cificar um vector. Esquematicamente,
podemos representar um vector F a n
dimensobes através de uma matriz coluna,
cujos elementos sdo justamente as com-
ponentes F,, F,, ... F, desse vector:

Repare-se numa curiosidade: se dis-
pusermos m vectores (F, G, H, ... Z) lado
a lado... :

ElG[H] [4
R||G:(|H:| |2
Fn Gn Hn 4

n

m vactores

1 Em geral, define-se que a componente x ¢ i =1,
yéi=2ezéi=3.
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temos uma matriz com n linhas e m colunas! De forma
mais simples, podemos escrever:

F1 = Mn G1 = M12 . Z1 = M1m
F,= M,, G, = My .. Zz = M2m
F" = Mm Zn = Mnm

Isto é, cada elemento da matriz é especificado por
dois indices.

Do que se disse pode concluir-se que um vector é
uma entidade “unidimensional’ (repare-se que é repre-
sentado por uma coluna), bastando um indice para espe-
cificar as suas componentes. Uma matriz é "bidimensio-
nal’, pois s&o precisos dois indices para especificar um
elemento. Uma entidade com trés indices seria represen-
tada por um bloco a trés dimensdes, e assim por diante.
Um escalar € uma entidade de dimensao zero: nao pre-
cisamos de indices para especificar um namero. Mas cui-
dado: estas “dimensdes” ndo tém nada a ver com a
dimensionalidade do espago vectorial. Mas servem para
nos guiar nas equagdes que envolvam estas entidades:
por exemplo, uma matriz ndo pode ser igual a um vector!

Mas deixemos de conversa! Para que serve isto?
Atente-se nas seguintes definigdes:

1) O produto interno de dois vectores é um escalar
dado por

F-G=FG,+F,G,+F.G; = DFG

2) O produto de uma matriz por um vector, é um vec-
tor cujo componente i é

Mv], = DMy,

3) O produto de duas matrizes é uma matriz cujo ele-
mento ik é

[MN]ik = 2 MiiN;k

4) O trago e o trago do produto sdo dados por
Tr(M) = DM,
Tr(MN) = > YM;N,
i

5) A divergéncia de uma fung¢do vectorial é dada por
um escalar

oA O oA oA

V- A= + =
ax Iy 9z il

Os indices repetidos, que s&o somados, s8o chama-
dos “mudos” (repare nas férmulas anteriores). De forma
a simplificar a notag&o, Einstein introduziu uma conven-
¢ao: se ha indices repetidos, nao é preciso indicar o soma-
tério. Assim, por exemplo,

2 AkJIFiGi = AkJIFiGi

onde apenas existe uma soma em i.

O delta de Kronecker e o tensor de Levi-Civita

O delta de Kronecker é uma representa¢éo da matriz
identidade. Assim,

1sei=j
5= _
I 10 seixj

Por exemplo, A;6y = Ay (note-se que ja usamos aqui
a conveng&o de Einstein). E, por esta razdo, denominado
frequentemente simbolo de permutagao.

O tensor de Levi-Civita, de certa forma, motivou este
artigo. E um tensor de 3.2 ordem, cujos elementos estdo
associados a um conjunto de trés indices (ijk), escre-
vendo-se e;. Sera com ele que conseguiremos provar as
identidades mais “bicudas” que vém nos livros. Neste con-
texto, pouco importa o que € um tensor; mas importa
saber que os 27 elementos do tensor g s&o definidos do
modo seguinte:

It

1se (i,j,k)=(1,2,3) ou (2,3,1) ou (3,1,2)
-1 se (i,j,k) =(2,1,3) ou (1,3,2) ou(3,2,1)
= 0, em qualquer outro caso

)
)

Repare-se que, quando temos dois indices com o
mesmo valor, por exemplo, (i, j, k) = (1, 1, 2), tem-se
g = 0. O valor +1 ou —1 é dado consoante a permuta-
¢ao (1,2,3) — (i,j.k) for par ou impar. Uma permutagdo par
(impar) obtém-se trocando um nGmero par (impar) de
vezes dois elementos quaisquer. O esquema

i ] k ijk
ordem inicial 12 3 -1
12perm.(i<j): 2 1 3 — -1
28 perm(je<k): 2 3 1 —1

torna esta ideia mais clara. E de facto importante que esta
definicdo esteja bem clara para o leitor. Entretanto, para
que serve esta entidade? A resposta é simples: para
representar o determinante de uma matriz. Assim, por
exemplo, tem-se por definigdo de determinante

det(M)= exM MM,
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O leitor, aproveitando os seus conhecimentos de
Algebra Linear, pode verificar esta afirmagao.

Como sabemos, o produto externo entre os vectores
a e b pode ser representado pelo determinante simbdélico

& &, 8,
axb=ja, a, a,
b, b, b,

A componente i do produto externo é dada por
[ax b] - Ea@,Dy

Ja estamos quase prontos para enfrentar as primei-
ras identidades. Resta apenas um pormenor, que pode
ser verificado pelo leitor: quando tivermos dois termos de
Levi-Civita em contracgdo (isto €, multiplicados com um
indice a ser somado), temos

€k €imn = OjmOkn ~ Ojn Gim

(repare que ha uma soma no indice 7). Vamos precisar
apenas desta relagdo para resolver os nossos problemas
com vectores em espagos tridimensionais.

Alguns exemplos

Ponhamos entdo a nossa notagdo a funcionar. O lei-
tor, se ainda tiver duvidas acerca da utilidade desta nota-
¢a0, é convidado a tentar obter, por outros métodos, os
resultados que s&o aqui mostrados.

1) O rotacional de um campo vectorial (elemento i)

JAi Jd Ak
K =&y
9 X, IX,

[VxA) = Ej

2) A divergéncia de um campo vectorial multiplicado
por um campo escalar

V~(cpA) = (')((pAk)= (’(Ak) +A i’@ =pV-A+ A-Vo
a%, % 9X,

3) O rotacional de um campo vectorial multiplicado
por um campo escalar

ijk
*oax, X i

Vx((pA)= g a((PAk)= Eijk{(pa(Ak)+Ak ;—x(p]=(pVxA+ Vopx A

4) A divergéncia de um rotacional

e, .AB, . i
V'(AXB)=0({:ZT‘:I)=SI«7%(:;‘:)B, kl'iAia(.ffl):
5. A 9(8)
‘ngfkiW—Afgiki (')Xk =B(VXA)—A(VXB)

5) O rotacional de um produto externo (componente i)

[VX(aXb)]i - sii,k ()([ad))((b]k) =& a(ek;n:.bm) = €4Eum d(:;‘:m) -
i i i
ila,b ala,b,) dla.b,
28
I i i
) ,(),(a’)+a, (’J'(b,.) L i(a) . (b)
dXI. (ij axl_ j X,

Conclui-se que
Vx(axb)=(b-V)a+(V-bJa-(v-ab-(a-V)b
6) Finalmente, a famosa regra do BAC-CAB

im>jl

=ax{bxec)=(a-clb-(a-bjc=h(a-c)-clab)

[ax(0x)] = 4,8, 640D G =[50 ~ 0,5, )i b, = (a )b (abc, =

Conclusao

Este artigo é, como foi dito, uma breve introdugéo &
utilizagdo de indices em célculos que envolvam vectores.
E uma esperanga do autor que os leitores se sintam mais
a vontade com as identidades vectoriais (e que, em cer-
tos casos, a notagio seja uma ajuda a um-maior enten-
dimento dos problemas). Como dizia Landau, a matema-
tica, tanto quanto possivel, ndo deve ser um obstaculo ao
raciocinio fisico. Todos os que gostam de resolver pro-
blemas sabem que o primeiro grande passo € formulé-lo:
uma boa notagdo pode ser crucial!
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