Gaz. Fis., Vol. 14, Fasc. 3, 1991

A mae de (quase) todas as distribuices
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Comegando por apresentar uma elegante derivacdo da distribuicdo de Boltzmann devida a

2

N. C. Barford [1]} é mostrado como, mantendo o mesmo baixo nivel de sofisticacio, dela resulta
toda uma série de outras distribuicées de uso corrente nos primeiros anos dos cursos de Fisica.

1. Motivacao

E sempre um desafio a necessidade de apre-
sentar os conceitos da Fisica de forma simpli-
ficada que ndo simplista. Acresce que uma
apresentagio heuristica é, a um nivel elementar,
preferivel a outra que requeira um gasto de
tempo, por vezes desproporcionado, na apre-
sentagdo de conceitos e técnicas de Matematica.
E claro que ha sempre a possibilidade de essa
apresentagio se ficar pelo enunciado das mes-
mas o que ndo raro d4 resultados pouco
gratificantes. ..

Na apresentacdo formal da teoria cinética
dos gases alguns «papdes» se perfilam perante
o aluno dos primeiros anos da Faculdade: as
nogbes de probabilidade e de densidade de
probabilidade ¢ a técnica dos multiplicadores
de Lagrange. Aqui veremos como exorcizar
esses espectros com base na elegante derivacdo
da distribui¢do de Boltzmann devida a N. C.
Barford [1] e com o auxilio de pouco mais
do que duas alfaias: o integral gaussiano
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conhecido de qualquer curso de Analise, ou
de simples tabela de integrais, e a nogdo de

média ponderada com que, actualmente, qual-
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quer aluno escolhe o curso superior que melhor
se ajuste as exigéncias do sistema de numerus
clausus (a notacdo a seguir é dbvia):

cx>y=—Enn , In=N @

A distribuicio de Boltzmann §é, depois,
sucessivamente aplicada as distribuigdes dos
erros de medida, de percursos livres das molé-
culas de um gas e das suas velocidades (distri-
buigdo de Maxwell-Boltzmann), pelo que o
«(quase)» empregue no titulo deste artigo se
afigura suficientemente justificado.

2. Distribuicdo de Boltzmann

Considere-se um conjunto de caixas i=
1, 2, 3, ..., onde pretendemos colocar N
bolas iguais: n; delas na caixa i, tal que

- Zn =N . (3)

- i
1
Essas caixas, se bem que iguais, requerem que

se gastem, de um total disponivel E, a quanti-
dade g ao colocar uma bola na caixa i:

Ine=E | @)




E claro que diversas sdo as maneiras de
distribuir essas N bolas mesmo quando se
impde que fiquem n, pa primeira caixa,
n, na segunda, ... De facto, ao alinharmos
as N bolas podemos fazé-lo de N! maneiras.
Assim metemos as n, primeiras na caixa 1,
as n, segundas na caixa 2, etc. Mas se tives-
semos trocado a ordem das n, primeiras bolas
entre si em nada terfamos alterado o resultado
final pelo que s6 temos N!/n,! maneiras de
distribuicdo até ao momento em que apenas
entraram as n, bolas. Bom..., no final o
nimero total de maneiras é

Q= N! L ®)

m!in!..nl.on! oot

O significado deste Q néo & apenas contabilis-
tico pois quanto maior for tanto mais vezes
podemos encontrar a referida distribui¢do (n;)
(n; bolas na caixa i =1, 2, ... durante
diversas tentativas de colocagdo das bolas nas
caixas. E neste sentido que a distribui¢do (n,).
que maximiza Q, é a mais representativa do
sistema bolas/caixas.

Outra distribuigdo terdA uma ocorréncia

menor: Q'< Q. Por exemplo, se
gt e =¢€ + g (6)

podemos deslocar das caixas i e j uma bola
para 1 e k, sem que (4) seja violada, ao que
corresponde
Q' — N!
(n,+ Dl — Dl — Do + DY
()

Logo

Q 1N/ 1
_Q’——P<1+ n, ><1+ Ny > ®

com

©)

Ainda no caso de ocorrer (6) é valido deslo-
carmos as bolas em sentido inverso (de 1 e k
tira-se uma bola para as caixas i e j) corres-

pondendo a nova distribuicdo um nimero de
maneiras £ de ser obtida tal que

Q 1 1 1
= —( 14+ — 14—\
Q" P< ni>< nj>

(10)

Mas, se Q° e Q” sdo menores que Q, tira-se
de (8) e (10) que

1 1
1 1<P<(1+L><1+_1->
T+-—1+-— o B

n, Ny (11)

Se N>>1en;>>1 (o que ocorre com
frequéncia na Natureza onde N ~ 10%*, je, da
ordem do nimero de Avogadro, e o nimero
de caixas ou estados é ~NU/3) resulta de (11):

P=1
ou
Lnn; + Inn;=Lnn, + Lnn, (12)
com
& + g =¢ + g . (6)

Por fim, constata-se de (12) e (6) que a
solugdo mais geral é

Lon,= —8¢ + Ln A (13)
ou

_Bel
ni:Ae . (14)

a conhecida distribuicio de Boltzmann. As
constantes A e § terdo que satisfazer as duas
condigdes iniciais (3) e (4)
—B g
AZe =N ; 3

ou seja, a frac¢do das bolas depositadas na
caixa i é

_'Bei
nl e -
=TT (14°)

Ze

]
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_Bsi
A?eie =E , 4
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ou

= —— 15)
N (
Ze

de onde se calcula 3.

3. Distribuicio dos erros de medida

As medigdes de uma grandeza de valor 1,
vém sempre afectadas de um erro para mais
ou para menos. Este é caracterizado pelo
desvio padrdo o obtido para um nimero N
muito grande de leituras 1;

S An (L — 1) =Na* . (16)

Aqui agrupamos as An; leituras na «caixa»
[1, 1, + Al] sendo imediata a identificacdo
de (16) e (4), com ¢; = (1; — 1,)%, pelo que
a distribuigdo dessas leituras é ainda do tipo
da de Boltzmann, eq. (14):

Ani

—B(1. —1)2
N e PTG A

=B

Isto porque quanto maiores forem as caixas
mais bolas (leituras) levam, restando calcular
B e B:

)2 AI}i =1 (o equivalente de (3))

ou seja
BXe —B;—1p”
I St NCE
=B [ “ di =B
que, em resultado de (1), da B = \/B/—ﬂ:
ii) de (16) temos
o3 gy
ot = — (1, — 1,
2 TN (1; = 10)
R —_ 1__1 2
=\B/m[*e PO e
— o
=\V8/= _L> £2 g1 dI
aBl -
=1/28 .
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Em sintese, temos a bem conhecida distri-
buicdo de Gauss

A =1
D noy)-ize 20t Al

(18)

4. Distribuicio de percursos livres

Sigamos uma molécula de um gis no seu
movimento erratico descrevendo, choque ap6s
choque, uma linha poligonal com segmentos
de comprimento varidvel x; (antes do i-ésimo
choque) e a que chamaremos percurso livre [2].
Apbés presenciarmos um nimero elevado N de
choques agrupemos as observacdes em «caixas»
[x, x; + Ax]. .

Mais um vez o ndmero An; de percursos
livres que se situarfio nessa caixa obedecera a
uma distribuicio derivada da de Boltzmann

. _B &
A _ A Ax . (19)
N

para o que bastard notar a existéncia de um
livre percurso médio A [2] dado por

Z An;x; = N2 (20)

De facto esta Gltima condigdo (20) é na cir-
cunstincia o equivalente de (4) com g; = x; €
E = NA. Resta, pois, determinar B ¢ f3:

An; B x

)y1=23 =AZe ' Ax=

oo
=A 0 e BX dx

ou seja A =03 ;

ii) k:—I—ZAnixi:
N i

= Bfooce_'gxxdx = B<~*%B">fme_ﬁx dx

- 0
ou seja A = B,

Juntando tudo temos a bem conhecida dis-
tribuigdo de percursos livres

An Ax X;
= - — 21
N A exP( X > @b

que nos dé a frac¢do dos choques que ocorrem




apds um percurso (livre destes) com compri-
mento entre x; € X; + AX.

5. Distribuicido de Maxwell-Boltzmann

E bem conhecida [2] a expressdo de Ber-
noulli para a pressio P num gis ideal em
termos da sua densidade p e do valor médio
do quadrado da velocidade <v®>:

P = —31—p <> 22)

Por outro lado esse gis tem por equacdo de
estado para as suas N moléculas de massa m
¢ ocupando o volume V & temperatura T

PV =NK,T 23)

(Kg é a constante de Boltzmann), sendo toda
a sua energia cinética de translagdo e valendo

A omces=-E g
2 N

por molécula. Ou, tendo em vista (22) e (23),
vale ainda

E
- T = ——2An H
N 2 KB N T 2 mV‘

(25)

que é precisamente o equivalente da condi-

1
¢do (4) com g, = —2— mv?, sendo An; o nimero

de particulas na «caixa» formada pelo parale-
lipipedo de lados A,, A, e A, no tradicional
«espago das velocidades». Resulta que a frac-
¢do das particulas com velocidades na caixa

de volume Av = Av, A, A, ¢

A e_ﬁ ‘l—rﬂv2
X -2 Y Av,
1
X —B — mv2
<A e 9 Av,
(26)

Assim, basta atentar na forma das egs. (17) e
(18) para, comparando (16) com (25) termos

A= —m—l/z’ e 1= KyT.
2'RKBT
Por fim, para obtermos a distribuigdo de

Maxwell-Boltzmann, que nos di4 o nimero de
particulas An, que em média estdo com o
médulo da velocidade em [v, v + Av], basta
somar sobre todas as caixas situadas a dis-
tancia v da origem do espago das velocidades:

An = I A.=N _ MmN\
_—'V 27'CKBT

1
— mv? 7
— | = Av
KgT -
L dvi=v
Ora este dltimo somatério € apenas o
volume de uma casca esférica de espessura
1 .
Av (A -g nv?) = 4mv? Av |pelo que a distri-

buicdo de Maxwell-Boltzmann se I&:

3/2
An, — m exp _ 2 47v? Av.
N 2Ky T KpT
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