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Um dispositivo experimental simples para obfenqéo de linhas

~equipotenciais do campo eléctrico
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1. Introducédo

O potencial escalar e campo eléctrico sdo
conceitos fundamentais do electromagnetismo.
Este artigo pretende apresentar uma via possivel
para a sua introdugdo, através duma expe-
riéncia que permita simultaneamente uma inter-
pretacdo qualitativa e uma analise quantitativa
rigorosa.

O nosso ponto de partida baseia-se na
construgdo dum sistema, de natureza bidimen-
sional, com a geometria da Fig. 1, que permite
um tracado facil das linhas equipotenciais.
A novidade apresentada pela presente expe-
riéncia encontra-se na configuragdo escolhida
para o-dispositivo experimental. De facto, esta
permite a resolucdo exacta da equacdo de
Laplace para o potencial eléctrico V(x,y),
tornando-se possivel confrontar os resultados
experimentais com as previsdes tedricas. Uma
das possibilidades apresentadas por este tra-
batho ¢ a determinacdo das linhas equipo-
tenciais através de calculos efectuados em
computador.

2. Construgao experimental do sistema

A Fig. 1 mostra o arranjo esquemético das
partes essenciais do sistema. E constituido por
um suporte plano, quadrado, onde é colocada
uma folha de papel grafitico, sobre a qual se
determinaram as linhas equipotenciais. Uma
placa de aglomerado de madeira, de dimensdes
180 % 180 X 15 mm, pode ser utilizada para tal
fim. Esta placa podera assentar (ou nao) sobre
quatro apoios adequados.

O potencial eléctrico na folha grafitada é
estabelecido através dum conjunto de dois
dois eléctrodos, um em forma de U e outro de I,
assentes sobre esta. Os eléctrodos podem ser
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talhados a partir duma placa condutora, por
exemplo de latdo. A espessura minima acon-
selhavel ¢ de 2 mm, a fim de garantir um bom
contacto entre os eléctrodos e o papel grafitico.
Este contacto pode ser efectuado por inter-
médio de parafusos de fixagdo, aos quais
podem ser ligados os fios eléctricos prove-
nientes do gerador de tensdo e do voltimetro.

2.1. Configuragdo das linhas equipotenciais

Em regime estacionario, o problema con-
siste em determinar o potencial V(x,y) no
dominio intra-eléctrodos, partindo do conheci-
mento da geometria do sistema e do valor do
potencial na fronteira (Ver Fig. 1). Neste
dominio, a solugio da equagdo as derivadas
parciais ¢ unica. No caso presente, em que
se escolhe uma geometria bem definida e com
um certo grau de simetria, a solugio da equacdo
de Laplace pode obter-se por integracdo directa.
Para problemas com menor simetria, utilizam-se
geralmente métodos numéricos.

A equacdo de Laplace: V*V(x,y) =0
escreve-se em coordenadas cartesianas:

92 V/ox? + 92 V/oy* =0 0

Utilizando o método de separacdo das
varidveis, em que a solugdo procurada se
pode escrever na forma dum produto de fun-
¢bes, sendo cada termo tomado como uma

(*) Esta experiéncia foi idealizada para Fund,
Fisica II dos cursos de Quimica e Bioquimica da
F.C.U.L., podendo servir de experiéncia de demons-
tracio ao nivel do Ensino Secundéario. A parte
computacional deste trabalho esteve, na sua maioria,
a cargo de L. Peralta. A Fig. 5 requere uma «packages
especial para o seu tragado (P. A. W., CERNLIB).
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Fig. 1— Arranjo experimental para o tragado das linhas equipotenciais,

funcio de uma s6 das variaveis (1, 2, 3), vem:
Vix,y) = Xx).Y(y) =X.Y 2)

Por substituicio da Eq. (2) em (1) e divi-
dindo por V(x,y) = X .Y, obtém-se:

1/X).X"=— (1/Y) . Y” (3)

em que se tomou X” = d*X/dx* e Y =

= d? Y/dy?, para simplificar a escrita. O pri-

meiro membro de (3) é fungdo exclusiva

de x, e o segundo de y. Nesta condi¢des cada
membro deve ser uma constante, i.e:

X"/X =—¥* (42)
Y'/Y =¥ . (4b)

As Eqs. (4a) e (4b) constituem um sistema
de duas equagdes diferenciais, cujas solugdes
sdo bem conh‘ecigas:

- X =C,cos(yx) + C,sen (yx) (52)
Y = C,cosh(yy) + Cysenh (yy)  (5b)

em que C,, C,;, C; e C, sdo constantes reais.
A escolha destas constantes depende das con-
digdes de fronteira para cada problema. No
presente caso, estas impdem que a funcio X(x)
tenha dois zeros nos pontos x =0 ¢ x = a,
implicando C, = 0. Entdo, a solu¢do mais geral
pode escrever-se: . '

V(x,y) = C,sen (v x) [Cs . cosh (Y x) +
+ C,. senh (y x)] (6)

A segunda condi¢do de fronteira (Fig. 1)
sera satisfeita para valores de vy tais que-

y=@mwn/a - - (D

visto que sen (n w x/a)=0 para x=0 ¢ x=a.
A Egq. (6) pode escrever-se ainda:

V(x,y) = sen (n 7 x/4d) . [Css cosh(nwy/a) +
+ Coisen(nrmy/a)] - (8)

Com' C23:C2.C3 [ C24:C2.C4 .

E trivial demonstrar-se que a Eq. (8) ainda
satisfaz a Eq. de Laplace e as condigBes de
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fronteira da Fig. 1. A terceira condigio de
fronteira sera satisfeita se C.; = 0. Resta deter-
minar a constante C.,, impondo a condi¢do de
fronteira V(x,y = b) = V,, com 0 < x < a.
Da inspeccio da Eq. (8) verifica-se que ¢
impossivel satisfazer esta condicdo dada a
variagdo sinusoidal em x. Todavia, dado que
n pode assumir quaisquer valores inteiros
n =1,23..., a linearidade da Eq. de Laplace
permite escrever uma solugdo mais geral:

VX, y) = _ﬁo C,senh (n wy/a) . sen (n w x/a)
)]

A Eq. (9) representa uma sobreposigdo de
solugdes, cada uma das quais da forma da
Eq. (8). Entdo, V(x,y =b) = f(x) pode
escrever-se:

f(x) = 020 [C,senh (nTtb/a)] .sen(nxx/a)=
n=1

B, .sen (n wx/a) (10)

1

Il D8

n

A Eq. (10) tem a forma duma série de
Fourier e os coeficientes desconhecidos B, sdo
facilmente calculdveis, usando a técnica con-
vencional de Fourier:

B, = (2/a) f: fx)sen M x/a)dx (1)

Com f(x) = V,, os coeficientes B, podem
obter-se através da foOrmula de recorréncia:

B, = 2Vy/nm) [1-(-1)7] (12)

Finalmente a solugdo procurada, pode
escrever-se:

V(x,y) = (Vo/m) %ol [n=wy/a)/
/nsenh (nmtb/a)] .sen (nwx/a) (13)

com n um ndmero inteiro, impar.

A ilustracdo de (13) para uma tensdo apli-
cada de V, = 1 volt e uma superficie plana,
de lados a = b = 16 cm, permite visualizar
estes conceitos. As linhas equipotenciais

obtém-se atribvindo a V(x, y) diferentes valores,
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ie., fazendo! V(x,y) = V_ ;. Uma familia: de
tais curvas equipotenciais estd representada
na Fig. 2, Todavia, para a sua representagio
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Fig. 2 — Conjunto de linhas equipotenciais obtidas
no computador.

grafica escolbeu-se o processo de computagio
mais facil, i.e., V(x,y) foi calculado ponto a

normalizado

YAy

Fig. 3 — Grifico do potencvial Vx, y=y,) em fu.ngﬁo
de x, para diferentes ordenadas y,.




ponto, para todos os pontos no intervalo
0<x<16, 0<y< 16. Curvas normaliza-
das V(x, y) para x, =1, 4, 8 cm podem
ver-se na Fig. 3. Em particular, a curva
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Fig. 4 — Grafico do potencial V(x,y) em funcio
de y para diferentes valores de x,.
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Fig. 5 — Superficie tridimensional V(x,y).

correpondente a X, = 8 cm constitui uma
possivel tabela para identificagdo das. linhas
equipotenciais, obtidas por via experimental.
Curvas analogas para V(X,y,) com y, = 1,
5, 10, 15 cm estdo representadas na Fig. 4.

Um conjunto tipico de curvas equipoten-
ciais estd representado no grafico tridimen-
sional V(x,y)—Fig. 5, para as condigdes de
fronteira indicadas na Fig. 1.

3. Distribuicdo do campo eléctrico

A distribuigdo do campo eléctrico pode
obter-se através da Eq. (13), do potencial
escalar asociado. Esta é uma propriedade geral
dos campos conservativos. As componentes do
campo eléctrico E tomam a forma:

E, =— (4V,/a) 2 [senh (nTmy/a) /
/senh(nmb/a)y.cos(nw x/a) (14a)

E, =— (4V,/a) Z [cosh (nmy/a) /
/senh (n wb/a)] .sen (nmwx/a) (14b)

As Egs. (14) permitem determinar E em
qualquer ponto P(x, y), visto que tg 6 =(E,/E,)
e o valor absoluto do campo é obtido por:
E = [E} + E;]1'/*. O campo de vectores pode
entdo ser representado graficamente, como se
mostra na Fig. 6. As linhas de for¢a do campo
eléctrico podem também ser obtidas por via
computacional. Para o seu tracado, vamos
considerar que o &ngulo 8, e as componentes
do campo sdo conhecidos para um qualquer
ponto arbitrario P; (x,,V:). A posi¢io dum
ponto préximo P. (x., y:) sobre a mesma linha
de forga pode calcular-se atendendo a que:

Y. =y, + Alsen 0, (16)

O acréscimo Al tem de ser criteriosamente
escolhido e suficientemente pequeno para que
as linhas equipotenciais tenham significado.
Uma vez obtido o ponto P, (x;,y.), as com-
ponentes do campo E para este ponto ¢ o
angulo 0, correspondente sio de novo deter-
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minados. Recorrendo as Egs. (15) e (16), pode
obter-se um conjunto de pontos P, ... P,, cuja
ligacdo representa a linha de forca procurada.

+
<

—

0

\
\
‘\e\s

~ S
~—

o 6 e 8 =0 = =8 ]
-
~~°

~n

Fig. 6 — Representagio aproximada do campo
de vectores E.

~ As diferentes linhas de for¢a podem
obter-se por aplicagdo sucessiva a novos pontos
de partida P;(x;, ).

4, Conclusido

Com material acessivel (folha de latdo) e
equipamento de uso corrente: [gerador de
tensdo, multimetro digital e papel grafitico],
€ possivel construir um sistema experimental
que permite tragar um conjunto de curvas
equipotenciais. Pode recorrer-se a qualquer
tipo de computador para a previsdo e analise
dos resultados experimentais.
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10th EPS Conference on Condensed
Matter Physics (*) '

Lisbon, 9-12 April 1990
— Plenary Sessions, Symposia, Posters —

Advanced list of Symposia:

Soft Matter

Polymer Physics

Macroscopic random systems and Mem-
branes

Nonlinear physics, Chaos and Turbulence

Numerical methods in Liguids and Poly-
mer melts

Surfaces and interfaces

Solid State

Heavy Fermions and High-T  Supercon-
ductors

Metallic magnetic Multilayers

Quasicrystals

Nonlinear Optical properties

Superiattices and Quantum Wells

Dielectric properties of Insulators

Novel phenomena at low temperatures

Clusters and Metallic particles

New techniques in Condensed Matter

Advanced Materials for future Electronics.
Applied Physics ‘

Materials for Optoelectronics

Materials for new Devices
Metal-semiconductor Interfaces

Electron transport in microstructures
New materials and structures ..

Device physics, modelling and processing
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o Did you receive the 1st announcement?

o Do you want to receive the 2nd annou-
cement? '

* .

Inf.: 10th Cond: Matt. Phys. Conf. Secretariat,

L. Alcacer, LNETI, P-2686 Sacavém Codex

J. B. Sousa, Lab. Fisica, Fac. Ciéncias

Porto, 4000 Porto '

"A. F. Martins, C. Fisica Mat.” Cond.,

Av. Gama Pinto, 2, P-1699 Lisboa Codex

(*) Organized by the European Physical
Society and the Portuguese Physical
Society. Special sponsorship by UNESCO
and E-MRS.




