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Caos em Fisica

*

J. Sousa RAaMOS

Laboratério de Matemdtica Experimental — DMFCUL
e CFMC - INIC

1. Introdugédo

Durante o tempo em que decorrem as
nossas vidas, neste final do século, a ciéncia
estd transpondo um dos seus principais para-
digmas, que consiste em buscar o regular, o
simples, o periddico, Hoje procura-se o
irregular, o complexo, o aperi6dico, ... Os
sistemas e as suas dinimicas apresentam com-
portamentos que na maioria das situagdes reais,
sdo bastante complicadas, cadticas, estranhas,
fractais. Dai o objectivo da nossa oficina-labo-
ratorio ser o estudo dos sistemas dindmicos
cadticos com as suas solugdes tipo atractores
estranhos, caracterizados por apresentarem uma
geometria fractal. Oficina-laboratério porque
estas dindmicas foram descobertas e sdo in-
vestigadas no computador, laboratério por
exceléncia, simbiose da natureza com a expe-
rimentacdo humana. Aqui ¢ necessario uma
referéncia didactica. E urgente o uso corrente
dos computadores nas escolas, ndo como pre-
vilégio deste ou daquele projecto, mas como
um material banal, normal, ao qual professores
¢ alunos tém acesso de um modo natural sem
mistificagdes nem paternalismos. Um conceito
de caos (caos molecular) entrou em Fisica por
Boltzmann quando procurava fundar a termo-
dindmica recorrendo a um tratamento estatis-
tico da mecincia de muitas particulas. Hoje a
palavra caos estd vulgarizada, e adjectiva um
grande conjunto de situacdes. Na teoria
moderna dos sistemas dindmicos, o caos (caos
deterministico) é um comportamento preciso e
embora complexo pode-se encontrar ordem
(ordem das é&rvores do caos, ver adiante).
A medida da complexidade do caos é obtida
por uma grandeza bem definida chamada
entropia. O sistema dindmico & dito cabtico
se a entropia é positiva, o que implica que o
sistema tenha um ntimero infinito de O&rbitas

repulsivas, com pelo menos uma das orbitas
de periodo diferente de uma poténcia de 2.
O ‘conceito de entropia foi introduzido em
termodinimica no século passado por Clausius,
e em mecénica estatistica por Boltzmann.
Tomou novas formas na teoria da informacao
com Shanonn (1948) e em teoria ergddica com
Kolmogorow (1954). Em 1967, Adler, Konheim
e McAndrew estenderam esse conceito a dini-
mica topolégica chamando-lhe entropia topo-
légica.

Por outro lado, Lorenz em 1963 [1], estu-
dando aproximacdes as equagdes de Navier-
-Stokes que descrevem os fluidos, e Ruelle-
-Takens (1971) [2] numa tentativa de des-
crever a turbuléncia, chamam a atencdo
para as solucdes de equagdes diferenciais ordi-
néarias ditas de atractores estranhos, onde o
comportamento assimptdtico é bastante com-
plexo. Conjuntos limite estranhos haviam sido
estudados no final do século passado por
Cantor, von Koch, Hilbert, Klein, Poincaré, ...,
em diversos contextos da matemética. Man-
delbrot [3] a partir de 1975 enumera siste-
maticamente as situacdes fisicas onde estes
conjuntos surgem na natureza, Chama-lhes
objectos e fenémenos fractais e hoje sdo vistos
e estudados por toda parte. Uma outra pista
para novos objectos e¢ fendmenos para inves-
tigar, ver e ensinar, surgiram por volta de 1960
com von Neumann e Ulam — os autématos
celulares, procurando modelos matematicos
simples com capacidade de auto-organizagao.
Recentemente o seu estudo tem sido sistema-
tizado e divulgarizado por Wolfram [4].

Aqui, a nossa preocupacdo é dar sugestoes
e algoritmos para a introduco de uma pratica

(*) I Encontro Regional do Ensino dé Fisica,
SPF — Fev./88, Lisboa. :
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experimental destas novas fenomenologias no
ensino secundério.

2. Linear — Nao-linear

A maijoria dos fen6menos naturais sdo
ndo-lineares. Matematicamente a diferenca
essencial entre linear e néo-linear é que para
uma equacdo linear, quaisquer duas solucdes
podem ser adicionadas para formar uma nova
solucdo — principio de sobreposicdo. A maior
parte da matematica conhecida pelos fisicos
€ linear, como a algebra linear, a analise fun-
cional, a anilise de Fourier ¢ de Laplace. S6
em condi¢des muito particulares os fenémenos
sdo lineares, isto é, caracterizados por um com-
portamento regular, predizivel e descritivel por
fungdes analiticas simples. Em geral, os fend-
menos sdo ndo-lineares, complexos, turbulentos,
irregulares ou cadticos. No entanto, é preciso
ndo confundir uma condicio necessiria, a ndo
linearidade, com condi¢des suficientes para um
sistema revelar comportamento turbulento ou
caftico. Assim, temos muitos sistemas que,
embora ndo-lineares, apresentam comporta-
mentos com descri¢des analiticas simples. Por
exemplo, o movimento planar do péndulo, que
¢ descrito pela seguinte equacdo diferencial
ordinaria de 2.* ordem deduzida das leis de
Newton:

d*0(t)/dt*+ (g/1) sin 9(¢) =0,

com as varidveis com o significado habitual, é
uma equagdo ndo linear. Vulgarmente, consi-
dera-se a aproximacao linear, regime de peque-
nas oscilagoes, caso em que a solugfo geral é
descritivel em termos de funcgbes circulares,
0(t) = pow " sin(wt) + 6, cos(wt), onde ¢, ¢ ¢,
sdo a posi¢do ¢ a velocidade angular inicial,
e w=Vg/I a pulsagio. No entanto, o caso
nio linear também pode ser tratado analitica-
mente dando solugdes explicitas em termos de
fungdes elipticas, Qualquer equacgio diferencial
ordinaria de ordem k, pode ser transformada
num sistema de equacdes diferenciais de 1.*
ordem auténomas (isto é, independentes da
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varidvel «temporal> que parametriza as Orbi-
tas). Assim obtém-se no exemplo considerado,
o sistema dindmico:

di/dt=¢
de/dt=—(g/l)sin ¢

ou, o que é o mesmo, o campo de vectores de
componentes (¢,—g/Isin d) no espago de
fase (8, ¢). '
Em dimensdo 2, facilmente se prova nio
existirem 6rbitas com um comportamento com-
plexo. No plano, ou temos pontos singulares,
(zeros de campos de vectores, dd/dt =d¢/dt =0),
Orbitas fechadas (ciclos limite), ou oOrbitas que
convergem ou divergem a partir destas. Se para
obter complexidade nio basta a nfo lineari-
dade, que é preciso mais? Continuando com
o sistema dindmico anterior, vamos juntar um
termo de forca de fricgdo a df/dt, dando

dp/dt=—a¢p—(g/l)sin §

o qual ¢ ainda insuficiente para provocar a
desejada complexidade.

3. Atractores estranhos
Que sucedera as orbitas se forgarmos o

sistema por uma forca externa periddica,
b cos(vt), resultando o sistema dinidmico:

S do/dt=4¢
dé/dt=—ap—(g/l)sin §+bcost
? dt/dt=v

onde T=vt ? Aqui, os métodos analiticos sdo
incapazes de qualquer descricdo. Recorre-se
entdo a novos métodos que tem surgido ultima-
mente, e podem ser rotulados de matematica
experimental, Associando a teoria qualitativa
dos sistemas dindmicos, dindmica simbblica e
dinimica topoldgica, a andlise numérica, a
teoria ergddica, a algebra computacional e a
computa¢io grafica, a matematica experimental
desenvolve métodos proprios, descobrindo,
experimentando - e desenvolvendo a fenome-
nologia dos sistemas complexos (turbulentos,
cadticos, estranhos, fractais, ...). Assim discre-



tizando o sistema dindmico anterior, conside-
rando o método de Euler (substituicdo. das
derivadas- por razdes incrementais e transfor-
magdo em um processo interativo) vem:

Orr1=0x+hey
brp1 =i+ h(—a¢,—csin 6, +b cos 7,)
S Ty =T+ VR

com c=g/l. Um programa iterativo simples,
permite estudar experimentalmente a complexi-
dade e diversidade das dinAmicas que o sistema
apresenta quando se variam a, b, ¢ ¢ v, (por
exemplo, a=0.3, b=4.5, v=0.6 e c=4),
Fig. 1. O comportamento apresentado pelo

Resumindo, o que introduziu a complexi-
dade além da terceira dimensdo, foi o duplo
aspecto de contraccdo e expansio (hiperboli-
cidade), introduzida pela existéncia de termos
positivos e negativos (onde pelo’ menos um ¢
nfo linear), no campo de vectores.

4, Aplicagbes do p»laﬁo

Embora nos sistemas .dindmicos continuos
exista a necessidade da terceira dimensio (além
da nao-linearidade), para se obter as solugcdes
complexas, podemos seccionar o espaco tridi-
mensional por um plano e estudar a aplicagdo

program pendulo; uses graph; const hireal=0.01;
var gd,gm, u,v:integer; x,y,x1,a,b,c,ez:real;
procedure fase; var isinteger; »
begin  x:=0.5, y:=0.3; z:=0;

for i=1 to 20000 do begin_

x1:=x+hey; y:zy+hel-aey-cesin (x)+bscos (z));

Z:z=z+hoe; x:=x1; ur=truncixe3+200}; v:=trunc(yel0+100);

putpixel{u,v,1); end;, end;

begin gd:=detect; gm:=1; initgraph{gd,gm,,

a:=0.3; b:=4.5; e:=0.6; ¢:=4; fase; readin; closegraph;

end.

Fig. 1 — Atractor estranho do péndulo.

sistema é o de.um atractor estranho, quais-
quer que sejam as condigdes iniciais. O sis-
tema assimptoticamente apresenta ou cai sempre
no mesmo tipo de figura limite, a qual €
estranha. A estranheza € resultante das irregu-
laridades, fraccionamento (fractal) da forma
geométrica da figura. S3o estes objectos estra-
nhos, fractais que sdo as solu¢des tipicas da
natureza e¢ da matemitica dos sistemas dina-
micos. A sua geometria, topologia, propriedades
ergddicas e dindmicas, comecam a ser estudadas
sistematicamente. A sua experimentagdo em
fisica, quimica, biologia, engenharias, vai
ocupar os laboratérios dos centros de investi-
gacdo e produgdo dos préximos anos.

induzida nesse plano pelos pontos de intersec-
cao das oOrbitas continuas com ele. Assim,
partindo de um ponto P, do plano e comum
a uma o6rbita, a aplicagdo anterior, dita de
Poincaré, aplica o ponto P, num outro P,
obtido com o 1.° retorno da érbita ao plano.
Note-se que, se a dindmica tem uma Orbita
fechada, a aplicacdo de Poincaré tera um ponto
peridédico de periodo 2, os pontos P, e P. de
intersec¢do da Orbita fechada com o plano.
Assim propriedades topolégicas sobre o tipo
de é6rbitas do campo de vectores tridimensional,
como Orbitas fechadas e atractores estranhos,
transferem-se em propriedades topoldgicas
sobre o tipo de pontos periddicos e aperiddicos
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de aplicagdes do plano R? em R2 Conside-
remos o seguinte exemplo (Fig. 2):
Yepi=1—axi 4y,
Yes1=bx;
com a=1.2, e b=0.3.

5. Aplicagoes do Intervalo
Um estudo exaustivo de todos os tipos de
orbitas do tipo de atractores estranhos, no caso
dos campos de vectores, ou de pontos aperié-
dicos no caso das aplicagdes do plano, ainda
ndo é possivel. No entanto, quando uma das
dimensdes é atractiva, e na descri¢io por uma
aplicagdo de R? — R?, o sistema comporta-se
assimptoticamente como se fosse de R —> R.

Torna-se entdo possivel uma redugdo da des-
crigdo a aplicagBes do intervalo 1=1{0, 1] sobre
ele préprio. Deste modo se vé como em sistemas
unidimensionais, com a dinimica descrita por
uma aplicagdo ndo-linear, também possui a
complexidade das solucdes tipo atractor es-
tranho. O modelo mais simples, mas sb por si,

capaz de encerrar toda uma familia infinita de
dindmicas complexas é dado pela aplicagdo
fo(x)=4bx(1—x) com xeI=][0, 1]. No caso

unidimensional os resultados sdo completos se
recorrermos a dindmica simbdlica. Fixemos um
valor de b, altura da parabola. Para cada valor
inicial x, obtém-se por iteracdo a 6rbita numé-

rica xo, Xy 5 .ory X, ... com x,=f (x.) =£,(x,_,),

Fig. 3.

uses graph;

program henon;

const Acreal=1.2; Bireal=0.3; Ninteger=1000;

gd,.gm,lu,v:iinteger; XY, X1l:real;

var
gd:=detect; initgraphigd,gm,”); tine(0,0,600,0);

begin
inef600,0,600,200; iine(600,200,0,200); linel0,200,0,0);

—
o
e

it B

x:=0.2; y:=0.1; for =1 to N do  begin

X1:=1-AeXeX+Y; Y:=BeX; X:=X1;

u:=trunc(200ex+320); v:=t1runc{150ey+100);
putpixellu,v,1); end; readin; closegraph; end.

Fig. 2 — Aplicagdes do plano.

arogram parad; uses graph;, var gd,gmktbinteger; bx,xl:rea);

procedure itera3; begin %/_'} 1

for k:=z1 to 8 do begin b:=0.8+k/40;
for =1 to 400 do begin x:=i/400; x1:=4ebexe(1-x);

putpixelli div 2,round(200-200sx1),1});

end; kne(0,200,200,0); x:=0.5;

x1:=4ebexe(1-x);

for =1 to 75 do begin

line(round(200wx),200-round(200e x),r ound(200ex),200-round(200ex1)};

line{round(200ex},200-round(200e x1),r ound{200#x1),200-r ound(200ex1)};

= xl; end; end, end;

X

———.

begin gd:='detect; gm:=1; Initgraph(ad,am,”); itera3,; readin; closegraph; end.

Fig. 3 — Iteradas da parabola.
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Obtém-se uma codificagdo simbdlica da
Orbita associando a cada ponto x; um sim-
bolo S;; com S,=L se fi(x,)<0,5; §;=R se
filx)>0.5 e S;=C se fi(x,) =0.5. Deste modo
podemos associar a cada valor de b, o conjunto
das Orbitas simbdlicas possiveis — drvore das
condicdes iniciais A, (Fig. 4).

L
L / \LR RR/ \ RL
(SN LLR LRAR LRC RRL. RRR RLR RLL

Fig.- 4 — Arvore das condigdes iniciais.

Como caracterizar simbolicamente os valo-
res de b? Considera-se para cada b a Orbita
simboélica do ponto maximo b=f,(0.5). A se-
quéncia obtida RL ... caracteriza o valor do
pardmetro b. Assim a arvore correspondente
as Orbitas dos possiveis b designa-se por
drvore do caos ou das sequéncias mdximais
Ag, [5] (Fig. 5). Nem todos os vértices

RC

\/ me—
RLRC\ RLLC
RLRRC RLLRC RLLLC
RLRRRC RLLRRC RLLRLC RLLLRC RLLLLC

Fig. 5 — Arvore do caos.

nesta arvore sdo admissiveis. Dada uma sequén-
cia §,5,...5, ela é admissivel ou realizivel
como sequéncia correspondente a um valor de
b=1,(0.5) se e s6 se for a maior de entre

as suas rodadas: 8,8,...8.8:; S:8,....
S, 5.8, ...; (maior na ordem indicada pela
arvore).

Um programa simples, que gera o diagrama
dito de bifurcagdes (Fig. 6) permite ver experi-
mentamente todo o jogo da criagdo de pontos
periddicos atractivos e a sua destrui¢do por
conversdo em repulsivos.

6. ~ Automatos celulares

As dindmicas que temos vindo a considerar
sdo descritas no espaco de fase continuo e
tempo discreto, e por dindmica tem-se enten-
dido a variagdo das variaveis espaciais (posi-
¢oes) em fungdo do tempo. Para a maioria dos
fendmenos naturais ndo é céomodo reduzir a
dinimica a mudancas de posi¢io. Em geral
temos variaveis tipo campo ¢ que s@o funcdes
do espaco x e do tempo t. Sob o ponto de
vista experimental o que ¢ mais conveniente é
partir de conjuntos discretos de valores para
0 espago x, tempo ¢ e para 0 campo ¢. Assim
a dindmica passa a ser descrita por uma regra
local f, que da o valor:

¢(x7 t):f[¢(x_m) r— 1))'-" ¢(x_ 1, t'—l),
‘j)(x, t— 1)’ ¢(x+ 1’ t— l)a"" ¢(x+m, t— 1)]
dados

dx—m, t—1),..., p(x—1, t—1), (x, t—1),
dx+1,t—1),..., p(x+m, t—1)

e com m = inteiro pequeno (Fig. 7).

program bifurcacao; uses graph;

var gd,gmk,iinteger; b,x:real;

begin gd:=detect; gm:=1; initgraphigd,am,”}; ine(0,0,600,0);

Iine(600,0,600,200); line(600,200,0,200); line(0,200,0,0);

for k:=1 to 600 do begin b:=0.7+k/2000; x:=0.6;
for k=1 to 75 do begin x 1= 4obexe{l-x);
if i> 25 then putpnxel(k,round(200-200-x),1);

end; end; readin; closegraph; end.

Fig. 6 — Diagrama de bifurcacio.
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program autcelulares; uses’ graph;
type configuracoes = array[l..lsdl of Integer;

regra = arrayll..8) of integer;

var ab:configuracoes; f:regra; gd,gm,c,co,s,r kinteger;

procedure aut; var njjinteger;
begin for n:=1 to 8 do begin r:=trunc(c/2);
if odd(c) then flnl=1 else fIn):=0; c:=r end;

for i:i=1 to 160 do begin r:=random{2);

alil:i=r;  putpixelli+s,1,r+co); end;

for j:=2 to 120 do begin for k=3 to 168 do  begin

k:=ali-2)+ali-1}¢alileali+ l+ali+2)+1; blik=flk];

putpixel(i+s,j,blil+co); end, bl1):=0; bl159)=0;

b12):=0; bl160):=0; a:=b; end; end;

i it
e e LT

begin gd:=detect; gm:=1; initgraphi{gd,om,”); line(0,0,600,0);
hne{600,0,600,200); line(600,200,0,200); Iine(0,200,0,0}; co:=8;

«:=20; ;:':0; aut; co:=9; c:=50; s:=160; aut; readin; closegraph; end.

Fig. 7 — Autématos celulares.

7. Entropia tepoldgica

Como podemos entdo medir a comple-
xidade topolégica de uma dindmica? Para
cada periodo k existirio N, pontos periédicos.
Chama-se entropia topoldgica a grandeza
h,=lim ,_,  log N}’*. Um modo possivel de
a calcular € através do maior valor préprio
Smax» da matriz de Markov A4 associada,

h,=log S, . Esta é obtida como a matriz de

adjacéncia do grafo associado a 6rbita no
intervalo (Fig. 8):
iy
LLLCR LLCRL LCRLL CRLLL ‘ RLLLEC 0 0 1 0
h b P 1 e
1 1 1 1

Fig. 8 — Grafo e matriz de Markov.

program lhapunov;, uses graph;

var gd.gmkiinteger; b x,yz:reat,

procedure liap; begn for k:=1 to 600 do
begin b:=0.8+k/3000;, x:=0.9; 2z:=0;
for I:=1 to 50 do begin  x:=4ebexe(l-x);

y:=4eb-8ebex; 2z:=z+inlabsly)), end; 2:=2/75;

putpixel(k,round(100-100e2),1); end; end;

begin gd:=detect; gm:=1; wtgraph{gd,om,);

line{0,0,600,0); hne($00,0,600,200); line(600,200,0,200};

line(0,200,0,0); liap; readin, closegraph; end.

Fig. 9 — Expoente de Liapunov.
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8. Expoentes de Liapunov

O expoente de Liapunov mede a taxa de
divergéncia de trajectérias que partem vizinhas.
Podemos no caso unidimensional defini-lo como
(Fig. 9):

A= lim (1/k) Z log Dfy(x),

k>0 =0

9. Dimensido de Hausdorff

Os conjuntos limite : ndo tém dimensdo
inteira. Ou tém comprimento nulo, embora
ndo numeraveis (conjunto de Cantor) ou sdo
bordos de areas finitas, com comprimento infi-
nito, curvas continuas mas sem derivada em
nenhum ponto (curvas de Koch, Fig. 10). Sao

Fig. 10 — Curva de von Koch.

conjuntos ditos fractais [6], por serem fra-
gmentados em todas as escalas em que sdo
observados e por possuirem dimensdo de
Hausdorff ndo inteira. Esta foi definida em
1919, e podemos calculd-la do seguinte modo:

log Ne

dy = hm 1 jog 1/¢ ’

onde Ne é o niimero minimo de subintervalos
necessarios para cobrir o conjunto ¢ € é a uni-
dade de escala considerada. Assim, o conjunto

de Cantor tem\dH(C)_ 'Og -

5 e a curva de von
Koch tem d (K) = "’g " .
log 3

10. Ensino do Caos, Atractores estranhos,
Fractais e Automatos celulares

Estes temas podem e devem ser introdu-
zidos no ensino secundéario. Qualquer deles
pode ser encarado como um laboratério de
experiéncias onde se pode aprender a descobrir
«coisas» e a simular todo o tipo de fenémenos.
Os alunos ndo precisam de conhecer mais do
que o modelo que lhes é apresentado; os pro-
gramas para o computador podem ser pedidos
ao autor, os quais sdo simples e¢ podem ser
programados pelos préprios alunos. A experi-
mentagdo, a procura de compreensdo, a des-
coberta de regularidades dentro da complexi-
dade, deve ser encarada como um jogo do qual
se tira prazer e inteligibilidade.
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Quotas da SPF

Prezado sdcio: se ainda néio pagou as suas
quotas para o ano de 1989, agradecemos que
o faga o mais rapidamente possivel junto da
respectiva Delegagio.

Assegurard desta forma melhores condi-
¢oes para o planeamento. e expansido das
actividades da Sociedade, bem como a recepcio
regular da Gazeta de Fisica.

. 2000 Escudos

estudantes ......... 750 Escudos
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