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1. Introducéo

O avango da tecnologia dos computadores,
nomeadamente a introdu¢do no inicio da
década de 80 dos chamados computadores
pessoais, permitiu generalizar em fisica (por
assim dizer, democratizar) a pratica de simula-
¢oes computacionais. Hoje é possivel, tanto a
fisicos profissionais como a estudantes, pro-
gramar um algoritmo de interesse fisico num
computador pessoal e extrair dos resultados
conclusdes sobre o comportamento do sistema
natural que foi modelado.

A agregacdo limitada por difusio (conhe-
cida pela abreviatura DLA, do inglés «Diffusion
Limited Aggregation») constitui um exemplo
simples de uma simulagdo computacional de
um fenémeno fisico, a qual n3o obstante a sua
simplicidade, s6 foi introduzida em 1981 por
Witten e Sander. A motivacio destes autores
foi a evidéncia experimental obtida em 1979
por Forrest e Witten que os agregados de
aerosdis eram fractais. Nem sempre porém
teoria e experiéncia concordam e nem sempre
esse desacordo representa algo de tragico.
Assim, embora a dimens&o fractal caracteristica
do modelo de DLA para uma geometria tri-
dimensional fosse muito diferente do caso
estudado por Forrest e Witten, a DLA veio a
revelar-se ndo s6 um modelo qualitativamente
novo e portanto com interesse tedrico, mas
também aplicavel, com uma ou outra modi-
ficacdo, a toda uma variedade de situacOes de
interesse fisico.

Vamos neste artigo descrever a técnica
computacional utilizada para obter figuras de
DLA, discutir os resultados da sua realiza-
¢do usando a linguagem Turbo Pascal num
computador pessoal Mackintosh Plus e, final-
mente, discutir os principais problemas em
aberto assim como as possibilidades de com-
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paragdo deste tipo de simulagdes com a
experiéncia.

O trabalho foi realizado no Ambito da
cadeira de Fisica Computacional do quarto
ano do curso de Fisica da Universidade de
Coimbra (ramo cientifico). Esta cadeira foi
introduzida no ano lectivo de 1987-1988 com
o intuito de familiarizar os alunos com a
simulacdo computacional de leis fisicas. Embora
ndo se reclame nenhuma originalidade para
este «trabalho pratico», queremos realcar nio
s6 o facto de se basear em literatura relativa-
mente recente mas também a perspectiva que
abre para uma investigacdo mais aprofundada
dos fractais. Um estudante pode por este meio
familiarizar-se com héabitos e técnicas de inves-
tigacdo e percorrer todo o ciclo que vai da
formulagdo de questdes interessantes a com-
paragdo das respostas obtidas com os resultados
publicados na literatura cientifica, passando
pela aplicagdo das metodologias adequadas.

2. Técnica computacional

Considera-se uma rede num espaco a 2
dimensdes (0 numero de dimensdes ¢ uma
questdo de conveniéncia de visualizacdo e de
rapidez computacional, sendo em principio
igualmente facil considerar redes a 3 dimensoes,
mais realistas, ou até redes em hiper-espagos
com d > 3). Coloca-se uma «semente» num
ponto dessa rede. A semente é uma particula
inicial, a partir da qual se vai construir o
agregado. Toma-se uma circunferéncia centrada
na semente e cujo raio € grande comparado
com a constante da rede. A constante da rede
foi considerada igual a separacio entre «pixels»
no écran (que tem 322 X 512 pontos), e uti-
lizou-se o valor inicial r = 20. E escolhido
aleatoriamente um ponto dessa circunferéncia
e larga-se dai uma particula que se difunde
pela rede (o caminho livie médio do passeio
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aleatorio é igual & constante da rede, embora
se possam considerar caminhos livres médios
maiores se se pretende acelerar o processo).
Entdo uma de duas coisas pode acontecer: ou
a particula toca na semente, considerando-se a
partir dai agregada, ie. imével na -posi¢do
de colisdio, ou a particula se afasta demasiado
da semente, i.e. sai para fora de um circulo
com um raio que é maior que o raio do circulo

Fig. 1b—Numero de
capturas = 3486

Fig. 1a—Namero de
capturas = 1139

de partida. Neste dltimo caso, a particula é
abandonada, langando-se uma outra de uma
posi¢do aleatdéria da mesma circunferéncia de
onde a particula «perdida» tinha partido.

Existe a possibilidade (muito pequena) de o
processo ‘de difusdo continuar sem que a par-
ticula toque na semente ou se afaste para
muito longe. Um contador de iteragdes e uma
condigfo de limite maximo para o ntmero de
iteracbes pode ajudar a acelerar o célculo.
O processo repete-se em seguida. O raio do
circulo é aumentado 2 medida que o raio do
agregado cresce. Os agregados obtidos por
este algoritmo encontram-se representadas nas
Figs. 1a), 1b) e 2a), correspondendo a uma
rede quadrangular (Fig. 1) e a uma rede
triangular (Fig. 2; pag. 153).

Atendendo ao grande tempo de célculo
necessario, foi-se guardando a informagéo
obtida sobre o agregado numa ficha de dados
de modo a que cada vez que se chamava o
programa o processo de agregacdo recomega
no sitio onde tinha ficado, em vez de tudo
voltar ao inicio.

As figuras obtidas por DLA sdo exemplos
tipicos de fractais aleatérios ou estatisticos.
A dimensdo fractal pode ser calculada por
varios processos, obtendo-se aproximadamente
0 mesmo namero (cada processo tem um certo
erro associado). Utilizamos dois métodos dife-
rentes:
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Fig. 1c—Dimensio fraccionaria = 1,665 % 0,104

Fig. 1d—Dimensdo fraccionaria = 1,620 % 0,001
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t) -No primeiro, calcula-se a fungdo de

éorrelagﬁo densidade-densidade (que indica a.

relagdo entre densidades em dois pontos dife-
rentes), dada pela férmula

Co) = 2 rN)" Lo

em que N é o nimero de particulas do agre-
gado, r é o raio interior de uma coroa circular
em torno da semente e ny(r) (consideram-se
20 dessas coroas) é o ndmero de particulas
num pequeno circulo em torno de cada par-
ticula i dentro da coroa. Representou-se
graficamente (Figs. 1lc e 2b) o logaritmo
de C(r) contra o logaritmo de r, sendo o
declive da recta obtida dado por D—d, i.e.
a dimensao fractal procurada menos a dimensao
geométrica do espago subjacente (2 no caso
presente). Verifica-se das Figs. 1c) e 2b) que
os efeitos de bordo do agregado sdo relevantes,
conforme era de esperar, pois interrompeu-se
arbitrariamente o crescimento do fractal. O erro
obtido pelo método dos minimos quadrados é
relativamente pequeno, uma vez que os pontos
da extremidade nao sio levados em considera-
¢do. A Tab. 1 contém os valores obtidos para a
dimensdo fractal, para os dois tipos de rede:

TABELA 1-—Tabela de dimensdes fractais (d=2

Este trabalho Outras Valores

(método i) simulagbes | tedricos

Rede quadrangular | 1,672%0,10
Rede triangular 1,77%0,10

1,68+0,05| 5/3
1,71+0,05 | 7/4

ii) No outro processo, de compreensio
mais intuitiva, contam-se simplesmente o
nimero de particulas contidas num certo
nimero de quadrados (20, no caso presente),
com tamanhos diferentes, mas todos centrados
na semente, e representa-se o logaritmo desse
nimero versus o logaritmo do lado do qua-
drado. Mais uma vez se aplicou o método dos
minimos quadrados para calcular a dimensdo
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fractal, que é o declive da recta que melhor
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descreve os dados. Os erros obtidos sdo muito
menores do que no caso anterior. Uma maneira’
de melhorar o resultado consistiria em consi-
derar, por exemplo, quadrados com centros
diferentes, mas encaixados uns nos outros, de
tal forma que o centro de cada um deles fosse
o centro de gravidade dos pontos no respectivo
interior.

Da comparagdo das dimensdes fractais
obtidas com os valores existentes na literatura
conclui-se que o método i) é superior ao ii)
quanto ao valor absoluto, embora o erro que
lhe estd associado seja maior.

Note-se que uma vez que se trata de um
fractal estatistico, uma avaliacio mais exacta
da dimensfio fractal exige a simulacdo de
todo um conjunto de agregados e a construgio
de uma média sobre o «ensemble» obtido.
Levar-se-iam assim em conta as flutuacdes
associadas a fractais particulares. Podia, por
exemplo, construir-se um certo ntmero de
fractais com vérios tamanhos e representar o
logaritmo do raio de giragdo do fractal contra
o logaritmo do niimero de particulas nele
contidas.

Deve realcar-se que os valores obtidos para
a dimensao fractal estdo em bom acordo com
os célculos realizados em computadores mais
poderosos (em alguns deles com milhdes de
particulas nos agregados), e com estimativas
tedricas conforme se pode ver na Tab. 1.

A dimensao fractal, ao contrario do que
seria de supor em face do conceito de univer-
salidade da teoria dos fenémenos criticos
(insensibilidade dos expoentes criticos a por-
menores, como o tipo de rede e tipo de
interac¢do) depende da rede subjacente. Para
a rede triangular tem-se um valor diferente,
embora préximo, do da rede quadrangular, se
se usar o método i), que é o de maior con-
fianca para a determinacdo da dimensdo
fractal. Pode-se constatar porém uma insen-
sibilidade relativamente a algumas modificacdes
de pormenor do algoritmo. A «classe de uni-
versalidade» da DLA ¢é portanto mais restrita
do que em mecénica estatistica, tendo sido




este facto descoberto por via. de simulagio
computacional. ‘

Outra diferenca importante em relagdo a
universalidade, é que a dimenséo fractal cresce
com a dimensdo normal (pelo menos isso veri-
fica-se para d < 6), ao contrario dos expoentes
criticos das transi¢bes de fase que estabilizam
nos valores do campo médio para redes
com d > 4.

" Parece que essas diferencas relativamente
a mecénica estatistica tém a ver com o facto
de na DLA se ter um processo cinético irrever-
sivel e ndo uma mudanca de fase reversivel.

3. Discusséo

O matematico francés Mandelbrot definiu
fractal como um objecto cuja dimensdo fractal
ou dimensio de Hausdorff é menor que a
dimensdo espacial. Significa isto que & medida
que o processo de agregacdo se desenvolve
existem cada vez mais e maiores espagos vazios
entre os ramos do agregado, i.e. que o objecto
ndo é compacto mas antes extremamente fra-
gmentado. Um fractal matematico é, de facto,
um objecto infinitamente fragmentado. A den-
sidade de um fractal diminui a medida que se
aumenta a escala de observagdo, sendo a dimi-
nuigdo descrita por uma poténcia em cujo
expoente entre a dimensdo fracciondria. Os
espagos vazios (ndo se trata de <«buracos»
pois é praticamente impossivel formarem-se
arcos que delimitem espagos fechados) tém
todas as ordens de grandeza.

Pode-se falar de um efeito de blinda-
gem pois as particulas, embora teoricamente
possam, normalmente ndo entram nos nume-
rosos «fiordes», quer grandes quer pequenos,
que sdo tipicos do agregado, pois é grande a
probabilidade de encontrarem alguma «rochas
pelo caminho. A Fig. 2a) representa o fractal
num estddio inicial do seu desenvolvimento.
Como essa figura é bastante parecida com o
interior do fractal maior, torna-se nitido o papel
de proteccio que os pontos exteriores desem-
penham relativamente aos interiores. Tudo se

passa como se um barco navegasse a0 acaso
(por causa do mar alterado), ao largo da
costa norueguesa. A probabilidade de entrar
num fiorde seria pequena, sendo mais provavel

Fig. 2a--Numero de capturas = 525
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Fig. 2b—Dimensio fraccionaria = 1,765 %= 0,100

que o barco se despedagasse num dos rochedos
mais avangados da costa, E este efeito de blin-
dagem .que no fundo impede o agregado de
ser compacto e lhe confere a sua caracteristica
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de fractal, i.e. de um objecto com «buracoss
de todos os tamanhos. A palavra «todoss n#o
¢ a mais adequada para um fractal fisico pois
s6 num objecto matematico ideal hé lugar para
todas as ordens de grandeza. Num fractal fisico
como o da DLA o tamanho da particula esta-
belece a ordem de grandeza inferior, existindo
obviamente uma ordem de grandeza superior,
relacionada com o tamanho maximo admitido
ou conseguido para o sistema total.

O facto de a DLA conduzir a um fractal
nio é de forma alguma trivial. Existem modelos
de crescimento aos quais ndo correspondem
fractais, apesar de existir um elemento de
aleatoriedade no respectivo algoritmo. Nos
assim chamados modelos balisticos (sem ou
com parimetro de impacto) a trajectéria das
particulas é uma linha recta (que se dirige ou
ndo para a semente inicial), embora o ponto
de partida dessas particulas continue a ser
aleatdrio sobre uma circunferéncia. Os objectos
assim obtidos ndo sdo fractais. Por outro lado,
o chamado modelo de Eden, baseado no cres-
cimento aleatério de uma figura compacta ja
existente, por adicdo de uma nova particula
num sitio qualquer do contorno, também ndo
é um fractal.

Pode-se, no entanto, mudar o mecanismo
da DLA sem que ocorram grandes diferengas
nos resultados, por exemplo:

— a «colagem» ao agregado pode dar-se
s6 com uma certa probabilidade,

— pode considerar-se um certo «tempo de
reac¢dos suficientemente longo, i.e. uma par-
ticula do agregado s6 «aceitas uma particula
nova desde que ndo tenha decorrido mais do
que um certo tempo sobre a sua propria depo-
sicdo (se esse tempo for curto a dimensdo
fractal diminui).

— podem considerar-se passos maiores no
inicio do processo,

— a figura de partida pode ser um gua-
drado em vez de um circulo.

As figuras resultantes tém em geral o
mesmo aspecto, sendo a dimensdo fractal a
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mesma. Experimentdmos em particular a Gltima
das modifica¢des indicadas, tendo obtido di-
mensdes fractais aproximadamente iguais as
indicadas na Tab. 1.

O estudo da DLA sugere um certo niimero
de questdes tedricas interessantes.

— Existe alguma relacdo simples entre a
dimensdo fractal e a dimensio da rede? Em
particular, qual é o comportamento assimpt6-
tico para redes num hiper-espaco de grande
dimenséo?

— E suficiente uma dimenséo fractal dnica
para caracterizar o objecto?

Apesar de se terem alguns resultados pre-
liminares (por exemplo, D=d?+41/d+1 para
uma rede quadrangular), no se tem ainda uma
resposta definitiva & primeira pergunta, sendo
necessirias mais simulagdes e algum novo con-
ceito para a avaliagio tedrica da dimensio
fractal. A resposta & segunda questdo parece
ser negativa, Com efeito, simulagBes muito
grandes comegaram por revelar que é necessa-
rio, pelo menos, definir uma dimensdo fractal
radial e uma dimensdo fractal tangencial para
definir com exactiddo uma figura de DLA.
Hoje em dia a conclusdo parece ser que se
estd perante um multifractal, ie. um objecto
com uma infinidade de dimensdes fractais.

Uma limita¢do basica do modelo de DLA
é o facto de existir apenas uma semente e de
esta se conservar imé6vel no decorrer do tempo.
Em situacbes reais de agregagio de fumos,
aeroséis, colbides, etc. ocorrem varios agre-
gados que se deslocam erraticamente até final-
mente se reunirem. Experiéncias de simulagdo
que levam em conta essa possibilidade for-
neceram dimensdes fractais no espaco tridi-
mensional que sdo muito parecidas com a
dimensdo fractal descoberta por Forrest e
Witten (D =1.78). Note-se que a DLA fornece
o valor D=2.5 para d=3.

No entanto, e como foi dito no inicio, a
DLA, na sua versdo mais simples ou em
gencralizacdes adequadas (por exemplo, nos
chamados fractais laplacianos, onde o cresci-




mento do fractal se faz de dentro para fora
sendo a probabilidade de crescimento num
certo ponto dada por um ntmero aleatdrio e
pela solugdo da equagdo de Laplace para a
geometria em causa) é util para descrever
fendmenos tdo diferentes mas tdo vulgares
como a electrodeposicio de um material, o
contacto entre dois liquidos de densidades dife-
rentes e o fenémeno de uma descarga num
dieléctrico (0 exemplo mais conhecido é o
reldmpago numa trovoada).

A fisica, com o uso generalizado dos
computadores, permite estudar os complicados
problemas de morfogénese no mundo macros-
cépico. O modelo que discutimos tem um
inegivel interesse didactico: da sua analise
conclui-se como pode ser simples uma des-
cricdo, tanto qualitativa como quantitativa, de
alguns fendmenos nao triviais que surgem na
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natureza, a nossa volta.
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NOVAS DIVISOES TECNICAS DA SPF

Na Assembleia Geral da Sociedade que se
realizou em Aveiro no dia 26 de Setembro p.p.
foi decidido dissolver a Divisdo Técnica de
Cristalografia e criaram-se duas novas Divisdes
Técnicas:

— Fisica Atémica e Molecular;
— Meteorologia, Geofisica e Astrofisica.

Esta pois aberto o caminho para que estas
divisdes iniciem-a sua actividade, contribuindo
para o desenvolvimento das respectivas areas
¢ para a defesa dos seus interesses. De acordo

com os estatutos da SPF e Regulamento das
Divisdes Técnicas (publicado na Gazeta de
Fisica, vol. 8, Fasc. 1 (1985) pag. 39) é
essencial a designacdo de um Coordenador,
coadjuvado por dois vogais, para cada uma
das novas Divisdes. Conforme se 1€ no ponto 4
do Regulamento o coordenador é escolhido de
entre os 3 mais votados pelos sdcios inscritos
nessa Divisdo. E pois necessario que os sdcios
interessados se inscrevam nas novas Divises
constituindo assim o corpo eleitoral. Com o
objectivo de iniciar e promover a inscrigdo de
sécios nas novas Divisoes e ainda de actualizar
a inscri¢do nas Divisdes Técnicas, se for caso
disso, solicita-se que preencha a ficha de
inscricdo e a devolva para a sede da SPF
(Av. da Reptblica, 37-4.° 1000 Lisboa).

No passado a eleicAo dos coordenadores
das Divisdes Técnicas tem sido feita sem a
prévia apresentacdo de candidatos. Contudo
a apresentacdo de candidatos & elei¢do constitui
pratica corrente em outras Sociedades cienti-
ficas europeias. Sera proventura tempo de ini-
ciar o novo processo de eleicdo. O seu sucesso
depende naturalmente da apresentacio de can-
didaturas sobre as quais os sdcios inscritos na
respectiva Divisdo se possam pronunciar, Nio
havendo candidatos, eventualmente propostos
por outros sdcios, cairemos inevitavelmente no
anterior processo de eleicAo em que qualquer
eleitor é susceptivel de receber votos e ser
eleito. E extremamente 1til receber as opinides
dos sécios sobre este assunto de modo a que o
método a adoptar venha a reflectir o mais
largo consenso possivel.

Assim e em conclusdo solicita-se que:

1—Preencha a ficha em anexo ¢ a devolva a
sede da SPF no caso de querer inscrever-se
nas novas Divisdes Técnicas ou de querer
actualizar a sua inscricdo nas ja existentes.

2—Envie por escrito para a Sede sugestdes
sobre a metodologia da elei¢do dos coorde-
nadores das Divisdes Técnicas.

Participe na sua Sociedade. A actividade
da SPF depende da participacdo activa de
cada sécio.

O Secretariado da SPF
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