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Tempo e Relatividade
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O tempo na teoria da relatividade restrita

Com o alvorecer do séc. XX, A. Einstein
langa uma nova luz sobre o conceito de tempo,
atribuindo-lhe um caracter relativo e depen-
dente do observador, no quadro da sua teoria
da relatividade restrita, publicada em 1905
com o titulo «Sobre a Electrodindmica dos
Corpos em Movimento».

De acordo com Einstein, o intervalo de
tempo entre dois acontecimentos, que ocorrem
em pontos diferentes do espag¢o, ndo tem um
valor absoluto e universal — como se admitia,
no 4mbito da fisica pré-relativista — mas,
pelo contrario, é medido diferentemente por
varios observadores (inerciais).

Poderda haver mesmo situagdes onde a
ordem de sucessio dos dois acontecimentos
venha invertida ou casos onde eles sejam
considerados simultineos por um observador
e ndo o sejam por outros. Estas draméticas
modificacdes em relagdo a fisica newtoniana,
s6 se tornam apreciaveis quando os corpos se
movimentam com velocidades que se aproxi-
mam da velocidade de propagacdo da luz no
vacuo.

O ingrediente fundamental da relatividade
restrita é a constincia da velocidade da luz, c,
para todos os observadores, independentemente
da maneira como estes se movem.

Além disso, ¢ funciona como um valor
limite absoluto para a velocidade de todos os
sistemas materiais. Como a luz é sempre
observada a propagar-se no vacuo com velo-
cidade ¢, é manifestamente impossivel a qual-
quer observador atingir (e muito menos ultra-
passar) a velocidade da luz. Esta velocidade
funciona, portanto, como uma espécie de
barreira para o transporte de qualquer corpo
material ou para a propagacdo de qualquer
acgdo fisica.

Compreende-se, agora, que ¢ seja conside-
rada uma constante universal da natureza, uma
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quantidade fundamental e de grande importén-
cia para a determinagdo da estrutura do Uni-
verso. Sendo ¢ uma constante universal ja néo
faz sentido supor que os intervalos de espago
e de tempo possam ser invariantes separada-
mente mas, bem pelo contrario, deverdo variar
com o referencial, dando origem aos famosos
efeitos de dilatagdo do tempo e de contracgio
do espago. Vejamos um pouco mais pormeno-
rizadamente este mundo relativista de Einstein.

Em primeiro lugar, como foi acentuado por
Minkowski, antigo professor de Einstein, algum
tempo depois da publicacdo do artigo «Sobre
a Electrodindmica dos Corpos em Movimento»,
os conceitos de espago e de tempo passam a
estar indissoluvelmente ligados. O mundo fisico
da nossa experiéncia é, agora, representado por
um espago quadridimensional, o espago-tempo.
A geometria desse espago é caracterizada pelo
invariante fundamental, que traduz a constancia
da velocidade da luz,

As?=c? At? — Ax?— Ay? —Az? )

e que permite calcular a «distancias entre dois
pontos, isto é, entre dois acontecimentos fisicos
do espaco-tempo. Isto significa que dados dois
observadores inerciais O e O/, a «distancia»
espaciotemporal entre dois acontecimentos de-
terminados é independente do estado de movi-
mento relativo entre esses observadores e,
portanto, das coordenadas com que cada um
deles referencia os dois acontecimentos. Mais
concretamente, devemos ter

c? At?— Ax?—Ay*—Az® =

(1)
CPAt 2—Ax' 2— Ay’ 2— Az’ ?

A lei de transformagdo que relaciona as
coordenadas utilizadas pelos dois observadores,
tera de satisfazer a equagdo (1’) e deverd
depender da velocidade relativa entre eles.
A forma explicita dessa lei, no caso em que
os sistemas de referéncia estdo igualmente



orientados e se deslocam com uma velocidade
paralela aos eixos dos XX, é a seguinte:

X' =(x—vt) (l—vz/c2)—%. y=y , 2=z
t/ =({t—vx/c?) (1—v%/c?)—%

Estas relagdes sdo conhecidas por férmulas
de transformacdo de Lorentz. Podemos escrever
a forma quadrética (1) mais condensadamente,
representando as coordenadas de cada ponto
por x*, com 1t tomando valores entre 0 e 3,
nomeadamente x°=ct, x'=Xx, x*=y e X*=z;
vem entdo para um par de acontecimentos infi-
nitesimalmente separados no espago-tempo

dst=7,, dx* dx” )

onde se admite implicitamente a convencdo
de soma nos indices repetidos p e v.

A matriz da forma quadratica (2) tem todos
08 Seus termos constantes

e 4 (3)

¢ ¢ conhecida por matriz da métrica de
Minkowski.

A forma quadrética (2), com esta matriz,
di-se o nome de elemento de linha ou métrica
de Minkowski, e escreve-se explicitamente

ds?=(dx°)? — (dx1)? — (dx?)2 — (dx")*  (4)

As equagbes (3) e (4) mostram que o
espaco e o tempo, embora ligados na definicao
do invariante fundamental, ndo estdo em pé
de igualdade, dado que a coordenada tem-
poral x° entra com um sinal oposto ao sinal
das coordenadas espaciais (x!, x2, x%).

Para maior clareza e simplicidade, consi-
deremos o espago de Minkowski reduzido a
duas dimensdes, uma dimensdo temporal
(x=ct) e uma dimensdo espacial (x!=x).
Cada ponto deste espaco representa um acon-
tecimento fisico, caracterizado por duas coor-

denadas (x, ct). Consideremos dois aconteci-
mentos A, e A., conforme se pode ver na
figura 1.
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Fig. 1 —Diagrama de Minkowski bidimensional.

Al e A2 formam um par de acontecimentos do género

tempo. A recta que passa por Al e A2 ¢ a linha do

universo de um observador inercial com velocidade
v=AX/At.

O intervalo do espago-tempo entre estes
dois acontecimentos ¢ dado por

As?=c? At*— Ax?,

SendO At:tAZ_tAl € Ax:XAZ_xAl .

E bom de ver que As? podera ser positivo,
negativo ou nulo, pois a métrica de Minkowski
é indefinida.

Se os acontecimentos A, e A, pertencerem
& linha do Universo (trajectoria no espago-
-tempo) de um observador inercial, como se
depreende da figura 1, entdo necessariamente
As?>0, para que a velocidade desse observador
em relagdo ao referencial inercial do labora-
tério, - de eixos (x,ct), seja v=Ax/At<c.
Neste caso, dizemos que A, e A, formam um
par de acontecimentos do género tempo.
E como As?>0, ndo poderd existir nenhum
referencial inercial onde estes acontecimentos
sejam simultineos (i.e., At==0). Sendo c?® At*—
—Ax*>0, vemos que:

i) At>(Ax)/c> v (Ax)/c?>0
ou i) At< —(Ax)/c<<— v (Ax)/c*<C0
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Em qualquer dos casos, das formulas de
transformacdo de Lorentz, nomeadmente At’ =
=(At—v Ax/c?) (1—v?/c?)~%, concluimos que
At’ terd sempre o mesmo sinal que At.

Entre todos os referenciais inerciais existe
um onde se tem As?=c? (At’)?, isto é, no qual
Os acontecimentos ocorrem no mesmo ponto
do espaco (Ax”=0). Este referencial é conhe-
cido por referencial préprio do observador
(i.e., o referencial onde o observador se encon-
tra em repouso) ¢ ao tempo t’ di-se o nome
de tempo préprio. E facil ver que At’ é o tempo
mais curto medido por um observador inercial
entre os acontecimentos A, ¢ A,. Atendendo
a invaridncia do intervalo '

As?=c? (At")2=c? At? — Ax®

imediatamente se conclui que o tempo At me-
dido em qualquer outro referencial inercial esta
relacionando com At’ por

At2=At" 24 Ax2/c2>At’ %, ou ainda
At=At (1 —v2/c)—% (5)

O resultado traduzido por estes céalculos
pode resumir-se afirmando que o intervalo dc
tempo entre dois acontecimentos que ocorrem
em pontos diferentes do espaco, num certo
referencial, apresenta-se dilatado relativamente
ao tempo medido no referencial proprio, onde
ocorrem no mesmo ponto do espago. Essa
dilatacdo serd tanto maior quanto maior for
a velocidade relativa entre os dois referenciais.
Note que o intervalo de tempo préprio At’ é
proporcional ao comprimento As da linha do
Universo que une Al com A2.

Do que ficou dito anteriormente importa
salientar que, se t,,>>t,, num dado referencial
inercial entdo tj,>t,, em qualquer outro refe-
rencial inercial, ou seja, a ordem de sucessdo
de um par de acontecimentos do género-tempo
é um dado absoluto.

Pode também acontecer que Al e A2 sejam
dois pontos do espago-tempo para os quais
As*<0, como na figura 2. Como X,,—X,;>
¢ (tay—tsy), As*=c? At*—Ax*<0, e portanto
deve existicr um referencial onde As?= —Ax’ 2,
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ou seja, um referencial onde os acontecimentos
sejam simultaneos (At’=0).

Utilizando a férmula de transformacdo de
Lorentz At =(At—v Ax/c?) (1 —v2%/c?)— % vé-se
imediatamente que At" =0 implica v=c? At/Ax.
Logo esse referencial desloca-se em relagdo ao
laboratério com uma velocidade constante

. v=(c At/Ax) c<c. Qualquer outro observador

Fig. 2— Al e A2 formam um par de acontecimentos
do género espago: XAZ—XA1>c(tA2_tAI)' Existe um
referencial onde estes acontecimentos siao simultdneos,
o qual tem como eixo dos XX a recta que passa
por Al e A2: é o referencial préprio do observador 0,.

inercial deslocando-se com uma velocidade u,
em relagdo ao laboratdrio, tal que v<u<c,
como € o caso do observador 0,, vera t}, <t} ,
ou seja, vera a ordem de sucessdo dos acon-
tementos Al e A2 invertida em relacdo ao
laboratério, onde se tem t,;<t,,.

Efectivamente, v<u = c* At/Ax<u 5 At<
udx/ct e At’ =(at—uax/c?) (1—v3/c?)~%<0.
Para o observador 0, da figura 2, cuja veloci-
dade em relagdo ao laboratério € inferior a v,
vem também ty,>t,, .

Nao é dificil ver, a partir da invaridncia
do intervalo As?= —Ax’ 2=c? At?—Ax?, e do
facto de v ser igual a c* At/Ax, que

Ax’ =Ax (1 —v?/c?) % (6)

Isto significa que uma barra em repouso
no referencial do laboratério, com compri-
mento igual a Ax, é vista pelos observadores
que se deslocam com velocidade v, em relagdo
ao laboratério, com comprimento Ax’<CAXx,



resultado que traduz a contrac¢do dos com-
primentos!

Na figura 1 também podemos ver uma
trajectéria curva, passando pelos aconteci-
mentos- Al e A2, e representando a linha do
Universo de um observador acelerado (ndo
inercial). )

Qual é o tempo proprio mais curto? E o
tempo medido pelo observador inercial, que
segue ao longo de uma linha do Universo,
rectilinea, ou é o tempo medido pelo obser-
vador acelerado? Vimos que o tempo préprio
entre - dois acontecimentos € proporcional ao
comprimento da linha do Universo que os une.

A questdo pode, portanto, ser colocada
numa linguagem mais geométrica: qual dos
dois caminhos entre Al e A2 é o mais curto?
Antes de responder a pergunta devemos adian-
tar que, tendo o espaco de Minkowski uma
geometria pseudo-euclideana, onde esta defi-
nida uma funcdo distdncia que pode tomar
valores positivos, negativos ou nulos, as linhas
do universo rectilineas do género-tempo, sio
linhas de comprimento méximo. Logo o inter-
valo de tempo prdprio entre os acontecimentos
Al e A2 é maximo para o observador inercial.

Isto pode compreender-se facilmente com
o auxilio da figura 3. O intervalo de tempo
préprio entre os acontecimentos A e C, cal-
culado ao longo do caminho ABC é:

ATABC:tC_tAZZ(tB_tA)’

admitindo que ty = (t, + t.)/2.

ct

tB: tB'

Fig. 3 — O tempo préprio entre os dois acontecimen-
tos A e C depende do caminho, sendo maximo ao
longo do caminho ABC.

Calculando o intervalo de tempo préprio
entre os mesmos acontecimentos A e C mas
agora ao longo do caminho AB’C vem

CATape=2 [ (tp —ta)* —(Xp —X,)?/c? 1%

Vé-se imediatamente que AT, pc<ATppc,
ou ainda A7,y tende para um valor maximo,
igual a At,gc, quando Xy = Xg(=x,), ou
seja, quando o caminho AB’C coincide com
o caminho ABC. Voltando a figura 1 e repre-
sentando por At o intervalo de tempo préprio
medido pelo observador inercial, vem para o
tempo préprio do observador acelerado

At = te dt [ 1—v(t)?/c? 1%
t;
onde v(t) é o valor da velocidade do observador
acelerado em relacdo ao observador inercial,
no instante t.

Este integral é claramente fung¢@o do ca-
minho do espago-tempo seguido entre os
acontecimentos A; e A..

Esta é a situagdo que ocorre no chamado
«paradoxo dos gémeoss ou «paradoxo de
Langevin», onde se compara um relégio em
movimento com um relégio em repouso num
referencial inercial. A aparente contradi¢do
gira em torno da suposta equivaléncia dos
referenciais, que decorre da relatividade do
movimento. O paradoxo deixa de existir quando
se poe em evidéncia que os referenciais ndo
sdo equivalentes, visto que ndo ha simetria
entre os dois observadores. Um deles é um
observador inercial que segue, pois, uma tra-
jectéria rectilinea no espago-tempo e o outro
¢ um observador acelerado, cuja linha do uni-
verso € necessariamente uma trajectéria curva.
Se dois observadores se cruzam duas vezes, a
fim de poderem comparar os seus reldgios,
entdo pelo menos um deles terd de ser um
observador acelerado.

Finalmente, voltando & equagdo (5) e
escrevendo-a na forma

AtV =At (1—v2/c2) @)
vemos que a medida que v tende para c,
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At - 0: o intervalo de tempo prdprio entre
dois acontecimentos da vida de uma particula
que viaje a velocidade da luz (como é o caso
dos fotdes) é nulo. Neste caso, As?=0, e diz-se
que os acontecimentos formam um par do
género-luz.

Dado um certo acontecimento do espago-
-tempo, seja o acontecimento 0, o lugar geomé-
trico dos pontos do espaco-tempo que formam
com O pares de-acontecimentos do género-luz
constitui uma superficie tridimensional conhe-
cida por cone de Iuz. Na figura 4 represen-
tamos um cone de luz ao qual se suprimiu
uma dimensao espacial.

tempo

espago

trajectéria duma
porticula material

Fig. 4 — O cone de luz separa os acontecimentos que

estio ligados do ponto de vista causal ao ponto 0,

daqueles acontecimentos que nio podem influenciar 0
nem ser influenciados por 0.

Os acontecimentos que estdo sobre o cone
de luz do passado, ou no seu interior, sdo
capazes de influenciar o acontecimento 0. Por
sua vez o acontecimento 0 poderd influenciar
qualquer acontecimento que esteja sobre o cone
de luz do futuro, ou no seu interior. Quanto aos
restantes acontecimentos do espago-tempo, nem
influenciam 0, nem sdo influenciaveis por 0.
Podemos, portanto, afirmar que ndo existc
nenhuma relacdo causal entre estes aconteci-
mentos e o acontecimento 0. Diz-se que o0s
cones de luz determinam a estrutura causal
do espago-tempo.

A linha do Universo duma particula mate-
rial nunca poderd atravessar um cone de luz
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definido num acontecimento qualquer da sua
histéria. E necessario que isto seja assim pa_fa
que os objectos viajem com velocidade infe-
riores a da luz. No caso do. espago de
Minkowski esta exigéncia garante-nos que um
efeito nunca podera preceder a sua causa. No
caso geral, contudo, isto ndo é suficiente para
impedir a violacdo da causalidade. Para pre-
servar a relago -causa-efeito € indispensavel
que o futuro absoluto e o passado absoluto
sejam distintos; por outras palavras, é neces-
sario garantir que nenhuma particula possa
visitar o seu préprio passado.

Por exemplo, num espaco-tempo com a
topologia global do cilindro é natural que sur-
jam dificuldades deste tipo.

Desenhemos, numa folha de papel, um
diagrama bidimensional representando um cone
de luz num ponto O da linha do Universo duma
particula material. Se enrolarmos o papel de
modo a obtermos um cilindro, veremos que as
distancias e os Angulos s¢ mantém inalterados.

Dizemos que a superficie do cilindro ¢
localmente idéntica a superficie da folha de
papel. Contudo, a topologia global destes dois
espagos bidimensionais é essencialmente dife-
rente. Em vez da varidvel temporal, t, variar
de —ow a -4 o, t toma agora valores num
intervalo fechado. O acontecimento 0’ da
figura 5, tanto pode ser considerado como

Fig. 5 — Espaco-tempo com a topologia global do
cilindro.

pertencendo ao cone de luz do futuro de O,
como ao cone de luz do passado de 0. Neste
espaco-tempo ndo é possivel distinguir entre
passado e futuro absolutos.

Assim, um observador podera visitar o seu
passado e modifica-lo a contento.

(Continua)




