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Slmu|a¢ao de um modelo {ISICO S|mp|es
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Com a massificacio do uso de microcomputadores torna-se possivel ao entusiasta
empreender um novo tipo de experiéncias com utensilios domésticos que ndo os cldssicos fios
e roldanas, ldmpadas e pilhas, ou mesmo  diodos e transistores.

Aqui descreveremos como observar a evolugdo temporal de um importante modelo fisico
—o0 modelo de Ising — realizando uma experiéncia simulada num microcomputador (ZX Spectrum).

Introducao

O «modelo de Ising a 1D» introduzido
em 1920 por W. Lenz [1] tem a sua primeira
solugdo exacta em 1925 por E. Ising [2]
(donde o nome do modelo). O estudo exacto
da evolugdo temporal deste «sistema» deve-se
a R. J. Glauber (1963) [3].

Um dos primeiros resultados em simulagdes
em computador neste tipo de sistemas deve-se
a Ogita e outros (1969) [4]. Para uma passa-
gem em revista deste tema veja-se Binder
(1976) [5].

Se bem que Ising tenha feito o seu estudo
supondo o sistema em equilibrio, com Glauber
o sistema pode partir de um estado de néo-
-equilibrio relaxando para o estado de equi-
librio compativel com a temperatura T imposta
pelo reservatério de calor em contacto com
o sistema.

O sistema é um conjunto de «pausinhos»,
a que chamaremos spins, dispostos numa cir-
cunferéncia de forma ordenada. Spins vizinhos
interactuam entre si com uma energia —J caso
apontem para o mesmo lado, e +J caso um
aponte para cima e o outro para baixo (supo-
mos J > 0). A fim de fixarmos ideias repre-
sentaremos o estado de cada spin pela variavel
s;==1 consoante aponte para cima (4 1) ou
para baixo (— 1). O indice i=1, 2, ..., N refere
a localizagdo do spin na cadeia de N spins.

Desta forma a energia do sistema E ({s}),
para uma dada configuragio{s}={s, s, ..., sn}
no estado dos N spins, escreve-se como a
soma sobre todas as energias de interaccio
(—1Js;s;,,) entre spins vizinhos:

E{Qsh==2 Jss > ()

com Sy,.;=8,, de forma a que se feche a
cadeia linear.

Como a descric@o sugere, este modelo des-
creve, por exemplo, uma macro-molécula onde
se situam, regularmente, &tomos com momento
magnético & semelhanga de um cristal (uni-
dimensional). Tais moléculas sdo-nos oferecidas
presentemente pela Quimica e tém sido fonte
de intensa investigagdo [6]. Aplicagbes deste
modelo, e suas generalizagbes, sdo correntes
no estudo das transicoes de fase [7].

Probabilidade de Transicdo

Mesmo no equilibrio, e em consequéncia
do contacto do sistema com o reservatorio de
calor, ou mesmo do préprio acoplamento entre
spins, estes ndo estdo quietos, havendo transi-
gdoes s; > —s;. Suporemos, para simplificar,
que nio ocorrem transi¢des em simultaneo.

Tal transicdo ocorre com uma dada pro-
babilidade num pequeno intervalo de tempo At:

Wi (s;) At

No equilibrio, a probabilidade por uni-
dade de tempo de, estando o sistema no
estado {...,s;, ...}, transitar para o estado
{..., =—s;, ...}, é igual & do processo inverso:

W;(s;) exp (—BE () )=
Wi (—s)exp(—BE (=) ()

com 3~ =Ky T; Ky é a constante de Boltzmann.
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Feitas as contas com a ajuda de. (1) e (2)
tem-se

- Wi (s;) _ &xp [—BJSiksi—l+si+l )]_
Wi (—s;) exp [+ BJs; (5, +5s;11) ]

pelo que uma escolha possivel (*) para
Wi(s;) €

Wi (1) =exp (—BIS; (Siy +8141))

Simulacéo

A) O fulcro nesta questdo de executar
a simulagdo reside em, a partir do gerador
de niimeros x distribuidos uniformemente no
inervalo [0, 1] (comando RND no ZX Spec-
trum), obter uma distribuicdo de valores de
tempos de espera t(x) obedecendo a distribui¢io
dada f(t) [8, 9]. Tal é bastante simples pois
se x tem distribuigdo uniforme entio
dx=Pr(xelxo, X +dx])=
Pr(t(x) 6 ] t(x0) , t(xo+dx) ]

Logo

t(xo +dx)
dx :j f(t’) de’
t(XO)

concluindo-se que t(x) satisfaz

t(x)
X = f f(t’) dt’ 3

— 0

Como
N
W=2X W,
i=1

¢ a probabilidade, por unidade de tempo, de
ocorrer pelo menos uma transigdo, entdo a
probabilidade de ndo ocorrer qualquer transi-
¢do durante um periodo de tempo t, e que
representaremos por p(t), satisfaz a equagio:

p(t+dt)=(1—W dt) p(t)
Consequentemente

p(t)=exp (—Wt) 4

t(x)=—(1/W) Ln (1—x) &)
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como resulta de (3}. e (4) com f(t)=W p(t)
para t=0, f(t)=0 para t<0 [ f(t) dt=proba-
bilidade de a transi¢do ocorrer em (t, t--dt) ].

B) Um outro problema se coloca que é
o de localizar o spin que vai sofrer transicio
(depois de passado o tempo t calculado em (5)).
Neste caso o equivalente de p(t) é a distri-
buicio discreta

p=W/W, i=1,2,..,N;

ou seja: a probabilidade de ser o spin i a sofrer
a transicio.

Introduzindo temporariamente a probabili-
dade p,=0, resulta de simples interpretacio
de (3) que, se y tiver distribuicio uniforme,
entéo

)1 ity)
k§0 <y < k§0 P« (6)

Outro método, talvez mais sugestivo, de

obter (6) serd o de construir um segmento

. Y .
[0} ‘! 2 1:1 & j N
j=t j '
% AL X 3
K=0 K=0

Fig. 1—Disparando» uniformemente o «dardo» para
y escolhe-sc a posi¢io i com a probabilidade p,.

de comprimento 1 seccionado em segmentos
de comprimento p; como indica a figura 1:
ao «disparar-se», uniformemente, o «dardo»
para y esta-se a escolher a posi¢io i com a
probabilidade p;.

Consideragcbes Complementares

Com as consideragdes que se seguem jul-
gamos que o leitor ndo terd dificuldade em
interpretar o fluxograma da figura 2 e a lis-
tagem ‘do programa usado, apresentada em
apéndice.

(*) Possivel mas nio Unica,




i) Observemos que

Z1 8 (Sj—1 +8141) >0
W;(s)= 1 5€ S p=—8_
(Z1)—

S; (Si—1 +8i41) <0

com Z1=exp (—237J). Notemos que se T — 0,
Z1—>0ese T—> ,Z->1

ii) Com vista a poupar tempo de com-
putagdo construimos u_ma‘tabela para o célculo
do tempo. Notando que ‘

t=—1/W Ln x
=1/W (2Ln 10—Ln((Int(100x)) +¢))

com |e| < 1, entdo
t=1/W (TO—Ln n)

onde n=Int(100x)4-1 ¢ TO=2Ln 10.

MrcI0

iii) Por simplicidade optimos por um
estado inicial com s;=+1, i=1, 2, ..., N.
Outras condic¢des iniciais seriam interessantes
de analisar.

iv) Com a alteracdo de s; hd que alterar

Wisy !

Wi, =exp (—BIsiy (5] +Si+2))
=exp (— BIsizy (i +8i0+28))
=W, (Zl)SE St
v) Define-se uma fung¢do caracterizadora
do estado do sistema em fungdo do tempo t:

N
M=M(@) :(I/N)k§1 Sk -

Em resultado da alteracdo de s; temos

M’ =M+@2/N)s] .

1=1

1=l+1

)

w(r)s2) jral, .., N
S{r)=+1
M=1
P=g..
2=/
NZ2=2/N
W=NxZ1

srel, .00 ,N

Y

T8 =2xLn(18)
T{n)=Tg-Ln(n)

O——7
7

L 4
X=RND
Y=RND

Y

in=1,..., 160

Ji=N
J22

W) =1. /M)

w(J1)= = . W)=
Wl xz1 s (st W(J1)x22
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w(J2)= W(J2)=
w{42)x21 w(J2)x22
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Fig. 2—Fluxograma.
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Conclusdes

Neste caso escolheu-se estudar a evolucéo
de M(t). Outras grandezas de interesse podem

A, YR, -
O NP S P S
. .

Fig. 3—Grafico obtido para N=200 e Z1=0,999.

ser analisadas de modo semelhante: por exem-
plo, a func¢do de correlagio

Ct)=(1/N) Z5;5;, .

Tudo isto estd dependente da velocidade
do microcomputador utilizado e do tipo de
linguagem de programagdo. No caso presente,
usando um ZX Spectrum e programando em
Basic, um valor aceitavel para N =200 permite
obter com rapidez resultados interessantes.

Para temperaturas T # 0 a solugdo anali-
tica [3] prevé decaimento exponencial:

M) ~exp(—(1—y)t/a),

2

onde y=tgh (28J) e & é um factor de escala.
Este facto ¢ bem ilustrado pelo grafico da
figura 3 obtido para N=200 ¢ Z1=0,999.

Para T=0 o modelo é algo problematico
em virtude de «ocorrer» ai uma transi¢io de
fase [7].

Generalizagbes

A generalizacdo a duas ou mais dimensoes
¢ imediata e deixada a curiosidade do leitor,
De especial interesse € o caso bidimensional
pois, sendo pouco mais complicado que o
unidimensional, nido teve, até a data, solucao

2

analitica exacta e é um sistema com tempe-
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ratura de transigdo finita [7] (Z1=y2—1
para T=T,), podendo eStudar-sc 0 sistema
quer na fase ordenada, T<T., quer na fase
desordenada, T>T,.

J4 depois de termos submetido para publi-
cacgao ‘este trabalho, um «revisor cientificos» da
revista teve a gentileza de nos comunicar a
existéncia de um trabalho posterior [10] onde
o problema bidimensional é abordado de
forma comparavel, mas seguindo um método
diferente.

Apéndice
Listagem do programa em Basic para 0 ZX Spectrum:

5 INPUT «N=»; N
10 DIM W(N): DIM S(N): DIM T(100)
20 INPUT «Zl=»; Z1
30 INPUT «A=>»; A
32 PLOT 0,85: DRAW 255,0
34 PLOT 10,0: DRAW 0,175
36 PRINT AT 0,0; «M>
38 PRINT AT 12,31; «t»
40 FOR R=1 TO N
50 LET W(R)=ZI: LET S(R)=+1
60 NEXT R
70 LET P=0
80 LET 7Z2=1./Z1
90 LET N2=2./N
100 LET W=NxZ1
110 LET Wi=1/W
120 LET TO0=2xLn 10
130  FOR R=1 TO 100
140 LET T(R)=T0—Ln R
150 NEXT R
160 LET M=1.
170 REM
180 RANDOMIZE: LET X=RND
190 LET Y=RND
200 LET T=WIXT(INT(100xX)+ 1)
210 LET F=0.
220 FOR I=1 TO N—1
230 LET F=F4+WIxW(D)
240 IF Y« =F THEN LET J=I: GO TO 270
250 NEXT I




260
270
280

290

300
310
320
340

350
360

370
380
390
400
410
420
430

LET J=N

LET S(J)=—1x8(J)

IF J=1 THEN LET J1=N: LET J2=2:
GO TO 310

IF J=N THEN LET J1=N—-1: LET J2=1:
GO TO 310

LET J1=J—1: LET J2=J+1

LET W=—-W{J1)—-W(J)—-W(J2)

LET W(QJ)=1./W()

IF S()HxS(J1)>0 THEN LET W{1)=
=W 1)xZ1: GO TO 360

LET WUJ)=(1DxZ2 -

IF S(HxS(J2)>0 THEN LET W{2)=
=W({J2)xZ1: GO TO 380

LET W(J2)=W(J2)xZ2

LET W=W+W{J1)+W(J)+W(J2)
LET W1=1./W

LET P=P+T

LET M=M+ N2xS(J)

PLOT 10+P x A,Mx85 485

GO TO 180

(1]
[2]
(3]
[4]

(51

[6]

[7]

[8]

(9]

[10]
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