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UM PROBLEMA DE RELATIVIDADE
— 0 (PARADOXO0 DOS RELOGIOS) —

PAULO GALI DE CARVALHO MACEDO*

RESUMO — Pretende-se com este trabalho, mostrar a impossibilidade da resolugio
do chamado «Paradoxo dos Reldégioss no &mbito da Teoria da Relatividade Restrita.

Para tal, comega-se por enunciar o problema, que consiste no facto de dados
dois rel6gios sincronizados & partida um dos quais é embarcado numa nave espacial
enquanto o outro permanece na Terra, supondo que a nave viaja a uma velocidade
préoxima da velocidade da luz, numa viagem de ida e regresso a Terra, quando se
comparam novamente os tempos indicados pelos relégios levados para junto um do
outro, verifica-se que o intervalo de tempo medido pelos dois relégios entre a partida e
chegada do primeiro é diferente.

Em seguida a uma curta exposi¢do do tratamento do problema em Relatividade
Restrita, vulgarmente utilizado, e das opinides de alguns autores que partilham este
ponto de vista, mostra-se que o tratamento ¢ incorrecto, através do estudo da diferenca
de tempos decorridos, calculada por um terceiro observador situado num referencial inercial
e comparacio desta com a diferenca calculada pelo observador em repouso no referencial
inercial de que partiu a nave.

I — INTRODUCAO

1. O Grupo de Galileu e o de Lorentz

Constitui facto corrente o fenémeno de dilatagdo do tempo que decorre
imediatemente da substitui¢gdo na T. R. R. ** do grupo de transformagéo de
Galileu pelo grupo de Lorentz.

* Assistente do Departamento de Matematica da F. G. T. U. G.; Membro do
Centro de Investigagio Matematica Anasticio da Cunha (INIC). '
** Teoria da Relatividade Restrita.
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Dados dois referenciais inerciais S e §’ situados um relativamente ao
outro na posigdo padrao, isto é, com os eixos dos zx cg)incidentes, e estando
a origem. 0’ de S’ em movimento com velocidade ¢ relativamente a S,
temos de acordo com a Teoria da Relatividade Restrita o grupo de Lorentz:

z' 4 ot
T = :.2__
Vi-(:)
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t= ——
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(t,2,y,3) coordenadas de um acontecimento em S
(¢,2",y’,%’) coordenadas de um acontecimento em &',

2. A Dilata¢io dos Tempos

Suponhamos que temos um dado referencial §; e um outro S,, estando

S; em movimento relativamente a S, com velocidade :segundo 08 eixos
dos zx de S; e S,.

Suponhamos que num mesmo ponto do referencial §, ocorrem dois
acontecimentos, como, por exemplo, dois tic-tacs de um relégio, nos
instantes ¢, e t,. O intervalo de tempo que decorre entre estes dois acon-
tecimentos para o observador situado em S, sera Af, = t’,—1,. Mas para
o observador em §; o intervalo ndo sera o mesmo, visto que usando a trans-
formagdo de Lorentz, com #, e ¢'; os instantes correspondentes aos mesmos
acontecimentos observados por este, vira:

T ' x
t2+0? t2+V~c—2-

tl:ﬁfﬁ);’ t;=V—1T<—y (2)
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Vemos que o intervalo de tempo que decorre entre os dois acontecimentos,

quando observado pelo observador situado em S, aparece dilatado em relagéo
1

Isto é, o intervalo de tempo entre dois acontecimentos ocorrendo num
dado referencial serd minimo quando medido num referencial em repouso
relativamente a ele e serd tanto maior quanto maior for a velocidade do
referencial de onde sdo observados relativamente ao referencial no qual
ocorrem o0s acontecimentos.

At1=t_{_t1=

ao observado pelo observador situado em S; de um factor

II —ENUNCIADO DO PROBLEMA E OBJECTIVO DO PRESENTE
TRABALHO

1. O Problema

Vimos que, quando passamos a considerar a transformagéo de Lorentz,
surge-nos naturalmente o fenémeno da dilatagdo das escalas de tempo para
08 observadores em movimento. Isto é, quando temos um dado relogio
cujo comportamento é observado por dois observadores, um em repouso
relativamente a ele e outro em movimento, e dado um certo intervalo
de tempo entre dois acontecimentos coincidentes no referido referencial
(por exemplo dois bateres consecutivos das horas do relégio), o intervalo
de tempo é maior comparado com a escala de tempo respectiva para o
observador em movimento que para o observador em repouso no referencial
do relégio.

Podemos também explicar isto de outra maneira. Se definirmos o
intervalo elementar de tempo proprio entre dois acontecimentos adjacentes
no espago e no tempo para um referencial inercial qualquer, como sendo

dv=—, . (4)




7
e sendo dt’ = — 0 intervalo elementar de tempo préprio entre os

mesmos dois acontecimentos num outro referencial inercial qualquer,
dado que
ds = ds’

por ser invariante com a mudanc¢a de coordenadas, vira

PR L ST | (5)
[ (4

Isto é, o intervalo de tempo préprio entre dois acontecimentos é um
invariante: é o mesmo qualquer que seja o referencial inercial no qual
sdo feitas as medigdes. _ .

Se tomAssemos um sistema de unidades tal que nele ¢ =1, entdo

teriamos que
de? = di* —(da? + dy® + dz?)

~»3
dr

(6)

Ora, no referencial em que o relégio estd em repouso, o segundo termo
do segundo membro de (1) anula-se, conduzindo a

dr? = di? .
Por outro lado, no outro referencial temos
” ’ e
dr’® = dt’* — dr
752 ) -
com dr’ > 0; portanto, sendo dr’? = dr® vem

—23
dt’ =dt"* —dr’ , ou seja

dt < dt'. (7)

Suponhamos entdo que temos dois relogios quaisquer (de um modo geral
costuma escolher-se dois gémeos como os reldgios biologicos utilizados): um
deles é colocado num foguetdo enviado com velocidade préxima de ¢ para
um ponto qualquer do Universo (por exemplo a estrela Vega Lirae), que
em certo momento inverte o sentido da sua marcha e regressa a Terra,
enquanto o outro permanece na Terra.

A luz da Mecéanica Classica, o que deveria suceder é que o viajante
ao regressar devia ter precisamente a mesma idade do gémeo que ficou
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na Terra, dado o cardcter absoluto da nogdo da duragdo temporal, expresso
no Grupo de Galileu na equagdo ¢t =1¢. Vejamos agora o problema
4 luz da Relatividade. Segundo esta teoria, para o observador que esta na
Terra, uma vez que o viajante estd em movimento relativamente a ele, o inter-
valo de tempo que medeia entre dois pulsares do coragéo do viajante é maior
que o intervalo que medeia entre dois pulsares do seu coragdo. Isto é, para o
observador na Terra, o ritmo biolégico do viajante é mais lento do que o
dele; assim, segundo o ponto de vista do gémeo na Terra, o viajante quando
regressar 4 Terra ndo tera a sua idade, mas sera mais novo.

2. Onde Surge o Paradoxo

Estudemos agora nio o ponto de vista do observador na Terra
mas sim o do viajante. Segundo este, por razdes de simetria, quem se esta
deslocando relativamente a ele ndo ¢ o foguetdo, mas sim a Terra. Entéo
do mesmo modo que no caso anterior, o viajante dirdA que o coragdo do
gémeo que permaneceu na Terra bate mais devagar: isto é, o gémeo na
Terra envelhece menos do que ele, pelo que, quando regressado & Terra,
esperard confirmar que o gémeo da Terra serd mais novo do que ele.
E isto que constitui o paradoxo chamado dos gémeos ou dos relégios.

Pretende-se através do presente trabalho, mostrar que a resolugdo do
problema no 4mbito da Teoria da Relatividade Restrita é inteiramente
incoerente.

III — 0 TRATAMENTO USUAL DO PROBLEMA NO AMBITO DA
TEORIA DA RELATIVIDADE RESTRITA E OPINIAO DE
ALGUNS AUTORES QUE ADOPTAM ESTE PONTO DE VISTA

O primeiro autor a referir-se ao problema foi A. Einstein, logo no
artigo em que expde as bases da Teoria da Relatividade «Sobre a electrodi-
ndmica dos corpos em Movimento», no qual, baseado na dilatagdo do tempo
que acabava de expdr, prevé o que devia verificar-se com dois relégios,
quando um deles viaja e volta & companhia do outro. Nesta formulagédo
do problema, Einstein ndo se chega a aperceber da natureza paradoxal
do resultado, dada pelo facto de compararmos o ponto de vista dos
observadores solidarios com cada um dos relégios.

A formulacdo mais vulgarmente considerada, é a que utiliza por
exemplo Arzeliés no seu livro «La Cinématique Relativiste» e que podemos
descrever do seguinte modo. Consideremos dois reldgios idénticos A e B em
repouso num referencial inercial (por exemplo a Terra, que para este efeito
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é assim considerada) e que estdo sincronizados. Em seguida, vamos acelerar
o relégio A com aceleracdo y até que atinja uma velocidade ¢ em relagdo
a B e em seguida suspendamos a aceleragdo de modo que A fique animado
de um movimento rectilineo e uniforme relativamente ao referencial inercial
primitivo; finalmente, ao fim de certo tempo, vamos trazer novamente
A ao repouso em relagio ao referencial inercial primitivo (o de B).
Supomos ' que a duragdo dos periodos de aceleragdo é desprezavel rela-
tivamente a duragdo dos periodos em que A tem movimento uniforme.
Em mecénica classica, quando o relégio é trazido ao repouso no ponto
de partida, ndo marcard um intervalo de tempo diferente do marcado pelo
relégio em repouso nesse ponto pelo que ji vimos, mas em mecdnica
relativista, ndo se passa o mesmo: «O relégio A atrasa-se constantemente
em relacdo ao relégio fixo e quando os dois relégios voltam de novo ao
repouso relativo,aquele que se deslocou em relagdo ao sistema préprio esta
atrasado relativamente ao relégio fixo B».

O atraso ¢ dado por AT = Tz — T, . Pela transformacdo de Lorentz
ja vimos que se chega & conclusdo de

Ty=TpJ1—p, (8)
(4
com 3 ="
Donde
Tp—T4=Tp— Tp)l —p* =
- TB(i_]/i—;az)
ou

AT = TB(i—]/i—Bﬁ). 9)

Para velocidades suficientemente pequenas, podemos fazer um desenvolvi-
mento em série desprezando os termos de ordem superior a segunda:

ou, ainda,

Jr=F=t—yg (10)




Quer dizer

2

ou -

2

AT = Ty | (11)

Se a distdncia percorrida ¢ 2! (medida por B), entdo

!

AT = —. (13)

E, mais adiante, afirma: «Dois relégios idénticos sdo comparados em
épocas diferentes no mesmo sistema. Nos instantes em que sdo comparados
estdo em repouso e verificamos que o seu comportamento foi diferente -—néo ha
reciprocidade —isto é, dois acontecimentos que se produzem no mesmo ponto
sdo separados por intervalos de tempo diferentess. E, na sequéncia, disto
escreve: «Parece que chegamos assim a um resultado contraditério com o prin-
cipio de relatividade; a experiéncia parece com efeito permitir decidir, qual
dos relégios esteve em movimento (e é ai que reside o paradoxo). Na reali-
dade, a experiéncia permite apenas saber qual dos relégios esteve sempre
em repouso num referencial inercialy.

Expde o autor em seguida varias notas em que explica algumas objecgbes
que se podem levantar. Assim afirma que « papel da aceleragdo é funda-
mental em Relatividade Restrita, porque é ela que modifica a marcha do
relégio A e é por isso que o raciocinio reciproce néo é verdadeiro, visto
que B ndo sofre nenhuma aceleragio, ndo se tomando contudo em conta
o efeito da aceleragdo no calculo porque o seu periodo de duragéo é curton.
Isto 6, a velocidade de rotagio dos ponteiros do relégio varia muito,
mas como o intervalo de tempo em que isto se d4 é muito pequeno, a sua
posi¢do praticamente ndo varia.

claro que quando este resultado se aplica a seres humanos, por
exemplo quando se substituem os relégios A e B por dois gémeos — admi-
tindo que o préprio ser humano é um relégio biolégico — chega-se & concluséo
que o gémeo que fez a viagem de ida e volta deve regressar mais novo que
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o que ficou na Terra, dependendo a diferenga de idades da velocidade de
um viajante em relagdo ao outro e da duragdo da viagem.

Posigéo semelhante & acabada de expor é defendida por Max Born no
seu livro (Teoria da Relatividade de Einstein». Refere que «se a marcha
dos relégios for perturbada pela aceleragdo, esta acgdo pode manter-se
suficientemente pequena tomando uma duragdo da viagem suficientemente
longa para que a possamos desprezar». Em seguida, considera a objecgdo
da reciprocidade do problema que resulta de ao admitirmos os dois
observadores como equivalentes, tomando o ponto de vista do viajante
baseado apenas na Relatividade Restrita, chegarmos a um resultado
incompativel com o primeiro: isto é, para este observador quem estaria
mais novo seria o gémeo que ficou na Terra visto que para ele é a Terra
que se desloca relativamente a ele e, portanto, o tempo passa mais depressa
no referencial dele do que na Terra. Responde deste modo a esta objecgdo:
«Assim pensam os espiritos superficiais. O defeito deste raciocinio vé-se
imediatamente. O principio da relatividade ndo envolve sendo sistemas
animados de movimentos rectilineos e uniformes uns em relagdo aos outros;
e sob a forma que foi exposta ele ndo é aplicavel aos sistemas acelerados.
Ora o sistema do viajante é acelerado e portanto néo é equivalente ao outro
que ¢ um referencial inercialy. Deste modo, o ponto de vista do gémeo
viajante, é totalmente ignorado.

Schild, considera que o problema s6 é paradoxal na medida em
que vem alterar os nossos habitos de pensamento e compara-o ao problema
dos antipodas, afirmando: «Muitos fisicos consideram que este paradoxo s6
pode ser resolvido com a Teoria da Relatividade Geral. Encontram nisso
grande conforto porque nada sabem de Relatividade Geral e sentem que nédo
se devem preocupar com o problema até que decidam aprender Relatividade
Geral. No entanto eles estdo muito enganados. O efeito dos gémeos, é certa-
mente um efeito de ordem de grandeza que consideramos pertencer ao dominio
da Relatividade Restrita. O paradoxo portanto pode e deve ser reoslvido
no Ambito desta Teoria». Podemos dizer que Schild considera que nenhum
efeito fisico de acelragdo sobre os relégios pode mudar o facto de existéncia
do «efeito dos gémeos».

E esta também a posicio manifestada por Brotas no seu artigo
«O Paradoxo dos Gémeos e Tempo Formal. Do mesmo modo que Schild,
este autor considera que o efeito ndo pode ser devido as aceleragdes apenas,
e afirma: «O atraso do relogio do observador em movimento rectilineo e uni-
forme num referencial e o atraso do reldgio do observador que sofre inversio
de marcha e volta ao ponto inicial, um e outro sio efeitos relativistas devidos
a velocidade».

R. Romer ao referir a objeccdo da reciprocidade realga a posigdo
privilegiada dos referenciais inerciais. Afirma nomeadamente: «Quando A
(o viajante) compara a sua idade com a de B no fim da viagem,
existe um efeito observavel; nio pode haver desacordo entre A e B
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acerca de quem ¢ mais novo». Quanto a uma segunda objecgdo vulga-
rmente levantada, que consiste em afirmar que o problema nfo pode ser
resolvido no ambito da Teoria da Relatividade Restrita, visto um dos
gémeos sofrer aceleragdes que vdo alterar os resultados, o autor considera
a questdo mais dificil de resolver afirmando: «Alguns proponentes deste
tipo de argumento consideram que o tratamento adequado do problema
deve ser dado usando apenas a Teoria da Relatividade Restrita, mas
somente se os tempos de aceleragdo sdo considerados tdo pequenos que
se podem desprezar. N&do é claro o que se pretende significar por «téo
pequenos que sejam desprezaveis» e, de facto, os tempos de aceleragdo néo
necessitam de ser pequenoss.

IV—0 NOSSO PONTO DE VISTA. DEMONSTRACAO DE QUE A
ABORDAGEM DO PROBLEMA EM RELATIVIDADE RESTRITA

-

E INCOERENTE.

Verificou o leitor, com certeza, no decurso do que ja passamos em
revista acerca do tratamento do problema no &mbito da Teoria da Relati-
vidade Restrita, que a maioria dos diversos autores que abordam deste
modo o problema, nfio tomam conta, nem dentro deste &mbito o podiam
fazer, o ponto de vista do observador viajante. Baseiam-se no facto de
o referencial em que ele estd em repouso ndo ser sempre um referencial
inercial por virtude das aceleragdes sofridas por este observador na inverséo
de marcha 4 partida e & chegada, e, portanto, néo ser aplicavel neste caso
a citada teoria. Baseiam-se portanto estes autores na inequivaléncia dos
dois referenciais.

Neste paragrafo, pretendemos em nossa opinidio mostrar que este
tratamento do problema leva a resultados contraditérios, ndo resolvendo
portanto o paradoxo. Para isso vamos considerar trés observadores ligados
a trés referenciais «, 8 e y nas seguintes condi¢bes. Os referenciais 3 e y
sdo respectivamente os referenciais em que se encontram em repouso o
observador que permaneceu na Terra (A) (gémeo 2) e o viajante (gémeo 1),
que relativamente a este se desloca até um ponto B com velocidade Fe,
invertendo o sentido do seu movimento, volta com velocidade ?novamente
até A. Vamos, portanto, supor que o referencial « é tal que ¢ inercial e
coincide (desprezando a aceleragdo inicial) com o referencial ¥y no trajecto
inicial até ao inicio da aceleragdo para a inversdo de marcha, estando,
pois, a origem do referencial « animada de uma velocidade ¢ relativa-
mente ao referencial 3.
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Fig. 2

Vejamos entdo qual o ponto de vista do observador situado em «
sobre o que se passa com os gémeos 1 e 2 e comparémo-lo com o ponto de
vista do observador situado em 3§, no qual o gémeo 2 estd em repouso.

a) Vejamos em primeiro lugar o que se passa com o gémeo 2. Seja A,
o intervalo de tempo que mediou entre a partida e a chegada para
o gémeo 2 segundo o ponto de vista do observador em repouso em J;
e At'y o intervalo de tempo que mediou entre a partida e a chegada para
0o gémeo 2 segundo o ponto de vista do observador em repouso em o;
suponhamos que d ¢é a distincia entre A e B medida no referencial 3.
Entéo:
ay =22, (14)

e, por outro lado, como j& vimos, quando deduzimos a férmula da dilatagéo
do tempo,
Aty 2d

Tyi—p, g’ (15)

At'y

em que

b) Vejamos agora o que se passa com o gémeo 1. Seja Af o tempo
* que mediou entre a partida e a chegada para o gémeo 1 segundo o ponto
de vista do observador em repouso no referenrencial §; e At'; o tempo
que mediou entre a partida e a chegada para o gémeo 1 segundo 0 ponto
de vista do observador em repouso em a.
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Como j4 foi visto no decurso-da discussdo anterior
Aty = A, T—p? .

Por outro lado se for ¢’ a velocidade de y relativamente a « na segunda
parte do processo, isto é, no regresso,

20
'l___o’__i_i_gz__ B ‘
F=r=" “iyp (16)
e, portanto,
, _ d 7
At1=7[1/1—sz +V<1—;32)<1——s2>]=
_d (17)
— T (1)
Consequentemente
;A —__‘7< (1+B)(1—@)>
Aty =— ]/1 B 1+—_———1+B2 .
Verifica-se, pois, que
AT — AT #0,
ou seja
AT # AT'. (18)

Assim, usando o tratamento baseado na Teoria da Relatividade Restrita,
obtemos a conclusdo paradoxal de dois observadores em repouso em refe-
renciais inerciais chegarem a resultados diferentes e, portanto, incompativeis,
acerca da diferenca de idades dos dois gémeos. Vemos assim que ha
necessidade de utilizar outro tratamento para resolver o problema.
A explicagdo para este resultado paradoxal, a que chegdmos, reside nos
efeitos que decorrem do facto do gémeo viajante sofrer aceleragdes, o que
torna necessério proceder a um tratamento mais geral do problema baseado
na Teoria da Relatividade Geral, que nos permite comparar os pontos de
vista — neste ambito equivalentes — dos dois gémeos & luz dessa Teoria.

De entre os tratamentos realizados com base na Teoria da Relatividade
Geral, parecem-nos correctos os feitos por Moller e Tolman, para os quais
me permito remeter os interessados neste problema.
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