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1. Introducédo

E bem conhecido o enunciado elemen-
tar do principio de Arquimedes sobre a
a impulsio, bem como a sua demons-
tragio baseada na consideragio de um
fluido em equilibrio, no qual se isola con-
ceptualmente uma porgdo com um volume
V e superficie ¥, de escolha arbitraria;
as forgas de pressdo exercidas sobre 3
pelo fluido restante, com resultante I
(fig. 1a), equilibram necessariamente o
peso P, da porgio de fluido considerada
(I=Py.

Substituindo a porgdo de fluido con-
siderada por um corpo com o mesmo
volume V e superficie ¥ (fig. 1b), as
forgas de pressdo exercidas sobre esta
continuam exactamente as mesmas, uma
vez que o fluido exterior «ignora» o que
esta no interior de X. A tunica diferenga
¢ que em vez do peso P, teremos de
considerar o peso P do corpo; a forga
resultante (F) sera entdo:

F=P—IO=P—P0.

Daqui que todo o corpo mergulhado num
fluido em equilibrio sofra da parte deste

uma impulsdo vertical (I) dirigida de
baixo para cima e igual ao peso do vo-
lume de {luido deslocado (I=1I;,=P;
principio de Arquimedes). Observe-se que
este principio deve a sua origem 2 exis-
téncia da gravidade, deixando portanto
de ter sentido em regibes onde esta se
nio faz sentir. Os termos «vertical> e
«peso» que figuram no enunciado sio
meros reflexos deste caracter restricto.

Trata-se de uma demonstragéo do tipo
macroscopico, onde nédo se levanta o pro-
blema de conhecer a origem fisica da im-
pulsdo. A simplicidade do enunciado e a
sua aplicabilidade imediata a casos da
observagio quotidiana nio exigem, do
ponto de vista pratico, quaisquer trata-
mentos mais complexos deste principio.
No entanto, julgamos haver muito valor
formativo numa interpretacdo deste prin-
cipio a luz de um modelo atomistico da
matéria, porque tais interpretacbes tra-
zem sempre uma maior clarificagio dos
fenomenos fisicos em jogo, contribuindo
para uma compreensdo mais profunda e
intelectualmente mais satisfatéria da rea-
lidade. Por simplicidade de tratamento,
consideraremos aqui apenas o caso de
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um corpo mergulhado num fluido gasoso
em equilibrio a uma temperatura cons-
tante T (valor absoluto).

2. Nogdes elementares sobre teoria ciné-
tica dos gases

Numa interpretagdo atomistica, um
fluido gasoso nio é mais do que um
agregado de moléculas (ou apenas dtomos)
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percorre livremente uma distdncia média
de cerca de 1000 A° antes de colidir com
uma outra molécula do gis; esta distan-
cia média, caracteristica de cada gis e
dependente da sua pressio e tempera-
tura, recebe o nome de livre percurso
médio, representando-se aqui pelo sim-
bolo 2.

A energia cinética das moléculas de
qualquer gas € tanto major quanto mais
elevada for a sua temperatura T, po-

Forcas de pressao

a

Fluido em equilibrio”

—_\

Forcas de pressao

b

Fig. 1 — a. Fluido em equilibrio; I, representa a resultante das forcas de pressio exercidas sobre Z;

P, é o peso da porgio de fluido isolada conceptualmente.

b. Quando se substitui a superficie

conceptual = pela superficie 2 de um corpo real, nio se alteram as forgas de pressio
exercidas do exterior sobre Z.

em incessante movimento de agitagdo tér-
mica e suficientemente afastadas umas
das outras para que se possam consi-
derar livres na maioria do tempo. Por
exemplo, no ar a temperatura e pressio
normais ha cerca de 10" moléculas em
cada cm?, distando uma das outras cerca
de 30 A° em média; esta separagdo é
muito superior a dimensdo linear das
proprias moléculas em causa (-3 A°).
Quanto ao movimento, e ainda nas con-
di¢coes normais admitidas, cada molécula
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dendo mostrar-se que, em média,

(» (1/2) - m2=(3/2)-~£T

onde m é a massa de uma molécula, v
um valor médio da sua velocidade e 4
uma constante universal (constante de
Boltzmann, #=1,38.10"%erg. K™).

Que acontece se mergulharmos um
corpo no seio deste fluido? Como ¢é de
esperar, as moléculas do gas, no seu mo-
vimento incessante de agitagdo térmica,
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acabario por chocar muitas vezes com
as paredes do corpo, originando cada
choque uma pequena for¢a elementar di-
rigida do géds para o corpo; a pressdo
habitual p ndo € mais do que o resultado
da sobreposi¢cdo destas pequenas forgas
elementaies, referidas 4 unidade de 4rea
da parede do corpo. Em média, e para
um dado elemento de superficie, havera

“tantas moléculas que nele embatem

vindas da «direita» como da «esquerda»,
pelo que a forga de pressio resultante
terd a direc¢do da normal ao elemento
de superficie, qualquer que seja a orien-
tagio deste no espaco.

De que dependera esta pressio p°?
Como € 6bvio, sera tanto mais elevada
quanto maior for o nimero de moléculas
que chocam na unidade de tempo com a
unidade de superficie considérada, nimero
que € proporcional a concentragdo # de
moléculas junto a superficie e a sua
velocidade v; por outro lado, p sera
tanto maior quanto mais elevada for a
impulsio (mv) das moléculas ao dirigi-
rem-se para a parede do corpo. Um cal-
culo rigoroso confirma estas afirmagdes,
mostrando que:

(2) /5=(1/3)-nv-mv=%nmzﬂ.

Como, por (1), a energia cinética s6 de-
pende da temperatura, segue-se que a
pressio depende em ultima andlise da
concentragio de moléculas # e da tem-
peratura T do gas:

3) p=2/3)-n-(1/2)mov2=
=(2/3)-n-(3/2)kT=unkT.
3. Interpretagio microscépica do prin-
cipio de Arquimedes

3. 1. Aspectos qualitativos

De posse destes conhecimentos, vol-
temos novamente ao principio de Arqui-
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medes, considerando por comodidade o
caso de um corpo de forma cilindrica
mergulhado verticalmente num fluido ga-
soso 4 temperatura T. A existéncia de
uma impulsdo vertical, dirigida de baixo
para cima, significa que a pressfo sobre
a base inferior é maior que a pressido
exercida pelo fluido sobre a base supe-
rior; estando o gds 4 mesma tempera-
tura T em todos os seus pontos, € 6bvio
(expressdo 3) que a diferenga de pressoes
entre as bases s6 pode resultar de uma
diferenga na concentragio » das molé-
culas do gas, devendo haver necessaria-
mente um maior nimero de moléculas
junto da base inferior. Porque?

Precisamente porque as moléculas do
gas estdo sujeitas a acgdo da gravidade,
que produz nelas acelera¢des descenden-
tes segundo a vertical que levam 2 sua
gradual acumulagio nas regides de menor
altitude. Porém, esta acumula¢io ndo
continua indefinidamente, porque o efeito
da gravidade comega a ser cada vez mais
contrariado pelos choques das moléculas
que descem com as que estio ja nas
camadas subjacentes. Estes choques ori-
ginam portanto um fluxo molecular ascen-
dente que se vai opor ao fluxo descen-
dente devido a gravidade. Claro que se
atinge finalmente uma situagdo de equi-
librio quando estes fluxos se tornam
iguais.

Tentemos por estas ideias em termos
mais objectivos, comegando por supor que
nio ha diferengas de concentragio no seio
do gis (A#=0), nem na ac¢lo da gra-
vidade: cada molécula esta entdo apenas
sujeita aos choques com outras moléculas
do gas. Por ser T =const. e An=0, ha,
em média, uma completa simetria do gas
a volta da molécula considerada, pelo que
se compensardo os efeitos dos seus cho-
ques sucessivos. Por isso a velocidade de
agitagdo térmica v (ou «molecular») im-
posta pela temperatura do gas terd uma
direcgdo e sentido variando frequente e
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caoticamente no tempo (devido aos cho-
ques), de tal modo que ao fim de um
elevado numero de colisGes a molécula
tem uma grande probabilidade de se con-
servar ainda na mesma regido inicial do
géas. A temperatura confere portanto uma
velocidade de agitagiio molecular v, mas
nio confere uma velocidade de arrasia-
mento da molécula em qualquer direcgdo
e sentido particulares. A velocidade mo-
lecular v depende apenas da tempera-
tura T e da massa m de cada molécula
(1/2 -mv2=3/2.%T), apresentando valo-
res muito elevados 4 temperatura am-
biente; por exemplo, para o caso do ar
nas condi¢cdes normais, v (0,)=480m/s e
v(Ng)=b51dm/s.

3.2. Fendmenos de arrastamento e di-
fus@o no seio de fluidos gasosos

@) Vejamos agora o que acontece
quando estd presente a ac¢do da gravi-
dade, mas nfio ha inicialmente diferencas
de concentragio no seio do gas (An=0):
cada molécula adquire entdo uma acele-
ragio g segundo a vertical e no sentido
descendente. Se s6 existisse uma molécula,
esta aceleracdo produziria uma velocidade
de arrastamento (sobreposta a velocidade
molecular v) aumentando indefinidamente
no tempo. Havendo outras moléculas no
gas, esta velocidade nfo cresce indefini-
damente, porque quando a molécula em
causa percorre uma distincia da ordem
do seu livre percurso médio 1 colide com
uma molécula vizinha. Como =103 A0
para os gases nas condigbes normais de
pressdo e temperatura e a velocidade mo-.
lecular tem valores da ordem de 500 m/s,
segue-se que o «tempo de vida média» (1)
durante o qual a molécula considerada se
desloca em voo livre (isto é, sem chocar)
é da ordem de

103 A0
500 m/s

r=t =923 100,
v
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Em tfo curto intervalo de tempo a molé-
cula considerada nfo podera ter adquirido
velocidade de arrastamento apreciavel no
sentido descendente, pois

gt=2. 10_9m/s

que ¢ um valor insignificante quando
comparado aos valores tipicos da veloci-
dade molecular imposta pela agitagdo
térmica, da ordem das centenas de m/s
como vimos.

Sendo os efeitos dos choques perfeita-
mente aleatorios, a molécula considerada
perde, em média e ao fim do tempo =,
a velocidade de arrastamento adquirida
desde a ultima colisdo, recome¢ando. em
seguida um novo ciclo de aceleragio sob
a acgdo da gravidade; diz-se que a molé-
cula perdeu a «memodria», pois a direcgéio
da sua velocidade apds o choque nfio con-
serva qualquer relagio com a sua direcgéo
antes do choque.

Calculemos agora a distancia média
de arrastamento, << Z >, percorrida se-
gundo a vertical pela molécula conside-
rada, entre duas colisdes sucessivas;
< Z > sera a média das diferentes dis-
tancias Z; de arrastamento na vertical
percorridas pela molécula entre as varias
colisGes sucessivas:

Zy+Zyer + Zy

A
< L> N

Designemos por A o intervalo de tempo
que medeia entre a colisdio de ordem
({—1) e a colisio seguinte (¢); como
entre colisdes a molécula estd apenas
sujeita a acgdo da gravidade e esta tem
sempre a mesma direcgfo e sentido, tere-
mos um deslocamento na direcg¢io vertical
dado por
AZ;=(1/2)- g (At

donde

2L AL+ AR
<_Z>=(1/2)-g-Atl+ 12;1' TAN

=(1/2)- g - <A2>,
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O valor médio dos quadrados dos tempos
A¢; entre colisdes sucessivas da molécula
considerada, < A#2>, estd intimamente
ligado ao valor médio dos fempos. At
entre colisdes sucessivas, <Az> (=r7),
podendo mostrar-se que

<AL>S =2 <At>2

=212,

Introduzindo este resultado na expressio
de <AZ> temos,

<AZ>=—;—g-212£—g1-<At>.

Vemos que tudo se passa como se a ace-
leragdo da gravidade conferisse as molé-

‘culas uma velocidade média de arrasta-

mento constante (#) de valor u#=gr;
ao tim de um tempo ¢ suficientemente
longo relativamente a + podemos dizer
que a molécula considerada percorreu
uma distdncia Z dada por:

L=u.t=g.v.1.

A figura seguinte ilustra o efeito de
arrastamento devido a g, que acabamos
de calcular.

Atendendo a que todas as moléculas
estdo sujeitas a4 accdo da gravidade, e que
ha » moléculas por unidade de volume,
é facil concluir que o numero médio de
moléculas que atravessam, na unidade
de tempo, um elemento de superficie S
num plano horizontal é dado por:

d N
S =Sngr.
<a'l )g(n

Se sé existisse a gravidade (An=0)
haveria portanto o estabelecimento de
um fluxo continuo de moléculas no sen-
tido descendente com o valor dado pela
expressdo supra. Na pratica, este fluxo
niao pode manter-se, pela simples razdo
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de originar uma progressiva acumulagéo
de moléculas nas regiGes a baixa.altitude
e uma consequente rarefacgio de molé-
culas nas regides superiores; estas dife-
rencas de concentragdo (A#x) originam
um fenémeno de difusdo no sentido as-
cendente que tende a contrariar a acgido

0

Fig. 2 — a, Movimento de agita¢io molecular na
auséncia de forgas externas. 6. Movimento de
arrastamento de uma molécula, produzido pela
aceleracio da gravidade e sobreposto ao seu
movimento de agitacio molecular. Ao fim de N
choques a molécula desloca-se na vertical de
uma distincia média N-<s5>, com <g> =

=gT.-T=g:2,

da gravidade, estabelecendo-se o equili-
brio ao fim de um tempo caracteristico
para cada gas. Antes de tratarmos do
equilibrio entre os dois fluxos antagé-
nicos, sera conveniente considerar com
mais detalhe o fenémeno da difusio.
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6) Por comodidade de tratamento
supomos que ndo ha agora a acg¢do da
gravidade, mas apenas diferengas de con-
centragdo de moléculas segundo a vertical
(dn/dz=~0); quanto a temperatura T,
supomo-la constante erm todo o fluido
gasoso. O nimero de moléculas que
passam, na unidade de tempo e no sen-
tido ascendente, através de um elemento
de superficie horizontal S e a altitude
2 € proporcional a concentragio » de
moléculas, a sua velocidade molecular v
e, naturalmente, 4 d4rea S da superficie
considerada:

<_a_’i> =const.n-v-.S.
dt /4

Em que ponto devemos tomar o valor
de #? Precisamente a cota z correspon-
dente a posigdo da superficie S? E claro
que ndo, pois as moléculas que atra-
vessam a superficie vém de posi¢des que
distam da superficie cerca de 1; em pri-
meira aproximagio, poderemos tomar #»
calculado a cota (¢—%2), onde ¢ € um
factor da ordem da unidade:

<ﬂ> ==const. n(z—1).v.S.
dat /4

Do mesmo modo poderemos calcular o
nimero de moléculas que atravessam,
por difusio, o elemento S, vindas das
camadas superiores:

<-‘ili> =const. #(z+L%4)-v.S.
dt /,

O numero de moléculas que efectivamente
passam, por difusdo, de baixo para cima,
na unidade de tempo ¢ dado por:

ANy ANy (N
<df (1) <di>1 <di>¢
=const.v-S - [n(z—LA)—n(z+ 5.
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Desenvolvendo
n(@—LtN)=n(e)—tidn/dz+ .-
niz+iN=n@)+i3dn/dz 4 ..

temos,

<ﬁ> =const.}-2.S. <— 1"—) .
at Jaw dz

Um calculo rigoroso mostra que a cons-
tante de proporcionalidade vale 1/3,

donde:
at d(t) 3 dz

Usa-se o indice 4 nesta expressio para
distinguir este fluxo de difusdo no sen-
tido ascendente do fluxo de arrastamento
no sentido descendente causado pela gra-

vidade :
<ﬂ> =Sngr.
at /e

¢) Para um fluido em equilibrio, estes
fluxos tornam-se iguais, podendo escre-
ver-se:
Lsio(=2"\_sug-.
3 az

Como A=97, podemos simplificar esta
expressédo, obtendo

3 < dz o

e como (1/2)m v2=(3/2)£2T temos ainda:
dnjn=—(mg/kT) dz.

Esta expressdo diz-nos que num gds em
equilibrio tem de haver uma diminuigio
relativa da concentragfio das suas molé-
culas (dn n < 0) com o aumento da alti-
tude (dz > 0), tanto maior quanto maior
for a massa das moléculas e menor a
temperatura do gas.
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3. 8. O principio de Arquimedes

Consideremos um corpo cilindrico
mergulhado verticalmente num fluido ga-
soso, estando este em equilibrio; seja S
a 4drea de cada base do cilindroe dz a
altura. As forgas de pressdo exercidas
pelo gis sobre as duas bases do cilindro
sio diferentes, valendo

ple+dz)S=f(z+dz)=n(z+dz)-£T.S
p()-S=fie)=n(z)-£T.S.

A forca de impulsdo resultante vale por-
tanto

I(t)=rfi@—fi(z+ d2)
=k TS[n(z)—n(z-+ d2)]
=~-TS(—dn/dz)-dz.

Mas, como vimos, para um gis em equi-
librio verifica-se que

(—dnldzy=(mg|kT) n,
donde :

[(t))=_TSmglkT)ndsz=
=(mg)-(Sdz-n).

Atendendo a que m g representa o peso
de cada molécula do gase (Sdz-n) re-
presenta o numero de moléculas de gis
contidas num volume igual ao do corpo
(Sdz), concluimos que a forga de impul-
sio é igual ao peso do fluido deslocado
pelo corpo, que é afinal o principio de
Arquimedes.

Usamos nesta demonstragio, por sim-
plicidade, um corpo de forma cilindrica;
notemos contudo que se o corpo ndo tiver
esta forma, é sempre possivel decompé-lo
em volumes elementares cilindricos e
aplicar a cada um deles o raciocinio
atras referido.

Referimos também que n#o se fez
intervir na demonstragio apresentada a
accio das forgas exercidas pelo fluido
sobre a superficie lateral do cilindro;
é facil ver que estas forgas se compensam
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em pontos diametralmente opostos, por
nio haver diferencas de concentracgio de
moléculas em cada plano horizontal.

Por ultimo:chamamos a atencgéo para
o facto de a justificagio microscépica

p (z+dz)

X%

N

L.

TTITT

z p(z)

Nivel de referéncia

apresentada se basear num modelo ato-
mistico particular de um estado também
particular da matéria — o dos gases per-
feitos. Se quiséssemos interpretar micros-
copicamente o principio de Arquimedes
no caso dos fluidos liquidos, teriamos de
usar um modelo atomistico diferente, que
fosse capaz de descrever com boa aproxi-
macdo o comportamento dos liquidos em
causa. E este o preco (redugio da genera-
lidade dos tratamentos) que se tem de
pagar em geral nas interpretagdes micros-
cOpicas, em troca de uma maior pene-
tragdo no detalhe dos fenémenos fisicos
em jogo.
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