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Uma experiência elemeniar evidenciando os efeitos 
macroscópicos da quantificação da energia

por J. A. Bessa M. Sousa

(Laboratório de Física da Faculdade de Ciências do Porto)

A ideia da quantificação1. ou a criação de condições muito especiais 
na matéria em observação, como o seu 
arrefecimento a temperaturas muito bai­
xas, da ordem de alguns Kelvin(*).

Daí que quando se fala em experiências 
sobre quantificação ocorram ao espírito 
ideias como espectroscopia atómica, para 
verificar a quantificação da energia nos 
átomos; efeito fotoeléctrico, para verificar 
a quantificação da energia nos campos elec- 
tromagnéticos; supercondutividade, para 
se observar uma quantificação do fluxo 
magnético em unidades y0; etc. Pode pois 
ficar a impressão de que a quantificação 
é algo de «especial» na matéria que só 
pode ser detectado por meio de delicados 
métodos experimentais.

E nosso propósito chamar a atenção 
para o facto de a quantificação poder tam­
bém estar à vista em manifestações ma­
croscópicas correntes, como, por exemplo, 
no comportamento da radiação existente 
no interior de uma simples fornalha fecha­
da e aquecida, que só pode ser explicado 
em termos da quantificação da energia; em 
condições favoráveis, os efeitos da quan­
tificação manifestam-se exuberantemente 
mesmo nas condições normais de pressão 
e temperatura, e em grandezas tão fami­
liares como os calores específicos dos sóli­
dos. Será a este último caso que dedica­
remos a nossa atenção daqui em diante.

A ideia da quantificação veio a reve­
lar-se uma das mais fecundas no campo 
da Física, tornando-se relevante para a 
compreensão de um elevado número de 
fenómenos físicos, dos mais diversos. Na 
sua generalidade e num sentido lato, a 
quantificação abrange não só a própria 
matéria, nos seus átomos e parjtículas 
constituintes — os quanta de matéria — 
mas ainda a energia, constituída por cor­
púsculos energéticos — os quanta de ener­
gia— a carga eléctrica, um múltiplo in­
teiro do valor absoluto da carga e do 
electrão, e até o próprio fluxo magné­
tico, que se pode apresentar quantificado 
em termos de um fluxo elementar 
— o quantum de fluxo magnético. A quan­
tificação está assim ligada à natureza dis­
creta das grandezas físicas e ao carácter 
atomístico da sua estrutura intrínseca.

Devido à extrema pequenez dos quanta 
acima referidos (a massa m dos átomos 
oscila entre ~10_24g e ~10~21g, os quanta 
de energia correspondentes, por exemplo, 
à luz visível têm valores da ordem de 
IO-19 joule, a carga do electrão vale ape­
nas ~ 10-19 coulomb e o quantum de fluxo 
magnético é da ordem de 10-15 weber) a 
natureza discreta do mundo físico passa 
muitas vezes despercebida nas suas mani­
festações macroscópicas. Por isso uma 
grande parte das experiências sobre quan­
tificação envolve aparelhagem complexa

<Fo

(#) O Kelvin é a designação actual para a 
antiga expressão «grau Kelvin».
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tório harmónico, uma vez que a sua posi­
ção de equilíbrio corresponde a um mínimo 
da sua energia potencial U; para peque­
nos afastamentos do átomo em relação a 
esta posição (afastamentos segundo o eixo 
dos x, por exemplo) esta energia pode 
escrever-se na forma

2. A quantificação da energia nos sólidos

Seguindo Mendelssohn (1), diremos que 
um sólido é constituído por átomos dis­
postos ordenadamente numa rede crista­
lina, na qual cada átomo é mantido na sua 
posição pelas forças de interaeção com os 
átomos vizinhos. Nesta posição cada átomo 
pode ainda mover-se (até certo ponto), 
embora não tão livremente como o fazem 
os átomos de um gás ou líquido.

Num modelo grosseiro, podemos ima­
ginar um cristal como constituindo uma 
estrutura regular de esferas rígidas liga­
das umas às outras por pequenas «molas», 
como se mostra na figura 1, na qual 
cada mola pretende representar as forças

U(x)=U( + x +
*=0

d2U ■^<0) + {1 X2+ ••+ — X •
21 ÒX2 x=0

visto que (dU/dx)x=0 = O (trata-se de um 
mínimo de £/); « é uma constante igual 
a (d2 U/d x2)x=0, tendo-se desprezado ter­
mos de ordem superior à de x2. Daqui 
deduz-se o valor da força a que fica su­
jeito o átomo,

òUf*-- = —ar.d x

Trata-se de uma força quase elástica, que 
conduz a um movimento vibratório har­
mónico de frequência v dada por

v = (1/2tc)i/xjm.

Num cristal real todos os átomos vibram 
constantemente em volta das suas posições 
de equilíbrio, e este movimento representa 
afinal uma medida da temperatura. Com 
efeito, mostra-se na Mecânica Estatística 
Clássica (2) que a energia média de vibra­
ção por átomo, < s >, é dada neste caso

Fig. 1 — Rede cristalina em que se representam 
por molas as forças de ligação entre átomos 

vizinhos.
por

<e>=KTde ligação entre os átomos vizinhos. Se, 
neste modelo, deslocarmos um dos átomos 
de uma pequena distância em relação à 
sua posição de equilíbrio, e depois o dei­
xarmos livre, ele vibrará sob a acção das 
forças elásticas.

Em primeira aproximação o movimento 
de cada átomo pode considerar-se vibra-

(1)

onde K é a constante de Boltzmann 
(ÁT=l,38x IO'23/-°K~') e T a tempera­
tura absoluta a que se encontra o sólido.

Até aqui restringimos a nossa atenção 
ao movimento segundo um só eixo, mas 
na realidade cada átomo pode vibrar se-
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gundo três direcções distintas, obtendo-se 
então,

probabilidade (./„) de possuir uma ener­
gia e„,

= Af^KT<s> = SJfiT7\(2) (5) P.

Para um sólido com N átomos, teremos 
portanto de fornecer a seguinte energia de 
vibração para o levar à temperatura T,

quando o sólido está em equilíbrio termo 
dinâmico à temperatura T. Como é certo 
que cada átomo se encontra sempre num 
dos seus estados possíveis, a soma das 
probabilidades pn correspondentes a 
todos os valores possíveis da energia e„ 
(» = 0,1, • •

E= <s> • N=3KT- N(3)

donde se tira que o calor específico molar 
do sólido vale (a volume constante)

) é igual à unidade,oo’ >
00

2A* = 1dE 3 N0 K= 3 R(4) G n = 0molar
dT

condição que conduz ao seguinte valor 
de A:onde pusemos N=N0 = n.° de Avogadro, 

e R é a constante dos gases perfeitos 
(=8,314 J. mole-1). Todos os sólidos 
têm pois o mesmo calor específico molar. 
Esta é a célebre lei de Dulong e Petit a 
que obedecem, à temperatura ambiente e 
temperaturas mais elevadas, a maioria 
dos sólidos conhecidos. Contudo, esta lei 
falha redondamente às baixas tempera­
turas para todos os sólidos, e no caso 
excepcional do carbono nas suas varie­
dades de diamante e grafite ocorrem já 
desvios espectaculares à temperatura am­
biente. Em todos estes casos o calor espe­
cífico (C) é significantemente menor que 
o valor clássico de oR por mole, tanto 
mais quanto mais baixa for a temperatura, 
acabando C por tender para zero com T. 
Estes factos são uma consequência ma­
croscópica da quantificação da energia de 
vibração dos átomos nas redes cristalinas, 
como mostrou Einstein pela primeira vez 
em 1907 (3).

Vejamos então o que acontece se a 
energia de cada átomo estiver quantifi­
cada em unidades discretas — e0, os

A = ( l—e~eolKr).

Podemos agora calcular o valor médio da 
energia de cada átomo quando o sólido 
está à temperatura T,

00< e > = ^ s« ' P'
« = o

obtendo-se, feitas as contas, (*)

so< e >
e^KT—\

Às altas temperaturas {KT»*q\ o ar­
gumento da exponencial é muito menor 
que a unidade, podendo usar-se a expres­
são aproximada,

SoIkt^I+^/KT)

observar que se 
obtêm progressões geométricas de razão x, e

(*) Basta pôr e — x

00

quanta de energia — isto é, se apenas 
puder tomar os valores 0, e0,2 e0,3 e0, • • • 

. De acordo com a Mecânica

usar os resultados conhecidos: 2 ■*'' = (1 — x)
M = 0

-/

00

... ,ws0, •••
Estatística (4), cada átomo tem a seguinte

e 2 nx"~' = ( 1—x) 2.
H = 0
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obtendo-se para < s > o resultado clás­
sico.

a dureza de um sólido é essencialmente 
imposta pelo valor da constante elástica 
(a) das respectivas forças interatómicas, 
concluímos que s0 e « variam no mesmo 
sentido. Em vez de a, é mais conveniente 
falar em termos da frequência clássica da 
vibração dos átomos, v = (l/2it) con-
cluindo-se daqui que e0 e v variam tam­
bém no mesmo sentido. A experiência 
indica que e0 é directamente proporcio­
nal a v,

<b>=KT
e para C

dE _ d 
d T ~ dT (3iV<e» = 3 NK.^Clássico —

Para baixas temperaturas {KT« e0) 
a exponencial predomina em face da uni­
dade no denominador, obtendo-se,

Sq = const X v
-tolKT< s > =1 e0 e « eo

tendo a constante de proporcionalidade um 
valor universal, h = 6,6256X IO-34/- s, que 
se designa por constante de Planck. Então

isto é, cada átomo possui, em média, uma 
energia muito menor que e0. Isto signi­
fica que só um número muito restrito 
de átomos contribui, às baixas tempera­
turas, para a energia térmica do sólido, 
obtendo-se assim um baixo valor para o 
calor específico. Atendendo também ao 
facto de cada átomo poder vibrar em três 
direcções distintas temos neste caso:

dE___ d_
dT ~~ d T

£0 \2g-(e,/A-7)

K T

e0 = hv.

Vemos agora a razão para as grandes 
discrepâncias verificadas no diamante. Os 
valores muito elevados de 
e s0, devidos à excepcional dureza deste 
sólido, fazem com que a energia térmica 
K T seja, à temperatura ambiente, conside- 
ràvelmente inferior ao valor do quanto 
de energia e0, o que faz com que o sólido 
esteja já no regime quântico, para o qual
C « Cclássico •

Para materiais sólidos de baixa dureza 
e0 é baixo comparado com o valor de KT 
à temperatura ambiente, e os sólidos estão 
ainda no regime clássico, exibindo um calor 
específico dado pela lei de Dulong e Petit.

A finalizar, mostra-se na figura 2 a 
curva do calor específico em função da 
temperatura, como prevê esta teoria (de 
Einstein), para diferentes valores do pa­
râmetro Eq .

(7)

logo de v

(3 7V<3>)-C=

(KT« e0) ■= $NK

Quando T->■ 0, C-* 0, como é fácil ve­
rificar.

No caso geral teremos, como é fácil 
deduzir

{iQ!KTf.e^KT
C(T) —- ^Clássico 1(6) 6./A-7- 1]2[e

O calor específico de cada substância 
a uma dada temperatura T fica portanto 
determinado pelo valor de um parâmetro 
caiacterístico s0, precisamente o valor do 
quanto de energia de vibração dos átomos 
dessa substância. A experiência mostra 
que e0 tem valores muito elevados nos só­
lidos de elevada dureza, como o diamante, 
e valores baixos nos sólidos de baixa du­
reza, como o chumbo. Se recordarmos que

3. Medida do calor específico da grafite

Será conveniente comprovar estes 
factos devidos à quantificação da energia 
com uma medida directa do calor espe­
cifico em função da temperatura, feita em
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material apropriado. Em face do que atrás 
se disse, seria interessante empregar para 
tal fim o carbono, e por imperativos de 
ordem económica preferiu-se a variedade 
grafite ao diamante.

Usando grafite em pó e humedecida 
com água, preparou-se um bloco com 
cerca de 1 kg de massa no interior de

então colocada sobre uma placa isoladora 
do calor, de amianto.

Para alimentar o aquecedor, usámos 
um transformador do tipo Variac, capaz 
de debitar correntes até 5 A, e dando 
tensões continuamente ajustáveis desde 
0 até 220 V; um simples reóstato seria 
também apropriado. Para medir a tensão V 
aplicada ao aquecedor e a corrente I, usá­
mos dois multímetros correntes. Vejamos 
o método de medida adoptado (5).

Se aquecermos o bloco de grafite até 
uma temperatura inicial 0,- e em seguida 
interrompermos o aquecimento, deixan­
do-o arrefecer, ocorre um decréscimo da 
sua temperatura com o tempo, tanto maior 
quanto maiores forem as perdas de calor 
na unidade de tempo (q) e menor for a 
capacidade calorífica C do bloco, isto é,

regime clássico
6-

£o baixo 
(prata )y

£o intermédio
_E 4-

£o elevado 
(diamante)

Quantificação,E o <_> 2-
dB 1 .

(8) cqd t

As perdas (q) de calor de um corpo a 
uma dada temperatura (0) dependem da di­
ferença entre 0 e a temperatura ambiente 

e da natureza e estado da sua super­
fície, etc, factores que caracterizamos ge- 
nèricamente por um parâmetro \. Então,

600 T(°K)

Fig. 2 — Variação do calor específico dos sólidos 
com a temperatura absoluta.

200 400

'0 >

uma simples lata cilíndrica de latão. No 
interior do bloco havia-se colocado um 
aquecedor eléctrico de 350 W impro­
visado a partir de uma resistência comer­
cial para ferros de soldar eléctricos; os 
fios para a corrente foram devidamente 
protegidos do contacto com a grafite por 
meio de uma fieira de aneis de porcelana 
vulgarmente usados nos aquecedores eléc­
tricos de resistência. Num furo vertical 
praticado através do bloco introduziu-se 
um termómetro com escala desde 0°C 
até 500 °C, graduado em graus. O con­
junto foi cuidadosamente prensado até 
adquirir uma estrutura compacta. Se­
guiu-se um aquecimento prolongado do 
bloco, embora suave, até se eliminarem 
os últimos vestígios da água utilizada na 
sua preparação. A lata com o bloco foi

9 = y (®; °o t S).

Para 0=0O ter-se-á, necessàriamente,
7 = 0.

Como a capacidade calorífica de cada 
corpo depende da sua temperatura, vem

C(0) =(9)
(dB/d t\

Claro que C(0)>O, pois (dO/dt)< 0 no 
arrefecimento.

Podemos assim determinar C a qual­
quer temperatura 0 se medirmos a taxa 
de variação da sua temperatura, dB/dt 
(o que é fácil com o uso de um termó­
metro e um cronómetro) e se conhecer-
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Repetindo esta experiência para outras 
potências Pi de ' aquecimento (sempre 
com a mesma temperatura ambiente e 
com a superfície do bloco nas mesmas 
condições, para podermos usar os mesmos 

e i) obtemos uma série de valores

mos as perdas de calor q sofridas pelo 
corpo a esta temperatura. Estas poderão 
determinar-se do modo seguinte:

Usando uma potência de aquecimento 
constante e conhecida, Px, ocorre um 
aquecimento do bloco com uma taxa de 
elevação da temperatura dada por

’o
de q:

?(0,;0o,U = /7d 0 (fi — q)
dt

a partir dos quais podemos traçar uma 
curva da forma q (0; 0O,'-) — P{Q) •

Como P(0) se pode medir fàcilmente 
com um voltímetro e um amperímetro 
(P= PI), podemos calcular a capaci­
dade calorífica desejada

pois só a parte (Px — q) é gasta no aque­
cimento do bloco, perdendo-se a potência 
q para o exterior (perdas). Esta última é, 
como vimos, função de 0, 0O e cres­
cendo com a diferença 0 — 0O; Como Px 
é constante, a taxa de aquecimento vai 
diminuindo até que o corpo atinge uma 
temperatura de equilíbrio 0j (que se 
mede), quando q iguala Px, isto é,

q (6i I 6o»£) = P\ •

P(0)C (0) =(10)
(d<òldt\j

As figuras 3 e 4 mostram, respectiva- 
mente, a curva de perdas, q = P{6), e de

0(°C)

600-

400

200

1
100 200 300 P (watt)

Fig. 3 — Valores experimentais de 0 em função de P para um bloco de grafite (v. texto).
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arrefecimento, 0 = 0(/), para o bloco de 
grafite utilizado. Esta última foi usada 
para conhecer, a cada temperatura 0, a 
respectiva taxa de arrefecimento do bloco, 
0dQ/dt),,, por derivação.

Usando em seguida a relação (10), 
obtivemos a dependência térmica da ca-

mínio de uma situação clássica, enquanto 
na grafite há já um regime quântico.

É evidente que para medidas precisas 
do calor específico, teríamos de fazer 
correcções aos nossos resultados, como 
por exemplo, deduzir a capacidade calorí­
fica do aquecedor eléctrico, do invólucro

e(°c),
500-

400-

300-

200-

I t(min)4010 20 30

Fig. 4 — Curva de arrefecimento 0 = 0 (t) para um bloco de grafite (v. texto).

metálico e do termómetro; foi com o 
objectivo de reduzir a importância destas 
correcções que usámos deliberadamente 
um bloco de grafite com uma massa ele­
vada. O método simples que descrevemos 
deverá no entanto ser usado apenas para 
dar indicações qualitativas correctas e 
indicações semiquantitativas do compor­
tamento do calor específico com a tem­
peratura.

A finalizar diremos que os resultados 
obtidos com métodos mais precisos re­
produzem os detalhes básicos das curvas 
previstas na teoria de Einstein, desde que 
se ajuste convenientemente em cada caso

pacidade calorífica do bloco de grafite, 
que se mostra na figura 5. Como é óbvio, 
o calor específico será proporcional aos 
valores obtidos. Vê-se claramente a redu­
ção pronunciada do calor especifico da gra­
fite com o decréscimo da temperatura, devida 
à progressiva importância da quantificação 
da energia de vibração dos átomos do sólido.

Seria interessante completar este es­
tudo com a medida do calor específico de 
um sólido como o chumbo, para o qual 
se deverá obter um valor constante para 
o calor específico à temperatura ambiente, 
em contraste com o que se passa com a 
grafite. No primeiro caso temos o predo-
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P/|d0/dt| cc calor específico 
(unid. arb.)

15-

ro

14-

O.

13-

O,

12-
'Ò

o/o

11-
I

0(°C)400300200
Fig. 5— Pontos experimentais que mostram a variação do calor específico da 

grafite com a temperatura.

o valor do parâmetro e0. Algumas dis­
crepâncias que ocorrem em especial na 
região das temperaturas muito baixas 
(T abaixo de algumas dezenas de Kelvin), 
são o resultado do modelo de sólido extra.- 
mamente simples usado por Einstein, po­
dendo melhorar-se o acordo quantitativo 
desde que se use um modelo mais realista 
do sólido (modelo de Debye, dentre outros). 
A diferença mais importante resulta da 
existência de um número muito elevado 
de frequências de vibração para os átomos 
do sólido real, em contraste com a fre­
quência única admitida no modelo de 
Einstein. O leitor interessado poderá con­
sultar as referências (1) e (6), (7), (8).
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