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apenas através de pequenas -indicagdes
conseguidas em laboriosos e complexos
sistemas experimentais cujo custo ¢
via de regra assombrosamente grande.
O custo de cerca de 108-1010 escudos
tipico de instala¢gdes experimentais em
construgdo deve ser comparado com 102
escudos pre¢o duma lupa com a qual j&
conseguimos estender o nosso dominio
de observacéo.

Tais somas astronomicas utilizadas na
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pesquisa dessas elusivas percep¢des da

natureza representam um esforco colec-
tivo que os govérnos das nagdes investem
sem grande esperan¢a dum retorno di-
recto, embora o produto imediato de tais
investimentos se manifeste na preparacéo
intelectual e tecnoldgica da sociedade e
possa reverter a curto prazo num bene-
ficio economico. Sdo finalmente conside-
racoes deste género que limitam a obser-
vacdo da natureza.

Quantificacdo de um campo

por Fiipe DuarTe Santos

(!.aboratério de Fisica e Engenharia Nucleares
¢ Laboratério de Fisica da Faculdade de Ciéncias de Lisboa)

A mecanica quantica nido relativista
permite uma compreenséo unificada e con-
sistente do ponto de vista légico de um
vastissimo ntiimero de fen6menos em fisica
molecular, atémica e nuclear. Esta é a
principal razdo da sua grande importancia
na ciéncia contemporéinea. A estrutura de
base desta teoria foi lancada entre os anos
de 1923 e 1926. Reconheceu-se cedo que
esta teoria nio podia servir para descre-
ver o comportamento dindmico de parti-
culas com velocidades préximas da velo-
cidade da luz, deficiencia que foi parcial-
mente superada com o aparecimento da
teoria relativista dos electrées de Dirac
em 1928, Outra deficiéncia, talvez mais
profunda, resulta da teoria pressupor que
o ntumero de particulas num dado sistema
¢ constante, independente do tempo: o
integral, estendido a todo o espago, da
distribuicdio de probabilidade relativa a
posicio de uma particula € constante e
igual a um. Contudo conhecem-se inume-
ros fenémenos nos quais o numero de
particulas ¢ variiavel. Sio exemplos a
emissdo espontinea de um fotdo por um

dtomo excitado, na auséncia de um campo
de radiacfio exterior e o decaimento nu-
clear $ no qual um neutrdo de um niucleo
atémico origina um protio, um electrio e
um antineutrino. Em fisica das particulas
elementares os processos em que hd cria-
¢fo e aniquilagio de particulas sio fre-
quentissimos. A teoria quantica dos cam-
pos permite incluir a possibilidade destes
fenomenos na estrutura da mecénica
quantica.

Em mecéanica classica o campo é um
conceito que essencialmente permite inter-
pretar a interacgdo entre dois corpos sepa-
rados por uma distancia finita. Por exem-
plo, a interac¢fio entre duas cargas eléc-
tricas @ e 6 resulta da interacgdo da
carga a com o campo eléctrico produzido
pela carga 4. A ideia nova e bésica na
teoria quantica dos campos é associar a
cada tipo de campo uma particula com
uma determinada massa e spin—os quanta
do campo. A excitagdo, ou seja o aumento
de energia, do campo corresponde a cria-
¢io de quanta desse campo.

Para precisar ideias e porque ¢ um
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exemplo simples e historicamente impor-
tante consideremos um campo electro-
magnético de radiagdo. Utilizando um

potencial vector z(r /) solenoidal as
equagdes basicas deste campo podem
escrever-se

-

A, B=—124
4

1 B=v

- 2
@) wi_led
2 972

onde E‘ e Z§ representam respectiva-
mente o vector campo eléctrico e magné-
tico. As ondas descritas pela equacido (2)
propagam se no vicuo e numa dlrecgao

/e, perpendicular aos vectores E e B
com a velocidade da lugz, representada
por c.

Consideremos o desenvolvimento em

. - .
série de Fourier do campo vectorial 4

num dado instante ¢, Podemos admitir,
sem perda de generalidade, que o volume
V onde se faz o desenveolvimento é um
cubo de aresta L centrado na origem.

Visto o vector A4 ser real tem-se

A, t)—Wz 3 [?au)u;,a(?wr

—> a=12
6)) .
+c, Du,, (V)J
ko ko
onde
) u, )= FT P8

>
k

- - .
¢ e e® sfo dois versores escolhidos

de modo que Z(”,“s)(?) e % constituam um
triedro ortogonal directo e sdo chamados
vectores de polarizagdo. Esta escolha ¢
necessdria para o potencial vector ser
solenoidal, conforme se supds de inicio.
Impondo condi¢des de fronteira periddicas
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na superficie do volume /7 as componen-

—
tes do vector niimero de onda % devem
satisfazer as relagbes:

®) kx)ky)kﬁ: = ”_=i1’i2;“'

O primeiro somatério na equagéo (3) es-

-—
. tende-se a todos os vectores % cujas

componentes sdo dadas por estas relagdes

.=
€ os vectores #_,
ka

equacdes de ortonormalizagdo:

satisfazem as seguintes

ifd?L P, (N =3 _ daur.
124 Ea B oal kR

A dependéncia no tempo do segundo mem-
bro da equacdo (3) esta contida nos coefi-

cientes ¢, . Substituindo a equagdo (3)
ko .

na equagfo (2) conclui-se que satisfazem
a equacdo

: 2 ] |
(7) <ﬁ__&)>€7;o(t)=0
onde

(8) w=tke

e % representa o médulo do vector 4.

Sem perda de generalidade podemos esco-
lher a seguinte solugfo da equagdo (7):

9) c, (O)=c, (0)e*r.

ko ko
As viarias grandezas associadas ao campo
de radiagfo podem obter-se fiacilmente da

equagio (3). Em particular o hamiltoniano
do campo dado pelo integral

(10) — % f (B2 4 By dsr

no cubo de volume //, exprime-se, utili-
zando as equagoes (1), (3) e (6), pela relagio

(;1) H=2Z gk%’%ﬁ (z‘)c;a ().
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O desenvolvimento em série de Fourier
do potencial vector, embora de natureza
estritamente formal, sugeriu ideias muito
fecundas. Comecemos por reparar que a
equacéo (7) é analoga a equagdo do movi-
mento de um oscilador harmdnico classico
de frequéncia angular . Esta analogia
torna-se ainda mais patente se utilizarmos
as varidveis

1 *
(12) O, =—(. +¢,)
ko c ko ko
P.o=—"20, —&)
ko c ka ka

que nos permitem escrever o hamiltoniano
sob a seguinte forma;

13) H=X % (P2 et 05 ).
'; o

Desta relagio obtém-se

P
a 2H __Tn o _ 9%,
0., ot oP, 9t
ka ka
e portanto conclui-se que P, e Q. sdo
ko ko

varidveis canonicamente conjugadas. Estas
equacgdes tém a forma das equagdes de

Hamilton onde O, e P. desempenham
ka ba

o papel de coordenadas generalizadas da
posicdo e momento. A equacgio (18) sugere
que o campo de radiagdo se pode consi-
derar como um conjunto de osciladores
harménicos independentes caracterizados

por Feace cujas varidveis dinimicas
conjugadas sdo combinagdes lineares orto-
gonais dos coeficientes do desenvolvi-
mento em série de Fourier do potencial
vector. Com base nesta descrigdo Rayleigh
e Jeans, no fim do século passado, dedu-
ziram a distribui¢do da energia com a
frequéncia da radiagdo num corpo negro
atribuindo a cada oscilador uma energia
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média de K7 onde K ¢ a constante de
Boltzmann e 7 a temperatura. Porém
verificou-se que a lei obtida estava em
desacordo com a experiéncia para grandes
valores de » qualquer que fosse a tempe-
ratura. Planck em 1901 comegou por pro-
curar uma férmula empirica para a lei da
radiagdo do corpo negro. A expressdo que
encontrou conduziu-o a conceber uma das
ideias mais revoluciondrias da ciéncia
contemporinea: a energia de cada osci-
lador em lugar de ser uma quantidade
arbitraria ¢ um maultiplo inteiro Zw» onde
% € uma constante universal.

E evidente que esta hipétese de natu-
reza fundamental ultrapassa o formalismo
que se desenvolveu acima apesar de, sob
certos aspectos, ter sido sugerido por ele.
Impunha-se a procura de um novo con-
ceito de campo compativel com a hipotese
de Planck.

Aqui convém abrir um paréntesis para
considerar um oscilador harménico unidi-
mensional em mecédnica quantica, ou mais
precisamente, uma particula de massa
com movimento segundo um eixo ¢, num

potencial da forma %mg m g2, O hamil-

toniano da particula é pois

(1)  He=—(p2 4 amq)
2m

onde ¢ e p sido respectivamente os ope-
radores de posicio e momento linear e
satisfazem a equacgio

(16) gp—pg=ih.

Em mecanica classica ¢ e p nfo sio ope-
radores e portanto comutam. Com base
na equacéo (16) é possivel concluir, depois
de algumas contas, que o espectro de
energia do oscilador harmdnico quantico
¢ dado por

an £ =<n+%>72m, n=0,1,2,... 0.
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Note-se que a propriedade dos niveis de
energia do oscilador harménico quantico
serem equidistantes de 7%w conjuga-se
perfeitamente com a hipétese de Planck
acima referida. A aplica¢do da mecanica
quéntica ao problema do oscilador harmo-
nico parece pois encaminhar-nos no bom
sentido para fundamentar a hipotese de
Planck.

Em 1927 Dirac guiado pelas analogias
entre o campo de radia¢do e um conjunto
de osciladores harménicos independentes

e apoiando-se na teoria quintica dessa .

época propds que as varidveis P e 0
canonicamente conjugadas, definidas na
equagio (12), se considerassem como ope-
radores nfo comutdveis satisfazendec a
equacdes andlogas. as que verificam os
operadores ¢ e p do oscilador harmoénico
unidimensional :

O, ,P, 1=ihd aaz’;
(18) ko ka’
—> )Q—s P ]:O)
lea.' l:’a.’

onde o comutador de duas varidveis 4 e

B se representou por [4,B],
AB—BA=[A4,B].

Este foi o passo decisivo na construcéo

da teoria quantica do campo de radiagio.

Consideremos as seguintes combinagdes
lineares dos operadores £ e Q:

19 P

(19) @, = V27m( Qa +1 )
_|_ _.
O vzﬁw(wg* Zf}m)

onde at ¢é o operador adjunto do ope-
rador a. Verifica-se facilmente a partir
das equagdes (12) que os operadores a e
at sdo as varidveis analogas aos coefi-
cientes de Fourier ¢ e ¢*, a menos de
uma constante:
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20) ¢, (t)-»c\/—f——l—a_, .
ko . 2w ka

Estes operadores satisfazem as seguintes
relacbes de comutacio;

,[d_, ,a'_': —67;7:60.&’;
ko kal 4
@)
L ya, 1=t 4t 1=0
ka kol ko Ea

que se deduzem das equagdes (18) e (19).
Nas equagdes (18) a (21) as componentes

dos vectores 42 continuam a satisfazer as
-
relagdes (b) e a para cada vector 2 toma

os valores 1 e 2. E conveniente intro-
duzir o operador

(22) N, =a’ a_ .
k

Representemos por |#., > um vector
ka

préoprio normalizado do operador WV,
ko

pertencente ao valor préprio n

ko

(28) N.\n, >=mn, |n, >.
ko ka ko ka

Demonstra-se com base nas relacdes de
comutagdo (21) que os valores préprios

de N, sdo os numeros inteiros nio
ko

negativos,

(24) n, =0,1,2,...0

e ainda que os operadores a e at satis-
fazem as equagdes,

(26) a’ |n >=\/n* +1|n, +1>.
ka ko ko
Voltemos de novo ainterpretacio fisica

do formalismo que estamos a desenvolver.
O2que se fez de essencial foi considerar
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P e QO como operadores em lugar de
numeros. Porém, as vantagens deste passo
ndo se manifestaram ainda. O hamilto-
niano do «novo» campo obtém-se substi-
tuindo na equagfo (11) os coeficientes ¢

* pelos operadores 2 e at de acordo
com a relacdo (20):

H= Z ga;aa?mkw=2 ;Ni’aﬁw'
k i

Estabelecida uma correspondéncia biuni-
voca entre o conjunto dos ntimeros intei-
ros e positivos e o conjunto dos valores
possiveis das quatro varidveis 4.,4,, 4.
e « os estados do campo sio represen-
tados pelos vectores

(28) |»

N By g
oy ks ky

>=|n, >|n, >

ks

- -
Na sucessdo &« ,kyay,--- estdo inclui-

dos todos os diferentes valores que ka
pode tomar.

De acordo com as equacgdes (23), (27) e
(28) estes vectores sfo vectores proprios
do hamiltoniano do campo pois satisfazem
a equagio

(29) H|n JH > =

ko, ks tty

=]
= Z%_) 7 w; [n_) yH >
= koai” kyoy ka2

onde o;=4/k;c para 1=1,2,3,...0. A
quantidade entre paréntesis no segundo
membro desta equagdo é obviamente a
energia do campo quando ele se encontra
no estado representado pelo vector (28).
Consequentemente a energia do campo
s6 pode variar de um modo discreto por
saltos de 7%w;. A hipotese de Planck
snrge-nos agora como um resultado da
quantificacdo do campo de radiagdo.

Ao campo de radiacfio estd associada
uma particula chamada fotio de massa
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nula e spin igual a um. O estado de um

fotdo fica caracterizado por £ e a: %k €
o momento linear do fotdo e « descreve
o seu estado de polarlzac;ao Qual a energia

de um fotdo num estado kya? Aplicando
a equagdo relativista que relaclona_ a ener-
gia total de uma particula com o seu
momento linear, ao fotdo obtém-se

(80) E=Vm2d+ p=pc=likc=ho.

Esta equagdo permite interpretar os nu-

meros #_, . Visto a energia do campo
2

num determinado estado ser a soma das
energias dos fotoes presentes nesse estado,
da equagdo (29) conclui-se que #, € o
. koo
nimero de fotdes no estado A;a;. Esta a

razo porque se chama a #_, numero de
ka

ocupagio do estado ka. O estado do

campo de radiagio fica completamente

caracterizado pelos numeros de ocupacdo
(¢=1,2,..- ), O estado do campo

ky 2

em que apenas existe um fotdo Zla,

corresponde evidentemente a #, =1 e
ky oy

~é representado pelo vector |1000... >,

A energia deste estado é %w;, de acordo
com a equagio (29).

A interpretagio fisica dos operadores
a e at é agora imediata com base nas

equagdes (25) e (26): at e a, sdo res-
ko

ko
pectivamente operadores de criag¢do e ani-
quilagdo de fotdes ko,

O formalismo da quantificagdo do
campo de radiagio permite fazer o estudo
rigoroso de grande nimero de fenémenos.
Sdo exemplos importantes a emissdo e
absor¢do de fotdes por dtomos e nicleos
atoémicos.

As equagdes de Maxwell continuam
validas na teoria quantica do campo
electromagnético? De acordo com as

(o)
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equagdes (3) e (20) o potencial vector do
campo de radiagdo €

4G, 0= le ZZC¢Z_’Z.
P ]

(7’)+a

‘la,, (i)u (l‘)u (7’)

ko
As componentes deste vector, em lugar
de funcbes reais de x,y,2 e ¢ sdo ope-

-

radores. Os operadores vectoriais Z e B

obtém-se a partir de A utilizando as
equacdes (1) e as suas componentes podem
nio comutar. Por exemplo demonstra-se
que

E.(r ) By (7, 0)— By (# ) Ex (7 £) =

a - —
—ich—0(r—7)
02

onde 3 representa a funcfio de Dirac. Sob
o ponto de vista fisico isto significa que
nio é em geral possivel obter valores de
precisdo tio grande quanto se queira numa

medicio simultinea de Ee B. Se pros-
seguissemos poderia comegar a parecer
que o prego da quantificagio do campo €
muito elevado devido a relativa complexi-
dade do seu formalismo e ao numero de
fenémenos peculiares que implica. A quan-
tificagdo do campo permite uma descrigdo
mais detalhada de certos fenémenos porém
essa descri¢do deve aproximar-se daquela
que j4 conheciamos se ndo estivermos
interessados no «detalhe». Por outras
palavras: em que condi¢bes podemos uti-
lizar as equagdes de Maxwell na sua
interpretagdo cldssica sem grandes preo-
cupagdes ? Essencialmente quando o nii-
mero de fotGes correspondentes a uma
onda electromagnética de comprimento
de onda 2 num volume (/2 %)% for muito
maior do que 1. Por exemplo para uma

76

GAZETA DE FISICA

Margo 1971

estagio de radio que emite na frequéncia
de 98.7Mc (/2% =48cm) com uma potén-
cia de 135 kW o ntmero de fotdes num
volume (#/27w)® a cerca de 5 milhas da
antena é aproximadamente 10!7. Por outro
lado é evidente que existem hoje em dia
dominios da fisica nos quais ¢ indispen-
savel utilizar o formalismo da quantifi-
cacdo do campo.

Mencionou-se apenas a quantificagéo
do campo electromagnético de radiagéo.
Porém, para outro tipo de campo o pro-
cesso de quantificagdo utiliza essencial-
mente as mesmas ideias fundamentais.
Se consideridssemos o campo nuclear a
sua quantificacdo levar-nos-ia a falar dos
mesdes que sfo os quanta desse campo.
Os numeros de ocupagio #;, para fotbes
podem tomar qualquer valor inteiro. Isto
é podemos ter qualquer numero de fotdes

num certo estado Fa. As particulas com
esta propriedade chamam-se bosdes e
satifazem a estatistica de Bose-Einstein.
Existem na natureza outras particulas
cujos numeros de ocupagio apenas podem
tomar os valores 0 e 1, o que significa
nfo poder existir mais de uma particula
num certo estado. Estas particulas deno-
minam-se fermides e satisfazem 2 estatis-
tica.de Fermi-Dirac. Sido exemplos os
electr6es, protées e neutrdes. De acordo
com a teoria quantica relativista dos
campos as particulas com spin semi-
-inteiro sfo fermides e as particulas com
spin inteiro bosdes.
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