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que lhes ocorra, daqui lhes dirijo um 
apelô:

que parece preocupá-los tanto. Mas sé o não . 
conseguirem por ser árdua a tarefa, então 
aprendam a respeitar mais o trabalho dos 

Dêem «aos estudantes do 3.° ciclo liceal que há muitos anos vêm amanhando o terreno
" um livro de Física respeitador dás suas capa- deste sector de actividadé e se não limitam a

cidades intelectuais». Com isso prestariam um ser seus fugidios traseuntes ou meros espec- 
bom serviço à causa da educação nacional tadores.

Dedução das Equações'de Navier-Sfokes 
e suas Aplicações

h
por C. M. Passos Morgado

SUMÁRIO minação das quais são necessárias cinco 
equações. Elas são:

Apresenta-se a dedução das equações 
gerais de Navier-Stokes e mostra-se a neces­
sidade da sua simplificação para a resolução 
dos problemas da Mecânica de Fluidos. 
A partir das equações de Navier-Stokes 
deduzem-se as equações dos movimentos 
lentos e faz-se a sua aplicação ao problema 
de Stokes (esfera em corrente uniforme).

a) A equação da continuidade que tra­
duz a conservação da massa.

b) A equação fundamental da dinâmica 
í (equação da quantidade de movimento) 
| que traduÉ a conservação da quanti- 
| dade de movimento. É uma equação 
i vectorial que na forma escalar dá

trés equações.
c) A equação de estado p =/(p) forne­

cida pela termodinâmica. Notemos
i desde já que para um fluido incom- 

pressivel p é constante e indepen­
dente do tempo e do espaço.

I. A DEDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE 
NAVIER-STOKES

Para a dedução destas equações seguimos 
de perto Schlichting (ref. 1).

Para a dedução da equação da continui­
dade consideremos um volume infinitesimal 
dt. A massa que, por unidade de tempo, sai 
através da superfície elementar que limita o
volume d t é div (p V) d t ; a diminuição da 
massa, por unidade de tempo, dentro do vo­
lume dr resulta da variação da sua densi-

d t . Como há conversação

1. As Equações da continuidade e da 
quantidade de movimento em fluidos.

I '

O caso geral dum movimento tridimen­
sional dum fluido fica completamente defi­
nido se conhecermos o vector velocidade dade e é

A A A • •

V — tu+jv-{-,kw, a pressão p e a den­
sidade p em qualquer ponto do domínio 
fluido. Há portanto cinco incógnitas do 
problema, — u, v, w•,p e p — para a deter-

dt
6a massa tem-se:

+ div(pF) = 0(1)
dt
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que é a forma mais geral da equação da determinar a relação entré as deformações 
continuidade. Para fluido incompressível vem e .as forças de superfície que as produzem, 
simplesmente a qúal, desde já se faz notar, só pode ser

div V = 0 i
dada empiricamente.

Para .corpos elásticos esta relação é dada 
pela lei de Hooke; para líquidos e gases 
pela lei de Stokes. A única diferença: destas 
leis è que, enquanto para um corpo elástico os 
esforços (força por unidade de superfície) são 
proporcionais às deformações, para um fluído 
são proporcionais às velocidades das defor­
mações.

Pór ser mais simples, começaremos por 
determinar a relação entre os esforços e as

(1, a)

A equação da quantidade de movimento 
resulta imediatamente da segunda lei de 
Newton, segundo a qual, o produto da massa 
pela aceleração é‘ igual à soma de todas as 
forças externas que actuam sobre o1 corpo. 
No caso dos fluidos há a considerar dois
tipos de forças actuantés : as que actuam' por 
toda a massa de fluido (forças gravitacionais
ou mássicas) e as que actuam sobre a super- .

. j ., ’ , - , . . , deformações para um corpo elástico (Lei defície devidas a pressão e fricção internas , „ v , r. , , r . ■ ■
Hookó); daqui se deduz imediatamente a

(forças de superfície). Seja F=çg a força mesma relação para fluídos (Lei de Stokes). 

gravitacional por unidade de volume (g ê o Foi este o procedimento usado por Stokes, 
p embora a lei de Stokes se pòssa deduzir a 

partir da teoria cinética.
vector aceleração devido à gravidade) e P 
a força de superfície por unidade de volume. 
Então a equação da quantidade de movimento 
é dada por 2. Os esforços num corpo deformável.,

Consideremos um volume elementar para- 
lelipipédico dr — dxdydz dum corpo defor­
mável; nas duas faces, de áreas dydz, per­
pendiculares ao eixo dos xx, actuam os

dV
= F + P '(2) P T7

d t
onde

F= iX +j 7 +k Z (forças más­
sicas)

(2, a)

e

P = iPx +j Pj + k P. (forças de
superfície)

A derivada de V em ordem a t é a de­
rivada total; a sua expressão é evidentemente

<2, b)

f* Dl
d*<iÒ)

A V
= —+ (F-grad)F=dV Fig. 1(3)

d t dt

a V . ->■ - ->■
= —+ (V-V)F. d t • >

esforços (força por unidade de superfície)
—V

- ^ d px dx onde o índice x signi­

fica que a face considerada ó perpendicular 
ao eixo dos xx. A força de superfície resul-

Px O Px +
d xAs forças mássicas são forças externas, 

dependentes apenas da massa e independen­
tes do estado de deformação do fluído; as 
forças de superfície, pelo contrário, depen­
dem do estado de deformação (campo de 
velocidades) do fluído. É por isso necessário

d p.tante destas duas faces ó dxdydz. De
dx

um modo semelhante se tem para os pares
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Substituindo (7) em (2) temos na forma 1de faces perpendicularés aos eixos dos yy
—>■ dp~' escalaròpye dos zz-,

Portanto a força de superfície P por 
unidade de volume é

dxdydz e d sê dydz.
dy dz du àox . d r drxy= z + xz+p d t d x dy d z

(8) p ~~ = V + d t d a, d -yxy +■ v ^
P _ |

da? d y d z

d t d x àyà ps d z. (4)
dw àr r à*ys ,d ff.22.= 2 +P d,t

d x dy dz)
As grandezas px, py e p% são vectõres 

e como tal cada, uma delas pode ser decom­
posta em 3 componèntes. Consideremos per 
exemplo px\ uma, das suas componentes é 
normal à íace de área dydz, designa-se 
por esforço normal, e o seu símbolo ó ax; as 
outras duas são tangenciais a esta face, desig­
nam-se por esforços cortantes, e os seus sim" 
bolos são respectivamente iXy, para a paralela 
ao eixo dos yy, e para a paralela ao 
eixo dos z z. Temos portanto

—> /S A

Px “ ^ @x “f" J tx y “j“ & Tx z

é dum modo semelhante
—^ ys /SPy = i^yx -\-J (Sy kry.j

P= = !T« -f jv^y + £(X2

o, que mostra serem necessárias nove com­
ponentes para a determinação dá força de 
superfície P.

A condição de equilíbrio do volume ele­
mentar dv dá, tomando momentos respecti­
vamente em relação aos eixos dos xx, dos 
yy e dos zz .. -

Para um fluído perfeitofviscosid&de nula) 
são nulos todos os esforços cortantes; os 
esforços normais são diferentes de zero, iguais 
para todas as direcções e\o seu valor comum 
com sinal contrário é a, pressão no ponto 
x,y,z:

— = = Tj,= = 0

a
A pressão num ponto ó portanto igual à 

média, com sinal contrário, dos três esforços 
normais em três direcções perpendiculares 

. entre si. Para um fluido viscoso é conveniente 
introduzir a média dos três esforços normais 
entre si.

Pode demonstrar-se que esta média é 
invariante' para uma rotação de eixos (veja-se 
por exemplo Lamb) e o seu valor com sinal 
contrário ó a pressão num ponto do fluído, 
isto é,

xy(9)
<J5= —p.y

(5)
■ /

l
1 , , .— {?x +<?!/ + = !

O
(10) u = P •

As equações (8) contêm . seis esforços
t5 ; é necessário determinar

agora a relação entre eles e as deformações
a fim de introduzirmos em (8) as componentes

■->u, v e w da velocidade V.
Antes de determinarmos esta relação 

vamos fazer o estudo das deformações.

J J >(6) T yXf ^2 2 -- ^2 2 5 2
De (6), (5) e (4) resulta para força de 

superfície por unidade de volume

= Txy

- (ò Ox d T 
*----  + —

d T*,' componente se­
gundo o eixo 

dos XX

—>
p = xy

dy dzòx
d Tys componeote se­

gundo o eixo 
dos yy

d a- ÍÒ T 3. O estudo das deformações.

Consideremos um sólido elástico que,, por 
intermédio dos esforços que sobre ele actuam, 
se vai deformar. Qualquer segmento elemen­
tar deste sólido vai sofrer côm a deformação 
um deslocamento linear e um deslocamento

xy+ j + -^ +
(7) d x dzày

dtyz \ d? /d V,; , componente 
segundo o eixo 

dos s s

+ k ++
à x ày dz
face face face

z x xyyz

= iPx+jPy+k Ps (ver fórmula 2 b).
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valeangular finitos. Se. em véz dum sólido elás­
tico considerarmos um fluido a deformação 
persiste enquanto actuar o esforço que a pro­
duz; neste caso, qualquer segmento do fluido 
fica sujeito a uma velocidade de deslocamento 
linear e uma velocidade de deslocamento 
angular.

Por ser mais simples, começaremos por 
fazer o estudo das deformações dum sólido 
elástico, as quais, quer se considere um sólido 
ou um fluido, se podem fazer por dois pro­
cessos. O primeiro define a deformação dum

d(A V) _ d (A x • Ay ■ Az) 
Ax■Ay■Az

(11) e A V
d (Ay) | d‘(Az) 

Ay _ Az
d (A x) — S;c~t-£s(4"e3 •

. Ax

O segundo processo de definir a defor­
mação consiste no uso do Vector desloca­
mento

—*• A A A

s = i \ +j vj + AÇ

dum ponto. Sé as coordenadas dum ponto 
antes da deformação forem x,y,z serão 
x + h y + n; z + Z depois da deformação; 
e a deformação fica completamente definida 
se forem conhecidas as componentes

l = \(x,yz)‘, vi = -fi(x ,y, z); K = Z(x,y,z)

do vector deslocamento para qualquer ponto _ 
x,y,z.

Evidentemente, ó possível definir sx, s 
7xy, 7zy, fxs em função de l, n e X,. 

Consideremos por exemplo s* e yxy\ temos 
d (A x) = l (x' + A x) — \ (a;) e portanto quando 
Ax -*• 0

h k

-<«*})
i /7
T

r* ■
&

L
o

■** y
— A*

Fig. 2

dlvolume elementar pelas três elongações s 
s- e pelos três deslocamentos angulares 

isto é, seis deformações

X , ex=------
àxEy >

fx jí j
ao todo. As grandezas sx, sy, ea são defi­
nidas como o quociente do aumento de com­
primento, devido aos esforços normais, pelo 
comprimento inicial, isto ó, (ver fig. 2)

Para pequenas deformações ó

d fl dl_ 
dx ày

como se tira imediatamente da fig. 3. De um 
modo semelhante podemos escrever

Txy = 01 + ®2 =

d(Ay)___ d (Az)
—:-----------5 =

d(Ax).'
; e«=-S^j ■— Az'AyA x

ítquando Ax, Ay, Az tendem para zero. Os 
deslocamento angulares y 7*in 7xs
representam a variação, devido aos esforços 
cortantes, dum ângulo que era inicialmente 
recto; por exemplo yxy representa a varia­
ção do ângulo recto formado pelos eixos dos 
xx e dos yy, isto ó, (ver fig. 3)

x y )

1
„ ' s

1 *
4

# «i1 - - J Í4 Ai
7x y = 91 + 02 • >9 a ■V; t

J. I 1AÒXO quociente entre as variações de volume 
e o volume inicial — dilatação unitária e — Fig. 3
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dl , porcionais às deformações. A_ relação entre 
os esforços cortantes e os deslocamentos 
angulares é então

dt ■ dX
sx — j sy------: > Ss —

d x dz■dy

dl , d V dn ,.dX 
j 7s= = _— +7*v ~~ dy ’(12 a) , dy doe ' dz (13) . T — 5 Tys.— = #7*T5*2/

=^+-
doe dz

, .7=* onde ,G é o módulo de Coulomb (módulo de 
torsão).e = div s -

As relações entre as elongações ex, e 
s. e os esforços normais ax, 
ligeiramente mais complicadas devido ao facto 
da elongação numa direcção provocar encur­
tamento nas direcções perpendiculares. Por 
exemplo, devido ao esforço tx o alongamento ’

o1- sãoay >Para um fluido, em vez do vector desloca-
a ^ ^

mento s = i i+j ri + IcX 
vector velocidade de deslocamento

consideramos q

ds A A A

= V = i u + j v -f kw é sx = — onde E ê o módulo de Young;dt e.
E

o encurtamento resultante segundo a direcção 

dos yy é ey = — ve 

a razão de Poisson.
Portanto a elongação segundo a direcção 

dos xx, tomando em consideração o encur­
tamento proveniente dos esforços ay e ê

e portanto vem, como para um sólido elástico:
V

ax onde v éd u
= - ' d x

X

E

d v à u
d--------

dx . dy
Yxy---

não sendo necessário (não fazia sentido, aliás) 
a restrição de pequenas deformações; 
ó agora a velocidade de deslocamento angular. 
Para as outras deformações resulta dum modo 
semelhante

1y*y 0* ~v(ay + <*=)]
E

6 dum modo semelhante

d u d v d to
(«. + «»»)]

= —[ff

Sx =
dx dy

du d v d v d to
; 7y= = — +

dy d x

(14) V=d z

-v(ff»+ »,)].7xy — e,>(12 6) d z dy E
d to ^ d u

i 7=* = Pode mostrar-se (ver Tomo I pág. 125 
do Curso Geral de Física do Prof. Amaro 
Monteiro ou qualquer livro de elasticidade) 
que entre o módulo de Young E, o módulo 
de Coulomb Ge a razão de Poisson existe 
a seguinte relação

d x dz.

div V:I
e

Note-se que passamos de (12 a) para (126) 
substituindo os deslocamentos pelas veloci­
dades dos deslocamentos.

E
G =(15)

2(1 + v)4 — Relação entre esforço e deformação 
para corpos elásticos (Lei de Hooke).

Para corpos elásticos a relação entre o 
esforço e a deformação é dada pela lei de 
Hooke segundo a qual os esforços são pro-

0 nosso objectivo é determinar os esforços 
normais em função das elongações. Para isso 
somemos oídenadamente as equações (14); 
obtemos
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„ dl '2'(16) , 6=2*+ Es =

(ff» + ff y + ff=) = div s
ax = a -f 2 Cr — G div s 

31 — 2 v d ÍC
2 „E' d nay == a -f- 2 Cr---- -------- G div s

dy 3
que mostra ser nula a dilatação unitária para 

v = —. As equações (15) e (16) dão — G div s
<K

cr + 2 Crff; 3d z2 (19) dE d ritxy = ÇEe d 2/ dx) '(17) ff» -f ff, + ff= =* j 

2 Cr (1 + v)
-2v dE; = a(^

\ d 3 d y
dEV

T2/ = !
e

1 — 2 v dl
t=k= G* i

à x d zque combinada com a primèira das equações 
(14) dá. • , . que na forma matricial tomam a forma

Ee= (1 + v)ax — v —E S; +' 'ff 0. Q"
oío

Ò 0 ff

ff» *^xy . '•xz
— 2v

,(20) "txy Vj, ,1yZ 

_ Vy;; ff 5 _
OU

E vee» +ff».= + G~ ò\ dl dl~ -f G~dl d-n dl1 — 2v■ 1 + v
= 2(?^ + -

É conveniente introduzir nesta equação 
a média ff dos esforçps normais; temos então

dx àx dx 
d l d y) d £ 
d?/ ày dy 
dl à-ndl 
d 2 d 2 à 2

àx dy Ò2 
d t\ d 7) d n 
da; dy àz 
dl dÇ d?

ve
— 2v

Ida; d?/ dz_
1/

— + ff»+ff*)
o

ev 2 n div 8" 0 0
--------- Cr

0 div s 0

0 0 div 8

ff:c=2Creil; + ff + 2Cr!—-
— 2v 3

a qual dá, depois de substituir os termos entre

e, segundo (17)2ff(l+v)parêntesis por —j- As equações (19) e (20) exprimem a lei 
de Hooke na sua forma mais geral. Repetimos 
mais uma vez que a sua obtenção se baseou 
na hipótese das deformações serem propor­
cionais aos esforços.

— 2v ■

= ff -f- 2 G Ej.------ G e.(18 a) ff» 3

Semelhantemente se obtêm mais duas rela­
ções para ay e ff- 5. Relação entre esforço’ é deformação 

para líquidos e gases. Lei de Stokes.

A Lei de Stokes — relação entre esforços 
e velocidades de deformação — obtém-se. ime­
diatamente de (20) substituindo o módulo de 
Coulomb G pelo coeficiente de viscosidade 
p,. a média aritmética dos esforços normais 
ff, pelà pressão — p do fluído e as deforma­
ções pelas velocidades das deformações.

py = ff + 2 G Sy —— G e 
3

= ff+ 2 Gz.„- — Ge.
3

Substituindo finalmente (12 a) em (13) e 
em (18 a, b, c) obtém-se os esforços em fun­
ção das três componentes l, n e ( do des­
locamento

(18 6)

.(18 c) ,a~

173



GAZETA DE FÍSICAVol. IV, Fase. 6 Outubro 1963

A forma matricial da Lei de Stokes ó por­
tanto:

du dp
r d t . +

dx - -
daí dr d= ~ —p • 0 . 0 ~ +

0 -p 0
_0 0 -p

+ p ~ d u du à u ~ + p~ d u dv d.w ~~ — (24)
dx dy dz 
dv dv dv

xya xy TXz ++•x
dx dy dz(21) txy ay

^yz 03
'tyz

dv dp, p—= r r dt -4-
dy

id 7 do d^yzd x dx d x 
du d v dw

xy y++
dx dy dz

dw dpdx dy dz 
dw dw dw

dy dy dy 
dut dv dw

= Z — +s ( 'd t dz
l Òtyz_d^xz doídx dy dz dz dz dz +

d zdx dy
2 “divF 0 0

Lançando agora mão das equações (23) 
obtemos a resultante das forças de superfície 
em função das componentes da velocidade.

0 divF 0

0 0 div V
Por exemplo, para a componente da força 

Já dissemos que na ausência de viscosi- de superficie seguodo 0 eixo dos ** temos
dade os únicos'esforços existentes são os (segundo 7) 
esforços normais com o valor comum —p.
Escrevendo então d td ox . . d txy xy

dy d zdx
(22). a ~P+<\ <*y=— P + Vy\

o* = —p + oí
d Tx.daídp à fX — > xy++

dx , dy 

que, usando as equações 23, dá

d u

dx d z

logo se vê què a'x,aL, aí são os
esforços devido à viscosidade do fluído e as

txy , j ^ys
2 ,. ríTI 
— udivF
3 ‘dx d x [_

P*=-suas expressões em função das velocidades 
de deformação são: d x

iH
à v

)]d u(25) ++;+
— divF 
3
2-divF

0du
di ----- —

dx 
o dva'y = f* ( 2 — -

d xdyo'x = f*

K d u

]d w
+

dt d zd zi
3dy existindo mais duas relações semelhantes 

para Py e Ps . No caso geral dum fluido 
compressível a viscosidade p deve ser con­
siderada não como uma constante mas sim 
como função das coordenadas espaciais 
x ,y , z ; na verdade p varia consideravel­
mente com a temperatura a qual pode sofrer 
variáções apreciáveis devido às variações da 
velocidade, pressão e calor resultante da 
fricção interna do fluido. A relação entre a 
viscosidade e a temperatura obtem-se expe­
rimentalmente.

Substituindo (25) e as duas relações se­
melhantes para Py e P% em (8) vem

2:— div \/o d iof* 2 —ff£
dz ' 3(23)

d u d v
^\dy +tXy —

dx
dv dw

dy
dw- du\ 

~*KdxT.
dz

6. As equações de Navier-Stokes.

Substituindo (22) em (10) vem :

174



gazeia de físicaVol. IV,, Fase. 6 Outubro 1963

v
— div V

aí .dx d a? \
i^_r_ip+j_r(2
dt dy dyL \

dw_g_ dp d 
^ dt dz d z

du du dv 
'dy dx 
dv dw 
dz dy 
dw ^ du 
d x dz

dp du

dw 2 MKfr£)](26)
a, b, c)

M-M]di'?)]+sKK*
3d z

Estas equações diferenciais formam a 
base de toda á Mecânica de Fluidos e,são 
chamadas as equações de Navier-Stokòs. As 
equações de Navier-Stokes juntamente com 
a equação da continuidade não são Suficientes 
para a determinação completa do movimento 
dum fluido compressivel pois as variações 
de pressão e densidade causam variações de 
temperatura sendo por isso necessário recor­
rer às leis da Termodinâmica. ,Em primeiro 
lugar a Termodinâmica fornece-nos a equação 
de estado <p (p , p, T) que para os gases per­
feitos torna a forma

é div V = 0 e como as variações de tempe­
ratura são geralmente pequenas a viscosidade 
pode ser considerada constante. A equação 

' da energia e a equação de estado não são 
necessárias neste caso; a determinação do 
campo da corrente é pois independente das 
equações da Termodinâmica.

As equações (26, a, b, c) e a equação da 
continuidade tomam neste caso, como facil­
mente se vê, a forma

d2u d2u 
~d~z2

d u à2 udp
dx \d x2 dy. dt

'/d2v à2v d2v 
dx2 dy2 dz2 
d2w d2 w d2w 
dx2 dy2 dz2

d v y_òFP — çg BT —0■ (27) + líP d t' dy
onde R é a constante dos gases e T a tem- (28), 
peratura absoluta; se o processo não for 
isotérmico ó necessário lançár mão do Pri­
meiro Princípio da Termodinâmica o qual 
estabelece, como sabemos, uma relação entre 
o calor e a energia mecânica dando uma 
equação diferencial para a distribuição da 
temperatura. É ainda necessária uma equação 
que relacione,a viscosidade com a tempera­
tura, isto' é, p = p (T); esta equação é obtida 
empiricamente.

Temos portanto ao todo 7 incógnitas 
— u,v,w,p,p,Te p —e sete equações.
Para um processo isotérmico estas reduzem-se

.a 5 (3 equações de Navier-Stokes, a equação onde o símbolo V2 é o Laplaciano. 
da continuidade e a equação de estado) 
com as cinco incógnitas correspondentes (equações de Navier-Stokes) foram obtidas

sucessivamente por Navier (1872), Cauchy e 
Poisson baseadas em hipóteses sobre as forças 
intermoleculares; mais tarde B. de Saint-

d w dpp^— = Z— —+p
d t dy .
du dv . dw

— = 0
dx dy dz

havendo portanto 4 equações para a deter­
minação das quatro incógnitas u,v}w,p. 
Na forma veçtorial as equações de Navier- 
-Stokes para fluido incompressivel escre­
vem-se

dV
— F — grad p -f- p Va V(29) P d t

As equações que vimos considerando

u ,v ,w ,p e p.

7. Corrente incompressivel.
-Venant (1843) e G. G. Stokes (1845) dedu- 

0 sistema de equações anterior simplifi- ziram-nas de um modo semelhante ao apre-
ca-se çonsideràvelmente no caso dum fluido sentado, isto é, baseando-se na linearidade
incompressivel (p = const) mesmo que a entre os esforços e as velocidades das defor- 
temperatura não seja constante. Neste caso mações.

175



GAZETA DE FÍSICA Outubro 1963Vol. IV, Fase. 6

'A
8. A hipótese fundamental dos fluidos 

reais. ' ' ,
sentando a força de viscosidade por unidade 
de área) esté movimento é necessàriamente 
lento. Por, outras palavras em movimentos

lentos a razão não dimensional —=
f* u

As soluções das equações anteriores têm 
evidentemente de satisfazer as condições 
fronteiras. Para fluidos reais tem lugar a 
seguinte condição fronteira: «a velocidade 
dum fluido relativamente à fronteira sólida 
que com ele contacta é nula». Portanto, na 
superfície dum sólido em contacto com um 
fluido real temos : / ]

L
_ pZ7L

conhecida por número de Rey-
f*

nolds ó pequena. O segundo caso corresponde 
a serem as forças de inércia maiores que as 

' de viscosidade.
■ É o primeiro caso que vamos considerar ' 

fazendo em seguida uma aplicação ao pro­
blema de Stokes: campo resultante duma 
corrènte uniforme de velocidade U, a infinito, 
sobrei uma esfera colocada no seu interior.
O problema de Stokes representa a solução 
mais antiga, que se conhece, dos movimentos 
lentos (1851).

Não considerando as forças mássicas 
II, MOVIMENTOS LENTOS. APLICAÇÃO (equivalente a não considerar 

AO PROBLEMA DE STOKES

(30) i>„ = 0, (»< - 0

onde vn e vt são as componentes normal e 
tangencial da velocidade (ver Goldstein, 

- «Modern Developments in Fluid Dynamics», 
Vol. II, pag. 676-680).

\

a impulsão) 
e supondo, então, desprezáveis as forças de 
inércia, as equações de Navier-Stokes e a 
equação da continuidade escrevem-se, como 
resulta imediatamente de (28) ou (29)As equações diferenciais dos movi­

mentos lentos.
1.

grad p = py2 V

div V—0 

ou, na forma cartesiana

31a)
As equações de Navier-Stokes são não 

lineares e por isso a sua solução apresenta (31 
dificuldades enormes. São poucos e geral- 
mente simples os problemas de Mecânica de 
Fluidos resolvidos fazendo uso das equações 
de Navier-Stokes na sua forma completa; 
a resolução dos problemas da Mecânica de 
Fluidos baseia-se em simplificações das equa- (31 a') 

-ções de Navier Stokes obtendo-se soluções 
válidas dentro de determinados limites. Há 
dois casos de simplificação das equações de 
Navier-Stokes de especial importância. O pri­
meiro corresponde a serem as forças de vis- (31 b') 
cosidade muito maiores que as forças de 
inércia; como as forças de inércia são pro­
porcionais ao quadrado da velocidade (p U2 
pode considerar-se como representando a 
força de inércia por unidade de área) e as de 
viscosidade são apenas proporcionais à velo­

cidade (——
L

b2u , b2u b2ubp
^[bx2

by2 b z2b x
d2 v d2v d2vdp +

by2 b z2 l 
b2w b2w

by
dp
bs by2

bu ^ bv bw

bx by bz
= 0.

Pode eliminar-se em (31 a) a pressão; na 
verdade aplicando 0 operador rotacional a 
ambos os membros e notando que

rot grad p = 0
vem

pode considerar-se como repre-
v A(v2n=o.(32)
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desta; o eixo dos xx tem o sentido da 
corrente uniforme. >

Para qualquer problema de simetria axial 
é evidentemente v9 = 0 e as componentes

Sabemos do cálculo yectorial que

v A(vA V) = v (v • H — y2 v

e por ser segundo (31 b) y • F = 0 vem

' vA(vA Y) == —y2F: .

Portanto (32) escréve-se

vA(vAw) = °

com w = v A ^
É fácil mostrar que em movimentos lentos 

a pressão satisfaz a equação de Laplace, 
isto é, y2p = 0.. Na verdade aplicando o 
operador div a ambos os membros da equa­
ção (31 o) e notando que os operadores div 
e y2 são comutativos vem atendendo a (31 b)

4Í

1
(33)

u

div grad p = 0
v9 e vr da velocidade podem definir-sè a 
partir duma só função — a função de corrente 
de Stokes — que vamos introduzir.

Seja 0 a origem das coordenadas e Ox 
o eixo de simetria axial; seja P um ponto 
genérico do campo da corrente e una-se O 
a P por uma curva qualquer C. Designe­
mos por 2tj<|>P o volume de flluido que, no 
sentido retrógrado, atravessa a curva C por 
unidade de tempo; evidentemente, o seu 
valor ó independente da curva C e depende 
apenas do ponto P. Para um ponto P1 o 
volume de fluido que no sentido retrógrado

ou
/ '

yap =- 0.(34)

Em resumo: Os movimentos lentos satis­
fazem as seguintes equações

vA(vA«) = 0

w = vA v
y2 p — 0

(35)

2 — As equações do probleme de Stokes.

O problema que vamos estudar em seguida 
ó o do movimento dumá corrente uniforme 
de velocidade U a infinito sobre uma esfera 
de raio a em repouso no seio a corrente; 
devido à relatividade do movimento podemos 
considerar a corrente em repouso a infinito 
e a esfera movendo-se no seu interior com 
velocidade U em sentido oposto ao da cor­
rente.

P
p4s

c. >
R

9-
+-X0

Fig. 5Por causa da simetria esférica do pro­
blema em questão é vantajoso o uso de coor­
denadas esféricas. A figura junta mostra as 
coordenadas esféricas utilizadas assim como 
um sistema de eixos triortogonais, ligado à 
esfera, cuja origem coincide com o centro

atravessa a curva C por unidade de tempo 
será 2 ti typi. Sendo P e P1 dois pontos 
próximos resulta imediatamente como se vê 
da figura
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(36) 2 7r('];pí — <J/p) = 2itRdsv, A A
0, rV A» =

isto ó, r2 sen 0 r sen 0 r
a

00 .-0©
_ 1 0 ^ 1 ^

R 0 s r sen

Considerando sucessivamente ds igual a 
rtZ0 e djp vem:

. (36 a). Vn drds

0 0 D2if

00r
r2 sen 0 00 r sen 0 0 r1 - 0 ^

r sen 0 r d 0
l 0 4* /.wr =

r2 sen 0 0 0 e finalmente(37)
V A (v A “) =1 0^

vo= -
r sen 0 0 r $r

Consideremos agora as equações (33); 
em coordenadas esféricas o rotacional dum

ve^tor A (v A ^) é comp sabemos dado 
por:

r2sen0 r sen r
0 0 0

dr 00 0 ©

1 1
— D2^ — D2<j/ 0A

0
A

í> r2 sen 0 0 0 sen 0 0 rV A -4 = r
r2sen0 ' r sen 0 A

$r 02

00 0 rsen 0 ( 0r2
0 ©0 r 00 ------Í_\]z)2^ =

\ sen 0 0 0 / J
sen 0 0

+•4- r A, r sen 0 A r2 0 09
$

m = rot F 

w = rot F = y A V =

Portanto temos para
r sen 0

isto é,
Ô'r

(38)r2 sen 0 r sen r
0 00 onde

00dr d © 02 1 00sen(39) D2 =0Vr j-2d r2 .0 0 sen 0 0 0
A

$ r
= -H + r dvn d Vr

] Chama-se a atenção para o facto de a 
equação (38) ser aplicávèl a- qualquer movi­
mento lento de simetria axial e não exclusi­
vamente a uma esfera.

00> drr

- e introduzindo a função de corrente , de 
acordo com as equações (37), vem:

A

$ ,02
~7~~Z b Determinação da função de 

corrente |.
3.w =

0 r2r sen 0
/A
O1sen 0 . 0 -)1+ 

sen 0 0 0 /J D2ty O campo de, velocidades (e consequente­
mente a pressão) fica determinado uma vez 
conhecida à função . Esta obtém-se por 
integração da equação

9*2 00 rsen0

—► —> • —>Determinemos agora v A (v A “) • Primei­
ramente temos:
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vindo

\ sen 0 d 0 / J
d2(40) [- dsen ^=0

r2' d 0d r2 (A + Br+ j Ur^j sen2 0 .
4 =

sujeita às seguintes condições fronteiras

Pela condição i) tem-se imediatamente
d= 0; —3- =0 sobre a super-d <p*')

rd 0 dr
— UtfiA =fície da esfera como resulta do 4

parágràfp I. 8 e de (37).

ii) ip -*■: — Ur2 sen2 0 para pontos infi- 
2

nitamènte afastados da esfera como 
resalta imediatamente de (36).

'(41) 3B = —— U
4

vindo fínalmente

1
2 r

(44) p = l(7^2-^ sen2 0.Escrevendo a função ip na forma (sepa­
ração das variáveis)

a r -\-----
,2

+ =3/(r)*-fl,(0)(42)
4. Determinação da velocidade.

resulta imediatamente dá condição n)
Da função de corrente (44) vem aten­

dendo a (37)tp =/sen2,0• (43) ,

valor que substituído em (40) dá sucessiva- 1 
mente:

l_efi 
2 r

U 3
— ar +
2

1 U . /_ 3
-------- sen 0 l 2r— •— a —2 r

^•2 — COSVr = —
y»2 \

(«)qi '

sen 0 d 0 / J
1á2 sen 0 d[ 1_«3 

2 r2
— +

r2 ded r2 2
d\f(r) 2/(r) sen2[( = 0 As componentes da velocidade em coor­

denadas cartesianas são dadas, como se vê 
imediatamente, por:

y.2d r2

)(A~~d2
d r2 r2

u = vr cos 0 — v6 sen 0 
v = (vr sen 0 + 170 cos 0) cos lp 
w = (vr sen 0 + v6 cos 0) sen tp

equação linear e homogénea de 4.® ordem que (46) 
admite Arn como solução desde que n sa­
tisfaça a equação

onde
[(#- 2) (n - 3) - 2] [n(n - 1) - 2] = 0

xCOS 0 S= —
cujas soluções são n = — 1 
Portanto

1, 2 e 4. r

yCOStp =(47)
r sen

• i zsen tp =■-------
r sen

— B r + Cr2 + D r* 
r

Pela condição ii) tem de ser c = — U, D — 0
2 Substituindo (45) è (47) em (46) resulta
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]_ 4 r3 \ r2 /
com gx (x, y) -* 0 quando r ->■ ooT;1 de notar 
que g\{x,y) tem de satisfazer a equação de 
Laplace. Como a pressão tem simetria axial 
a função gi{oc,y) é necessariamente indepen­
dente de y e portanto apenas função de x, 
isto é, gx [x ,y) = g2(x). Como p2(*) bá-de

satisfazer a equação de Laplace é —=0

+u

+ 1-.--2-/3+- 
4 r \ 1 r2

v = U—

JT 3
w== U—

O2

(48)
3 ! axy /a2
4 ^3 2

axz /-a2 : 
4 j*5 1 l y*2 -í

e portanto
t. $2 = K\X .

Como por outro lado g%{oc)-+ 0 quando 
é Kx = K2 = 0 e temos finalmente

5. Determinação da pressão.

A pressão satisfaz as seguintes equações T —► oo

■ d2 « , d2 u d2wdp X
P =/>«, -3/2 E7a—.

.. i fO
(51)(49, a) rr +=.p d x2 d p2 d 32d ®

As equações (48) e (51) determinam por­
tanto a velocidade e a pressão em qualquer 
ponto de coordenadas x,y,z

d2r d2 v d2rdp(49, b)

/ d2 w

^vT^2

7 +
ds2dp d?/ ■ \

d2 w d2 io )dp(49, c) i
d*2dS dy / ó— Força que acíua sobre a esfera.

(49, d) y2p = 0
A força resultante qué se exerce sobre a 

e a sua determinação ó simples conhecido o esfera é devida ao esforço normal e ao
campo de velocidades. Na verdade, as segun- esforço cortante; visto haver simetria axial

a sua direcção é a do eixo de xx.das derivadas de w vêm:

d2 w 3
------= — U a
dx2 4
d2 w

— 15 a2xr2 + 35a2a;3z + 9 xzr* — lbx^zr2 }r«
3 T7

------ U axz
— 3 r4 -f- 15 p2 r2 -h 5 a2 r2 — 35 a2 y2\ 1

dp2 5 ^9
d2 w 3
JsP~ T

15a2a?zr2 -|- 35.a2z3a;,+ 9 xz r* — 15 a?z3r2{ 1Í7a
^9

cujos valores substituídos em (49 c) dão 

dP _ 9 Ua
d £ 2 (x2 -f- p2 + a2//*

Integrando temos

i) Força devida aó esforço normal (resis­
tência de forma).

x z

Atendendo a que no caso presente 
o esforço normal é, segundo (22)div F=0 

e (23) dado por
xp = -3/2 Ua + 9&,y).
p5 d u

a* == — p + 2 p
dQuando r -+ oo, p -+ px e portanto

Para o sistema de coordenadas utilizado 
temos, atendendo a que vr corresponde a u

P = Pao~ 3/2 Ua^- + gx(x,y) 
r3
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e dr corresponde a dx . e portanto
3 U -d'Vr (54) p sen 0Tredr^—p + 2p .2 adr '

e a força resultante que âctua sobre a esfera 
devido ao espaço cortante é

Sobre a esfera, isto é, para r = 0 

- = 0 e então
v

d r

Jo
(55) = — 2 tc a2 sen2.0cJ0 -

(52) (ffr)r=a = — P

Substituindo (54) em . (55) e intégrandoonde p é dada pela fórmula (51).
A força de resistência devida ao esforço 

, normal ó portanto
resulta

(56) Rr = 4 tc p U
í

J o
(53) Rp,--2%a? p cos 0 sen 0 d 0 = A força total de resistência que se exerce 

iàobre a esfera é pois= 2 ir apU.

(57) i? = 6 tc ap Í7
m) Força devida ao esforço cortante 

(resistência de atrito superficial).

O esforço cortante

( òuF( òy

definido por (23) vem para o sistema de 
coordenadas utilizado, atendendo a que rd0 
corresponde a dy e dr corresponde a dx ,

como resulta imediatamente de (53) e (56).
A fórmula (57) é conhecida por fórmula de 
Stokes. É conveniente notar que dois terços 
da força a que fica sujeita a esfera é devida 
ao esforço cortante; um terço dessa força ó . 
devida ao esforço normal.

Como sabemos a força de resistência R 
pode escrever-se na forma

d v
+txy —

dx

u
(58) R =ÒVr

- +Tr Q -- ^Vrde dr
qnde S. é uma área (da esfera) que tomamos 
para referência. De (57) e (58) resulta 
tomando para área S a superfície frontal 
da esfera, isto é, S = tc a2

dvrCalculemos agora ; as for-erd® dr
mulas (45) dão:

12 p 24U 3 a 1 a3dvr (59) Cr =-1 sen P Ua Re2 r 2 r3rd r

3 aU ■en9(1+^) onde o número de Reynolds Re ó dado por 
p Ud4 ^2dr (d, diâmetro da esfera).

Determinou-se experimentalmente que a 
fórmula de Stokes é válida para números de 
Reynolds até próximos da unidade, isto ó,

=. 1. Para números de Reynolds supe-

riores a 1 tem lugar a separação da corrente

Pcujos valores sobre a esfera são:

àvr
= 0

rd8/r~a p Ud
3 Udv„ sen@
2dr 14** a
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na parte da esfera à jusante da corrente com ■ 7 — Conclusões, 
â formação duma «esteira vorticosa» não

/ = ,permanente ; quando o número de Reynolds Das equações de Navier-Stokes obtive-, 
atinge valores ainda mais elevados a corrente ram-seas equações dos movimentos lentos

das quais se fêz uma aplicação ao problema 
de Stokes determinando a velocidade e a
pressão em qualquer ponto do fluido. Á força 
exercida sobre a esfera, R = QnapU, vá­
lida para números de Reynolds até próximos 
da unidade consfa de duas partes: uma devida 
aos esforços normais de valor 2Ttap.lI cha­
mada resistência de forma (em inglês, form 
drag), outra devida aos esforços cortantes 
de valór áitapU chamada resistência de 
atrito superficial (em inglês, surface friction 
drag).

y.S«f>«n*ç2ú>

TurLukwtã,0.u
/*>

Fig. 5
À medida que aumenta o número de 

Reynolds deix;a de ser válida a fórmula de 
Stokes ; apresenta-se gràfica,mente a variação 
de Cr com o número de Reynolds.

Em números futuros da Gazeta de Física

na esteira torna-se turbulenta não sendo 
possível calcular a resistência a partir das 
equações de Navier-Stokes sendo necessário 
determiná-la experimentalmente. A natureza

apresentaremos outras aplicações das equa- 
çõès de Navier-Stokes, particularmente aque­
las em que as forças de inércia são maiores 
que as forças de viscosidade. Destas aplica­
ções fazem parte os importantes problemas 
da_ camada limite cujo conceito é devido a 
Prandtl.

,«<oo ^ eó
•3

*3 «
•3 io

>=8 t
■9 * 
*3 2

ÇrT-Lti de Stekej

1.0

5 04
0.1
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da corrente está indicada esquematicamente 
na figura e a variaçãô do coeficiente de resis­
tência com o número de Reynolds mostra-se 
no gráfico junto.
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