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" que parece preocupé-los tanto. Mas sé o nio .

conseguirem por ser ardua a tarefa, entio
aprendam a respeitar mais .o trabalho dos

que ha muitos anos vém amanhando o terreno
_ deste sector de actividadeé e se nao limitam &

ser seus- fugldlos traseuntes oun meros espec-
tadores : ‘ :

[de Navner Srokes

h

por "C. M. Passos MorgaDO

: _'ISUMARlIO

Apresenta-se a dedugio das equagdes
“‘gerais de Navier-Stokes e mostra-se a neces-
' sidade da sua simplificagio para a resolugio
dos problemas da Mecanica de Fluidos.
A partir das ‘equagdes de Navier-Stokes

deduzem-se as equagdes dos movimentos -
lentos o faz-se a sua aplicagio ao problema

de Stokes (esfera em corrente uniforme).
. 4 o . M

'I. A DEDUCAO DAS EQUACOES DE
- NAVIER-STOKES

" Paraa dedugio destas equagdes seguimos
de perto Schlichting (ref. 1).

1. As Equaéées d"a‘:\continuidade' e da
quantidade de movimenro em fluidos.
{

O easo geral dum'movimento tridimen- -

sionsl dum fluido fica completamente defi-
nido se conhecermos o vector. velocidade
V= fu +jv+kw, a pressio p e a den-
sidade p em qualquer ponto do dominio
fluido.  Ha portanto cinco incégnitas do
. problema, — w,v,w,p e p — para a deter-
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- minagdo das quais 530 necessirias cinco

eqﬁaqbes. Elas sio:
a) A equagao da contmuldade que tra-
duz a conservagio da massa.
b) A equacio fundamental da dmémica
| ‘(equagdo daquantidade de movimento) -
que traduz a conservagio da quanti- ‘
dade de movimento. B uma equagio
vectorial que na forma'éscalar da
tres equagdes.
¢) A equagio de estado p f (p) forne-
- cida ‘pela termodindmica.. Notemos
‘desde j& que para um fluido incom-
pressivel p 6 constante e indepen-
- dente do tempo e do espa'go.

i

A
‘;

Para a dedugio da equa¢io da continni-

-dade consideremos um volume infinitesimal -

dt. A massa que, por unidade de tempo, sai
através da superficie elementar que limita o

volume drt é div (pT__;)d‘r; a diminui¢io da
massa, por unidade de tempo, dentro do vo-
lume d~r resulta da variagio da sua densi-

. Como hi conversacio

da massa .tem-se:

o %eriv(pﬁ):
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que 6 a forma mais geral da equagio da

- continuidade. Para fluldo incompressivel vem
sxmplesmente

(1, a)

A equagao da qnantldade de movimento
* resulta . imediatamente - da segunda lei de

div f5=0-.

Newton, segundo a qual, o produto da massa’
- pela aceleragiio é igual & soma de todas as -
" forgas externas que actuam sobre o corpo. -

No caso dos fluidos ha a considerar dois
tipos de forgas actuantés: as que actuam por
toda a massa de fluido (forgas gravitacionais
ou mdssicas) e as que actuam’ sobre a super-
ficie devidas' & pressio e friccio _internas

(forgas de superficze) Se_]a F_p 9 a forqa :

gravitacional por unidade de volume (g é.0

LY

vector aceleracio devido a grav1dade) e P
a forga de superficie por unidade de volume.
Entio a equaqao da quantidade de movimento
é dada por

v

¥

2 B

(2) kg

onde '

(2, a) F ——’LX—I-] Y+kZ (forgas més-
, sicas) ‘
e

(2, b)

superficie)

A deriv_a&a de ¥ em ordem a ¢ é a de-
rivada total ; a sua expressio é evidentemente

oV 3
—=—+4(V-grad) V=
(3) o7 =, (¥ -gmad) |
LN Y
ot

As forgas massicas sio forgas externas,

dependentes apenas da massa e independen-

tes do estado 'de deformagio do- fluido; as
forgas de superficie, pelo contrario, depen-
dem do estado de deformacio (campo de
velocidades) do fluido. E por isso necessario
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determmar a relagao entre as deformacdes

_e.as forgas de sqperfime que as produzem,
a qual, desde ja se faz notar, sé pode ser

dada-empiricamente.

Para corpos elasticos esta relagio é dada
. pela lei 'de" Hooke; para liquidos e gases
_pela lei de Stokes. A dnica dzferenga destas
leis é que, enquanto para um corpo eldstico os
. esforgos (forga por unidade de superficw) sdo
proporcionais as deformagﬁes, _para um flutdo '
' sdo proporcionais as wvelocidades das defor- -

magdes. A
Por ser mais simples, comegaremos por

determinar a relagio entre os esforcos e as

deformagdes para um corpo elastico (Lei de

- Hooke); daqui se deduz imediatamente a

mesma relagdo para fluidos (Lei de Stokes).

" Foi este o procedimento usado por Stokes,

embora a lei' de Stokes se possa deduzir a

partir da teoria cinética.
/

"2. Os esforgcos num corpo deformével.

Consideremos um volume elementar para-

AN

lelipipédico dt=dxdydz dum.corpo defor- - /

méavel; nas duas faces, de areas dydz,. per-

pendiculares ao eixo dos xx, actuam os

P +39" dx

(243) 9%
Fig. 1

3 v
esforgos (forga por unidade de superficie)

> - () »
Pe ® Pot 2
0x

dx onde o indice -x signia

fica que a face considerada é"perp’endicular
a0 eixo dos xx. A forga de superficie resul-

tante destas duas faces é
ox

um modo semelhante se tem para os pares
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de'fa_qes perpen'dicuiares aos eixos dos vy

"o dos 2z, oPy dacdyoiz e Mal:):".clg/.d.z.
o~ 9y . 9z
Portanto a forca de superficie P por

unidade de volume é :

N B 0P 9P, 01&
4 P = vy
@ oz + 0y dz

As grandezas ;ac, 1—); e 15; sio vectores
e como tal cada nma delas pode ser decom-
posta ‘em 3 componentes Consxderemos por

“exemplo | pau, _uma das suas compenentes é

normal & face de area dydz, designa-se

por esforgo normal, o seu simbolo é Gs3 a8,

outras duas sdo tangenclals a esta face, des1g-
nam-se por esforcos cortantes, e os seus sim-
bolos s&o respectivamente 7.,, para a paralela

ao eixo dos yy, € T,, para a paralela ao

eixo dos zz. Temos portanto

- LR 7
Pe=10:+ ] Tay + K Tas

6 dum modo semelhante
(5) - Py = Z?Tym +.;"y + lzryc
A p. = z-r.,a +f‘rg‘;, 4 IZo'z

o _que mostra serem necessirias nove com-
ponentes para a determinacio da' forga. de

superficie P.

A condigio de equilibrio do volume ele- .
mentar dr da, tomando momentos ‘respecti-

vamente em relacao aos eixos dos xx, dos
yy e dos zz :

T

(6) Twy—'Tyac’ Tez = Tza)

"De (6), ®) e (4) resulta para forga de
superficie por unidade de volume
0‘?” 0Tz,> componente se-

‘~ /00, : 5
=1 + — 4 —= gundo o eixo
<dm oy 02

dos zx
‘) 7y~> componente se-

Ty = Tsy.

.}_5 J Tmy + —0_0:2 gundo o eixo’
(7 o - 0y 0z dos gy
#E (e e )
0x -0 y 02 dos z5
face face face
ys s zy

= ZP,;-f-'] P,+k P, (ver formula 2b)
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Substltumdo (7) em (2) temos na forma .

escalar -

o du 30, 0% or
—""=X+ Yy %
Par T <&m+ay+dz>

(8) 9—‘5-3’—'—Y+<"””’+“y-+"’-“->
ox - 0y 0z

!

e ozy <M” 4 20 ;-“"’? :
di ox oy 02

Para um flutdo perfeito (viscosidade nula)

. sdo nulos todos os esforgos cortantes; os

esforgos normais sio diferentes de Zero, iguais
para todas as direcgdes .0 seu valor comum
com sinal contrario é a. pressio no ponto

Z3Y,2 ‘ o

A pressio num ponto é portanto igual 3

‘média, com sinal contrario, dos trés esforgos

normais em trés direcgdes perpendiculares

. entre si. Para um flutdo viscoso é conveniente -
‘mtroduzu' a média dos trés esforgos normais

\

entre si.
Pode demonstrar-se que esta médna 6
invariante para uma rotagéo de eixos (veja-se

- por exemplo Lamb) e o seu valor com sinal-
- contrario é a pressio num ponto do fluido,
‘isto é, ; :

/-

(10) L i(O':,, + gy + U:)‘=’;= -—-p .

As equac@es (8) contdm . seis esforgos

" G4,0,,0,, Ty, T, Ts5 6 DOcessario determinar

agora a relagio entre eles e as deformacdes
a fim de introduzirmos em (8) as componentes

U, v ew da veloc1dade V

Antes de determinarmos esta relacio
vamos fazer o estudo das deformacdes.

3. O estudo das deformacdes.

Consideremos um sdlido eldstico que,. por -

intermédio dos esforgos que sobre ele actuam,

se vai deformar. Qualquer segmento elemen-
tar deste sélido vai sofrer com a deformagio
um deslocamento linear o um deslocamento
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angulor finitos, Se em vez dum soélido elas-

tico conmderarmos um fluido a deformacéo -

persiste enquanto actnar o -esforco que a pro-

‘duz; neste caso, qualquer segmento do fluido
. fica sujeito a uma velocidade de deslocamento

linedr o uma veloczdade de deslocamento
angular, -
Por seér mais simples, comegaremos por

fazer o estudo das deformacdes dum sélido

elastico, as quais, quer se considere um sélido
ou um ﬂmdo, se podem fazer por dois pro-

cossos. O primeiro define a deformacgio dum

g

”

i /-d(‘))_
. s '
: e f o
T L%
»-?‘ | | J
N o] Ax ' ; ‘Lv;
' ~ed(p%5

Fig. 2

volume elementar pelas trés elongagdes ¢,
gy, & © pelos trés deslocamentos angulares
Yoyr Vs y\,( Y2, isto 6, seis deformacdes
ao todo. As grandezas s, g, ¢. sio defi-
nidas como o quociente do aumento de com-
primento, devido aos esforgos normais, pelo

- . comprimento inicial, isto é, (ver fig. 2) -

d(Ax). .

_ _ d(Ay)
Az

Ay

d(Az)

s Ex=
s Sz
AZ

quando Az, Ay, Az tendem para zero. Os
deslocamento angulares y.,, 7:y, 7o-
representam a variagio, devido aos esforgos

cortantes, dum angulo que era inicialmente

recto; por exemplo 7., Tepresenta a varia-

- ¢io do angulo recto formado pelos eixos dos

xzx o dos yy, isto 6, (ver fig. 3)

'O quocient¢ entre as variagdes de volume
e o volume inicial — dilatacio unitaria ¢ —
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vale

a1y e— 207 d(Az-Ay.Az)
_ T AV /Am-Ay-Az
d(Aa) | d(Ay)  d(Az) _ T
= Thw + Ay + Az =8184¢..

0 segundo processo de definir a defor-
magio consiste no uso do vector desloca-

_ mento

A?E'-!—fvz-}-fc?;

dom . ponto. Sé as coordenadas. dum ponto

. antes da deformagao forem x,y,z serdo

©+E; y+n; 2+t depois da deformagio;
e a deformagio fica completamente definida
se forem conhec1das as componentes
E—E(x,yz), n= ”('7":.7/ 2); ?;—Q(w,y,z)
do vector deslocamento para qualquer ponto\
Z,Y,2 \
Ev1dentemente, é possivel deﬁmr sy €5y
€, Yays Ysys Fe: ©om fungio de &, n e &.
Consideremos por exemplo &, © 7,,; temos
d(Az)=t(x + Ax)— E(w) e portanto quando
Ax -0 -
oz ‘

€y =

Para pequenas deformagdes 6

. ‘ on o0k
ey = 0 Oy = — +
Tzy 11+9% 3z | 9y

como se tira imediatamente da fig. 3. De um
modo semelhante podemos escrever
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I ot ot
8y = ; By =——} By=—
aac 0y a v
0F  9m
z Y +‘_" ":=_‘+_‘
12a) 1™ 5y aa:”:’.’ 2z oy
: ok
/Nz—'dw—i—éz Loy

e=divs .

. Para um fluido, em vez do vector desloca-

. > A ~ ~
mento s=1:¢5+jn+ ki, conmderamos o
vector velocwlade de deslocamento

aw.a—y

‘ndio sendo necessario (néo fazia sentldo, alias) -
a restricho de pequenas deformagdes; v.,
6 agora a velocidade de deslocamento angular.
Para as outras deformaqbes resulta dam modo
semelhante

(120) 7 0y oz yz:az '.ay’

Note-se que passamos de (12 a) para (125)
substituindo os deslocamentos pelas veloci- -
dades dos deslocamentos.

4 — Relaqao entre esforgo e deformagdo
para corpos elashcos (Lei de Hooke).

Para corpos elasticos a relagio entre o
esforgo e a deformagdo 6 dada pela lei de
Hooke segundo a qual os esforgos sio pro-
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. porclonaxs as deformagdes. A_relagio. entre
o8 esforgos cortantes e os deslocamentos

angulares é entio

(13)

onde G éo médulo de Ooulomb (médulo de

.torsgo).

As relagﬁes entre as elongaqaes Sz, By,
g&. © 08 esforqos normais o¢,, ¢,, o, sio

ligeiramente mais comphcadas devido ao facto .

da’ elongagao numa direcgéio provocar encur- -

tamento nas direcgdes: perpendiculares. Por

exemplo, devido ao esfor¢o 7. o alongamento °

3
x

g 6 &= % onde 'E é o médulo de Yo‘ung;

1

o encurtamento resultante segundo a direcgiio _

dos yy 6 ey==‘—v’s,=, ;—gaz onde v 6 .

a razio de Poisson. , : /
Portanto a elongagio legundo a dlrecgao
dos 2z, tomando em consideragio o encur-

"tamento proveniente dos esfprqoq g, & 0, 6

1 _
=gl =2 )]

"o dum modo semelhgnte

; B
= [oy — v (o2 + 6.)]

1 .
o= v(a + o).

g, =

Pode mostrar-se (ver Tomo I pag. 125

do Curso Geral de Fisica do Prof. Amaro
Monteiro ou gualquer livro de elastxcldade)
que entre o0 médulo de Young E, o médulo
de Coulomb G e a razio de Pomson existe
a seguinte relagio ' '

E

15 =
( . ) 2(1+v)

0 vosso objectivo é determinar os esforgos
normais em fungdo das elongagdes. Para isso
somemos ordenadamente as equacdes (14);
obtemos

Tay = @ Yoy; Tys= G?'y-, Tia= Glan

1
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. e=2 8+ & 8:= )

“Ez” (0 + 0+ 0:) = div’s .

que mostra ser nula a dilatagiio unitaria para

V= L, As ‘éq,uagées’ (15) e (16) dae

2
. ‘Ee
17 a = —
() %toy e 1—2v
_2G(14y)
- 1—2y /

que combinada com a primeira das equaqées
(14) da.

E‘e. |
—2v
; E T ve -
=26 (e, LA

E conveniente introduzir ‘nesta equagio

Esm'=(1 +v)a,;—;u 1

ou

a média o dos esfor¢os normais; temos entio

6,=2Gs, .
' 1-—-2v:

a qual da, depoxs de substituir os termos entre
2G (1)

12y €, segundo 1n

paréntesis por

(18a) ;:x=;+2Gem-—‘—23—Ge.

Semelhantemente se obtém mais duas rela- -

¢des para. g, e o,

(185) o, =0+ 20'3,,—%6’?

(180) T ,cg=;~}-»2Gsz——§TGe.

Substituindo finalmente (12a) om (13) e
em (18a,b,c) obtém-se os esforcos em fun-
¢iio das trés componentes £, n e do des-
locamento

"GAZETA DE FIS‘IOA_' .
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o'z_a+2G£-—§3Gdlvs.‘
ox 3
ay_a+2G—éj——3G’d1vs
sy 3 .
—. 98 o,
65=0'+2Ga — — @ divs
v : { Z
(19) 0 | on
wmole)
0oy . dx
'ry:=G"<—(.)—.n- 6_E>’
0z 0y
T:z=G<a—C+ 6‘,>
dx 02

T o Toy. Ton | = ; 0. O_ +‘ '
’(20) Ta:y Ty \Tyz. O ; O
L% 7y 0o 1 100l .
| G OE 08 R+ GT.9E 9 9L -
' dz dy dz | | ox dw dx
on dn on | | 9E 90 0t
dx dy dz 0y 0y 0y
EIRRIR 1Y IR PI T
aac dy 0z | . | 02 02 0z
‘———G d1vs O_> 0 "
3 0 divs 0
I 0 0 dlvs

As equagaes (19) e (20) exprimem a-le:
de Hooke na sua forma mais geral. Repetimos -
mais uma vez que a sua obtencdo se baseou
na hipétese das deformagdes serem propor-

‘cionais aos esforgos.

5. ‘Rela¢do entre esforco’ e deformagdo
para liquidos e gases. Lei de Stokes.

A Lei de Stokes — relacio entre esforgos
e velocidades de deformacio — obtém-ge ime-

" ‘diatamente de (20) substituindo o médulo de

Coulomb G pelo coeficiente de viscosidade
i, a média aritmética’ dos esforgos normais-

3, pela pressio — p do fluido e as deforma-

¢des pelas velocidades das deformagdes.
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A forma matricial da Lei de Stokes é por-

tanto : ’
. _‘% Toy Tz | =] —p- 0. 07+
(21) Toy Oy Ty 0 -p 0 .
Voo _Tz: Tyz 6'3 _t [ O 0 ___p—
tp[dw du duT+p o 9v dw =
‘)w 9y 9z | dx Jx o=
oz oy oz | |9y oy oy
| dw 9w dw | 9w dv dw
| da 9y oz | - Loz 9z 9z |
2 leV 0 0 7
il ol ‘
371 0 av¥ o
Lo o avvl

Ja dissemos que na ausdncia de viscosi-

dade os tnicos esforgos existentes sio os
_ esforgos normais com o valor comum —p.
o Escrevendo entio

22) %=_—P+0m, oy =—p+a;
.__p+°- .

logo se vé que 0% 5 0y ﬂ,-rxy,-rzd Ty. 880 o8

' esforgos devido & viscosidade do fluido e as
suas expressdes em fungio das velocidades '

de deformacgio sio:

. =,;<2"_“'_3div17>
ox 3
o = <2ﬂ—3dvv>
oy 3
g a;=y<2ﬂ“_¢3d1 f)
(23) o2,
' ou. Qv
0y

6.  As equagdes de Navier-Stokes.
~ Substituindo (22) em (10) vem :
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/ du ap v
2% _x-_2°r
} Pdt ) ox jl—
—... ()O'a; &T;cy ()Tz: -
+ |+ -+ -
' <¢9m + oy 6z>_
Ly o
24) dt 0y
a ‘ '"_,_ <¢)sz + »aa_{, ary=>
S \odx . 0y 08
© L dw op
—_— =7 4
L *Pdt , az
+ + =+
<am .0y az

Langando agora mio das equaqbes (23)
obtemos a resultante das forcas de superficie
em fungdo das componentes da velocidade.
Por exemplo, para a componente da forga
de superficie segundo o0 eixo dos zx temos_

Px= aaz»_!_ d‘rxy + ()Tz?/ —
‘ oz dy 0z
:>=—i)£+do';+ d‘fxyv d‘fx;

que, usando as equagdes 23, da

— Ju- 2 - BN
P=-2£ ————udivV [+ -
‘ 6:1:+6a:|: YIS ]

Cafe s
+_[ <dt 0z>]

existindo mais duas relacdes semelhantes.
para P, e P,. No caso geral dum fluido.
compressivel a viscosidade p deve ser con-
siderada nio como uma constante mas sim
como fungio das coordenadas espaciais
x,y,2; na verdade p varia consideravel-
mente com a temperatura a qual pode sofrer
variagdes apreciaveis devido as variagdes da

velocidade, pressio e calor resultante da

fricgdo interna do fluido. A relagio entre a
viscosidade e a temperatura obtem-se expe-
rimentalmente. :
‘Substitoindo (25) e-as duas relagbes  se-
melhantes para P, e P, em (8) vem
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<6?+(2:>J -

é divV: 0 e como as variacbes de tempe4

Pﬂ— P, 9 <22_“___3d V> +_¢9_' p<_¢)_“+_‘)_”>7+_‘)_ p<‘)w+a“>
_ dt . o® awL doe 3 /] ()y oy ox)_ | dz|
(26) | dv_y 0P o[ [o0v 2 >{-. o[ <av awﬁ 0 ‘< )
‘A=Y ——4— 2— — —div V +— +— ) |+—
a,b,c) ealt 0y ,&yL < 0oy 3 . 1l oz \dz dy _Aaz ¢ 0y ow
] dw ;g_g+~_a_r 000 2 0 V> +_a_f ¢)w+()u> Lof
pala‘, 0z az_ oz 3 d ozl \dx ~0z/1 oyl

Estas equaqﬁes di’ferenciais formam a

base de toda a Mecanica de Fluidos e.sdo
chamadas as equagdes de Navier-Stokes. As
equagdes .de Navier-Stokes juntamente com
a-equagio da continuidade nio sio suficientes
para a determinacio completa do movimento

~dum fluido .compressivel pois as variacbes -

de pressio e densidade causam variagdes de
temperatura sendo por isso necessario recor-
rer a8 leis da Termodindmica. Em primeiro

lugar a Termodindmica fornece-nos a equagéo-

de estado o(p,p,T) que. para 08 O’ases per-
feitos torna a forma :

1) p—egRT=0

onde R é a constante dos gases e T a tem- -
peratura absoluta; se o processo ndo for
isotérmico é necessario lancar mio do Pri-
meiro Principio da Termodindmica o ‘qual

estabelece, como sabemos, uma relagio entre

o calor e a energia mecdnica dando uma
equacido diferencial para a distribuigio da
temperatura. I ainda necessiria uma equagio
que relacione a viscosidade com a tempera-
tura, isto 6, p = p(T), esta equacio 6 obtida
' empmcamente

Temos portanto ao todo 1 mcégmtas
— u,v,w,p,p, T @ p —e sete equagdes.
Para um processo isotérmico estas reduzem-se
.a b (3 equa¢des de Navier-Stokes, a equacio
da continuidade e a -equagio de estado)
com as cinco incégnitas correSpondentel
U, ,1,p e p.

7. Corrente incompressivel.

O sistema de equagdes anterior simplifi-
ca-se considerdvelmente no caso dam fluido
_ incompressivel

temperatura nio seja constante. Neste caso
. /

(p = const) mesmo que a

ratura sio geralmente pequenas a viscosidade
pode ser considerada constante. A equagio
~da energia e.a equacdo de estado ndo sdo
necessirias neste caso; a determinagio do.
campo da corrente é pois independente das
equagdes da Terinodinimica.

As equagdes (26, a, b, ) e a equagdo da
continuidade tomam neste caso, como facil-
mente se ve, a forma

()Ju
922 >

b 2
P“-”“—X“ 0 u d u
. dt aa? ay2
pd—v <0‘U ()20 62‘-v>
dt' 2 2 2/
——z——+ +224
P .0y F<6w2b_ 0y azz>
iﬁ‘g_}____ ‘)_w_()
de  dy 0z

- havendo _portanto 4 equacdes para a deter- .

minag¢io das quatro incégnitas u,v,w,p.
Na forma vectorial as equagdes de Navier-
"-Stokes para fluido incompressivel escre-
vem-se . :

(29) p%:i’—gradp_—ky.vﬁf}‘
onde o simbolo V2 é o Laplaciano.

As equagbes que vimos considerando
(equagdes de Navier-Stokes) foram obtidas
sucessivamente por Navier (1872), Cauchy e
Poisson baseadas em hip6teses sobre as forgas
intermoleculares ; mais tarde B. de Saint- '
-Venant (1843) e G. G. Stokes (1845) dedu-
ziram-nas de um modo semelhante ao apre-
sentado, isto é, baseando-se na linearidade -
entre os esforgos e as velocidades das defor-
macgdes, . '
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8. A hipétese fundamenral dos flundos
reans : ,

,As so_lucbes das equagdes anteriores tém
evidentemente de satisfazer as condigdes
fronteiras. Para flaidos reais tem lugar a
seguinte condigio fronteira : :
"dum fluido relativamente & fronteira sélida
que com ele contacta é nulax. Portanto, na
superficie dum ‘s6lido em contacto com um
fluido real temos : -

"(30), 'v,,='0', v =0

onde v, e v, 8o as’ componentes normal e

tangencial da velocidade (ver Goldstem, .
« * «Modern Developments in:Fluid Dynamics»,

Vol. 11, pag. 676-680).

II.. MOVIMENTOS LENTOS. APLICAGAO
AO PROBLEMA DE STOKES

1. As equacoes dlferenclals dos movn-‘
‘mentos Iemos :

As e"quaqbes de Navier-Stokes sio ndo
lineares e por isso a sua solugdio apresenta
dificuldades enormes.

Fluidos resolvidos fazendo uso das equagdes
de Navier-Stokes na sua forma completa;
- a resolugio -dos problemas da Mecanica de
Fluidos baseia-se em simplificagdes das equa-
“¢des de Navier Stokes obtendo-se solugdes
vé,lidas'd‘entro de determinados limites. Ha
dois casos de simplfﬁcagiio das equagdes de
Navier-Stokes de especial importancia. O pri-

meiro corresponde a serem as forgas de vis-

_cosidade muito maiores que as forgas de
inéreia; como as forgas de inéreia sdo pro-
porcionais ao quadrado da velocidade (p U2
pode considerar-se . como representando a
forea de inéreia por unidade de area) e as de
viscosidade séio apenas proporcionais & velo-

cidade (ﬁ[—ll—f .pode considerar-se como repre-
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: lentos a razio nio dlmenslonal

«a velocidade : ‘
= -——, conhecida por nimero de Rey-
2 : T v

- 31a)
(31b)

Séo poucos e geral- L .
- ou, na forma cartesiana

mente simples os problemas de Mecanica de -

" vem

(82)

' ~ Outubro _1963

“sentando a forga de viscosidade po’r"u'nid‘ade h

de 4rea) este movimento & necessiriamente
lento. Por. outras palavras em movimentos

e U2 _
pU

. pUL

,nolds é pequena. O segundo caso corresponde' o
“a serem as forgas. de inércia maiores que as
. de’ 'viscosidade. ‘

E 1] prlmen'o caso que vamos conmderar

»fazendo em seguida uma aplicagio ao pro-"

blema- de Stokes: campo resultante duma
corrénte uniforme de velocidade U, a infinito,
sobre uma . esfera colocada no seu interior,

- O problema de Stokes representa a solugio

mais antiga, que se conhece, dos mov1mentos

‘lentos_(1851).

N#o considerando as forgas massmas,
(equivalente a néo -considerar a impulsio)
e supondo, ento, despreziveis as forgas de

inércw., as equagdes de Navier-Stokes e a

equagio da continuidade escrevem-se, como

‘resulta imediatamente de (28) ou (29)

gradp=puy? V
divP=0

' 2 Y 2 ’
(ﬂ=P(&u+au+.__du>

oz ox?2  Jy? . 922

op v | 92y P2v)\
s1a) | 2P = -
( .a_) 0y <0-’D2 + J 2 8z2,>

op _ <¢)2w 2w n 2w

| os FYCIANYY dz2>
(31b) du L 9v L 0w

7:; ay 08

Pode eliminar-se em (81a) a pressio; na
verdade aplicando o operador rotacional a

ambos os membros.e notando que -

rot érad p=0

SN L
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Sabemos do céléulﬁo 'vectorial qué:

CVAGAT) =v@-H=e T

e por ser segundo. (31 ) —V) f7’=0 vem .
VAGAD)=—=vV . -

Portanto (32). e_sér'eve-sé

(33) ‘ [6/\(‘7/\&_{))'——"0 .
com o=yAV

E facil mostrar que em mdviﬁment‘os lentos

a pressio satisfaz a equagdo de Laplace,
isto 6, y2p =0. Na verdade aplicando o
operador div a ambos os membros da equa-
¢io. (3la) e notando que 0s operadores div
e y? sio comutativos vem atendendo a (315)

div grad p =0
ou -
(34) v2p =+ 0 s
. Em resumo: Os movimentos lentos satis-

fazem as seguintes equagdes

VAFGA®) =0
® 1 ioiaT
vp=0

- 2— As equagdes do probleme de Stokes.

O problema qlie vamos estudar em seguida

é o do movimento duma corrente uniforme
de velocidade U a infinito sobre uma esfera’

de raio a em repouso no seio a corrente;

devido & relatividade do movimento podemos .

considerar a corrente em repouso a infinito
e a esfera movendo-se no seu interior com
- velocidade U em sentido oposto ao da cor-
rente. '

Por causa da simetria esférica do pro-

blema em questio é vantajoso o uso de coor-
dénadas esféricas. A figura junta mostra as
coordenadas esféricas utilizadas assim como
um sistema’ de eixos triortogonais, ligado &
esfera, cuja origem coincide com o centro

. GAZETA DE FISICA

'unidade de tempo;. ‘
~valor é independente da-curva C e depende
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desta; o eixo dos xz tem o s,entido da
corrente uniforme. D

. Pata qualquer problema de simetria axml
é evidentemente v, =0 e as componentes

Fig. 4

vy © v, da velocidade podem definir-se a
partlr duma s6 funcio — a funcio de corrente
de Stokes — que.vamos introduzir.

Seja O a origem das. coordenadas o Ox
o eixo de simetria axial; seja P um ponto
genérico do campo da corrente e una-se O
a P por uma curva qualquer C. Designe-
mos por 2w, o volume de flluido que, no
sentido retrégrado, atravessa a curva C por
evidentemente, .0 seu

apenas  do ponto P. Para um ponto P' o
volume de fluido que no sentido retrégrado

Fig. 5

atravessa a curva C por unidade de tempo
sera 2m{p. Sendo P e P' dois pontos
préximos resulta imediatamente como se v&

‘da figura
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(36) , 211(4)1,, n[JP)—21ersv,. ;,&;____ - | [ , E}_ —
isto &, o . - | 72senf  .rgenf r
1 : , 9 9 0
. (36 a) vn=iﬂ,=——~——1 ' ﬂ ‘ Y VY N
' R 98 rsenb gs : or 20 09
. Conslderando sucesswamente ds 1gual a - 0 _ 0 , D2y
rdf edp vem : | — 2" 9_‘)_1)2 9 __.‘2_1)24,
"'v _ 1 .99 1 34‘ ‘ - 128enf ¢80 /rsene o7
‘(37) Ty sen ¢ ArdO r2 sen9 66 e I{inali‘nepte o |
vy — 0% . VAW AG) = |
> r sen 0 or = » ‘ (] o |=
Conslderemos agora as equaqﬁes (33)5 - r2sen reen r
em coordenadas esféricas o rotacional dum ‘ P 9 9
veg:tor A (v /\A) é como sabemos dado 7)7 ,)_e —5:
por: L / - ‘ ,
N . o R v 9 pey _ 1 ipzq, 0
VAA= r ] o 'r2gend 00 sene or
’ -r2senf ©  rsen?® oy & 92
FIE I | L T rmlaat
or " .90 09 . \
o . | _’+sen'9 0 KA DRy —
A, rd, rsen 8.4, Y] send 90
Portanto temos para z: =rot? | == — ¢ D4 4,'
' ‘ rsen b
w\= rot V V A V— ~ isto &, o
r2sen0  rsenf r (38) g D=0
9 9 9 onde \
or 99 90 9 P
; ry 0 (89) D2 P gpsenb g (19,
7 -1V ar2 2 90 \send 90
- ' d've

—_— vo+r.—__
r

> or.

A -

- . D 52

0 = —_—

rsenf | 972

son8. 9 (1 0\,
12 90 \send 06/ ]

Determinemos agora ; A (; A ;) .

ramente temos:

118

0 v,
209
- e introduzindo a fangio de corrente , de
‘acordo com as equagdes (37), vem:

_ Chama-se a atengdo para o facto de a
equacio (38) ser aplicavél a- qualquer movi-
mento lenio de simetria axial e nio exclusi-
vamente a uma esfera.

3. Delermlnac;ao da [unt;ao de

R corrente ¢.
i)
rsenb

D2y

Primei-
' integragio da equagio

0] campd de, velocidades (e consequente-
mente 'a pressio) fica determinado uma vez
conhecida & fungio -¢. Esta obtém-se por

1
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L(40)|: senTG 9 >]q) -0 . “vindo R
or2 ¥ 90 sene 090 : ' .

sujeita 48 seguintes condigdes fronteiras
§ 29
790

ficie da esfera como resalta do -

paragrafo I. 8 e de (37).

w) - % Ur?sen?6 para pz)ntos infi- .

nitameénte afastados da esfera como -

resalta imediatamente de (36).

Escrevendo a fungio ¢ na forma. (sepa-
raqao das variaveis)

b=71@- 9(9)

~ resulta imediatamente da condigéo n) a

(42)
43) = fééﬁz"e

valor que substituido em (40) da sucessiva- '
mente : -

a2+sen6__é_ '1'3:“ -
l:a'rg 2 06 \senb 39 ]
9

[(B10 270 ] =0
_ T dr? 2 s

2z 2\ [ d
<d1«2 _72_> <dr2 —75>f(r)
equacio _lih‘eax‘ e homogénea de 4.* ordem que

admite Ar" como solugio ‘desde que = sa-
“tisfaca a equagao "

[(n—2)(n—3) 2l[n(n — 1)—2]—

quas solugdes sio n=—1,
Portanto S

1, 2 o 4.

:f(r);—;i+Br+0r2+br4

Pela condigho it) tem de ser ¢ =% U, D=0

"GAZETA DE FISICA

=0; —3—-4'— =0 sobre a super-
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q;= <—4-+Brﬁ+—1— U'r2>sen26.
roo T2 :
Pela condighio ) tem-se imediatamente

|

a=Luys
=1
B—_37y

vindo finalmente -
. J N

: Y ‘. . 3 ‘ o
(44) $ = —;— U‘(r? —g— ar + —;—%> sen20 .

'4.. D'etermina\géo.da velocidade.

Da fung¢iio de corrente (44) vem aten-
dendo a (37)

As componentes da velocidade em coor-
denadas cartesianas séio dadas, como se vé

imediatamente, por:

u==v,cose-—vosen0

(46) v = (v, sen § 4 v, cos b) coqu
; w = (v, sen +vecose)sen¢
onde
€080 = —
: 3
(47) cos = —2—
‘ r sen 8
8én ¢ = ?
r sen 0

Substituindo (45) & (47) em (46) resulta
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B (48)‘ '

5. Detérminaqéo_da pressso.

A’pressiio satisfaz as seguintés equagdes

‘ “ep . /ou . 2w a2a\
49 =, L
_ ( ’~§) o <dac2 R + az2>
. &p ' 02'0 d?v 62” .
( ) 0y H<dx2 + 0y? + 032>'
o ow 22 C 2w\
(49, ¢) ap a.w+a10 d?u
Con Y 0 x2 0 y2 022,
(49,d) |yrp=0" |

- @ asua determinagdio é simples conhecido o
campo de velocidades. Na verdade; as segun-
das derivadas de w vém:

DE .FISICA
com gy(x,y) 0 quando r— ooy de notar
que. g;(z,y) tem de satisfazer a equacio de
Laplace. Como a pressio tem simetria axial
a fungéo g¢,(x,y) 6 necessiriamente indepen-
“dente de y e portanto apenas fungio de =z,
isto 6, g1 ( ,y) g2 (w) Como 92 () ha-de
2

satufazer a equagao de Laplace é —3——% =0
o

© portanto o -

L Jo= Klw+K2

Como por outro lado g, (x) -
r— <>° é K]

Ky =0 e temos finalmente
. .

(01) P =P, 3/2 Ua— -

As equacﬁes (48) e (51) determinam por-

ponto de coordenadas. x,y, &

6'—’F°f¢a~ que-aci_u'a sSbre a esferau

A forga resultante que se exerce sobre a -

esfera 6 devida ao esforgo normal e ao
esforgo cortante; visto haver simetria axial
a sua direcgdo 6 a do eixo de xx.

— 15 a2 zr? 4+ 35a24%2 + 9-:cz'r4 — 152522

R

—3rt + 15]/27*2 + Ha2r?2 —

35 a2 42 }

vrg

- 2 . N |
_‘)_“’:LQ’_U(,
oax2 - 4‘
N9 . : .
0y?
;

. 0w =3.Ua{'
022 . 4 il

Acujos valores substitaidos em (49 ¢) ddo
op 9

02 2

-
(@t 32)" '

Integrando temos
p=—32 Ua—:% +g@,y).
Quando 7 -+ oo, p —+ qu\ e portanto
P=rs ';- 3/2 Uar—a; + g1 (@,9)
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~15a2z 272 + 35028z 4 9w ort — 152592 } |
: TR

%) Forga devida ao esforgo normal (resfs-
téncia de forma).

‘Atendendo a que no ‘caso presente
div V=0, o esforgo normal é, segundo (22)
e (23) dado por

3 %=—P+2F—§E— 2 :1

Para o sistema de coordenadas utilizado
temos, atendendo a que v, corresponde a u

Outubro 1963

-0 quando .

tanto a velocidade e a pressio em qualquer-’
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e dr corresponde a daé

t

()v,

°'r=—P+2lL ()r

Sobre a esfera, isto é, para r =20

0% =0 o entdo
or S
(52) (e=—p

" onde p 6 dada pela férmula (51).
A forga de resxsténcla dev1da ao esforgo
. normal é portanto
(B3) Ry=— 2.na2f pcosfeenfdid =
vt » Jo _ :
' =2rapU.
) @) Forga devida Aa'.ov esforgo Vcorr.fa'nte
(resisténcia de atrito superficial).

O esforgo cortante

: i c)'d av.
Toy = o -
e (G )
definido por (23) vem para o sistema de

- coordenadas utilizado, atendendo a que rd 6
corresponde a dy e dr corresponde a dax

dv,  dug
710"‘}"< ()6+ ar->-

Calculemos agora —— o 9%
o . 00 or

; as for-

h B

mulas (45) ddo:

GAZETA DE FISICA

- @ portanto

©9)

(59) Ca—

e Ud
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1) tro= — o L ppen s
- 2 a

ea forca resultante que -actua sobre a esfera .
dev1do a0 espago cortante é

(55) Rim —2na f "T,.esenzed'e :
A -

’

Substltumdo (54) em (55) e mtegrando_:
resulta _ |
) = Re= 4w U

A forga total de resisténcia que se exerce |
‘Bobre a esfera é poxs
(57) R=6rapU

como -resulta imediatamente de (53) e (56).
A férmula (D7) é conhecida por férmula de

~ Stokes. 1 conveniente notar que dois tergos

da forga a que fica sujeita a esfera é devida

ao esforgo cortante; um tergo dessa forga é . .

devida ao esforco normal. _
Como sabemos a forga de resisténcia R -
pode escrever-se na forma
o1
R == —5‘9 U2 S OR

~onde 8.6 uma érea (da esfera) que tomamos
_para referéncia.
- tomando para area S a superficie frontal

De (57) e (58) resulta

da esfera, isto 6, S =7wa?

12p0 24
eU. R,

onde o ntmero de Reynolds R, é dado por

P Ud (d, didmetro da esfera).

~ Determinou-se experimentalmente que a
férmula de Stokes é valida para nimeros de
Reynolds até préximos da unidade, isto 6,

=1. Para nimeros de Reynolds supe-
¢ ' .
riores a 1 tem lugar a separagdo da corrente
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na parte da esfera a jusante da corrente com

.& formagio duma «esteira vorticosa» nio
permanente ; quando. o nimero de Reynolds

' - atinge valores ainda mais elevados a corrente

na esteira torna-se turbulenta nio sendo.

possivel calcular a resisténcia a partir das
_ equagdes de Navier-Stokes sendo necessario
determina-la experimentalmente, A natureza

2 (001
\"deé
g4
S 10 :
4@ 1 .
.3 10 | Let de Stokes QP
o2 gf N
¥ 4
N
o2 N
-3 1.0
'Y
- —t
\3 0-4
oLt
o1
04 1260 10

108 103 fot fo¥ 108
Numero de Reynolds «Reeﬂf.gf
' Fig. 6
da corrente estd indicada esquemiticamente
na figura e a variagio do coeficiente de resis-

téncia com o nimero de Reynolds mostra: s
no grafico junto. n

GAZETA DE FISICA

C

+ 7 — Conclusdes.

, Je N N - : v N
.Das equagtes de Navier-Stokes obtive-,

ram-se.as equagdes dos movimentos lentos
das quais se fdz uma.aplicagio ao problema

‘de Stokes determinando a velocidade e-a
. pressdo em-qualquer ponto do.fluido. A forga

exercida sobre -a esfera, R=6map U, va-
lida para nimeros de Reynolds até pr6x1mos

. da unidadé consta de duas partes: uma devida

aos esforgos normais de valor 2wap U cha-
mada resisténcia de forma (em inglés, form

" drag), outra devida aos esforgos cortantes

de: valor 41caan chamada resisténcia de

atrito superficial (em mgles surface friction

drag).

A medida que aumenta o némero de-
Reynolds deixa de ser valida a formula de.
Stokes ; apresenta-se graficamente a variagio
de Cr com o nimero de Reynolds.

"Em ntimeros futuros da Gazeta de Fisica

‘apresentaremos outras aplicacdes das equa-
‘cbes de Navier-Stokes, particularmente aque-

as em que as forgas de inércia sio maiores

_que as forgas de viscosidade. Destas aplica-
¢des fazem' parte os importantes problemas .

da, camada limite cujo. conceito ¢ devido a

' Prandtl.
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As ideias que & «Gazels de Fisica» defende e propaga tornam a'sua expansdo

do maior interesse para todos os seus lelrores Tragam nos pois novos assmantes.

A «Gazets de FlSlca» vive pela Clencm e para a Cuencua.
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