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Sobre o livro de Física para o 3.° ciclo dos Liceus
Análise de uma afitude e comentário de uma crítica

por José A. Teixeira

o Porque ê que as crianças nada compreendem, a maior parte das 
vezes, das definições que satisfazem os cientistas ? Porque se torna neces­
sário dar-lhes outras ? Esta, a questão que a mim mesmo proponho [...] 
e cuja solução poderia, parece-me, sugerir úteis reflexões aós filósofos que 
se ocupam da lógica das ciências.»\

H. POINCABÊ

«A ciência, quando é verdadeira ciência, isto ê, aquisição metódica 
de saber e não superstição científica ou vão enfatuamento no poder, ensina 
ao homem a verdadeira humildade, que é por sua vez, o primeiro degrau 
de uma espiritualidade mais alta.»

Filippo Selvagqi

A Gazeta de Física abre o seu último çóes assim, ilustram um fragmento de prosa in-
número, de Julho de 1963, com «alguns trodutório dos comentários, em jeito um tanto
comentários, à maneira de crítica», sobre o esforçado de elogio filosófico da Mecânica,
livro de Física para o 3.° ciclo liceal, de que Se foi o excesso de ciência que armou o 
sou autor. O artigo é de Fernando Sequeira braço vingador, desde já lhes rendo as minhas
e J. Sousa Lopes.

Se não fora a severidade da crítica, quase 
me sentiria desvanecido por me terem sido 
concedidas honras de primeira página e ter 
merecido o interesse de um trabalho de equipa. demonstrar que é bom o livro que aqueles
Mas, ai de mim! A vergasta sibila fustigante comentaristas acusam de mau. 0 autor não
e o tom ó de lástima. Os comentaristas, deci- tem competência para sé pronunciar sobre o
diram desagravar Minerva ultrajada e inves- mérito ou demérito do seu próprio trabalho,
tem sobre a barbárie que «nesta época de È tem mesmo a inexorável certeza de que, por
satélites artificiais e viagens interplanetárias» mais que corrigisse, retocasse, alterasse,
forjou um mau «livro de base pelo qual devem jamais conseguiria trabalho acabado. Pro- .
aprender» os «espíritos jovens». Considera- ponho-me, sim, mostrar a inadequação de

homenagens; se foi a pletora de juventude, 
desejo-lhes longa vida e rápida maturação.

No que vai seguir-se não me proponho
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s uma crítica e o pedantismo de certos reparós, intensidade, mesmo ao longo e depois do
aquela e estes enquadrados em referenciais curso superior. De tudo isto decorre que um
que na Pedagogia também existem. >. dos requisitos do livro didáctico liceal, o rigor

' 1 ' dos conceitos, ainda quando ele se destine
Que se pretende com um livro didáctico? aos 15-16 anos, surge necessàriamente limi- 
Interpretar e desenvolver um programa tado. O cálculo integral, que tão elegante e

de curso* umas vezes proposto pelo autor simplesmente resolve certos problemas, está-
(não é este o caso), mais frequentemente -nos vedado; a equação de definição, concisa

; estabelecido por uma entidade oficial ou pri- e precisa, não pode ser um ponto de partida
vada. O livro visa constituir um auxiliar sistemático.
importante para o áluno, sem pretender O aluno carece da imagem. Donde as 
substituir-se ao professor. Onde o livrò concessões da precisão em prejuízo do rigor,
ádoptado Be revele insuficiente, ou errado, Mas semi!elas o conhecimento não marcha e
ou obscuro, o professor corrige e orienta o as ideiasjjnão se entrelaçam. As noções que
educando para outras leituras. Esse, um dos o aluno vài adquirindo são provisórias. Reto-
objectivos das bibliotecas de classe. Portanto, madas mais tarde, serão aperfeiçoadas, mas
só em delírio de critica imatura se estabelece continuarão a ser provisórias. Se se auscul-
uma relação de causa e efeito, com a ampli- tasse um especialista, (que, ein figura de retó-
tude que se pretendeu atribuir-lhe, entre a rica, alguém definiu como aquele homem que
qualidade do livro e a «vontade de compreen- sabe tudo de nada) sobre os conceitos que cons-
der e estudar». A menos que o estudante tituem o seu micromundo de intèresses, a res­
sinta ausente o professor e se veja constran- peito de cada um dos capítulos dos livros que
gido a autodidactismo; a menos que se des- se destinam aos cursos gerais, talvez pudésse-
conheça o papel, cada vez mais relevante, mos ouvir que tudo está errado,
do material dè laboratório, dos meios audio- A quem incumba a tarefa de julgamento 
-visuais, do ambiente. , sério de um livro didáctico põem-se, por-

À pedagogia não é o livro; inclui-o — e tanto, problemas que não são apenas de rigor
nem sempre. Quem se proponha elaborar um científico, mas de critério, de adequação, de
compêndio tem de partir, antes do mais, do ajustamento è a tal ponto que hoje há mesmo
conhecimento da idade e da preparação dos escalas organizadas de avaliação de livros
alunos que o vão utilizar. A linguagem terá didácticos.
de ser acessível e as dificuldades graduadas; O livro que aqui se pôs em causa foi já
a progressão faz-se a partir dos conhecimen- submetido a provas. Lançado há anos por
tos já adquiridos; a estruturação lógica uma casa editora do Porto, foi aceite por
combinar-se-á com o recurso à intuição e o quase todos os liceus do País. Entretanto
apelo às analogias; a motivação há-de desen- corria seus trâmites um concurso para livro
cadear os interesses; os conceitos deverão único e o compêndio obteve aprovação. Esgo-
ser tão precisos quanto possível, mas adentro, tado o prazo de validade (cinco anos) o livro

foi reapróvado em novo concurso. A edição 
Ora o compêndio criticado destina-se a que presentemente circula afasta-se um pouco

alunos que começam a manuseá-lo .aos 15-16 da original, já porque os programas sofreram
anos, idade que já suporta uma certa predo- alguns coités, já porque os relatores oficiais
minância de método lógico, mas que requer impuseram certas emendas,
ainda o manejo de todos os ingredientes Esta' nótula, que resume a história do

, didácticos referidos. Em particular, o aluno livro, não se apresenta como um atestado de
tem necessidade da imaginação como suporte qualidade, mas como elemento que não pode
dos conceitos.' Esta característica não o deixar de ter significado aos olhos de quem,
abandona tão cedo, embora vá perdendo em com isenção e imparcialidade, se disponha a

das fronteiras esboçadas.
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apreciá-lo, não como obra de consulta ou 
destinada à a preparação de físicos», mas de um corpo é a quantidade de matéria desse

corpo. Pareceu ao autor que, para tentar 
aclarar o conceito, não seria preciso ir até aí. 
Um crítico bem intencionado dará conta disso.

rece frequentemente formulada assim: massa

como simples compêndio didáctico.
Cabe aqui referir de passagem que o 

trabalho que vimos discutindo ganhou logo 
no início da sua existência um ferrete: livro Falar em quantidade de matéria, porque não? .
único. Este seu atributo concita sobre ele a Eis aí concretizado o apelo àintuição. O aluno
animosidade de muita gente. Mas uma coisa entende ou vislumbra alguma coisa. E se o
é a instituição «livro único» e outra é a valia . professor promove a discussão, conseguirá 
de determinado compêndio, seja ou não seja derramar maia alguma luz. Isso dependerá
livro único. Com aquela pode-se ou não estar das ocorrências. Atinge-se deste modo uma
dé acordo (boa parte dos autores de livros uma aproximação. Assim o têm entendido
únicos hão a aprovam); perante este há que muitos profissionais"da Pedagogia e áté, por
adoptar uma atitude de serena objectividade» certo, alguns amadores. Assim o entendeu
apreciando-o sem prè-juízos, nem intenções também o Curso do PSSC, donde traduzo o
reservadas. seguinte: «O uso da massa gravitatória per-

As considerações que venho tecendo con- mitir-nos-á dar um significado tão claro à
vêm à correcta focagem de um problema, ideia de quantidade de, matéria...» E insiste:
mas não servem de pedido de absolvição para «Esta medida da quantidade de matéria é a
os pecados que cometi e muito menos ainda terceira em importância das grandezas físicas
para os crimes de lesa-ciência que não per- simples; ao espaço e ao tempo juntaremos
petrei. Já veremos de seguida se não será agora a massa.»
só fumo o incêndio ateado.

i.

O leitor atento deverá recordar-se de que 
o PSSC constitui o padrão que naquela nota 

Conceitos comò os de ponto material, sis- final condenatória do meu livro se recomenda
temas de referência, espaço, grandeza e me- nos seguintes termos: «A conclusão atirar
ãida, grandezas escalares e vectoriais, massa de tudo isto é evidente. Talvez que a exis-
e tantos outros, são realmente difíceis de tência de Cursos como o do PSSC (*) facilite
tratar com rigor e clareza adequada ao a urgente tarefa de dar aos estudantes do
6.° ano do liceu. Sabe-o bem quem tenha de 3.° ciclo liceal um livro de Física respeitador
ensinar. As aproximações que se tentam, para das suas capacidades intelectuais.»
muitos deles, caem por via de regra nos Facilitará por certo, mas não no sentido em
mesmos desvios. Por isso, ainda que dis- em que o pretendem os comentaristas em causa,
pusesse das colunas desta revista sem limi- Facilitará, sim, desde que a ela se entregue
tações de espaço, não haveria interesse em quem medite as normas aconselhadas pelo

- documentar a minha asserção com sucessivas PSSC": «O processo—e a história sempre de-
transcrições de compêndios homólogos publi- monstrou que se trata de um processo muito
cados em outros países. Mas terei de o fazer prático—consiste em saltar de uma noção fun-
em casos típicos e no intuito de salientar damental para outra, registando aperfeiçoa-
enfàticamente a inconsequência de certos re- mento sempre que se-possa e utilizando por sua
paros e soprar o vento que enche o balão. Por vez estes aperfeiçoamentos para registar novos
exemplo: uma coisa que ofende os pudicos progressos. Utilizámos, por exemplo, as nossas
ouvidos científicos de certos espíritos depura^- grosseiras noções de espaço para melhorar

/ dos é que se fale de quantidade de matéria a nossa noção de tempo.»
Ainda a propósito de massa caberá dizer 

ticado também caiu nesse lugar comum. Caiu que o programa desenvolvido pelo livro
e cairá. Demais que a referência foi um tanto do 3.° ciclo não pretende que se trate
acautelada, evitando-se a definição que apa- da distinção entre massa gravitacional e

para dar a noção de massa. O trabalho cri-
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massa inercial. Inicialmente tratou-se-^ tlmi- Reza aquele: «As medidas exactasdemons- 
damente, talvez. A entidade oficial preferiu tram que a energia necessária para elevar a
posíeriormente suprimir essa matéria. Nesse temperatura a 1 grama de água de 14,5° C a
e em outros pontos o programa foi re- 15,5° C ó de 4,185 joules. Esta quantidade
visto, o que è compreensível. Certamente de energia denominou-se' caloria é constitui
o autor óu autores do programa, se o refi-; outra unidade de energia». E em nota: «As 
zessem hoje, já não estariam em inteiro unidades, como a caloria, procedem da época
acordo consigo próprios. Os autores dos anterior ao reconhecimento do calor como
livros possivelmente têm também á sua - uma forma de energia. Utilizam-se porque se 

I concepção de um programa. Pois vem a pro-, torna fácil avaliar uma quantidade de calor 
pósito dizer que* sem ter convicções defini- mediante a sua transferência a uma massa
tivàs a respeito da oportunidade do trata- conhecida de água e medindo o aumento de
mento de tal tema — massa gravitacionâl e temperatura. Existe uma unidade maior a
massa inercial — me inclino no sentido de «quilocaloria» que é 1000 vezes maiõr que a
passar ao lado da dificuldade, na fase dos «pequena" caloria». A quilocaloria utiliza-se
15 anos. A própria opinião do PSSC,, o qual hoje correntemente para exprimir ós rendi-
efectivamente não foge ao problema das diias mentos energéticos dos alimentos»,
massas, manifesta-se desta forma: «normal- Estridula a fanfarra dos severos plumitivos: 
mente não devemos preocupar-nos em distin- «Para quê usár, em livros de física; a caloria
gui-las e geralmente utilizaremos a palavra —que só serve para' complicar as fórmulas
«massa», sem máis especificar, para nos com a introdução de faCtores numéricos. (e
referirmos a qualquer delas.» O PSSC não sugerir que o calor não é uma fórma de ener-
se escandaliza como os senhores comentaris- gia)?» E ,em nota: «Convém notar que, em
tas quando escrevem: «E assim se confundem desacordo com o livro, sq define a caloria
num só os conceitos de massa inerte emassa como sendo igual a 4,185xl07 erg;e que

esta definição é independente da medida sem- 
Vale a pena determo-nos um pouco mais pre'aproximada da energia necessária á ele-

na contemplação da harmonia de vistas entre vação det temperatura de dado corpo»,
o curso PSSC e as opiniões dos comenta- De um lado uma orientação de mise au 
ristas que o recomendam como modelo, por- point em conexão com o que era e ainda se
que ela emerge a cada passo. Cotejemos o concebe que seja; do outro lado uma arre-
conteúdo e o tom das duas origens através batada precipitação de delenda.

O livro de Sears, professor do reputadís- 
Diz a crítica: «Chega-se depois a um simo M. I. T., e Zemansky, obra muito

parágrafo onde se pretendem definir grande- difundida entre nós e outros países, que no
zas físicas escalares e vectoriais. Afirma-se: original americano tem o título de «Univer-, -
Há grandezas físicas que ficam complètamente sity Physics», portanto, com maiores respon-
determinadas por meio dum valor numérico: sabilidades de rigor que o livro do 3.° ciclò,
chamam-se grandezas escalares. É falso; para doseia a matéria de forma bem diferente da
mais, confunde-se uma grandeza física com a pretendida pelos comentaristas. A propósito
sua medida (o que é sistemático ao longo do de quantidade de caZor apresenta a. seguinte
livro), e declara-se tácitamente que é super- definição: «A caloria-grama ó a quantidade
fluo o conhecimento das unidades em que de calor que é preciso fornecer a um grama
esta se faz». de água para elevar a sua temperatura de um .

Diz o livro normativo: «As grandezas grau centígrado».. Mais abaixo completa:
físicas que podem definir-se com um Só Concorda-se, geralmente, em utilizar o inter-
número chamá-las-emos escalares».

.»

de outros pontos.

valo de temperatura entre 14,5° C e 15,5° C». 
Os comentaristas aplaudirão desta vez ? Depois, a rematar o parágrafo relativo a
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Equivalente mecânico do calor, em tipo menor, . ferência; é verdade que já se tem sentido 
corno sinal da hierarquização das matérias, inclinado a substituir; é possível que chegue

a outra opção. Mas não pela proposição que 
dou em definir exactamente a caloria-quilo- me aconselham porquê destituída dò forma-
grama como 1/860 Kw-h.n Daí conclui que, lismo de um principio (e aqui estaria mais um
«por definição, 1 cal = 4, 18605 joules».

O desenvolvimento que entendi dever dar já que em outras passagens dos’ comentários 
a este ponto tem um claro objectivo : pôr em se revela essa preocupação), 
evidência que aos comentaristas são alheios
os problemas de adequação de uma exposição «o autor afirma que a experiência de Fou-
didáctica e que nem a circunstância de trata- cault deú o golpe de morte na teor ia da emissão.
distas consagrados atenderem a eles os des- Diremos que acnamos a expressão um tanto
pertou. A preocupação das exactas definições violenta: como conseguirá o autor explicar,
levár-me-ia a perguntar-lhes, por exemplo, por exemplo, o efeito foto-eléctrico senão
como apresentariam as de metro e segundo, através de uma teoria corpuscular da luz?»
em livro de 3.° ciclo liceal. Será por falar em morte que me acusam

Acentuam os comentaristas, e por mais de violência? Ou tratar-se-á de outra coisa ?
de uma vèz, que não pretenderam fazer crí. Em «A evolução da Física» de Albert Eins-
tica exaustiva, nem mesmo nos restritos pon^ tein e Leopold Infeld poderá ler-sé : «Testes '
tos em que pegaram. Isso, para salientar a com capacidade de dar sentença de vida e
imensidade daquele mare magnum de erros e morte a uma teoria são frequentes na histó-
imperfeições que seria preciso sulcar. Com ria da física —- e chamam-se experiências cru-
análoga sanha seriam precisas bastas laudas ciais. y> E rèferindo-se à teoria ondulatória da
de papel para, à margem do cotejo prece- luz diz um livro de Margenau, Watson e
dente, se discutir tão só o que se deve enten­
der por sugerir, definir e desacordo.

Decididamente o padrão pedagógico que 
nos recoméndam foi mal meditato pelos seus 
panegiristas. As lições a colher dé lá não são 
as que Fernando Sequeira e J. Sousa Lopes 
nos querem dar. O espírito que perpassa por
estas é outro e bem conhecido. São questiún- teoria corpuscular». Ora, ao tratar-se deste
cuias em vez de questões. Como esta; «Há, assunto com a oportunidade que se lhe deu,
como se sabe, várias maneiras diferentes de nem no livro do 3.° ciclo liceal, nem em qual-
enunciar o l.° princípio, e dizer qual deles é quer outro, se fala de a teoria corpuscular
a mais conveniente é em parte subjectivo». , no sentido de qualquer teoria corpuscular.
Mais abaixo: «Posto isto, o autor enuncia o A teoria corpuscular em causa era a de
l.° princípio duma forma demasiado complh Newton e não outra. O - efeito foto-eléc-
cada».

refere que «uiha comissão internacional acor-

coDceito para discutir, se houvesse espaço,

Outra questiúncula do mesmo jaez :

Montgomery (Princípios è aplicações da 
Física): «A sua aceitação foi universal 
quando Foucanlt (1819-1868) por volta de 
1850 provou experimentalmente [. ..] que a 
velocidade da luz num líquido como a água 
era menor que a velocidade nó ar, o que 
estava em contradição com o que exigia a

trico, portanto, na crítica, vem a despropó-
Para quê o reparo ? Pois se ainda rmais sito. 

do que «várias maneiras» há «várias manei- Com o desejo de lançar luz em pleni- 
ras diferentes»... Porque não aceitar que o tude espalha-se confusão através de uma
autor do livro, habituado à receita do seu pretensa propriedade de linguagem. É esse 
antigo professor de Termodinâmica, receita também o caso das linhas de força. Eis a
do livro de Poincaré, mais tarde, do livro de flecha: «o autor afirma que em cada ponto
Becquerel, e de outros menos notáveis, lhe do campo passa uma linha de força; logo
tenha dado preferência, após compreensí- depois diz que as linhas de força representam
veis hesitações? É certo que oscilou na pre- gràficamente as caracteristicas do campo:
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onde elas mais se adensam é maior o valor da peló campo» e se isso não trouxer compli- , 
intensidade do campo; onde se rarefazem é 
menor. Desta maneira isto é òbviamente 
incompreensível — se por cada ponto passa ; 
uma linha, como se adensam ou rarefazem ?»

/ «Òbviamente incompreensível

cações adicionais, então francamente preferir 
rei a média aritmética já que (e isso ó certo) 
os alunos aceitam-na sem relutância, por 
questão de rotina, muito embora. Conquanto 

é, pois, a orientação que adoptei tenha sido colhida
também, a linguagem adoptada pelos Senhores de boas origens não terei dúvidas em substi-
Einstein e Infeld na sua «Evolução da Física» tuir. O que ó preciso ó que os senhores
já citada: «As linhas em nosso'espaço-modelo comentaristas me digam como. E porque sé -
são sempre perpendiculares à superfície da lhes pressente a angústia pelos tratos de polé
esfera. E desde que todas divergem de um a que se sujeita o entendimento dos alunos,
ponto, são mais densas perto da esfera e estou certo que não deixarão de o fazer,
tanto menos densas quanto mais afastadas.
Se aumentarmos de duas ou três vezes a não' simpatiza com algumas deduções qúe ò
distância da esfera, então a densidade das programa inclui e esta é uma delas. Mas ó
linhas em nosso modelo espacial (embora não perfeitamente compreensível que os autores
no desenho) será quatro ou nòve vezes menor. dos programas, como os autores dos com-
Dessé modo as linhas servem a um propósito pêndios, tenham as suas hesitações quando
duplo. Primeiro, mostram á direcção da força se trata de romper com uma tradição,
actuante sobre um corpo nas vizinhanças da
esfera-sol. Segundo, a densidade das linhas máquina de Van de Graaff, classificam os
no espaço mostra,como a força varia ,coín a comentaristas a seguinte passagem do livro :

«nalgumas máquinas os investigadores tra- 
Sobre a dedução da expressão do poten- balham dentro da esfera oca, ficando assim

ciai elóctrico, dedução que na penetrante isentos do perigo das descargas.» Não é
análise dos comentaristas não passa de pre- insólita, não. Os «Elementos de Física Ató-
tenção, o livro adopta a orientação corren- mica» do Professor Manuel Valadares dizem
temente seguida em outros compêndios, desde textualmente: «Em muitas destas instalações,
o clássico Watson a vários livros actuais. os investigadores trabalham no interior das
Procura-se tornear a dificuldade da falta do esferas por ser esta a região em que menos
cálculo intègral, que resolve o problema de risco correm de serem vítimas de uma des­
uma penada. A consideração da média geo- carga eléctrica de alta tensão.» Valadares
métrica é o motivo excitante da crítica. diz «em muitas»; eu digo «nalgumas». Tive
«E porque não a média aritmética? Claro sorte. De insólita que foi, a afirmação passaria
que o aluno,não pode entender aquela supo- a ser mui insólita.'.. Todavia, com céptica
sição» — dizem; Talvez. Mas, digo eu: por- reserva eles concedem alguma coisa: «Tal-
quê a média aritmética? Entenderia o alnno vez que durante a construção das esferas
a suposição? Ou não seria pura e simples- mais antigas isso se tivesse alguma vez
mente a aceitação de uma panaceia que a passado» — dizem,
rotina consagrou ? Será que só existe a média 
aritmética? Será esta em todos os casos, a 
mais significativa? Na dupla pesagem pelo 
processo da transposição, a qual das médias 
conduz o .cálculo? A média geométrica é
uma chave que abre aquela porta, vedada, a noção de momento, a respeito da qual se .
como já disse ao cálculo integral. Mas se verbera a expressão poder giratório ou efeito
«é óbvio que é indiferente a média que se rotativo de uma força usada no livro atacado,
toma para o cálculo do trabalho realizado e a respeito da qual o mesmo livro de Mar-

Diga-se de passagem que o autor do livro

De insólita afirmação, relativamente à

distância.»

Historietas de menor importância como 
a do ponto material que uns livros, como o 
de Margenau, definem comó «massas pon­
tuais» e outros deixam à intuição do aluno, 
processo mais cómodo de ladear o escolho;
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genau se serve da expressão «medida da adoptou. O mesmo sucedeu com tudo o resto,
capacidade de uma força para produzir uma Em um ou outro caso, onde as fontes não
rotação»; a presunção de que o autor inven- satisfizeram o critério do autor, fez-se trata-
tou o princípio fundamental da Estática ou o mento dei carácter pessoal dos temas, com
princípio dos fotómetros (preceituados nos extrema cautela como se impunha. Mas a
programas); a surpresa manifestada pela ciência está feita. O trabalho foi de compón-
«não indicação dos sistemas de referência diação. Daí resulta que (o livro está bem
em que tais princípios são válidos», quando acompanhado, no que aqui foi dito e no que
se referem à Dinâmica; etc., etc., revelam a ficou por dizer. Discutível, por certo, o cri-
mesma sistemática ausência de sentido di- tério de selecção, de ordenação, a amplitude
dáctico e a permanente preocupação de demo- conferida às matérias, a ilustração, a cor e o
lir. Nem mesmo a Circunstância de uma ou grau de transparência do papel, a mancha,
outra vez surgir uma observação pertinente etc., etc. Se os comentaristas quiserem fazer
como aquela de não ser açtuante um desloca- carreira através deste tipo de fácil crítica des­
monto, os absolve da sua diatribe de mau trutiva têm larguíssimo campo de acção. Ape-
gosto. Porque se os suspicazes comentaristas, sar do tempo que lamento perder em traba- 
em cuidada revisão de provas tipográficas a lho tão improdutivo não deixarei, em todo o
duo julgaram ter corpos sujeitos onde ficou caso, de responder. Cumpre-me ter presente
impresso corpos suspeitos, ou proposição onde que não se trata de críticas inser,tas nos baru-
preposição, ou enunciar onde anunciar, ou lhentos pasquins informativos de Julho, mas

- em uso onde um uso, precalços, aliás, com- de artigo aceite por uma revista de Física, o
preensíveis a quem conhece a subtileza da que lhe confere categoria e autoridade dife-
gralha, mas que revela efe.ctivamente um rentes.
desvio de atenção objectiva, porque não Mas se os comentaristas em vez disso 
aceitar que, falando-se de vectores, se tenha quiserem dar uma contribuição positiva para 
usado de uma expressão apropriada àquele o ensino, então ousarei sugerir-lhes outro 
caso particular que cònstitui uma rotina de caminho: 
trabalho num ensino elementar, embora ina­
plicável ao caso geral ?

Eu creio francamente que, se de crítica lhes for proposto; 
destrutiva se não tratasse, por exemplo, na­
quele ponto a respeito dá máquina de Van de .
Graaff, como em outros, poderia resultar psicopedagogia e da experiência docente, das 
alguma coisa de proveitoso para todos: para os «capacidades intelectuais» dos alunos que. 
comentaristas em busca de curriculum, para parece não conhecerem ; 
o autor do livro, atento a reparos válidos, 
para os leitores, que. assim teriam oportuni­
dade de melhor se esclarecerem.

l.° —lerem o programa que oficialmente

2.° — informarem-se melhor, através da

3.° — após leiturà atenta, meditarem o 
P S S C, obra adquirida por vários professo­
res em virtude da publicidade que oportuna­
mente dele fez o livreiro interessado, muito 
antes da sua recomendação pelo artigo de 
abertura da «Gazeta de Física» de Julho de 
1963;

Redigindo cerca de oitocentas páginas de 
texto inicial, hoje mais reduzido, o autor do 
livro leu muitos milhares de outras. Ro­
deou-se de elementos de consulta conceitua­
dos e consagráTdos, procedeu a adaptações, 
a ajustamentos, a opções. Para elaborar uma 
notícia sobre a máquina de Van de Graaff, 
apesar da alta categoria do Doutor Manuel 
Valadares, não se limitou a ler o seu livro, 
como bem se depreende da forma que se

■)
4.° — não o tomarem comò bíblia mas 

como um bom livro de orações.

Feita essa preparação ou outra melhor
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que lhes ocorra, daqui lhes dirijo um 
apelô:

que parece preocupá-los tanto. Mas sé o não . 
conseguirem por ser árdua a tarefa, então 
aprendam a respeitar mais o trabalho dos 

Dêem «aos estudantes do 3.° ciclo liceal que há muitos anos vêm amanhando o terreno
" um livro de Física respeitador dás suas capa- deste sector de actividadé e se não limitam a

cidades intelectuais». Com isso prestariam um ser seus fugidios traseuntes ou meros espec- 
bom serviço à causa da educação nacional tadores.

Dedução das Equações'de Navier-Sfokes 
e suas Aplicações

h
por C. M. Passos Morgado

SUMÁRIO minação das quais são necessárias cinco 
equações. Elas são:

Apresenta-se a dedução das equações 
gerais de Navier-Stokes e mostra-se a neces­
sidade da sua simplificação para a resolução 
dos problemas da Mecânica de Fluidos. 
A partir das equações de Navier-Stokes 
deduzem-se as equações dos movimentos 
lentos e faz-se a sua aplicação ao problema 
de Stokes (esfera em corrente uniforme).

a) A equação da continuidade que tra­
duz a conservação da massa.

b) A equação fundamental da dinâmica 
í (equação da quantidade de movimento) 
| que traduÉ a conservação da quanti- 
| dade de movimento. É uma equação 
i vectorial que na forma escalar dá

trés equações.
c) A equação de estado p =/(p) forne­

cida pela termodinâmica. Notemos
i desde já que para um fluido incom- 

pressivel p é constante e indepen­
dente do tempo e do espaço.

I. A DEDUÇÃO DAS EQUAÇÕES DE 
NAVIER-STOKES

Para a dedução destas equações seguimos 
de perto Schlichting (ref. 1).

Para a dedução da equação da continui­
dade consideremos um volume infinitesimal 
dt. A massa que, por unidade de tempo, sai 
através da superfície elementar que limita o
volume d t é div (p V) d t ; a diminuição da 
massa, por unidade de tempo, dentro do vo­
lume dr resulta da variação da sua densi-

d t . Como há conversação

1. As Equações da continuidade e da 
quantidade de movimento em fluidos.

I '

O caso geral dum movimento tridimen­
sional dum fluido fica completamente defi­
nido se conhecermos o vector velocidade dade e é

A A A • •

V — tu+jv-{-,kw, a pressão p e a den­
sidade p em qualquer ponto do domínio 
fluido. Há portanto cinco incógnitas do 
problema, — u, v, w•,p e p — para a deter-

dt
6a massa tem-se:

+ div(pF) = 0(1)
dt
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que é a forma mais geral da equação da determinar a relação entré as deformações 
continuidade. Para fluido incompressível vem e .as forças de superfície que as produzem, 
simplesmente a qúal, desde já se faz notar, só pode ser

div V = 0 i
dada empiricamente.

Para .corpos elásticos esta relação é dada 
pela lei de Hooke; para líquidos e gases 
pela lei de Stokes. A única diferença: destas 
leis è que, enquanto para um corpo elástico os 
esforços (força por unidade de superfície) são 
proporcionais às deformações, para um fluído 
são proporcionais às velocidades das defor­
mações.

Pór ser mais simples, começaremos por 
determinar a relação entre os esforços e as

(1, a)

A equação da quantidade de movimento 
resulta imediatamente da segunda lei de 
Newton, segundo a qual, o produto da massa 
pela aceleração é‘ igual à soma de todas as 
forças externas que actuam sobre o1 corpo. 
No caso dos fluidos há a considerar dois
tipos de forças actuantés : as que actuam' por 
toda a massa de fluido (forças gravitacionais
ou mássicas) e as que actuam sobre a super- .

. j ., ’ , - , . . , deformações para um corpo elástico (Lei defície devidas a pressão e fricção internas , „ v , r. , , r . ■ ■
Hookó); daqui se deduz imediatamente a

(forças de superfície). Seja F=çg a força mesma relação para fluídos (Lei de Stokes). 

gravitacional por unidade de volume (g ê o Foi este o procedimento usado por Stokes, 
p embora a lei de Stokes se pòssa deduzir a 

partir da teoria cinética.
vector aceleração devido à gravidade) e P 
a força de superfície por unidade de volume. 
Então a equação da quantidade de movimento 
é dada por 2. Os esforços num corpo deformável.,

Consideremos um volume elementar para- 
lelipipédico dr — dxdydz dum corpo defor­
mável; nas duas faces, de áreas dydz, per­
pendiculares ao eixo dos xx, actuam os

dV
= F + P '(2) P T7

d t
onde

F= iX +j 7 +k Z (forças más­
sicas)

(2, a)

e

P = iPx +j Pj + k P. (forças de
superfície)

A derivada de V em ordem a t é a de­
rivada total; a sua expressão é evidentemente

<2, b)

f* Dl
d*<iÒ)

A V
= —+ (F-grad)F=dV Fig. 1(3)

d t dt

a V . ->■ - ->■
= —+ (V-V)F. d t • >

esforços (força por unidade de superfície)
—V

- ^ d px dx onde o índice x signi­

fica que a face considerada ó perpendicular 
ao eixo dos xx. A força de superfície resul-

Px O Px +
d xAs forças mássicas são forças externas, 

dependentes apenas da massa e independen­
tes do estado de deformação do fluído; as 
forças de superfície, pelo contrário, depen­
dem do estado de deformação (campo de 
velocidades) do fluído. É por isso necessário

d p.tante destas duas faces ó dxdydz. De
dx

um modo semelhante se tem para os pares
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Substituindo (7) em (2) temos na forma 1de faces perpendicularés aos eixos dos yy
—>■ dp~' escalaròpye dos zz-,

Portanto a força de superfície P por 
unidade de volume é

dxdydz e d sê dydz.
dy dz du àox . d r drxy= z + xz+p d t d x dy d z

(8) p ~~ = V + d t d a, d -yxy +■ v ^
P _ |

da? d y d z

d t d x àyà ps d z. (4)
dw àr r à*ys ,d ff.22.= 2 +P d,t

d x dy dz)
As grandezas px, py e p% são vectõres 

e como tal cada, uma delas pode ser decom­
posta em 3 componèntes. Consideremos per 
exemplo px\ uma, das suas componentes é 
normal à íace de área dydz, designa-se 
por esforço normal, e o seu símbolo ó ax; as 
outras duas são tangenciais a esta face, desig­
nam-se por esforços cortantes, e os seus sim" 
bolos são respectivamente iXy, para a paralela 
ao eixo dos yy, e para a paralela ao 
eixo dos z z. Temos portanto

—> /S A

Px “ ^ @x “f" J tx y “j“ & Tx z

é dum modo semelhante
—^ ys /SPy = i^yx -\-J (Sy kry.j

P= = !T« -f jv^y + £(X2

o, que mostra serem necessárias nove com­
ponentes para a determinação dá força de 
superfície P.

A condição de equilíbrio do volume ele­
mentar dv dá, tomando momentos respecti­
vamente em relação aos eixos dos xx, dos 
yy e dos zz .. -

Para um fluído perfeitofviscosid&de nula) 
são nulos todos os esforços cortantes; os 
esforços normais são diferentes de zero, iguais 
para todas as direcções e\o seu valor comum 
com sinal contrário é a, pressão no ponto 
x,y,z:

— = = Tj,= = 0

a
A pressão num ponto ó portanto igual à 

média, com sinal contrário, dos três esforços 
normais em três direcções perpendiculares 

. entre si. Para um fluido viscoso é conveniente 
introduzir a média dos três esforços normais 
entre si.

Pode demonstrar-se que esta média é 
invariante' para uma rotação de eixos (veja-se 
por exemplo Lamb) e o seu valor com sinal 
contrário ó a pressão num ponto do fluído, 
isto é,

xy(9)
<J5= —p.y

(5)
■ /

l
1 , , .— {?x +<?!/ + = !

O
(10) u = P •

As equações (8) contêm . seis esforços
t5 ; é necessário determinar

agora a relação entre eles e as deformações
a fim de introduzirmos em (8) as componentes

■->u, v e w da velocidade V.
Antes de determinarmos esta relação 

vamos fazer o estudo das deformações.

J J >(6) T yXf ^2 2 -- ^2 2 5 2
De (6), (5) e (4) resulta para força de 

superfície por unidade de volume

= Txy

- (ò Ox d T 
*----  + —

d T*,' componente se­
gundo o eixo 

dos XX

—>
p = xy

dy dzòx
d Tys componeote se­

gundo o eixo 
dos yy

d a- ÍÒ T 3. O estudo das deformações.

Consideremos um sólido elástico que,, por 
intermédio dos esforços que sobre ele actuam, 
se vai deformar. Qualquer segmento elemen­
tar deste sólido vai sofrer côm a deformação 
um deslocamento linear e um deslocamento

xy+ j + -^ +
(7) d x dzày

dtyz \ d? /d V,; , componente 
segundo o eixo 

dos s s

+ k ++
à x ày dz
face face face

z x xyyz

= iPx+jPy+k Ps (ver fórmula 2 b).
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valeangular finitos. Se. em véz dum sólido elás­
tico considerarmos um fluido a deformação 
persiste enquanto actuar o esforço que a pro­
duz; neste caso, qualquer segmento do fluido 
fica sujeito a uma velocidade de deslocamento 
linear e uma velocidade de deslocamento 
angular.

Por ser mais simples, começaremos por 
fazer o estudo das deformações dum sólido 
elástico, as quais, quer se considere um sólido 
ou um fluido, se podem fazer por dois pro­
cessos. O primeiro define a deformação dum

d(A V) _ d (A x • Ay ■ Az) 
Ax■Ay■Az

(11) e A V
d (Ay) | d‘(Az) 

Ay _ Az
d (A x) — S;c~t-£s(4"e3 •

. Ax

O segundo processo de definir a defor­
mação consiste no uso do Vector desloca­
mento

—*• A A A

s = i \ +j vj + AÇ

dum ponto. Sé as coordenadas dum ponto 
antes da deformação forem x,y,z serão 
x + h y + n; z + Z depois da deformação; 
e a deformação fica completamente definida 
se forem conhecidas as componentes

l = \(x,yz)‘, vi = -fi(x ,y, z); K = Z(x,y,z)

do vector deslocamento para qualquer ponto _ 
x,y,z.

Evidentemente, ó possível definir sx, s 
7xy, 7zy, fxs em função de l, n e X,. 

Consideremos por exemplo s* e yxy\ temos 
d (A x) = l (x' + A x) — \ (a;) e portanto quando 
Ax -*• 0

h k

-<«*})
i /7
T

r* ■
&

L
o

■** y
— A*

Fig. 2

dlvolume elementar pelas três elongações s 
s- e pelos três deslocamentos angulares 

isto é, seis deformações

X , ex=------
àxEy >

fx jí j
ao todo. As grandezas sx, sy, ea são defi­
nidas como o quociente do aumento de com­
primento, devido aos esforços normais, pelo 
comprimento inicial, isto ó, (ver fig. 2)

Para pequenas deformações ó

d fl dl_ 
dx ày

como se tira imediatamente da fig. 3. De um 
modo semelhante podemos escrever

Txy = 01 + ®2 =

d(Ay)___ d (Az)
—:-----------5 =

d(Ax).'
; e«=-S^j ■— Az'AyA x

ítquando Ax, Ay, Az tendem para zero. Os 
deslocamento angulares y 7*in 7xs
representam a variação, devido aos esforços 
cortantes, dum ângulo que era inicialmente 
recto; por exemplo yxy representa a varia­
ção do ângulo recto formado pelos eixos dos 
xx e dos yy, isto ó, (ver fig. 3)

x y )

1
„ ' s

1 *
4

# «i1 - - J Í4 Ai
7x y = 91 + 02 • >9 a ■V; t

J. I 1AÒXO quociente entre as variações de volume 
e o volume inicial — dilatação unitária e — Fig. 3
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dl , porcionais às deformações. A_ relação entre 
os esforços cortantes e os deslocamentos 
angulares é então

dt ■ dX
sx — j sy------: > Ss —

d x dz■dy

dl , d V dn ,.dX 
j 7s= = _— +7*v ~~ dy ’(12 a) , dy doe ' dz (13) . T — 5 Tys.— = #7*T5*2/

=^+-
doe dz

, .7=* onde ,G é o módulo de Coulomb (módulo de 
torsão).e = div s -

As relações entre as elongações ex, e 
s. e os esforços normais ax, 
ligeiramente mais complicadas devido ao facto 
da elongação numa direcção provocar encur­
tamento nas direcções perpendiculares. Por 
exemplo, devido ao esforço tx o alongamento ’

o1- sãoay >Para um fluido, em vez do vector desloca-
a ^ ^

mento s = i i+j ri + IcX 
vector velocidade de deslocamento

consideramos q

ds A A A

= V = i u + j v -f kw é sx = — onde E ê o módulo de Young;dt e.
E

o encurtamento resultante segundo a direcção 

dos yy é ey = — ve 

a razão de Poisson.
Portanto a elongação segundo a direcção 

dos xx, tomando em consideração o encur­
tamento proveniente dos esforços ay e ê

e portanto vem, como para um sólido elástico:
V

ax onde v éd u
= - ' d x

X

E

d v à u
d--------

dx . dy
Yxy---

não sendo necessário (não fazia sentido, aliás) 
a restrição de pequenas deformações; 
ó agora a velocidade de deslocamento angular. 
Para as outras deformações resulta dum modo 
semelhante

1y*y 0* ~v(ay + <*=)]
E

6 dum modo semelhante

d u d v d to
(«. + «»»)]

= —[ff

Sx =
dx dy

du d v d v d to
; 7y= = — +

dy d x

(14) V=d z

-v(ff»+ »,)].7xy — e,>(12 6) d z dy E
d to ^ d u

i 7=* = Pode mostrar-se (ver Tomo I pág. 125 
do Curso Geral de Física do Prof. Amaro 
Monteiro ou qualquer livro de elasticidade) 
que entre o módulo de Young E, o módulo 
de Coulomb Ge a razão de Poisson existe 
a seguinte relação

d x dz.

div V:I
e

Note-se que passamos de (12 a) para (126) 
substituindo os deslocamentos pelas veloci­
dades dos deslocamentos.

E
G =(15)

2(1 + v)4 — Relação entre esforço e deformação 
para corpos elásticos (Lei de Hooke).

Para corpos elásticos a relação entre o 
esforço e a deformação é dada pela lei de 
Hooke segundo a qual os esforços são pro-

0 nosso objectivo é determinar os esforços 
normais em função das elongações. Para isso 
somemos oídenadamente as equações (14); 
obtemos
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„ dl '2'(16) , 6=2*+ Es =

(ff» + ff y + ff=) = div s
ax = a -f 2 Cr — G div s 

31 — 2 v d ÍC
2 „E' d nay == a -f- 2 Cr---- -------- G div s

dy 3
que mostra ser nula a dilatação unitária para 

v = —. As equações (15) e (16) dão — G div s
<K

cr + 2 Crff; 3d z2 (19) dE d ritxy = ÇEe d 2/ dx) '(17) ff» -f ff, + ff= =* j 

2 Cr (1 + v)
-2v dE; = a(^

\ d 3 d y
dEV

T2/ = !
e

1 — 2 v dl
t=k= G* i

à x d zque combinada com a primèira das equações 
(14) dá. • , . que na forma matricial tomam a forma

Ee= (1 + v)ax — v —E S; +' 'ff 0. Q"
oío

Ò 0 ff

ff» *^xy . '•xz
— 2v

,(20) "txy Vj, ,1yZ 

_ Vy;; ff 5 _
OU

E vee» +ff».= + G~ ò\ dl dl~ -f G~dl d-n dl1 — 2v■ 1 + v
= 2(?^ + -

É conveniente introduzir nesta equação 
a média ff dos esforçps normais; temos então

dx àx dx 
d l d y) d £ 
d?/ ày dy 
dl à-ndl 
d 2 d 2 à 2

àx dy Ò2 
d t\ d 7) d n 
da; dy àz 
dl dÇ d?

ve
— 2v

Ida; d?/ dz_
1/

— + ff»+ff*)
o

ev 2 n div 8" 0 0
--------- Cr

0 div s 0

0 0 div 8

ff:c=2Creil; + ff + 2Cr!—-
— 2v 3

a qual dá, depois de substituir os termos entre

e, segundo (17)2ff(l+v)parêntesis por —j- As equações (19) e (20) exprimem a lei 
de Hooke na sua forma mais geral. Repetimos 
mais uma vez que a sua obtenção se baseou 
na hipótese das deformações serem propor­
cionais aos esforços.

— 2v ■

= ff -f- 2 G Ej.------ G e.(18 a) ff» 3

Semelhantemente se obtêm mais duas rela­
ções para ay e ff- 5. Relação entre esforço’ é deformação 

para líquidos e gases. Lei de Stokes.

A Lei de Stokes — relação entre esforços 
e velocidades de deformação — obtém-se. ime­
diatamente de (20) substituindo o módulo de 
Coulomb G pelo coeficiente de viscosidade 
p,. a média aritmética dos esforços normais 
ff, pelà pressão — p do fluído e as deforma­
ções pelas velocidades das deformações.

py = ff + 2 G Sy —— G e 
3

= ff+ 2 Gz.„- — Ge.
3

Substituindo finalmente (12 a) em (13) e 
em (18 a, b, c) obtém-se os esforços em fun­
ção das três componentes l, n e ( do des­
locamento

(18 6)

.(18 c) ,a~
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A forma matricial da Lei de Stokes ó por­
tanto:

du dp
r d t . +

dx - -
daí dr d= ~ —p • 0 . 0 ~ +

0 -p 0
_0 0 -p

+ p ~ d u du à u ~ + p~ d u dv d.w ~~ — (24)
dx dy dz 
dv dv dv

xya xy TXz ++•x
dx dy dz(21) txy ay

^yz 03
'tyz

dv dp, p—= r r dt -4-
dy

id 7 do d^yzd x dx d x 
du d v dw

xy y++
dx dy dz

dw dpdx dy dz 
dw dw dw

dy dy dy 
dut dv dw

= Z — +s ( 'd t dz
l Òtyz_d^xz doídx dy dz dz dz dz +

d zdx dy
2 “divF 0 0

Lançando agora mão das equações (23) 
obtemos a resultante das forças de superfície 
em função das componentes da velocidade.

0 divF 0

0 0 div V
Por exemplo, para a componente da força 

Já dissemos que na ausência de viscosi- de superficie seguodo 0 eixo dos ** temos
dade os únicos'esforços existentes são os (segundo 7) 
esforços normais com o valor comum —p.
Escrevendo então d td ox . . d txy xy

dy d zdx
(22). a ~P+<\ <*y=— P + Vy\

o* = —p + oí
d Tx.daídp à fX — > xy++

dx , dy 

que, usando as equações 23, dá

d u

dx d z

logo se vê què a'x,aL, aí são os
esforços devido à viscosidade do fluído e as

txy , j ^ys
2 ,. ríTI 
— udivF
3 ‘dx d x [_

P*=-suas expressões em função das velocidades 
de deformação são: d x

iH
à v

)]d u(25) ++;+
— divF 
3
2-divF

0du
di ----- —

dx 
o dva'y = f* ( 2 — -

d xdyo'x = f*

K d u

]d w
+

dt d zd zi
3dy existindo mais duas relações semelhantes 

para Py e Ps . No caso geral dum fluido 
compressível a viscosidade p deve ser con­
siderada não como uma constante mas sim 
como função das coordenadas espaciais 
x ,y , z ; na verdade p varia consideravel­
mente com a temperatura a qual pode sofrer 
variáções apreciáveis devido às variações da 
velocidade, pressão e calor resultante da 
fricção interna do fluido. A relação entre a 
viscosidade e a temperatura obtem-se expe­
rimentalmente.

Substituindo (25) e as duas relações se­
melhantes para Py e P% em (8) vem

2:— div \/o d iof* 2 —ff£
dz ' 3(23)

d u d v
^\dy +tXy —

dx
dv dw

dy
dw- du\ 

~*KdxT.
dz

6. As equações de Navier-Stokes.

Substituindo (22) em (10) vem :
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v
— div V

aí .dx d a? \
i^_r_ip+j_r(2
dt dy dyL \

dw_g_ dp d 
^ dt dz d z

du du dv 
'dy dx 
dv dw 
dz dy 
dw ^ du 
d x dz

dp du

dw 2 MKfr£)](26)
a, b, c)

M-M]di'?)]+sKK*
3d z

Estas equações diferenciais formam a 
base de toda á Mecânica de Fluidos e,são 
chamadas as equações de Navier-Stokòs. As 
equações de Navier-Stokes juntamente com 
a equação da continuidade não são Suficientes 
para a determinação completa do movimento 
dum fluido compressivel pois as variações 
de pressão e densidade causam variações de 
temperatura sendo por isso necessário recor­
rer às leis da Termodinâmica. ,Em primeiro 
lugar a Termodinâmica fornece-nos a equação 
de estado <p (p , p, T) que para os gases per­
feitos torna a forma

é div V = 0 e como as variações de tempe­
ratura são geralmente pequenas a viscosidade 
pode ser considerada constante. A equação 

' da energia e a equação de estado não são 
necessárias neste caso; a determinação do 
campo da corrente é pois independente das 
equações da Termodinâmica.

As equações (26, a, b, c) e a equação da 
continuidade tomam neste caso, como facil­
mente se vê, a forma

d2u d2u 
~d~z2

d u à2 udp
dx \d x2 dy. dt

'/d2v à2v d2v 
dx2 dy2 dz2 
d2w d2 w d2w 
dx2 dy2 dz2

d v y_òFP — çg BT —0■ (27) + líP d t' dy
onde R é a constante dos gases e T a tem- (28), 
peratura absoluta; se o processo não for 
isotérmico ó necessário lançár mão do Pri­
meiro Princípio da Termodinâmica o qual 
estabelece, como sabemos, uma relação entre 
o calor e a energia mecânica dando uma 
equação diferencial para a distribuição da 
temperatura. É ainda necessária uma equação 
que relacione,a viscosidade com a tempera­
tura, isto' é, p = p (T); esta equação é obtida 
empiricamente.

Temos portanto ao todo 7 incógnitas 
— u,v,w,p,p,Te p —e sete equações.
Para um processo isotérmico estas reduzem-se

.a 5 (3 equações de Navier-Stokes, a equação onde o símbolo V2 é o Laplaciano. 
da continuidade e a equação de estado) 
com as cinco incógnitas correspondentes (equações de Navier-Stokes) foram obtidas

sucessivamente por Navier (1872), Cauchy e 
Poisson baseadas em hipóteses sobre as forças 
intermoleculares; mais tarde B. de Saint-

d w dpp^— = Z— —+p
d t dy .
du dv . dw

— = 0
dx dy dz

havendo portanto 4 equações para a deter­
minação das quatro incógnitas u,v}w,p. 
Na forma veçtorial as equações de Navier- 
-Stokes para fluido incompressivel escre­
vem-se

dV
— F — grad p -f- p Va V(29) P d t

As equações que vimos considerando

u ,v ,w ,p e p.

7. Corrente incompressivel.
-Venant (1843) e G. G. Stokes (1845) dedu- 

0 sistema de equações anterior simplifi- ziram-nas de um modo semelhante ao apre-
ca-se çonsideràvelmente no caso dum fluido sentado, isto é, baseando-se na linearidade
incompressivel (p = const) mesmo que a entre os esforços e as velocidades das defor- 
temperatura não seja constante. Neste caso mações.
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'A
8. A hipótese fundamental dos fluidos 

reais. ' ' ,
sentando a força de viscosidade por unidade 
de área) esté movimento é necessàriamente 
lento. Por, outras palavras em movimentos

lentos a razão não dimensional —=
f* u

As soluções das equações anteriores têm 
evidentemente de satisfazer as condições 
fronteiras. Para fluidos reais tem lugar a 
seguinte condição fronteira: «a velocidade 
dum fluido relativamente à fronteira sólida 
que com ele contacta é nula». Portanto, na 
superfície dum sólido em contacto com um 
fluido real temos : / ]

L
_ pZ7L

conhecida por número de Rey-
f*

nolds ó pequena. O segundo caso corresponde 
a serem as forças de inércia maiores que as 

' de viscosidade.
■ É o primeiro caso que vamos considerar ' 

fazendo em seguida uma aplicação ao pro­
blema de Stokes: campo resultante duma 
corrènte uniforme de velocidade U, a infinito, 
sobrei uma esfera colocada no seu interior.
O problema de Stokes representa a solução 
mais antiga, que se conhece, dos movimentos 
lentos (1851).

Não considerando as forças mássicas 
II, MOVIMENTOS LENTOS. APLICAÇÃO (equivalente a não considerar 

AO PROBLEMA DE STOKES

(30) i>„ = 0, (»< - 0

onde vn e vt são as componentes normal e 
tangencial da velocidade (ver Goldstein, 

- «Modern Developments in Fluid Dynamics», 
Vol. II, pag. 676-680).

\

a impulsão) 
e supondo, então, desprezáveis as forças de 
inércia, as equações de Navier-Stokes e a 
equação da continuidade escrevem-se, como 
resulta imediatamente de (28) ou (29)As equações diferenciais dos movi­

mentos lentos.
1.

grad p = py2 V

div V—0 

ou, na forma cartesiana

31a)
As equações de Navier-Stokes são não 

lineares e por isso a sua solução apresenta (31 
dificuldades enormes. São poucos e geral- 
mente simples os problemas de Mecânica de 
Fluidos resolvidos fazendo uso das equações 
de Navier-Stokes na sua forma completa; 
a resolução dos problemas da Mecânica de 
Fluidos baseia-se em simplificações das equa- (31 a') 

-ções de Navier Stokes obtendo-se soluções 
válidas dentro de determinados limites. Há 
dois casos de simplificação das equações de 
Navier-Stokes de especial importância. O pri­
meiro corresponde a serem as forças de vis- (31 b') 
cosidade muito maiores que as forças de 
inércia; como as forças de inércia são pro­
porcionais ao quadrado da velocidade (p U2 
pode considerar-se como representando a 
força de inércia por unidade de área) e as de 
viscosidade são apenas proporcionais à velo­

cidade (——
L

b2u , b2u b2ubp
^[bx2

by2 b z2b x
d2 v d2v d2vdp +

by2 b z2 l 
b2w b2w

by
dp
bs by2

bu ^ bv bw

bx by bz
= 0.

Pode eliminar-se em (31 a) a pressão; na 
verdade aplicando 0 operador rotacional a 
ambos os membros e notando que

rot grad p = 0
vem

pode considerar-se como repre-
v A(v2n=o.(32)
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desta; o eixo dos xx tem o sentido da 
corrente uniforme. >

Para qualquer problema de simetria axial 
é evidentemente v9 = 0 e as componentes

Sabemos do cálculo yectorial que

v A(vA V) = v (v • H — y2 v

e por ser segundo (31 b) y • F = 0 vem

' vA(vA Y) == —y2F: .

Portanto (32) escréve-se

vA(vAw) = °

com w = v A ^
É fácil mostrar que em movimentos lentos 

a pressão satisfaz a equação de Laplace, 
isto é, y2p = 0.. Na verdade aplicando o 
operador div a ambos os membros da equa­
ção (31 o) e notando que os operadores div 
e y2 são comutativos vem atendendo a (31 b)

4Í

1
(33)

u

div grad p = 0
v9 e vr da velocidade podem definir-sè a 
partir duma só função — a função de corrente 
de Stokes — que vamos introduzir.

Seja 0 a origem das coordenadas e Ox 
o eixo de simetria axial; seja P um ponto 
genérico do campo da corrente e una-se O 
a P por uma curva qualquer C. Designe­
mos por 2tj<|>P o volume de flluido que, no 
sentido retrógrado, atravessa a curva C por 
unidade de tempo; evidentemente, o seu 
valor ó independente da curva C e depende 
apenas do ponto P. Para um ponto P1 o 
volume de fluido que no sentido retrógrado

ou
/ '

yap =- 0.(34)

Em resumo: Os movimentos lentos satis­
fazem as seguintes equações

vA(vA«) = 0

w = vA v
y2 p — 0

(35)

2 — As equações do probleme de Stokes.

O problema que vamos estudar em seguida 
ó o do movimento dumá corrente uniforme 
de velocidade U a infinito sobre uma esfera 
de raio a em repouso no seio a corrente; 
devido à relatividade do movimento podemos 
considerar a corrente em repouso a infinito 
e a esfera movendo-se no seu interior com 
velocidade U em sentido oposto ao da cor­
rente.

P
p4s

c. >
R

9-
+-X0

Fig. 5Por causa da simetria esférica do pro­
blema em questão é vantajoso o uso de coor­
denadas esféricas. A figura junta mostra as 
coordenadas esféricas utilizadas assim como 
um sistema de eixos triortogonais, ligado à 
esfera, cuja origem coincide com o centro

atravessa a curva C por unidade de tempo 
será 2 ti typi. Sendo P e P1 dois pontos 
próximos resulta imediatamente como se vê 
da figura
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(36) 2 7r('];pí — <J/p) = 2itRdsv, A A
0, rV A» =

isto ó, r2 sen 0 r sen 0 r
a

00 .-0©
_ 1 0 ^ 1 ^

R 0 s r sen

Considerando sucessivamente ds igual a 
rtZ0 e djp vem:

. (36 a). Vn drds

0 0 D2if

00r
r2 sen 0 00 r sen 0 0 r1 - 0 ^

r sen 0 r d 0
l 0 4* /.wr =

r2 sen 0 0 0 e finalmente(37)
V A (v A “) =1 0^

vo= -
r sen 0 0 r $r

Consideremos agora as equações (33); 
em coordenadas esféricas o rotacional dum

ve^tor A (v A ^) é comp sabemos dado 
por:

r2sen0 r sen r
0 0 0

dr 00 0 ©

1 1
— D2^ — D2<j/ 0A

0
A

í> r2 sen 0 0 0 sen 0 0 rV A -4 = r
r2sen0 ' r sen 0 A

$r 02

00 0 rsen 0 ( 0r2
0 ©0 r 00 ------Í_\]z)2^ =

\ sen 0 0 0 / J
sen 0 0

+•4- r A, r sen 0 A r2 0 09
$

m = rot F 

w = rot F = y A V =

Portanto temos para
r sen 0

isto é,
Ô'r

(38)r2 sen 0 r sen r
0 00 onde

00dr d © 02 1 00sen(39) D2 =0Vr j-2d r2 .0 0 sen 0 0 0
A

$ r
= -H + r dvn d Vr

] Chama-se a atenção para o facto de a 
equação (38) ser aplicávèl a- qualquer movi­
mento lento de simetria axial e não exclusi­
vamente a uma esfera.

00> drr

- e introduzindo a função de corrente , de 
acordo com as equações (37), vem:

A

$ ,02
~7~~Z b Determinação da função de 

corrente |.
3.w =

0 r2r sen 0
/A
O1sen 0 . 0 -)1+ 

sen 0 0 0 /J D2ty O campo de, velocidades (e consequente­
mente a pressão) fica determinado uma vez 
conhecida à função . Esta obtém-se por 
integração da equação

9*2 00 rsen0

—► —> • —>Determinemos agora v A (v A “) • Primei­
ramente temos:
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vindo

\ sen 0 d 0 / J
d2(40) [- dsen ^=0

r2' d 0d r2 (A + Br+ j Ur^j sen2 0 .
4 =

sujeita às seguintes condições fronteiras

Pela condição i) tem-se imediatamente
d= 0; —3- =0 sobre a super-d <p*')

rd 0 dr
— UtfiA =fície da esfera como resulta do 4

parágràfp I. 8 e de (37).

ii) ip -*■: — Ur2 sen2 0 para pontos infi- 
2

nitamènte afastados da esfera como 
resalta imediatamente de (36).

'(41) 3B = —— U
4

vindo fínalmente

1
2 r

(44) p = l(7^2-^ sen2 0.Escrevendo a função ip na forma (sepa­
ração das variáveis)

a r -\-----
,2

+ =3/(r)*-fl,(0)(42)
4. Determinação da velocidade.

resulta imediatamente dá condição n)
Da função de corrente (44) vem aten­

dendo a (37)tp =/sen2,0• (43) ,

valor que substituído em (40) dá sucessiva- 1 
mente:

l_efi 
2 r

U 3
— ar +
2

1 U . /_ 3
-------- sen 0 l 2r— •— a —2 r

^•2 — COSVr = —
y»2 \

(«)qi '

sen 0 d 0 / J
1á2 sen 0 d[ 1_«3 

2 r2
— +

r2 ded r2 2
d\f(r) 2/(r) sen2[( = 0 As componentes da velocidade em coor­

denadas cartesianas são dadas, como se vê 
imediatamente, por:

y.2d r2

)(A~~d2
d r2 r2

u = vr cos 0 — v6 sen 0 
v = (vr sen 0 + 170 cos 0) cos lp 
w = (vr sen 0 + v6 cos 0) sen tp

equação linear e homogénea de 4.® ordem que (46) 
admite Arn como solução desde que n sa­
tisfaça a equação

onde
[(#- 2) (n - 3) - 2] [n(n - 1) - 2] = 0

xCOS 0 S= —
cujas soluções são n = — 1 
Portanto

1, 2 e 4. r

yCOStp =(47)
r sen

• i zsen tp =■-------
r sen

— B r + Cr2 + D r* 
r

Pela condição ii) tem de ser c = — U, D — 0
2 Substituindo (45) è (47) em (46) resulta
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]_ 4 r3 \ r2 /
com gx (x, y) -* 0 quando r ->■ ooT;1 de notar 
que g\{x,y) tem de satisfazer a equação de 
Laplace. Como a pressão tem simetria axial 
a função gi{oc,y) é necessariamente indepen­
dente de y e portanto apenas função de x, 
isto é, gx [x ,y) = g2(x). Como p2(*) bá-de

satisfazer a equação de Laplace é —=0

+u

+ 1-.--2-/3+- 
4 r \ 1 r2

v = U—

JT 3
w== U—

O2

(48)
3 ! axy /a2
4 ^3 2

axz /-a2 : 
4 j*5 1 l y*2 -í

e portanto
t. $2 = K\X .

Como por outro lado g%{oc)-+ 0 quando 
é Kx = K2 = 0 e temos finalmente

5. Determinação da pressão.

A pressão satisfaz as seguintes equações T —► oo

■ d2 « , d2 u d2wdp X
P =/>«, -3/2 E7a—.

.. i fO
(51)(49, a) rr +=.p d x2 d p2 d 32d ®

As equações (48) e (51) determinam por­
tanto a velocidade e a pressão em qualquer 
ponto de coordenadas x,y,z

d2r d2 v d2rdp(49, b)

/ d2 w

^vT^2

7 +
ds2dp d?/ ■ \

d2 w d2 io )dp(49, c) i
d*2dS dy / ó— Força que acíua sobre a esfera.

(49, d) y2p = 0
A força resultante qué se exerce sobre a 

e a sua determinação ó simples conhecido o esfera é devida ao esforço normal e ao
campo de velocidades. Na verdade, as segun- esforço cortante; visto haver simetria axial

a sua direcção é a do eixo de xx.das derivadas de w vêm:

d2 w 3
------= — U a
dx2 4
d2 w

— 15 a2xr2 + 35a2a;3z + 9 xzr* — lbx^zr2 }r«
3 T7

------ U axz
— 3 r4 -f- 15 p2 r2 -h 5 a2 r2 — 35 a2 y2\ 1

dp2 5 ^9
d2 w 3
JsP~ T

15a2a?zr2 -|- 35.a2z3a;,+ 9 xz r* — 15 a?z3r2{ 1Í7a
^9

cujos valores substituídos em (49 c) dão 

dP _ 9 Ua
d £ 2 (x2 -f- p2 + a2//*

Integrando temos

i) Força devida aó esforço normal (resis­
tência de forma).

x z

Atendendo a que no caso presente 
o esforço normal é, segundo (22)div F=0 

e (23) dado por
xp = -3/2 Ua + 9&,y).
p5 d u

a* == — p + 2 p
dQuando r -+ oo, p -+ px e portanto

Para o sistema de coordenadas utilizado 
temos, atendendo a que vr corresponde a u

P = Pao~ 3/2 Ua^- + gx(x,y) 
r3
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e dr corresponde a dx . e portanto
3 U -d'Vr (54) p sen 0Tredr^—p + 2p .2 adr '

e a força resultante que âctua sobre a esfera 
devido ao espaço cortante é

Sobre a esfera, isto é, para r = 0 

- = 0 e então
v

d r

Jo
(55) = — 2 tc a2 sen2.0cJ0 -

(52) (ffr)r=a = — P

Substituindo (54) em . (55) e intégrandoonde p é dada pela fórmula (51).
A força de resistência devida ao esforço 

, normal ó portanto
resulta

(56) Rr = 4 tc p U
í

J o
(53) Rp,--2%a? p cos 0 sen 0 d 0 = A força total de resistência que se exerce 

iàobre a esfera é pois= 2 ir apU.

(57) i? = 6 tc ap Í7
m) Força devida ao esforço cortante 

(resistência de atrito superficial).

O esforço cortante

( òuF( òy

definido por (23) vem para o sistema de 
coordenadas utilizado, atendendo a que rd0 
corresponde a dy e dr corresponde a dx ,

como resulta imediatamente de (53) e (56).
A fórmula (57) é conhecida por fórmula de 
Stokes. É conveniente notar que dois terços 
da força a que fica sujeita a esfera é devida 
ao esforço cortante; um terço dessa força ó . 
devida ao esforço normal.

Como sabemos a força de resistência R 
pode escrever-se na forma

d v
+txy —

dx

u
(58) R =ÒVr

- +Tr Q -- ^Vrde dr
qnde S. é uma área (da esfera) que tomamos 
para referência. De (57) e (58) resulta 
tomando para área S a superfície frontal 
da esfera, isto é, S = tc a2

dvrCalculemos agora ; as for-erd® dr
mulas (45) dão:

12 p 24U 3 a 1 a3dvr (59) Cr =-1 sen P Ua Re2 r 2 r3rd r

3 aU ■en9(1+^) onde o número de Reynolds Re ó dado por 
p Ud4 ^2dr (d, diâmetro da esfera).

Determinou-se experimentalmente que a 
fórmula de Stokes é válida para números de 
Reynolds até próximos da unidade, isto ó,

=. 1. Para números de Reynolds supe-

riores a 1 tem lugar a separação da corrente

Pcujos valores sobre a esfera são:

àvr
= 0

rd8/r~a p Ud
3 Udv„ sen@
2dr 14** a
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na parte da esfera à jusante da corrente com ■ 7 — Conclusões, 
â formação duma «esteira vorticosa» não

/ = ,permanente ; quando o número de Reynolds Das equações de Navier-Stokes obtive-, 
atinge valores ainda mais elevados a corrente ram-seas equações dos movimentos lentos

das quais se fêz uma aplicação ao problema 
de Stokes determinando a velocidade e a
pressão em qualquer ponto do fluido. Á força 
exercida sobre a esfera, R = QnapU, vá­
lida para números de Reynolds até próximos 
da unidade consfa de duas partes: uma devida 
aos esforços normais de valor 2Ttap.lI cha­
mada resistência de forma (em inglês, form 
drag), outra devida aos esforços cortantes 
de valór áitapU chamada resistência de 
atrito superficial (em inglês, surface friction 
drag).

y.S«f>«n*ç2ú>

TurLukwtã,0.u
/*>

Fig. 5
À medida que aumenta o número de 

Reynolds deix;a de ser válida a fórmula de 
Stokes ; apresenta-se gràfica,mente a variação 
de Cr com o número de Reynolds.

Em números futuros da Gazeta de Física

na esteira torna-se turbulenta não sendo 
possível calcular a resistência a partir das 
equações de Navier-Stokes sendo necessário 
determiná-la experimentalmente. A natureza

apresentaremos outras aplicações das equa- 
çõès de Navier-Stokes, particularmente aque­
las em que as forças de inércia são maiores 
que as forças de viscosidade. Destas aplica­
ções fazem parte os importantes problemas 
da_ camada limite cujo conceito é devido a 
Prandtl.

,«<oo ^ eó
•3

*3 «
•3 io

>=8 t
■9 * 
*3 2

ÇrT-Lti de Stekej

1.0

5 04
0.1
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0A 11 t» 10l lo1 10* 10r 10* 

Numero ÁReynoUf

Fig. 6 [1] Hebmann Schlichting, Boundary Layer Theory.
[2] Hobace Lamb, Hydrodynamics.
[3] Landau e Lifshitz, Fluid Meehanics.
[4] Sommebfeld, Mechanics of Deformable Bodics.
[5] Joos, Theorcctical Physics.
[6] Goldstein, Modern Developments in Fluid Dy­

namics.

da corrente está indicada esquematicamente 
na figura e a variaçãô do coeficiente de resis­
tência com o número de Reynolds mostra-se 
no gráfico junto.

As ideias que a' «Gazela de Física» defende e propaga lornam a'sua expansão 

do maior inieresse para lodos os seus leilores. Tragam-nos pois novos assinanles. 

A «Gazela de Física» vive pela Ciência e para a Ciência.
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Àlguiis aspectos das titulações potencioméfricas 
de tióis cóm electrodo de mercúrio-tiol

por R. È. Pinto®©

Parte experimentalIntrodução

Nas titulações potenciométricas o .final Foi utilizada a aparelhágem experimental
da reacção entre o titulante e o composto a descrita ou mencionada por Cecil (2, 3, 4)
dosear é determinado pelo ponto de inflexão com excepção do electrodo de mercúrio-tiol
da curva de titulação (1), a qual é uma curva que foi ligeiramente modificado, passando a
que descreve o potencial (relativamente a um usar-se o filamento com uma extremidade
electrodo padrão) após cada adição de um esférica, obtida por fusão do fio de ouro, o
determinado volume do titulante. A reacção que permitiu no caso, das titulações da gluta-
que está na base do doseamento de tióis por tiona(1) curvas de melhor configuração para
este método é a que leva à formação de o seu doseamento. Foram também doseadós
mercaptidos (de prata ou de mercúrio) pouco vários outros tióis (cisteamina, cisteína, etc.),
solúveis ou pelo menos de constante de Essas curvas apresentam dois pontos de
dissociação muito pequena. Assim o titulante inflexão: um quando a razão molar de
é o ião Ag+ (prata) ou o ião Hg++ (mer- Cl2Hg e de tiol é 1/2 e outro quando essa
cúrio) e o electrodo é o respectivo metal. razão é igual à Unidade (fig. 1). O primeiro 

Há cerca de dez anos Cecil (2) apresen- corresponde ao mercaptido (RS)2Hg e o
tou um electrodo de prata-tiol que mostra segundo ao composto que Stricks e Kolthoff
vantagens èm relação ao electrodo dé prata, (5), no seu estudo polarográfico de compos-
visto haver reversibilidade em reláção ao tos mercúricos da GSH, escrevem com a
ião Ag+ e ao ião RS~ (ião tiol). Um aspecto fórmula (RS)2 Hg2. O primeiro ponto de
importante dessas vantagens é por exemplo inflexão corresponde a um composto mais
o alargamento do domínio de pll em que a estável ó por este motivo é o que se usa no
análise ó possível. O mesmo áutor construiu doseamento dos tióis; assim, o termo «ponto
posteriormente (3) um electrodo de mercúrio- de inflexão» quérerá sempre significar o pri-
-tiol aquecendo um filamento de ouro na meiro ponto de inflexão, ou seja o ponto de
chama semi-oxidante de um bico de Bunsen equivalência.

As titulações de glutationa mostraram tam- 
segundos. Formou-se assim um electrodo de bém que a inclinação da tangente no ponto de
mercúrio que imerso numa solução de cis. inflexão diminuía quando a quantidade de tiol
teína, para dar início à sua titulação, dá ori- a titular aumentava (fig. 2).,Vão interpretar-se
gem espontaneamente a um electrodo de estes resultados através de uma expressão
mercúrio-tiol. A formação é observada pelo que relaciona a tangente no ponto de inflexão
decréscimo de potencial até se atingir certa com a concentração da glutationa a titular,
estabilidade. ______ 1

e mergulhando-o em mercúrio durante alguns

(4) A glutationa (que representamos de futuro por 
GSH), é um tiol tripeptido constituído por ácido glu- 
tâmico, cisteína e glicina, ligados por esta ordem. 
E portanto o q-glutamil-cisteinil-glicina. O mercap­
tido será designado também por (GS)z Hg.

© 2.° Assistente da Secção de Química da Facul­
dade de Ciências da Univérsidade de Lisboa.

© Bolseiro da Fundação Calouste Gulbenkian na 
época em que a maior parte deste trabalho foi feito.
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Parte teórica ii) Como o electrodo de mercúrio está 
mergulhado nesta solução' de tiol, os iões 

Os tióis simples ê os mercaptidos prove- ES~ reagem com oelectrodo. Á reacção do 
nientes destes tem constantes de dissociação electrodo é possivelmente 
bem definidas. Se existem na molécula fun-

2 ES- + Hg r(RS)2 Hg+ 2ções (ácido carboxílico, amina, etc.), além da 
função tiol, a dissociação do grupo súlfidrilo 
ou do mercaptido depende do pH, por este 
determinar as espécies iónicas existentes (J).
Na prática podem considerar-se três ou qua­
tro constantes de dissociação, cada uma den­
tro dé certo domínio de pH (5). Por outro 
lado se na molécula do mercaptano existe 
um grupo aminógénio não é possível saber ^ ' 
qual das constantes de dissociação é a devida ^ 

à função tiol ou à função amina. Uns autores 
escolhem para a função tiol o válor mais 
próximo do apresentado pelos tióis simples 

x e outros autores inclinam-se, por razões 
experimentais, para o valor que aqueles atri­
buem à função amina (6, 7).

Para simplificar o estudo teórico da curva 
de titulação e da tangente no ponto de equi­
valência, vai-se abstrair dos factos apontados 
mas atender-se-á no final às limitações que 
daqui provem.

A formação do electrodo de mercúrio-tiol 
poderá ser interpretada atendendo às reac- 
ções que supomos darem-se na célula de 
titulação, que contém tiol e onde foi intro­
duzido o electrodo de mercúrio.

4M

300 ■ ’

i r200,"

O
J L

too-

Fij. la Tíj. 16
t) O tiol está em equilíbrio com os seus 

iões, o que ó descrito pela reacção: o * I X 3 4 5
Volume d» Titu-Unf* IM t)

t .3 k

- / Fig. 1 — Representa a curva de titulação da cis- 
teamina 10-5 Af (Fig. la) e da cisteína 
8xlO-5M (Fig. lb). Titulante: CliHg 
0,1 M; pH 2,5; temperatura 20,5°.

RSIIz: RS- + H+

cuja constante de dissociação ó Kd.

(1) Usemos um tiol aminoáeido (cisteína), para 
exemplificar. Nos casos limites teremos: a pH muito 
baixo a função amina está essençialmente na.forma 
(— NH$) e a função carboxilo na forma não disso­
ciada (— COOH) e a pH alto a função amina está 
como (— Nffz) e o carboxilo apresenta alta percen­
tagem de dissociação (—COO~). Estas formas iónicas 
têm efeito de polarização sobre o grupo tiol (—SH) 
de modo que a constante de dissociação deste, num e 
noutro caso, é diferente.

cuja constante de equilíbrio (escrita em fun­
ção das actividades) é:

a(RS),Hg
Kx = 2 'aRS • O-Rg

iii) O mercaptido que se dissolve fica 
em equilíbrio com os seus iões, o que se,-
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descreve pela reacção:
/ (ES)a Eg í 2 ES' + Hg 

. cuja constante de dissociação ó:

' e que seria substituída pelo produto dè solu-
) se o mercaptidobilidade (S) = a2 • a„+ + iíp-H-RS~

fosse pouco solúvel.
No seu conjunto as reacções «) e iii) 

correspondem à reacção de dissolução do2
Hg++

mercúrio'

£

I
100-

7 8 9 IO
i----- 1----- 1----- h0 1 í 3 Z 3 S

Volume, de htulante (fiij

Fig. 2. Representa curvas de titulação da GSH de diferentes concentrações^ 
Titulante: Cl2 Hg 0,1 M; pH 2,5; temperatura 20,5°.
Fig. 2a: GSH 4,5xl0~5; Fig. 2b : GSH 10-4 
Fig. 2c: GSH 2 x 10~4; Fig. 2d: GSH 4,1 x 10~4.
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Hg t: Hg++ + 2 e

que se dá indirectamente pela reacção dos 
iões tiolato com o electrodo, associada à reac­
ção de dissociação do mercaptido. O poten­
cial do electrodo mercúrio-tiol deve assim 
poder expressar-se tanto em função da acti- 
vidade de ião Hg+ + como em função da 
actividade de ião ES~ .

A queda de potencial que se observa 
durante a formação do electrodo termina ao 
atingir-se o equilíbrio químico. Após come­
çar-se a titulação as reacções atrás mencio­
nadas deslocam-se agora em sentido con­
trário ao da formação do electrodo de (®) 
mercúrio-tiol. Existe contudo uma'diferença 
grande entre a formação deste electrodo e a 
titulação, pois no primeiro caso o sistema 
está quimicamente isolado e no segundo há 

, adição de iões Hg++. Após o electrodo estar 
em equilíbrio com a solução, o potencial do 
electrodo (8) é, atendendo a (1); representado 
em função da actividade de1 ião mercúrio 
livre por,

(1) c ■ v[Hg++]n = -(4)
V

Ora o Cl2 Hg reagiu e portanto essa 
concentração expressa a soma das concen­
trações do mercaptido formado e do ião, 
livre

l

(5) [Hg++]u = [([ES)2 Hg] + [Hg++].

Usando concentrações a constante de 
dissociação do tiol é :

[RS-].[m]
K=

[.RSH]

e a constante de dissociação do mercaptido:

[ES~f[fíg++]E' =r (J)
[{ES)2Hg]

A concentração total do mercaptano que 
existe inicialmente é:

<7i = [55//]i + [55-]i(8).,ET̂ Zíl &Hg-h+ •(2) E = E0 +
2 T A concentração do tiol (que não está sob 

a forma de mercaptido) existente em cada 
instante, após o início da titulação é:

Usando concentrações em vez de actividades, 
visto serem aquelas suficientemente pequenas 
para se poder utilizar esta substituição, vem:

C=[ESH] + [ES~](9)
ET [lnHg++](3) E = Eq -+- e atendendo a (5) tem-se:2 F

Ci^CA-2[{ES)2Hg]. 

De (6) e (9) vem :

(10)que descreve a curva de titulação desde que 
se conheça a concentração do ião mercúrio 
livre (no vaso de titulação), correspondente 

" ao volume v de titulante adicionado, de con­
centração c.

A concentração, no vaso de titulação, de 
Cl2 Hg (titulante) usado em qualquer instante 
da titulação (se abstrairmos a reacção) será:

C. K
(11) [55-]

K+[H+]

De (7) e (11) vem:

K’.[(ES)2Hg] =(12)
V K*[Hg++]U = C‘ „

■> v + V

em que V é volume do tiol a titular. Como 
v é muito pequeno em relação a V pòde 
considerar-se:

= C 2. -[%++].

i

De (10) e (12) obtóm-se a equação do 
3.® grau completa:
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por ser K' sempre muito pequeno mesmo 
em relação a *2 (5).

Para se determinar o valor de

4 Es [IIg++'5 . •
+ 4 K2 {Ct - 2 [#sr++] u) ■ [Hg++]* +

. + K*]C? + 4[Hg+*fk - 4 6’[%++],<+ 
' . + K'(K + [H+])*\[Hg++]-

-[Hg' + ]«- K1 - {K+ [H+])2 = 0.

(13)

dE
\d v

é necessário ainda determinar a concentração 
do ião mercúrio livre no ponto final da titu­
lação (ponto de equivalência) o qúe vai fazer-se 
em seguida. De (13), atendendo a (15.) vem:

Pt «

Esta equação associada a (4) dá a con­
centração dò ião Hg+ +' livre, em qualquer 
instante da titulação, em função da concen­
tração do mercaptano a titular e do volume (17) [Hg++]5 + 
do Cl2Hg gasto.

O conjunto das expressões (13), (4) e (3) 
descreve a própria titulação.

À experiência mostrou que a tangente no 
ponto de equivalência (ponto de inflexão) é 
função de C. Interessa portanto calcular a 
derivada do potencial em relação ao volume 
v' gasto até ao instante í, da titulação, e

K'(K+ r/7+])2 m++]~
4

CiK'(K+ [H+]f
= 0

8Z2

que é uma equação cúbica reduzida da forma:

z3 -{-pz-4-q = 0 .

Como p < 0 o descriminante é positivo 
e existe uma solução real (o que teria de 
acontecer por razões de ordem fÍBica); resol­
vendo a equação pela fórmula de Tartaglia 
(9) tem-se:

determinar o seu valor no ponto de_inflexão.
‘ De (3), (4) e (5) vem:

d [Hg++] 
d[IIg++] d[IIg+ +]k 

■ d[Hg++]u _ RT

dEdE
(14)

dv
1 i„

9\32 F [.Hg++j 
d[IIg+ + ] _c_

d{Hg++]u'v’

dv (18) [Hg^] p.e.=
2

í
113•)][■-(■ 32. Z6

+ ’A derivada da concentração de ião mer­
cúrio livre em ordem à concentração de ião 
mercúrio usado, no ponto de equivalência, 
pode determinar-se derivando a equação (13) 
como função implícita e atendendo ;às condi­
ções no ponto de equivalência onde é neces­
sariamente :

27 • Cf

i
1 -| 5[1+(X 32 • JT» 2

+ • 227- Cf

substituindo q pelo seu valor e chamando 
A ao que existe dentro da chaveta, vem:(15) ' (G)p. e. = (2 [%+ + ]„) p. e,.*

A efectuação dos cálculos mostrou que: í
(19) (Eg++)( & [Hg++]

\d[Bg++]u 
8 K* [Hg++l.,í. + K,{K+[H^f

p.e. IQK*(16)
p. e.

2 que dá a concentração do ião mercúrio no 
~ "g" ponto de equivalência. É evidente, por razões 

dô ordem física, que A tem de ser positivo; 
vamos apenas mostrar que terá de ser inferior 
A < d/2, e pràticamente igual a este valor.

12 K*[Hg++t. + K'

2que é 'pràticamente constante e igual a —,
3
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A titulação termina quando a quantidade o que mostra ser a concentração do ião
do ião mercúrio gasto é igual a metade da mercúrio livre, no ponto de equivalência,
quantidade de tiol inicial, o que está expresso : independente da concentração do tiol a dosear. 
em (15), que associado a (5) e (10) dá: Possivelmente este valor dó Hg+ + neces­

sita ser rectificado, pois da interacção do ião
[{RS)2Hg}+[Hg++]=*^{C + 2[{RS2)Hg}) ' H9++ com 0 mercúrio metálico provirá ião;'.

inercuroso. Como não sabemos a constante 
de equilíbrio Kx entre as duas formas iónicas, 
que é provavelmente diferente da que se 
conhece quando o electrodo ó de mercúrio 
e não de mercúrio-tiol {10) abstraímo-nos 
desta reacção.

Está-se agora em condições de escrever 
a derivada do potencial no ponto de equiva­
lência em ordem ao volume de titulante adi­
cionado. De (14), (16) e (23) vem:

2 ET. c
3 ’ 2f' v [iA/++f3 

8 • K*..

2

logo, no ponto final da titulação ó:

~{C)p.g. = [Bg^]e.e.
íi ' ,

(20)

que substituído em (12) dá: 

[#<7++]

. ( K'-{{RS\Hg]

(2.1) p. 9. —
1

(K+ [H*]f\*P. 8. dE 1
/ 4 (26) (i.K*

p. e.
Comparando esta expressão com (19) tem-se: _2\ RT_ _c_ 

3’2F’V
\ 1/3

a K (K + [II+]f 

1 Se o mercaptido fôr «insolúvel», será:
a [{RS), Hg](22) p. e.
16 ■ 4

dE 1/34. jf2C-
é maior do que a concentração

do mercaptido no ponto de equivalência 
tem-se A < 3/2 . Só têm interesse analítico 
os tióis em que, no ponto de equivalência, 
ó Ci — 2 [{RS)2Hg] e portanto quando K' 
é inuito pequeno. Logo tanto de (17), (18) 
ou de (22) se conclui que deverá ser A~ V2 . 
Logo, aproximadamente:

(27)e como S{X+[H+]f
\

Se considerarmos tióis de mereaptidos «solú­
veis», teremos que: ,

dv p. e.

dE(28) . =/(CT^)
d p.e.

e no caso de tióis de mereaptidos pouco 
«solúveis» a tangente no ponto de equiva­
lência da curva de titulação seria indepen­
dente da concentração de tiol a titular. 
Conclui-se portanto que (GS)2Hg deve ser 
solúvel nas condições da experiência.

A expressão (26) mostra que para um 
determinado tiol e certo píl é :

1
_ (QK’ .(K+[H+])2\3(23)' [Hg^]p. 8. -- 8A2

_ No caso de tióis dando mereaptidos mer- 
cúricos pouco solúveis, dever-se-ia usar o 
produto de solubilidade em vez da constante 
de dissociação K1, e viria

Efectuando o cálculo, a partir das curvas da 
o qual associado a (11) e atendendo a (20) da figura 2> vê.S0 que 0sta relação é verificada

experimentalmente.

Chamando

dEC}15 •(29) = cle .
dv p.e.(24)

í
<S (7f + [/L-]',2 5 A E(25) [fli7++] ao valor experi-p. 8. — 4 K2 A v p. e.
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mental da tangente, tem-se no caso estudado: (ou de K e S) serem diferentes em meio
ácido e básico. Contudo se for possível 

= 1,42 • 104 + 2 • 102. modificar o electrodo de maneira a dar, em
meiq básico, curvas potenciométricas de boa 
configuração, será talvez possível ter uma 
ideia da ordem de grandeza de K' e K 
abstraindo o pH do meio, e conhecer o valor 
de Z' em meio básico.

A E(30) Cl15.
A v p. e.

Discussão

Às expressões (26) e (27) tem apenas 
generalidade no caso dos tióis simples pois 
no caso de tióis com outras funções, tanto 
K como K', 'ou S, tem1 determinados va­
lores conforme o pH,, portanto para um 
mesmo mercaptano' haverá uma expressão 
correspondente a (26) e (27) para. cada pH.

Por outro lado a equação (26) só foi ve­
rificada experimentalmente como função da 
concentração de tiol a dosear e não como

Summary

The experimental observation shows that 
the sharpness of the potenciometric titration 
curves of glutathione decreases when the 
thiol concentration increases. The theorical 
interpretation of this fact has been made. 
Limitations and possibilities of the result 
obtained have been discussed.

função de pH, de K e K' (ou K e S), 
visto o nosso objectivo ser a interpretação

dE\da experiência, ou seja determinar

em função de Ci. Impõe-se contudo esta 
verificação como objecto de estudo futuro.

As equações (26) e (27) sugerem que a sua 
utilisação para os tióis simples permitiria 
obter, os valores dq K e K1 -(ou K e S). 
0 valor K é da ordem de IO-10 e portanto 
é despresável em face da concentração hidro- 
geniónica; assim- poder-se-ia obter a razão 
K'/K3 (ou S/K3) em meio ácido. Traba­
lhando em meio suficientemente básico, para 
se poder desprezar a concentração hidroge- 
niónica [//+] perante K, obter-se-ia K'. 
Quer dizer, as titulações potenciométricas de 
um tiol simples com electrodo de mercúrio- 
-tiol permitiriam determinar as constantes de 
dissociação do tiol e do mercaptido (ou a 
constante de dissociação do mercaptano e o 
produto de solubilidade do mercaptido). Infe- 
lizmente o electrodo, tal como o usamos 

. actualmente, tem um comportamento pobre 
em meio básico e portanto, de momento, o 
que se sugere acima não tem viabilidade, 
mas é razão forte para se tentar o aperfei­
çoamento do electrodo.

Os tióis com outras funções ainda apre­
sentam a dificuldade dos valores de K e K1

dv Agradecimento: O autor agradece à Fundação 
Calouste Gulbenkian a bolsa que lhe foi concedida 
de Outubro de 1961 a Outubro de 1962. /
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' Uma.'fonte de neutrões simples e compacta

As foutes. de neutrões usuais utilizam 
reacções nucleares, como por exemplo :

fBe + \He ~* X\C + £» + 5,65 MeV

Esta reacção pode ser obtida juntando ao 
berílio uma preparação radioactiva emissora 
de partículas a, por exemplo rádio ou poló­
nio. As fontes ,de neutrões assim constituídas 
apresentam no entanto alguns inconvenientes 
entre os quais citaremos os seguintes: com­
plexidade do espectro de neutrões emitidos; 
fundo de radiação gama importante; impos^ 
sibilidade de controlar o fluxo de neutrões; 
necessidade de blindagens complicadas; preço 
muito elevado para fluxos de neutrões supe­
riores a 107 neutrões por segundo.

Os reactores nucleares constituem fontes 
de neutrões de fluxo muito elevado, insubs­
tituíveis para certo tipo de aplicações. A com­
plexidade e o custo destas instalações não 
permitem a sua construção em grande número 
e tornam portanto o seu acesso difícil. .

Fig; 2

A; fonte de neutrões que se mostra na 
fig. 1, constitui uma aparelhagem compacta 
de mlanejo simples, que pode ser utilizada em 
qualquer laboratório. O orgão fundamental 
deste equipamento é o tubo de neutrões 
(fig. 2) contendo uma mistura de deutório e 
trítió e em que estão incorporados: a fonte 
de iões, o andar acelerador e o anti-cátodo. 
Um corte deste tubo está representado na 
fig. 3. A fonte de iões é do tipo Penning, 
trabalhando com uma tensão contínua de 2 
a 3 kV. Os electrões seguem trajectórias 
helicoidais sob a acção do campo magnético 
produzido pelo iman permanente M. O cho­
que destes electrões com as moléculas H2 6 
D2 produz iões H2 e D2 que vão ser ace­
lerados pela alta tensão aplicada no andar 
acelerador. O valor máximo desta alta tensão 

' ‘ é de 125 kV.
O anti-cátodo I (fig. 3) é constituído por 

um suporte de prata sobre o qual se deposi­
tou uma camada de titânio. O bombardea­
mento deste anti-cátodo com iões de deutério 
e trítio conduz à fixação destes iões no anti- 
-cátodo que é assim do tipo auto-régenera- 
tivo.

A reacção nuclear fundamental utilizada
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nesta fonte de neutrões resulta do bombar­
deamento do trítio existente no anti-cátodo 
pelos deuterões acelerados '

0ZZZZZZZZ
T

/

\He + J» + 17,6 Me V
\

A energia média dos neutrões produzi­
dos ó de 14 Me V. '

Para uma tensão de aceleração de 125 kV 
e uma corrente iónica de 100 micro-ampere 
o fluxo de neutrões é de 10® neutrões por ' 
segundo.

\
B

6 l

K,Equipamento electróniço.

O equipamento electrônico representado 
na fig. 1, compreende o gerador de alta ten­
são e respectivos orgãos de comando, uma 
fonte de tensão contínua variável.para ali- 
mentação da fonte de iões, os orgãos de 
comando e controle' da pressão no interior 
do tubo de neutrões e um gerador de impul­
sos para modulação do fluxo de neutrões. 
Eventuàlmente pode incorporar-se no mesmo 
painel a aparelhagem destinada à medida do 
fluxo de néutrões.

«2s<
«■

/ ■

I

P

D í j D

Fig. 3 rai * .

N o M c i á r i o

Curso de aclualização para professores do ensino secundário

A partir do próximo mês de Janeiro vai 
realizar-se, na Faculdade de Ciências de Lis­
boa e no Instituto Superior Técnico, um 
curso de actualização para professores do 
ensino secundário, organizado pela Sociedade 
Portuguesa de Química e Física. Este'curso Abril); ,
Berá constituído por lições sobre alguns dos Electrónica, pelo pessoal científico do
temas de Física e de Química que estão na Centro de Estudos de Electrónica da Comissão 
base do desenvolvimento da Ciência actual. de Estudos de Energia Nuclear do Instituto

As lições serão distribuídas como a seguir de Alta Cultura, sob a orientação do Prof.
se indica:

Física Quântica, pelo Prof. José Sarmento Maio);
(15 e 22 de Janeiro);

Radioactividade, pelos Doutores J. Gomes (20 e 27 de Maio).

Ferreira e F. Bragança Gil (29 de Janeiro e 
5, 12 e 19 de Fevereiro);

Ligação Química, pelos Prof. Alberto 
Ralha e (Eng. J. Fraústo da Silva (26 de 
Fevereiro, 4 e 11 de Março e 8 e 15 de

Abreu Faro (22 e 29 de Abril e 6 e 13 de

Bioquímica, pelo Prof. Kurt Jácobsohn
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