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| Qﬁtubro de 1963

Sobre o livro: de Fisica para o0 3.°

ciclo dos liceus

Anélise de uma atitude e comentério de uma critica

~por Jost A. TEIXEIRA . o L

! !

" «Porque ¢ que as criangas nada compreendem, a.maior parte das
vezes, das definigbes que satisfazem os cientistas.? Porque se torna neces-.

sario dar-lhes outras ? Esta, a questdo que a mim mesmo proponho [...]

e cuja solugdo poderia, parece-me, sugerir iiteis reflexdes aos ﬁlosofos que
\ g se ocupam da légica das ciéncias.» ‘

© H. Porxcarg

«d ciéncia, quando € éerdadeira'cz’éncid,' isto €, aquisigBo metddica
de saber e nilo superstigdo cientifica ou vio enfatuamento no poder, ensina
ao homem a verdadeira humildade, que € por sua vez o primeiro degrau
de uma espiritualidade mais alta.» :

A Gazeta de Fisica abre o sen fltimo
namero, -de Julho de 1963, com «alguns
comentarios, & maneira de critica», sobre o

livro de Fisica para o 3.° ciclo liceal, de que .

sou autor. O’ artigo é de Fernando Sequeira
e J. Sousa Lopes.

Se nio fora a severidade da critica, quase
me sentiria desvanecido por me terem sido
- concedidas honras de primeira pagina e ter

merecido o interesse de um trabalho de equipa.

Mas, ai de mim! A vergasta sibila fustigante

"o o tom & de lastima. Os comentaristas, deci-
diram desagravar Minerva ultrajada e inves-
tem sobre a barbarie que.c«nesta época de
‘satélites artificiais e viagens interplanetarias»

forjou um mau «livro de base pelo qual devem

aprender» os cespiritos jovens». Considera-

-

. Fiurero SeLvacar

¢bes assim, ilustram um fragmento de prosa in-
trodutério-dos comentarios, em jeito um tanto
esforgado de elogio filoséfico da Mecanica.

Se foi o excesso de ciéneia que armou o
brago vingador, desde ja lhes rendo as minhas
homenagens; se foi a pletora de juventude,
desejo-lhes longa vida e ré.pida maturagio.

No que vai seguir-se nio me proponho
demonstrar que é bom o livro que aqueles
comentaristas acusam de mau. O autor ndo

" tem competéncia para se.pronunciar sobre o

mérito ou demérito do seu préprio trabalho.
E tem mesmo a inexoravel certeza de que, por
mais que corrigisse, retocasse, alterasse,

‘jamais conseguiria trabalho acabado. Pro- .

ponho-me, sim, mostrar a inadequagéo de
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‘uma eritica e o pedantismo de certos reparos,
aquela e estes enquadrados em referenciais
que na Pedagogia também existem.
) .
Que se pretende com um livro didactico?
. Interpretar e desenvolver mm programa
- 'de curso, umas’ vezes proposto pelo autor
(nfio é este o caso), ‘mais frequentemente
 estabelecido por uma entidade oficial ‘ou pri-
~ vada. O livro visa constituir um auxiliar
-importante para o aluno, sem pretender

" substituir-se ao professor. Onde o livro.

adoptado se Tevele insuficiente, ou errado,

" ou obscuro, o professor corrige e orienta o
educando .para outras leituras. Esse, um dos
objectivos das bibliotecas de classe. Portanto,
86 em delirio de critica imatura se‘estabelece
uma relacio de causa e efexto, com a ampli-
tude que se pretendeum atribuir-lhe, entre a
qualidade do livro e a «vontade de compreen-
der e estudar». A ‘menos que o estudante
sinta ausente o professor-e se veja constran-

- gido a autodidactismo; a menos que se des-
conheca o. papel, cada vez mais relevante,
do material de laboratério, dos meios audio-
-visuais, do ambiente.

A pedagogia nio é o livro; inclai-o — e
nem sempre. Quem se proponha elaborar um
compéndio tem de partir, antes do mais, do
conhecimento da idade e da preparagio dos
alunos que o vio utilizar. A linguagem tera
de ser acessivel e as dificuldades graduadas;
a progressio faz-se a partir dos conhecimen-
'(os ja adquiridos; a estruturagio logica
combinar-se-4 com o recurso 3 intui¢iio e o
apelo s analogias; a motivagio ha-de desen-
cadear os interesses; os conceitos deveriio
ser tdo precisos quanto possivel, mas adentro,
das fronteiras eshogadas, < '

Ora o compéndio criticado destina-se a

- alunos que come¢am a manusei-lo aos 15-16
anos, idade que ja suporta uma certa predo-
minancia de método légico, mas que requer
ainda o manejo de todos os ingredientes

. didacticos referidos. Em particular, o aluno
tem unecessidade da imaginagiio como suporte
dos conceitos.” Esta caracteristica’ nio o

_abandona .tdo cedo, embora va perdendo em

.
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intensidade, mesmo ao. longo e depois do
curso superior. De-tudo isto decorre que.um
dos requisitos do livro didactico liceal, o rigor

'~ dos conceitos, ainda quando ele se destine

aos 15-16 anos, -surge necessariamente limi-
. tado. O caleulo integral, que tdo elegante e
simplesmente resolve cortos problemas, esté-

_-nos vedado; a equagao de defini¢io, concisa

e preclsa, néo pode ser um ponto de partida
slstematlco. .
O ‘aluno carece da 1magem. Donde a8
concegsdes da precisio em prejuizo do rigor.
Mas sem| elas o conhecimento nio marcha e

as ‘ideias lnao‘se entrelacam. As nogdes que

o aluno vai adquirindo sdo provisérias. Reto-
madas mais tarde, serio aperfeigoadas, mas

. continuardo a ser provisérias. Se se auscul-

tasse um especialista, (que, em figura de ret6-
rica, alguém definiu como aquele homem que
sabe tudo de nada) sobre os conceitos que cons-

tituem o seu micromundo de interesses, a res-

peito de cada am dos capftulos dos livros que
8O destmam 408 cursos gerais, talvez pudésse-
mos ouvir que tudo esti errado.’ t

A quem incumba a tarefa de julgamento
gério de um livro didactico pdem-se, por-
tanto, problemas que néo sio apenas de rigor
cientifico, mas de critério, de adequagéo, de
ajustamento e a tal ponto que hoje ha mesmo
escalas organizadas de avaliagio de livros
didacticos. '

.0 livro que aqui se pos em causa foi ja
submetido a provas. Lan¢ado hi anos por
uma casa editora do Porto, foi aceite por
quase todos os liceus do Pafs. Entretanto . -

corria seus tramites um concurso para livro

tinico e o compéndio obteve aprovacdo. Esgo-

tado o prazo de validade (cinco anos) o livro

foi reaprovado em novo concurso. A edigdo

-que presentemente circula afasta-se um pouco

da original, ja porque o8 programas sofreram
alguns cortes, j4 porque os relatores oficiais
impuseram certas emendas. '
Esta nétula, que resume a histéria do
livro, ndo se apresenta como um atestado de
qualidade, mas como elemento que ndo pode
deixar de ter significado aos olhos de quem,
. com 1sen<;ao e. 1mparc1ahdade, se dlsponha a
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aprecia-lo, nio como obra de consulta ou -
destinada & «preparacio de fisicos», mas

como simples compéndio didictico.

Cabe aqui referir de passagem que o
trabalho que vimos discutindo. ganhou logo
no inicio da sua existéncia um ferrete: li'vro
dnico. Este seu atributo concita sobre ele a
ammomdade de muita gente. Mas uma coisa

6 a ‘institnicio «hvro lnico» e outra é a valia .

. de determinado compendlo, seja -ou ndo seja
livro wnico. Com aquela pode-se ou nio estar

de acordo (boa parte dos autores de livros -
tinicos ndo a aprovam); perante este ha que

adoptar uma atitude de serena objectividades
apreciando-o sem pré-Juizos, nem intengdes
reservadas.
As consideragdes que venho tecendo. con-
. vém & correcta focagem de um. problen\la;
" mas nio servem de pedido de absolvigio para
o8 pecados que cometi e muito menos ainda
para os crimes de lesa-ciéncia que ndo per-
‘petrei. J& veremos de seguida se n#o sera
- 86 fumo o incéndio ateado. -

Conceitos: como os de ponto material, sis-
temas de referéncia, espago, grandeza e me-
‘dida, 'grandezas escalares e vectoriais, massa
o tantos -outros, sio realmente dificeis de
tratar com rigor e clareza adequada ao
6.° ano do liceu. Sabe-o bem quem tenha de
ensinar. As aproximagdes que se tentam, para
muitos deles, caem por via de regra nos
mesmos desvios. Por isso, ainda que dis-
pusesse das colunas desta revista sem limi-
tagdes de espago, ndo haveria interesse em
- documentar a minha assergio com sucessivas
transcrigdes de compéndios homoélogos publi-
‘cados em' outros paises. Mas terei de o fazer
em casos tipicos e no intuito de salientar
enfaticamente a inconsequéncia de certos re-
paros e soprar o vento que enche o baldo. Por
exemplo: uma coisa que ofende os pudicos
“ouvidos cientificos de certos espiritos depura-

dos 6 que se fale de quantidade de matéria

para dar a nogio de massa. O trabalho cri-

ticado também cafu nesse lugar comum. Cafu

e caira. Demais que a referéncia foi um tanto
_acautelada, evitando-se a definicio que apa-
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rece frequentemente formulada assim : massa
de um corpo é a quantidade de matéria desse
corpo. Parecen ao autor que, para tentar
aclarar o conceito, nio seria preciso’ir até af.
Um eritico bem intencionado daré conta disso.
Falar em quantidade de matéria, porque n#o ?
Eis ai concretizado o apelo 3 intuigio. O'aluno
entende ou vislumbra alguma coisa. E se o
_professor promove a discusséio, conseguira
derramar mais alguma luz. Isso depender.
das ocorréncias. Atinge-se deste modo uma
uma aproximagio. Assim o tém entendido
“muitos profissionais”da Pedagogia e até, por
" certo, alguns amadores. Assim o entendeu -
também o Curso do PSSC, donde traduzo o
seguinte : «O uso da massa gravitatéria per-
mitir-nos-4 dar um significado tio claro &
“ideia de quantidade de.matéria...» E insiste:
«Esta medida da quantidade de matéria é a
terceira em importdncia das grandezas fisicas
simples; ao espago a0 tempo juntaremos
agora a massa.»’ '

O leitor atento devera recordar-se de. que
o PSSC constitui o padréo que naquela nota
final condenatéria do meu livro se recomenda
‘nos. seguintes termos: «A conclusio a tirar
de tudo isto é evidente. Talvez que a exis-
téncia de Cursos como o do PSSC(x) facilite
a urgente tarefa de dar aos estudantes do
8.° ciclo liceal um livro de Fisica respentador
das suas capacidades intelectuais.»

Facilitara por certo, mas néo no sentido em
em que o pretendem os comentaristas em causa.,
Facilitara, sim, desde que a ela se entregue
quem medite as normas aconselhadas pelo
PSSC: «O processo—e a histéria sempre de-
monstrou que se trata de um processo muito
pratico— consiste em saltar de uma nogio fun-
damental para outra, registando aperfeigoa-
mento sempre que se-possa e utilizando por sua
vez estes aperfeicoamentos para registar novos
progressos. Utilizamos, por exemplo, as nossas
grosseiras nogdes de espago para melhorar
a nossa nocio de tempo.»

Ainda a propésito de massa cabera dlzer
que o  programa desenvolvido pelo livro

+do 3.° ciclo ndo. pretende . que se trate
da distingio entre massa gravitacional e
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massa inercial. Inicialmente tratou.se— timi-
-damente, talvez. A entidade oficial preferiu
posteriormente suprimir essa matéria. Nesse

e em ‘outros pontos o programa foi re- .

visto, o que é compreensivel. Certamente

o autor ou autores do programa, se o refi-:

zessem hoje, j& ndo  estariam em inteiro
acordo consigo proéprios. Os autores dos

livros possivelmente tém também a sua -
concepgiio de um programa. Pois vem a pro-

posito dizer que; sem ter convicgdes defini-

tivas a respeito da oportunidade do trata- .

mento de tal tema — massa gravitacional e
massa inercial — me inclino no sentido de
passar -ao lado da dificuldade, na fase dos
15 anos. A prépria opiniso do PSSC, o qual
efectivamente ndo foge ao problema das duas

massas, manifesta-se desta forma: cnormal-

mente ndo devemos preocupar-nos em distin-

gui-las o geralmente utilizaremos-a palavra

«massa», sem mais especificar, para nos

referirmos a qualquer delas.». O PSSC ndo
se escandaliza como os senhores comentaris-

tas quando escrevem : «E assim se'confun,dem
num 86 08 conceitos de massa inerte o massa
pesada.» ‘ '

Vale ‘a pena determo-nos um pouco mais
na contemplagio da karmonia de vistas entre
0 curso PSS C e as opinides dos ‘comenta-
ristas que o recomendam como modelo, por-

"que. ela emerge a cada passo. Cotejemos o

conteiido e o tom das duas origens através
de outros pontos. : '

. Diz a critica: «Chega-se depois a um
paragrafo onde se pretendem definir grande-
zas fisicas escalares e vectoriais. Afirma-se:
Ha grandezas fisicas que ficam completamente
determinadas por meio dum valor numérico:

.chamam-se grandezas escalares. B falso ; para -

mais, confunde-se uma grandeza fisica com a
sua medida (o que é sistematico ao longo do
livro), e declara-se ticitamente que é super-
fluo o conhecimento das unidades em que
esta se fazy. _

Diz o livro.normativo: «As grandezas
fisicas que podem definir-se com um 56

., numero chamé-lds-emos escalares».

Os comentaristas aplaudirio desta vez?
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- Reza aquele: «As medidas exactas demons-
tram que a energia necessiria para elevar a
temperatura a 1 grama de agua de 14,5° C a
15,5° C é de 4,185 joules. ‘Esta quantidade
de energia denominou-ser caloria- e constitui

. outra unidade.de energia». K em nota: «As
- unidades, como a caloria, procedem da época

anterior ao reconhecimento do calor como
uma forina de energia. Utilizam-se porque se
torna facil avaliar uma quantidade de calor
mediante a sua transferéncia a uma massa
conhecida de 4gua e medindo o aumento de .

. temperatura. Existe uma unidade maior a
_cquiloeal

;,ria» que é 1000 vezes maior ‘que a
«pequena’ caloriar.- A quilocaloria . utiliza-se

hoje correntemente para exprimir os rendi-

~mentos energéticos dos alimentos», .

_Estridula afanfarra dosseveros plumitivos:
«Para qué usar, em livros. de fisica, a caloria
—que 86 serve para complicar as férmulas
com a introdugio de factores numéricos .(e
sugerir ‘que o calor n#o  uma férma de ener--
gia)?» B em nota: «Convém notar que, em
desacordo com o livro, se -défine a -caloria

‘como. sendo igual a 4,185><107 erg;. e que

esta definigiio 6 independente da medida sem-
pre aproximada da energia necessaria 4 ele-

~vagio de!é temperatura de dado corpo».

De um lado uma orientacdo de mise au
point em conexio com o que era o ainda se
concebe: que seja; do outro lado uma arre-
batada precipitagio de delenda.

O livro de Sears, professor do reputadis-
simo M. I. T., e Zemansky, obra muito
difundida entre nés e.outros paises, que no

original americano tem o titulo de «Univer-, -

sity Physics», portanto, com maiores respon.-
sabilidades de rigor que o livro do 3.° ciclo,
doseia a matéria de forma bem diferente da
pretendida pelos comentaristas. A propdsito
de quantidade de calor -apresenta a seguinte .
definigio : «A caloria-grama é a quantidade
de calor que 6 preciso fornecer a um grama
de agua para elevar a sua temperatura de um
grau centigrado».. Mais abaixo completa:
Concorda-se, geralmente, em utilizar o inter-
valo de temperatura entre 14,5° C e 15,5° C».
Depois, a rematar o parigrafo relativo a
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: Equwalente mecdmco do calor, em tipo menor, .

como sinal da hlerarqulzaqao das matérias,
refere que cuma comissio internacional acor-

- dou em definir exactamente a caloria-quilo-

grama como 1/860 Kw-h.» Dai conclui que,
"«por defini¢io, 1 cal = 4, 18605 joules».

O desenvolvimento que entendi dever dar -

a este ponto tem um claro objectivo: por em
evidéncia que aos comentaristas sio alheios

os problemas de adequagio de uma exposu;ao ,
didictica e que nem a circunstincia de trata-.
distas consagrados atenderem a eles os des-

pertou. A preocupacio das exactas defini¢des
levar-me-ia a perguntar-lhes, por exemplo,

como apresentariam as de metro e segunda,

em livro de 3.° ciclo liceal.

Acentuam os comentarlstas, © por. mais
de uma vez, que nio pretenderam fazer cri.
tica exaustiva, nem mesmo nos restritos pon-

tos em que pegaram. Isso, para salientar a

- imensidade daqueéle mare magnum de erros e
imperfei¢les que seria preciso sulcar. Com
andloga sanha seriam precisas bastas laudas
. de papel para, 4 margem do cotejo prece-
dente, se discutir tio 36 o que se deve enten-
der por sugerir, deﬁnir‘e desacordo.

Decididamente o padrio pedagégico que
nos recoméndam foi mal meditato pelos seus
panegiristas. As ligdes a colher de 14 ndo sio
as que Fernando Sequeira o J. Sousa Lopes
nos querem dar. O espirito que perpassa por
estas é outro e bem conhecido. Séo questiin-
culas em vez de questdes. Como esta; «Ha,
como se sabe, vérias maneiras diferentes de
enunciar o 1.° principio, e dizer qual deles é
a mais conveniente 6 em parte subjectivor,
Mais abaixo: «Posto isto, o autor enuncia o
1.° principio duma forma demasiado compli-
~ cada».

Para qué o reparo ? Pois se ainda 'mais
do que «vhrias maneiras» ha «véarias manei-
" ras diferentes». ..
autor do livro, habituado 4 receita do seu

antigo professor de Termodinimica, receita .

do livro de Poincaré, mais tarde, do livro de
Becquerel, e de outros menos notéveis, lhe
tenha dado preferéncia, apdés compreensi-
-veis hesitagdes ? I certo que oscilou na pre-

-
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ferencla, 6 verdade que ja se tem sentido
inclinado a substituir ; é possivel que chegue
a outra opgio. Mas niio pela propoéigao que :
me aconselham porque destituida do forma-
lismo de um principio (e aqui estaria mais um
conceito para discatir, se houvesse espago,
j4 que em outras passagens dos’ comentar10s-
se Tevela essa preocupac¢do). ‘

Outra questincula do mesmo jaez:-
«o autor afirma que a experiéncia de Fou:.

cault deu o golpe de morte na teoria da emissdo.
Diremos que achamos a expressio um tanto '

violenta: como conseguiré o autor explicar,”
por exemplo, o efeito foto-eléctrico sendo .
através de uma teoria corpuscular da laz?»
Ser4 por falar em morte que me acusam
de violéncia? Ou tratar-se-a de outra coisa ?

~Em «A evolugio da Fisica» de Albert Eins-'

tein e Leopold Infeld podera ler-sé: «Testes
com capacidade dé dar sentenca de vida: e

" morte a uma teoria sio frequentes na hist6-

ria da fisica — e chamam-se experiéncias cru-
ctais.» E referindo-se a teoria ondulatéria da

-luz diz um livro de Margenau, Watson e

Montgomery (Principios ¢ aplicagdes da
Fisica) : " ¢A 'sua aceitagio foi universal
quando Foucault (1819-1868) por volta de
1850 provou experimentalmente [...] que a
vélocidade da luz num liquido como a 4gua
era menor que a velocidade no ar, o que
estava em contradicio com o que exigia a

" teoria corpuscular». Ora, ao tratar-se deste

assunto com a oportunidade que se lhe deu,
nem no livro do 3.° ciclo liceal,.nem em qual-" .
quer outro, se fala de a teoria .corpuscular

.no sentido de qualquer teoria corpuscular.

A teoria corpuscular em causa era a de
Newton e nio outra. O.efeito foto-eléc-
trico, portanio, na critica, vem a despropé-
sito.

Com o desejo de langar luz em pleni-
tude espalha-se confusiio através de uma
pretensa propriedade de linguagem. E esse
também o caso das linhas de forga. Eis a
flecha: «o autor afirma que om cada ponto
do campo passa uma linha de forga; logo
depois diz que‘ as linhas de forga representam
graficamente as caracteristicas do campo :
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- onde elas mais se adensam é maior o valor da
intensidade do campo;  onde se rarefazem ¢
menor.’

. «Obviamente incompreensivel» §, pois,
' também.a linguagem adoptada pelos Senhores

Einstein o Infeld na sua «Evolugiio da Fisica»-
ja citada: «As linhas em nosso espago-modelo

sio sempre perpendiculares i superficie da
- esfera. E desde que todas divergem de um
ponto, sio mais densas perto da esfera e

tanto menos densas quanto mais afastadas.’

‘Se aumentarmos de duas ou trés vezes a

distancia da. esfera, entio a densidade das
linhas em nosso modelo espacial (embora nio.
no desenho) sera quatro ou nove vezes menor.

Desse modo as linhas servem a um propésito
duplo. Primeiro, mostram a direcgio da forca
actuante sobre um corpo nas vizinhangas da
esfera-sol. Segundo, a densidade das linhas
no espago mostra como a forga varia com a
* distancia.»

Sobre a deduqao da expressdo do poten-
cial eléctrico, dedugio que na penetrante
anilise dos comentaristas nio passa de pre-
tengdo, o livro adopta a orientagio corren-
temente seguida em outros compéndios, desde
o.classico Watson a varios ‘livros actuais.
Procura-se tornear a dificuldade da falta do
caleulo -intégral, que resolve o problema de
uma penada. A consideragio .da média geo-

‘métrica 6 o motivo excitante da critica.
«E porque ndo a média aritmética? Claro

que ‘o aluno.nio pode entender aquela supo-
sigdo» — dizem. Talvez. Mas, digo eu: por-
qud a média aritmética? Entenderia o alnno
a suposi¢io? Ou n3o -seria pura e simples-
mente a-aceitagio- de uma panaceia que a
rotina consagrou? Sera que 86 existe a média
aritmética? ‘Sera esta em todos o8 casos. a
mais significativa? Na dupla pesagem pelo
processo da transposicdo, a qual das médias
conduz o caleculo? A média geométrica 6

uma chave que abre aquela porta, vedada, '

como ja disse ao calculo integral. Mas se
«é 6bvio que 6 ‘indiferente a média que se
toma para o céleculo do trabalho realizado
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Desta maneira isto é Obviamente .
incompreensivel — se por cada ponto- passa :
. uma linha, como se adensam ou rarefazem’ ?y
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pelo campo» e se isso ndo trouxer compli-
" cagdes adicionais, entiio francamente. preferi-.

rei a média aritmética ji que (e isso 6 certo)
os alunos aceitam-oa sem relutancla, por
questio-de rotma, muito embora. Conguanto
a orientagio que adoptei tenha sido colbida
de boas origens nio terei diividas em substi-
tuir. O que é preciso 6 que os senhores -
comentaristas me digam como. E porque se
lhes pressente a angtstia pelos tratos de polé
a que se sujeita o entendimento dos alunos,
eston certo que ndo deixardo de o fazer.
Dlga se de passagem que o autor do livro.
néo slmpatlza com algumas dedugdes que o

programa inclui e esta é uma delas. Mas &

perfeitamente compreensivel que os autores
dos programas, como os autores dos com-

- péndios, tenham as suas hesitagdes quando

se trata de romper com uma tradigio.

- De insélita afirmagdo, relativamente &
maquina de Van de Graaff, classificam os
comentaristas a seguinte passagem do livro:
«nalgumas maquinas os investigadores tra-

.balham dentro da esfera oca, ficando -assim

isentos do perigo das descargas.» Nio 6
insélita, ndo. Os «Elementos. de Fisica At6-
mica» do Professor Manuel Valadares dizem
textualmente : «Em muitas destas mstalagﬁes,
08 mvestlgadores trabalham no interior das
esferas por ser esta a regiio em que menos
risco correm de serem vitimas de uma des-

carga eléctrica de alta tensio.» Valadares

diz «em muitas»; eu digo «nalgumas». Tive
sorte. De ins6lita que foi, a afirmagiio passaria
a ser mui insélita.'.. Todavia, com céptica
reserva eles concedem alguma coisa: «Tal-
vez que durante a construgio das esferas
mais antigas isso se tivesse alguma vez
passado» — dizem.

Historietas de menor 1mportanc1a como
a do ponto material que uns livros, como o
de Margenau, definem como «massas pon-
tuais» e outros deixam a intui¢io do aluno,

© processo mais cémodo de ladear o escolho;

a nog¢do de momento, a respeito da qual se .
verbera a expressdo poder giratério ou efeito
rotativo de wma for¢a usada no livro atacado,
e a respeito da qual o mesmo livro de Mar-
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genau se serve da expressio «medida da

capacidade de uma forga para produzir uma
rotagio»; a presuncio de que o autor inven--
tou o principio fundamental da Estatica ou o
principio dos fotémetros (preceituados nos

programas); a surpresa manifestada pela -

«nio indicagio dos sistemas de referéncia
em que tais principios sdo validos», quando

e referem & Dinidmica; etc., ote,, revelam a -

mesma sistematica auséncia de sentido di-
dactxco © a permanente preocupagao de demo-
lir. Nem mesmo a circunstincia de uma ou
- outra vez surgir uma observacio pertinente
‘como aquela de n#o ser actuante um desloca-
mento, o8 "absolve da sua diatribe de mau
gosto. Porque se os susplcazes comentaristas.
em cnidada revisiio de provas tipogrificas a
duo julgaram ter corp_os sujeitos onde ficou
impresso corpos suspeitos, ou proposicdo onde
preposigdo, ou enunciar onde anunciar, ou
em uso onde um wuso, precalgos, alids, com-
preensiveis a quem conhece a- subtileza da
gralha, mas que\’revel.a efectivamente um

desvio de atengdio objectiva, porque nio

aceitar que, falando-se de vectores, se tenha
usado de uma expressio apropriada aquele
caso partlcular que constitui uma rotina de

trabalho num ensino elementar, embora ina- -

plicavel ao caso geral ? ‘
Eu creio francamente que, se de critica
destrutiva se n#o tratasse, por exemplo, na-

quele ponto a respeito da maquina de Van de .

Graaff, como em outros, poderia resultar

- alguma coisa de proveitoso paratodos: para os
comentaristas_em busca de curriculum, para
o autor do livro, atento a reparos validos,
para os leitores, que. assim teriam oportuni-
dade de melhor se esclarecerem.

Redigindo cerca de oitocentas paginas de
texto inicial, hoje mais reduzido, o autor do
livro leu muitos milbares de outras. Ro-
deou.se de elementos de consulta conceitua-

dos e consagrados, procedeu a adaptagdes,

a ajustamentos, a opgdes. Para elaborar uma
"noticia sobre a maquina de Van de Graaff,
apesar da alta categoria do Doutor. Manunel
Valadares, nio se limitou a ler o seu livro,
como bem se depreende da forma que se
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.adoptou.” O mesmo sucedeu com tudo o resto.-

Em- um ou outro caso, onde as fontes nio

satisfizeram o critério do autor, fez-se trata-

mento de) caracter "pessoal dos temas, com
‘extfema cautela como se impunha. Mas a
ciucia esta feita. O trabalho foi de compen-

‘diagiio. Daf resulta que [0 livro ‘esti bem
" acompanhado, no -que aqui foi dito e no que’
" ficou por dizer. Discutivel, por certo, o cri-

tério de selecgdo, de ordenagdo, a amplitude

‘conferida 4s matérias, a ilustracio,.a cor e o

grau de transparéncia do papel, a mancha,

Outﬁbro\‘ 1963 .
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etc., otc. Se os comentaristas quiserem fazer
carreira através deste tipo de facil critica des-
trativa t8m larguissimo campo de acgio. Ape-
sar do tempo que lamento perder em traba-
lho tio improdutivo n#o delxarel, em todo 0

cago, de responder. Cumpre-me ter presente -

que n#o se trata de criticas insertas nos baru-

lhentos pasquins ‘informativos de Julho, mas -
de artigo aceite por uma revista de Fisica, o
que lhe confere categoria e autondade dlfe-

~ rentes. .
Mas se os comentaristas em vez disso .
.quiserem dar uma contribuigfo ‘positiva para

o ensino, entfio ousarei sugerir-lhes outro
caminho : '

1.°— lerem o programa que oﬁéialmenfe
lhes for proposto; .

2.0 1nformarem -se melhor, através da
psmopedagogla e da experxencla docente, das
«capacidades intelectuais» dos alunos que.
parece nio conhecerem;

3. —ap6s leitura atenta, meditarem o
PSS, obra adquirida por vérios professo-
res em virtude da publicidade que oportuna-
mente dele fez o livreiro interessado, muito
antes da sua recomendagio pelo artigo de
abertura da «Gazeta de Fisica» de Julho. de
1963 ; '

3
4°—nio o tomarem comd bibha mas
como um bom livro de oragbes. -

Feita essa preparacio ou outra melhor
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Déem «aos estudantes do 3.° ciclo liceal
. um livro de Fisica respeitador das suas capa-
cidades intelectuais». Com isso prestariam um

bom servigo & causa da educagdo nacional

Deducao das Equacoes
e suas Apllcacoes |
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" que parece preocupé-los tanto. Mas sé o nio .

conseguirem por ser ardua a tarefa, entio
aprendam a respeitar mais .o trabalho dos

que ha muitos anos vém amanhando o terreno
_ deste sector de actividadeé e se nao limitam &

ser seus- fugldlos traseuntes oun meros espec-
tadores : ‘ :

[de Navner Srokes

h

por "C. M. Passos MorgaDO

: _'ISUMARlIO

Apresenta-se a dedugio das equagdes
“‘gerais de Navier-Stokes e mostra-se a neces-
' sidade da sua simplificagio para a resolugio
dos problemas da Mecanica de Fluidos.
A partir das ‘equagdes de Navier-Stokes

deduzem-se as equagdes dos movimentos -
lentos o faz-se a sua aplicagio ao problema

de Stokes (esfera em corrente uniforme).
. 4 o . M

'I. A DEDUCAO DAS EQUACOES DE
- NAVIER-STOKES

" Paraa dedugio destas equagdes seguimos
de perto Schlichting (ref. 1).

1. As Equaéées d"a‘:\continuidade' e da
quantidade de movimenro em fluidos.
{

O easo geral dum'movimento tridimen- -

sionsl dum fluido fica completamente defi-
nido se conhecermos o vector. velocidade
V= fu +jv+kw, a pressio p e a den-
sidade p em qualquer ponto do dominio
fluido.  Ha portanto cinco incégnitas do
. problema, — w,v,w,p e p — para a deter-
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- minagdo das quais 530 necessirias cinco

eqﬁaqbes. Elas sio:
a) A equagao da contmuldade que tra-
duz a conservagio da massa.
b) A equacio fundamental da dmémica
| ‘(equagdo daquantidade de movimento) -
que traduz a conservagio da quanti- ‘
dade de movimento. B uma equagio
vectorial que na forma'éscalar da
tres equagdes.
¢) A equagio de estado p f (p) forne-
- cida ‘pela termodindmica.. Notemos
‘desde j& que para um fluido incom-
pressivel p 6 constante e indepen-
- dente do tempo e do espa'go.

i

A
‘;

Para a dedugio da equa¢io da continni-

-dade consideremos um volume infinitesimal -

dt. A massa que, por unidade de tempo, sai
através da superficie elementar que limita o

volume drt é div (pT__;)d‘r; a diminui¢io da
massa, por unidade de tempo, dentro do vo-
lume d~r resulta da variagio da sua densi-

. Como hi conversacio

da massa .tem-se:

o %eriv(pﬁ):
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que 6 a forma mais geral da equagio da

- continuidade. Para fluldo incompressivel vem
sxmplesmente

(1, a)

A equagao da qnantldade de movimento
* resulta . imediatamente - da segunda lei de

div f5=0-.

Newton, segundo a qual, o produto da massa’
- pela aceleragiio é igual & soma de todas as -
" forgas externas que actuam sobre o corpo. -

No caso dos fluidos ha a considerar dois
tipos de forgas actuantés: as que actuam por
toda a massa de fluido (forgas gravitacionais
ou mdssicas) e as que actuam’ sobre a super-
ficie devidas' & pressio e friccio _internas

(forgas de superficze) Se_]a F_p 9 a forqa :

gravitacional por unidade de volume (g é.0

LY

vector aceleracio devido a grav1dade) e P
a forga de superficie por unidade de volume.
Entio a equaqao da quantidade de movimento
é dada por

v

¥

2 B

(2) kg

onde '

(2, a) F ——’LX—I-] Y+kZ (forgas més-
, sicas) ‘
e

(2, b)

superficie)

A deriv_a&a de ¥ em ordem a ¢ é a de-
rivada total ; a sua expressio é evidentemente

oV 3
—=—+4(V-grad) V=
(3) o7 =, (¥ -gmad) |
LN Y
ot

As forgas massicas sio forgas externas,

dependentes apenas da massa e independen-

tes do estado 'de deformagio do- fluido; as
forgas de superficie, pelo contrario, depen-
dem do estado de deformacio (campo de
velocidades) do fluido. E por isso necessario

GAZETA DE FISICA '
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determmar a relagao entre as deformacdes

_e.as forgas de sqperfime que as produzem,
a qual, desde ja se faz notar, sé pode ser

dada-empiricamente.

Para corpos elasticos esta relagio é dada
. pela lei 'de" Hooke; para liquidos e gases
_pela lei de Stokes. A dnica dzferenga destas
leis é que, enquanto para um corpo eldstico os
. esforgos (forga por unidade de superficw) sdo
proporcionais as deformagﬁes, _para um flutdo '
' sdo proporcionais as wvelocidades das defor- -

magdes. A
Por ser mais simples, comegaremos por

determinar a relagio entre os esforcos e as

deformagdes para um corpo elastico (Lei de

- Hooke); daqui se deduz imediatamente a

mesma relagdo para fluidos (Lei de Stokes).

" Foi este o procedimento usado por Stokes,

embora a lei' de Stokes se possa deduzir a

partir da teoria cinética.
/

"2. Os esforgcos num corpo deformével.

Consideremos um volume elementar para-

AN

lelipipédico dt=dxdydz dum.corpo defor- - /

méavel; nas duas faces, de areas dydz,. per-

pendiculares ao eixo dos xx, actuam os

P +39" dx

(243) 9%
Fig. 1

3 v
esforgos (forga por unidade de superficie)

> - () »
Pe ® Pot 2
0x

dx onde o indice -x signia

fica que a face considerada é"perp’endicular
a0 eixo dos xx. A forga de superficie resul-

tante destas duas faces é
ox

um modo semelhante se tem para os pares
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de'fa_qes perpen'dicuiares aos eixos dos vy

"o dos 2z, oPy dacdyoiz e Mal:):".clg/.d.z.
o~ 9y . 9z
Portanto a forca de superficie P por

unidade de volume é :

N B 0P 9P, 01&
4 P = vy
@ oz + 0y dz

As grandezas ;ac, 1—); e 15; sio vectores
e como tal cada nma delas pode ser decom-
posta ‘em 3 componentes Consxderemos por

“exemplo | pau, _uma das suas compenentes é

normal & face de area dydz, designa-se

por esforgo normal, o seu simbolo é Gs3 a8,

outras duas sdo tangenclals a esta face, des1g-
nam-se por esforcos cortantes, e os seus sim-
bolos s&o respectivamente 7.,, para a paralela

ao eixo dos yy, € T,, para a paralela ao

eixo dos zz. Temos portanto

- LR 7
Pe=10:+ ] Tay + K Tas

6 dum modo semelhante
(5) - Py = Z?Tym +.;"y + lzryc
A p. = z-r.,a +f‘rg‘;, 4 IZo'z

o _que mostra serem necessirias nove com-
ponentes para a determinacio da' forga. de

superficie P.

A condigio de equilibrio do volume ele- .
mentar dr da, tomando momentos ‘respecti-

vamente em relacao aos eixos dos xx, dos
yy e dos zz :

T

(6) Twy—'Tyac’ Tez = Tza)

"De (6), ®) e (4) resulta para forga de
superficie por unidade de volume
0‘?” 0Tz,> componente se-

‘~ /00, : 5
=1 + — 4 —= gundo o eixo
<dm oy 02

dos zx
‘) 7y~> componente se-

Ty = Tsy.

.}_5 J Tmy + —0_0:2 gundo o eixo’
(7 o - 0y 0z dos gy
#E (e e )
0x -0 y 02 dos z5
face face face
ys s zy

= ZP,;-f-'] P,+k P, (ver formula 2b)
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Substltumdo (7) em (2) temos na forma .

escalar -

o du 30, 0% or
—""=X+ Yy %
Par T <&m+ay+dz>

(8) 9—‘5-3’—'—Y+<"””’+“y-+"’-“->
ox - 0y 0z

!

e ozy <M” 4 20 ;-“"’? :
di ox oy 02

Para um flutdo perfeito (viscosidade nula)

. sdo nulos todos os esforgos cortantes; os

esforgos normais sio diferentes de Zero, iguais
para todas as direcgdes .0 seu valor comum
com sinal contrario é a. pressio no ponto

Z3Y,2 ‘ o

A pressio num ponto é portanto igual 3

‘média, com sinal contrario, dos trés esforgos

normais em trés direcgdes perpendiculares

. entre si. Para um flutdo viscoso é conveniente -
‘mtroduzu' a média dos trés esforgos normais

\

entre si.
Pode demonstrar-se que esta médna 6
invariante para uma rotagéo de eixos (veja-se

- por exemplo Lamb) e o seu valor com sinal-
- contrario é a pressio num ponto do fluido,
‘isto é, ; :

/-

(10) L i(O':,, + gy + U:)‘=’;= -—-p .

As equac@es (8) contdm . seis esforgos

" G4,0,,0,, Ty, T, Ts5 6 DOcessario determinar

agora a relagio entre eles e as deformacdes
a fim de introduzirmos em (8) as componentes

U, v ew da veloc1dade V

Antes de determinarmos esta relacio
vamos fazer o estudo das deformacdes.

3. O estudo das deformacdes.

Consideremos um sdlido eldstico que,. por -

intermédio dos esforgos que sobre ele actuam,

se vai deformar. Qualquer segmento elemen-
tar deste sélido vai sofrer com a deformagio
um deslocamento linear o um deslocamento
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angulor finitos, Se em vez dum soélido elas-

tico conmderarmos um fluido a deformacéo -

persiste enquanto actnar o -esforco que a pro-

‘duz; neste caso, qualquer segmento do fluido
. fica sujeito a uma velocidade de deslocamento

linedr o uma veloczdade de deslocamento
angular, -
Por seér mais simples, comegaremos por

fazer o estudo das deformacdes dum sélido

elastico, as quais, quer se considere um sélido
ou um ﬂmdo, se podem fazer por dois pro-

cossos. O primeiro define a deformacgio dum

g

”

i /-d(‘))_
. s '
: e f o
T L%
»-?‘ | | J
N o] Ax ' ; ‘Lv;
' ~ed(p%5

Fig. 2

volume elementar pelas trés elongagdes ¢,
gy, & © pelos trés deslocamentos angulares
Yoyr Vs y\,( Y2, isto 6, seis deformacdes
ao todo. As grandezas s, g, ¢. sio defi-
nidas como o quociente do aumento de com-
primento, devido aos esforgos normais, pelo

- . comprimento inicial, isto é, (ver fig. 2) -

d(Ax). .

_ _ d(Ay)
Az

Ay

d(Az)

s Ex=
s Sz
AZ

quando Az, Ay, Az tendem para zero. Os
deslocamento angulares y.,, 7:y, 7o-
representam a variagio, devido aos esforgos

cortantes, dum angulo que era inicialmente

recto; por exemplo 7., Tepresenta a varia-

- ¢io do angulo recto formado pelos eixos dos

xzx o dos yy, isto 6, (ver fig. 3)

'O quocient¢ entre as variagdes de volume
e o volume inicial — dilatacio unitaria ¢ —
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vale

a1y e— 207 d(Az-Ay.Az)
_ T AV /Am-Ay-Az
d(Aa) | d(Ay)  d(Az) _ T
= Thw + Ay + Az =8184¢..

0 segundo processo de definir a defor-
magio consiste no uso do vector desloca-

_ mento

A?E'-!—fvz-}-fc?;

dom . ponto. Sé as coordenadas. dum ponto

. antes da deformagao forem x,y,z serdo

©+E; y+n; 2+t depois da deformagio;
e a deformagio fica completamente definida
se forem conhec1das as componentes
E—E(x,yz), n= ”('7":.7/ 2); ?;—Q(w,y,z)
do vector deslocamento para qualquer ponto\
Z,Y,2 \
Ev1dentemente, é possivel deﬁmr sy €5y
€, Yays Ysys Fe: ©om fungio de &, n e &.
Consideremos por exemplo &, © 7,,; temos
d(Az)=t(x + Ax)— E(w) e portanto quando
Ax -0 -
oz ‘

€y =

Para pequenas deformagdes 6

. ‘ on o0k
ey = 0 Oy = — +
Tzy 11+9% 3z | 9y

como se tira imediatamente da fig. 3. De um
modo semelhante podemos escrever
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I ot ot
8y = ; By =——} By=—
aac 0y a v
0F  9m
z Y +‘_" ":=_‘+_‘
12a) 1™ 5y aa:”:’.’ 2z oy
: ok
/Nz—'dw—i—éz Loy

e=divs .

. Para um fluido, em vez do vector desloca-

. > A ~ ~
mento s=1:¢5+jn+ ki, conmderamos o
vector velocwlade de deslocamento

aw.a—y

‘ndio sendo necessario (néo fazia sentldo, alias) -
a restricho de pequenas deformagdes; v.,
6 agora a velocidade de deslocamento angular.
Para as outras deformaqbes resulta dam modo
semelhante

(120) 7 0y oz yz:az '.ay’

Note-se que passamos de (12 a) para (125)
substituindo os deslocamentos pelas veloci- -
dades dos deslocamentos.

4 — Relaqao entre esforgo e deformagdo
para corpos elashcos (Lei de Hooke).

Para corpos elasticos a relagio entre o
esforgo e a deformagdo 6 dada pela lei de
Hooke segundo a qual os esforgos sio pro-
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. porclonaxs as deformagdes. A_relagio. entre
o8 esforgos cortantes e os deslocamentos

angulares é entio

(13)

onde G éo médulo de Ooulomb (médulo de

.torsgo).

As relagﬁes entre as elongaqaes Sz, By,
g&. © 08 esforqos normais o¢,, ¢,, o, sio

ligeiramente mais comphcadas devido ao facto .

da’ elongagao numa direcgéio provocar encur- -

tamento nas direcgdes: perpendiculares. Por

exemplo, devido ao esfor¢o 7. o alongamento °

3
x

g 6 &= % onde 'E é o médulo de Yo‘ung;

1

o encurtamento resultante segundo a direcgiio _

dos yy 6 ey==‘—v’s,=, ;—gaz onde v 6 .

a razio de Poisson. , : /
Portanto a elongagio legundo a dlrecgao
dos 2z, tomando em consideragio o encur-

"tamento proveniente dos esfprqoq g, & 0, 6

1 _
=gl =2 )]

"o dum modo semelhgnte

; B
= [oy — v (o2 + 6.)]

1 .
o= v(a + o).

g, =

Pode mostrar-se (ver Tomo I pag. 125

do Curso Geral de Fisica do Prof. Amaro
Monteiro ou gualquer livro de elastxcldade)
que entre o0 médulo de Young E, o médulo
de Coulomb G e a razio de Pomson existe
a seguinte relagio ' '

E

15 =
( . ) 2(1+v)

0 vosso objectivo é determinar os esforgos
normais em fungdo das elongagdes. Para isso
somemos ordenadamente as equacdes (14);
obtemos

Tay = @ Yoy; Tys= G?'y-, Tia= Glan

1
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(16)

. e=2 8+ & 8:= )

“Ez” (0 + 0+ 0:) = div’s .

que mostra ser nula a dilatagiio unitaria para

V= L, As ‘éq,uagées’ (15) e (16) dae

2
. ‘Ee
17 a = —
() %toy e 1—2v
_2G(14y)
- 1—2y /

que combinada com a primeira das equaqées
(14) da.

E‘e. |
—2v
; E T ve -
=26 (e, LA

E conveniente introduzir ‘nesta equagio

Esm'=(1 +v)a,;—;u 1

ou

a média o dos esfor¢os normais; temos entio

6,=2Gs, .
' 1-—-2v:

a qual da, depoxs de substituir os termos entre
2G (1)

12y €, segundo 1n

paréntesis por

(18a) ;:x=;+2Gem-—‘—23—Ge.

Semelhantemente se obtém mais duas rela- -

¢des para. g, e o,

(185) o, =0+ 20'3,,—%6’?

(180) T ,cg=;~}-»2Gsz——§TGe.

Substituindo finalmente (12a) om (13) e
em (18a,b,c) obtém-se os esforcos em fun-
¢iio das trés componentes £, n e do des-
locamento

"GAZETA DE FIS‘IOA_' .
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o'z_a+2G£-—§3Gdlvs.‘
ox 3
ay_a+2G—éj——3G’d1vs
sy 3 .
—. 98 o,
65=0'+2Ga — — @ divs
v : { Z
(19) 0 | on
wmole)
0oy . dx
'ry:=G"<—(.)—.n- 6_E>’
0z 0y
T:z=G<a—C+ 6‘,>
dx 02

T o Toy. Ton | = ; 0. O_ +‘ '
’(20) Ta:y Ty \Tyz. O ; O
L% 7y 0o 1 100l .
| G OE 08 R+ GT.9E 9 9L -
' dz dy dz | | ox dw dx
on dn on | | 9E 90 0t
dx dy dz 0y 0y 0y
EIRRIR 1Y IR PI T
aac dy 0z | . | 02 02 0z
‘———G d1vs O_> 0 "
3 0 divs 0
I 0 0 dlvs

As equagaes (19) e (20) exprimem a-le:
de Hooke na sua forma mais geral. Repetimos -
mais uma vez que a sua obtencdo se baseou
na hipétese das deformagdes serem propor-

‘cionais aos esforgos.

5. ‘Rela¢do entre esforco’ e deformagdo
para liquidos e gases. Lei de Stokes.

A Lei de Stokes — relacio entre esforgos
e velocidades de deformacio — obtém-ge ime-

" ‘diatamente de (20) substituindo o médulo de

Coulomb G pelo coeficiente de viscosidade
i, a média aritmética’ dos esforgos normais-

3, pela pressio — p do fluido e as deforma-

¢des pelas velocidades das deformagdes.
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A forma matricial da Lei de Stokes é por-

tanto : ’
. _‘% Toy Tz | =] —p- 0. 07+
(21) Toy Oy Ty 0 -p 0 .
Voo _Tz: Tyz 6'3 _t [ O 0 ___p—
tp[dw du duT+p o 9v dw =
‘)w 9y 9z | dx Jx o=
oz oy oz | |9y oy oy
| dw 9w dw | 9w dv dw
| da 9y oz | - Loz 9z 9z |
2 leV 0 0 7
il ol ‘
371 0 av¥ o
Lo o avvl

Ja dissemos que na ausdncia de viscosi-

dade os tnicos esforgos existentes sio os
_ esforgos normais com o valor comum —p.
o Escrevendo entio

22) %=_—P+0m, oy =—p+a;
.__p+°- .

logo se vé que 0% 5 0y ﬂ,-rxy,-rzd Ty. 880 o8

' esforgos devido & viscosidade do fluido e as
suas expressdes em fungio das velocidades '

de deformacgio sio:

. =,;<2"_“'_3div17>
ox 3
o = <2ﬂ—3dvv>
oy 3
g a;=y<2ﬂ“_¢3d1 f)
(23) o2,
' ou. Qv
0y

6.  As equagdes de Navier-Stokes.
~ Substituindo (22) em (10) vem :
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/ du ap v
2% _x-_2°r
} Pdt ) ox jl—
—... ()O'a; &T;cy ()Tz: -
+ |+ -+ -
' <¢9m + oy 6z>_
Ly o
24) dt 0y
a ‘ '"_,_ <¢)sz + »aa_{, ary=>
S \odx . 0y 08
© L dw op
—_— =7 4
L *Pdt , az
+ + =+
<am .0y az

Langando agora mio das equaqbes (23)
obtemos a resultante das forcas de superficie
em fungdo das componentes da velocidade.
Por exemplo, para a componente da forga
de superficie segundo o0 eixo dos zx temos_

Px= aaz»_!_ d‘rxy + ()Tz?/ —
‘ oz dy 0z
:>=—i)£+do';+ d‘fxyv d‘fx;

que, usando as equagdes 23, da

— Ju- 2 - BN
P=-2£ ————udivV [+ -
‘ 6:1:+6a:|: YIS ]

Cafe s
+_[ <dt 0z>]

existindo mais duas relacdes semelhantes.
para P, e P,. No caso geral dum fluido.
compressivel a viscosidade p deve ser con-
siderada nio como uma constante mas sim
como fungio das coordenadas espaciais
x,y,2; na verdade p varia consideravel-
mente com a temperatura a qual pode sofrer
variagdes apreciaveis devido as variagdes da

velocidade, pressio e calor resultante da

fricgdo interna do fluido. A relagio entre a
viscosidade e a temperatura obtem-se expe-
rimentalmente. :
‘Substitoindo (25) e-as duas relagbes  se-
melhantes para P, e P, em (8) vem
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<6?+(2:>J -

é divV: 0 e como as variacbes de tempe4

Pﬂ— P, 9 <22_“___3d V> +_¢9_' p<_¢)_“+_‘)_”>7+_‘)_ p<‘)w+a“>
_ dt . o® awL doe 3 /] ()y oy ox)_ | dz|
(26) | dv_y 0P o[ [o0v 2 >{-. o[ <av awﬁ 0 ‘< )
‘A=Y ——4— 2— — —div V +— +— ) |+—
a,b,c) ealt 0y ,&yL < 0oy 3 . 1l oz \dz dy _Aaz ¢ 0y ow
] dw ;g_g+~_a_r 000 2 0 V> +_a_f ¢)w+()u> Lof
pala‘, 0z az_ oz 3 d ozl \dx ~0z/1 oyl

Estas equaqﬁes di’ferenciais formam a

base de toda a Mecanica de Fluidos e.sdo
chamadas as equagdes de Navier-Stokes. As
equagdes .de Navier-Stokes juntamente com
a-equagio da continuidade nio sio suficientes
para a determinacio completa do movimento

~dum fluido .compressivel pois as variacbes -

de pressio e densidade causam variagdes de
temperatura sendo por isso necessario recor-
rer a8 leis da Termodindmica. Em primeiro

lugar a Termodindmica fornece-nos a equagéo-

de estado o(p,p,T) que. para 08 O’ases per-
feitos torna a forma :

1) p—egRT=0

onde R é a constante dos gases e T a tem- -
peratura absoluta; se o processo ndo for
isotérmico é necessario lancar mio do Pri-
meiro Principio da Termodindmica o ‘qual

estabelece, como sabemos, uma relagio entre

o calor e a energia mecdnica dando uma
equacido diferencial para a distribuigio da
temperatura. I ainda necessiria uma equagio
que relacione a viscosidade com a tempera-
tura, isto 6, p = p(T), esta equacio 6 obtida
' empmcamente

Temos portanto ao todo 1 mcégmtas
— u,v,w,p,p, T @ p —e sete equagdes.
Para um processo isotérmico estas reduzem-se
.a b (3 equa¢des de Navier-Stokes, a equacio
da continuidade e a -equagio de estado)
com as cinco incégnitas correSpondentel
U, ,1,p e p.

7. Corrente incompressivel.

O sistema de equagdes anterior simplifi-
ca-se considerdvelmente no caso dam fluido
_ incompressivel

temperatura nio seja constante. Neste caso
. /

(p = const) mesmo que a

ratura sio geralmente pequenas a viscosidade
pode ser considerada constante. A equagio
~da energia e.a equacdo de estado ndo sdo
necessirias neste caso; a determinagio do.
campo da corrente é pois independente das
equagdes da Terinodinimica.

As equagdes (26, a, b, ) e a equagdo da
continuidade tomam neste caso, como facil-
mente se ve, a forma

()Ju
922 >

b 2
P“-”“—X“ 0 u d u
. dt aa? ay2
pd—v <0‘U ()20 62‘-v>
dt' 2 2 2/
——z——+ +224
P .0y F<6w2b_ 0y azz>
iﬁ‘g_}____ ‘)_w_()
de  dy 0z

- havendo _portanto 4 equacdes para a deter- .

minag¢io das quatro incégnitas u,v,w,p.
Na forma vectorial as equagdes de Navier-
"-Stokes para fluido incompressivel escre-
vem-se . :

(29) p%:i’—gradp_—ky.vﬁf}‘
onde o simbolo V2 é o Laplaciano.

As equagbes que vimos considerando
(equagdes de Navier-Stokes) foram obtidas
sucessivamente por Navier (1872), Cauchy e
Poisson baseadas em hip6teses sobre as forgas
intermoleculares ; mais tarde B. de Saint- '
-Venant (1843) e G. G. Stokes (1845) dedu-
ziram-nas de um modo semelhante ao apre-
sentado, isto é, baseando-se na linearidade -
entre os esforgos e as velocidades das defor-
macgdes, . '
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8. A hipétese fundamenral dos flundos
reans : ,

,As so_lucbes das equagdes anteriores tém
evidentemente de satisfazer as condigdes
fronteiras. Para flaidos reais tem lugar a
seguinte condigio fronteira : :
"dum fluido relativamente & fronteira sélida
que com ele contacta é nulax. Portanto, na
superficie dum ‘s6lido em contacto com um
fluido real temos : -

"(30), 'v,,='0', v =0

onde v, e v, 8o as’ componentes normal e

tangencial da velocidade (ver Goldstem, .
« * «Modern Developments in:Fluid Dynamics»,

Vol. 11, pag. 676-680).

II.. MOVIMENTOS LENTOS. APLICAGAO
AO PROBLEMA DE STOKES

1. As equacoes dlferenclals dos movn-‘
‘mentos Iemos :

As e"quaqbes de Navier-Stokes sio ndo
lineares e por isso a sua solugdio apresenta
dificuldades enormes.

Fluidos resolvidos fazendo uso das equagdes
de Navier-Stokes na sua forma completa;
- a resolugio -dos problemas da Mecanica de
Fluidos baseia-se em simplificagdes das equa-
“¢des de Navier Stokes obtendo-se solugdes
vé,lidas'd‘entro de determinados limites. Ha
dois casos de simplfﬁcagiio das equagdes de
Navier-Stokes de especial importancia. O pri-

meiro corresponde a serem as forgas de vis-

_cosidade muito maiores que as forgas de
inéreia; como as forgas de inéreia sdo pro-
porcionais ao quadrado da velocidade (p U2
pode considerar-se . como representando a
forea de inéreia por unidade de area) e as de
viscosidade séio apenas proporcionais & velo-

cidade (ﬁ[—ll—f .pode considerar-se como repre-
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: lentos a razio nio dlmenslonal

«a velocidade : ‘
= -——, conhecida por nimero de Rey-
2 : T v

- 31a)
(31b)

Séo poucos e geral- L .
- ou, na forma cartesiana

mente simples os problemas de Mecanica de -

" vem

(82)

' ~ Outubro _1963

“sentando a forga de viscosidade po’r"u'nid‘ade h

de 4rea) este movimento & necessiriamente
lento. Por. outras palavras em movimentos

e U2 _
pU

. pUL

,nolds é pequena. O segundo caso corresponde' o
“a serem as forgas. de inércia maiores que as
. de’ 'viscosidade. ‘

E 1] prlmen'o caso que vamos conmderar

»fazendo em seguida uma aplicagio ao pro-"

blema- de Stokes: campo resultante duma
corrénte uniforme de velocidade U, a infinito,
sobre uma . esfera colocada no seu interior,

- O problema de Stokes representa a solugio

mais antiga, que se conhece, dos mov1mentos

‘lentos_(1851).

N#o considerando as forgas massmas,
(equivalente a néo -considerar a impulsio)
e supondo, ento, despreziveis as forgas de

inércw., as equagdes de Navier-Stokes e a

equagio da continuidade escrevem-se, como

‘resulta imediatamente de (28) ou (29)

gradp=puy? V
divP=0

' 2 Y 2 ’
(ﬂ=P(&u+au+.__du>

oz ox?2  Jy? . 922

op v | 92y P2v)\
s1a) | 2P = -
( .a_) 0y <0-’D2 + J 2 8z2,>

op _ <¢)2w 2w n 2w

| os FYCIANYY dz2>
(31b) du L 9v L 0w

7:; ay 08

Pode eliminar-se em (81a) a pressio; na
verdade aplicando o operador rotacional a

ambos os membros.e notando que -

rot érad p=0

SN L
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Sabemos do céléulﬁo 'vectorial qué:

CVAGAT) =v@-H=e T

e por ser segundo. (31 ) —V) f7’=0 vem .
VAGAD)=—=vV . -

Portanto (32). e_sér'eve-sé

(33) ‘ [6/\(‘7/\&_{))'——"0 .
com o=yAV

E facil mostrar que em mdviﬁment‘os lentos

a pressio satisfaz a equagdo de Laplace,
isto 6, y2p =0. Na verdade aplicando o
operador div a ambos os membros da equa-
¢io. (3la) e notando que 0s operadores div
e y? sio comutativos vem atendendo a (315)

div grad p =0
ou -
(34) v2p =+ 0 s
. Em resumo: Os movimentos lentos satis-

fazem as seguintes equagdes

VAFGA®) =0
® 1 ioiaT
vp=0

- 2— As equagdes do probleme de Stokes.

O problema qlie vamos estudar em seguida

é o do movimento duma corrente uniforme
de velocidade U a infinito sobre uma esfera’

de raio a em repouso no seio a corrente;

devido & relatividade do movimento podemos .

considerar a corrente em repouso a infinito
e a esfera movendo-se no seu interior com
- velocidade U em sentido oposto ao da cor-
rente. '

Por causa da simetria esférica do pro-

blema em questio é vantajoso o uso de coor-
dénadas esféricas. A figura junta mostra as
coordenadas esféricas utilizadas assim como
um sistema’ de eixos triortogonais, ligado &
esfera, cuja origem coincide com o centro

. GAZETA DE FISICA

'unidade de tempo;. ‘
~valor é independente da-curva C e depende
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desta; o eixo dos xz tem o s,entido da
corrente uniforme. D

. Pata qualquer problema de simetria axml
é evidentemente v, =0 e as componentes

Fig. 4

vy © v, da velocidade podem definir-se a
partlr duma s6 funcio — a funcio de corrente
de Stokes — que.vamos introduzir.

Seja O a origem das. coordenadas o Ox
o eixo de simetria axial; seja P um ponto
genérico do campo da corrente e una-se O
a P por uma curva qualquer C. Designe-
mos por 2w, o volume de flluido que, no
sentido retrégrado, atravessa a curva C por
evidentemente, .0 seu

apenas  do ponto P. Para um ponto P' o
volume de fluido que no sentido retrégrado

Fig. 5

atravessa a curva C por unidade de tempo
sera 2m{p. Sendo P e P' dois pontos
préximos resulta imediatamente como se v&

‘da figura
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(36) , 211(4)1,, n[JP)—21ersv,. ;,&;____ - | [ , E}_ —
isto &, o . - | 72senf  .rgenf r
1 : , 9 9 0
. (36 a) vn=iﬂ,=——~——1 ' ﬂ ‘ Y VY N
' R 98 rsenb gs : or 20 09
. Conslderando sucesswamente ds 1gual a - 0 _ 0 , D2y
rdf edp vem : | — 2" 9_‘)_1)2 9 __.‘2_1)24,
"'v _ 1 .99 1 34‘ ‘ - 128enf ¢80 /rsene o7
‘(37) Ty sen ¢ ArdO r2 sen9 66 e I{inali‘nepte o |
vy — 0% . VAW AG) = |
> r sen 0 or = » ‘ (] o |=
Conslderemos agora as equaqﬁes (33)5 - r2sen reen r
em coordenadas esféricas o rotacional dum ‘ P 9 9
veg:tor A (v /\A) é como sabemos dado 7)7 ,)_e —5:
por: L / - ‘ ,
N . o R v 9 pey _ 1 ipzq, 0
VAA= r ] o 'r2gend 00 sene or
’ -r2senf ©  rsen?® oy & 92
FIE I | L T rmlaat
or " .90 09 . \
o . | _’+sen'9 0 KA DRy —
A, rd, rsen 8.4, Y] send 90
Portanto temos para z: =rot? | == — ¢ D4 4,'
' ‘ rsen b
w\= rot V V A V— ~ isto &, o
r2sen0  rsenf r (38) g D=0
9 9 9 onde \
or 99 90 9 P
; ry 0 (89) D2 P gpsenb g (19,
7 -1V ar2 2 90 \send 90
- ' d've

—_— vo+r.—__
r

> or.

A -

- . D 52

0 = —_—

rsenf | 972

son8. 9 (1 0\,
12 90 \send 06/ ]

Determinemos agora ; A (; A ;) .

ramente temos:

118

0 v,
209
- e introduzindo a fangio de corrente , de
‘acordo com as equagdes (37), vem:

_ Chama-se a atengdo para o facto de a
equacio (38) ser aplicavél a- qualquer movi-
mento lenio de simetria axial e nio exclusi-
vamente a uma esfera.

3. Delermlnac;ao da [unt;ao de

R corrente ¢.
i)
rsenb

D2y

Primei-
' integragio da equagio

0] campd de, velocidades (e consequente-
mente 'a pressio) fica determinado uma vez
conhecida & fungio -¢. Esta obtém-se por

1
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L(40)|: senTG 9 >]q) -0 . “vindo R
or2 ¥ 90 sene 090 : ' .

sujeita 48 seguintes condigdes fronteiras
§ 29
790

ficie da esfera como resalta do -

paragrafo I. 8 e de (37).

w) - % Ur?sen?6 para pz)ntos infi- .

nitameénte afastados da esfera como -

resalta imediatamente de (36).

Escrevendo a fungio ¢ na forma. (sepa-
raqao das variaveis)

b=71@- 9(9)

~ resulta imediatamente da condigéo n) a

(42)
43) = fééﬁz"e

valor que substituido em (40) da sucessiva- '
mente : -

a2+sen6__é_ '1'3:“ -
l:a'rg 2 06 \senb 39 ]
9

[(B10 270 ] =0
_ T dr? 2 s

2z 2\ [ d
<d1«2 _72_> <dr2 —75>f(r)
equacio _lih‘eax‘ e homogénea de 4.* ordem que

admite Ar" como solugio ‘desde que = sa-
“tisfaca a equagao "

[(n—2)(n—3) 2l[n(n — 1)—2]—

quas solugdes sio n=—1,
Portanto S

1, 2 o 4.

:f(r);—;i+Br+0r2+br4

Pela condigho it) tem de ser ¢ =% U, D=0

"GAZETA DE FISICA

=0; —3—-4'— =0 sobre a super-
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q;= <—4-+Brﬁ+—1— U'r2>sen26.
roo T2 :
Pela condighio ) tem-se imediatamente

|

a=Luys
=1
B—_37y

vindo finalmente -
. J N

: Y ‘. . 3 ‘ o
(44) $ = —;— U‘(r? —g— ar + —;—%> sen20 .

'4.. D'etermina\géo.da velocidade.

Da fung¢iio de corrente (44) vem aten-
dendo a (37)

As componentes da velocidade em coor-
denadas cartesianas séio dadas, como se vé

imediatamente, por:

u==v,cose-—vosen0

(46) v = (v, sen § 4 v, cos b) coqu
; w = (v, sen +vecose)sen¢
onde
€080 = —
: 3
(47) cos = —2—
‘ r sen 8
8én ¢ = ?
r sen 0

Substituindo (45) & (47) em (46) resulta
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B (48)‘ '

5. Detérminaqéo_da pressso.

A’pressiio satisfaz as seguintés equagdes

‘ “ep . /ou . 2w a2a\
49 =, L
_ ( ’~§) o <dac2 R + az2>
. &p ' 02'0 d?v 62” .
( ) 0y H<dx2 + 0y? + 032>'
o ow 22 C 2w\
(49, ¢) ap a.w+a10 d?u
Con Y 0 x2 0 y2 022,
(49,d) |yrp=0" |

- @ asua determinagdio é simples conhecido o
campo de velocidades. Na verdade; as segun-
das derivadas de w vém:

DE .FISICA
com gy(x,y) 0 quando r— ooy de notar
que. g;(z,y) tem de satisfazer a equacio de
Laplace. Como a pressio tem simetria axial
a fungéo g¢,(x,y) 6 necessiriamente indepen-
“dente de y e portanto apenas fungio de =z,
isto 6, g1 ( ,y) g2 (w) Como 92 () ha-de
2

satufazer a equagao de Laplace é —3——% =0
o

© portanto o -

L Jo= Klw+K2

Como por outro lado g, (x) -
r— <>° é K]

Ky =0 e temos finalmente
. .

(01) P =P, 3/2 Ua— -

As equacﬁes (48) e (51) determinam por-

ponto de coordenadas. x,y, &

6'—’F°f¢a~ que-aci_u'a sSbre a esferau

A forga resultante que se exerce sobre a -

esfera 6 devida ao esforgo normal e ao
esforgo cortante; visto haver simetria axial
a sua direcgdo 6 a do eixo de xx.

— 15 a2 zr? 4+ 35a24%2 + 9-:cz'r4 — 152522

R

—3rt + 15]/27*2 + Ha2r?2 —

35 a2 42 }

vrg

- 2 . N |
_‘)_“’:LQ’_U(,
oax2 - 4‘
N9 . : .
0y?
;

. 0w =3.Ua{'
022 . 4 il

Acujos valores substitaidos em (49 ¢) ddo
op 9

02 2

-
(@t 32)" '

Integrando temos
p=—32 Ua—:% +g@,y).
Quando 7 -+ oo, p —+ qu\ e portanto
P=rs ';- 3/2 Uar—a; + g1 (@,9)

180

~15a2z 272 + 35028z 4 9w ort — 152592 } |
: TR

%) Forga devida ao esforgo normal (resfs-
téncia de forma).

‘Atendendo a que no ‘caso presente
div V=0, o esforgo normal é, segundo (22)
e (23) dado por

3 %=—P+2F—§E— 2 :1

Para o sistema de coordenadas utilizado
temos, atendendo a que v, corresponde a u

Outubro 1963

-0 quando .

tanto a velocidade e a pressio em qualquer-’
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e dr corresponde a daé

t

()v,

°'r=—P+2lL ()r

Sobre a esfera, isto é, para r =20

0% =0 o entdo
or S
(52) (e=—p

" onde p 6 dada pela férmula (51).
A forga de resxsténcla dev1da ao esforgo
. normal é portanto
(B3) Ry=— 2.na2f pcosfeenfdid =
vt » Jo _ :
' =2rapU.
) @) Forga devida Aa'.ov esforgo Vcorr.fa'nte
(resisténcia de atrito superficial).

O esforgo cortante

: i c)'d av.
Toy = o -
e (G )
definido por (23) vem para o sistema de

- coordenadas utilizado, atendendo a que rd 6
corresponde a dy e dr corresponde a dax

dv,  dug
710"‘}"< ()6+ ar->-

Calculemos agora —— o 9%
o . 00 or

; as for-

h B

mulas (45) ddo:

GAZETA DE FISICA

- @ portanto

©9)

(59) Ca—

e Ud

" Outibro 1963

1) tro= — o L ppen s
- 2 a

ea forca resultante que -actua sobre a esfera .
dev1do a0 espago cortante é

(55) Rim —2na f "T,.esenzed'e :
A -

’

Substltumdo (54) em (55) e mtegrando_:
resulta _ |
) = Re= 4w U

A forga total de resisténcia que se exerce |
‘Bobre a esfera é poxs
(57) R=6rapU

como -resulta imediatamente de (53) e (56).
A férmula (D7) é conhecida por férmula de

~ Stokes. 1 conveniente notar que dois tergos

da forga a que fica sujeita a esfera é devida

ao esforgo cortante; um tergo dessa forga é . .

devida ao esforco normal. _
Como sabemos a forga de resisténcia R -
pode escrever-se na forma
o1
R == —5‘9 U2 S OR

~onde 8.6 uma érea (da esfera) que tomamos
_para referéncia.
- tomando para area S a superficie frontal

De (57) e (58) resulta

da esfera, isto 6, S =7wa?

12p0 24
eU. R,

onde o ntmero de Reynolds R, é dado por

P Ud (d, didmetro da esfera).

~ Determinou-se experimentalmente que a
férmula de Stokes é valida para nimeros de
Reynolds até préximos da unidade, isto 6,

=1. Para nimeros de Reynolds supe-
¢ ' .
riores a 1 tem lugar a separagdo da corrente
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na parte da esfera a jusante da corrente com

.& formagio duma «esteira vorticosa» nio
permanente ; quando. o nimero de Reynolds

' - atinge valores ainda mais elevados a corrente

na esteira torna-se turbulenta nio sendo.

possivel calcular a resisténcia a partir das
_ equagdes de Navier-Stokes sendo necessario
determina-la experimentalmente, A natureza

2 (001
\"deé
g4
S 10 :
4@ 1 .
.3 10 | Let de Stokes QP
o2 gf N
¥ 4
N
o2 N
-3 1.0
'Y
- —t
\3 0-4
oLt
o1
04 1260 10

108 103 fot fo¥ 108
Numero de Reynolds «Reeﬂf.gf
' Fig. 6
da corrente estd indicada esquemiticamente
na figura e a variagio do coeficiente de resis-

téncia com o nimero de Reynolds mostra: s
no grafico junto. n

GAZETA DE FISICA

C

+ 7 — Conclusdes.

, Je N N - : v N
.Das equagtes de Navier-Stokes obtive-,

ram-se.as equagdes dos movimentos lentos
das quais se fdz uma.aplicagio ao problema

‘de Stokes determinando a velocidade e-a
. pressdo em-qualquer ponto do.fluido. A forga

exercida sobre -a esfera, R=6map U, va-
lida para nimeros de Reynolds até pr6x1mos

. da unidadé consta de duas partes: uma devida

aos esforgos normais de valor 2wap U cha-
mada resisténcia de forma (em inglés, form

" drag), outra devida aos esforgos cortantes

de: valor 41caan chamada resisténcia de

atrito superficial (em mgles surface friction

drag).

A medida que aumenta o némero de-
Reynolds deixa de ser valida a formula de.
Stokes ; apresenta-se graficamente a variagio
de Cr com o nimero de Reynolds.

"Em ntimeros futuros da Gazeta de Fisica

‘apresentaremos outras aplicacdes das equa-
‘cbes de Navier-Stokes, particularmente aque-

as em que as forgas de inércia sio maiores

_que as forgas de viscosidade. Destas aplica-
¢des fazem' parte os importantes problemas .

da, camada limite cujo. conceito ¢ devido a

' Prandtl.
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Alguns aspectos das hrulacoes potencnometrlcas
~de’ tidis com elec rodo de mercirio- liol |

por R. E. ,P.INTO e

| InIrodu‘gEd

Nas titulagdes potenciométricas o final

da reacgio entre o titulante e o composto a
dosear é determinado pelo .ponto de inflexdo
da curva de titnlagio (7), a qual 6 uma curva
que descreve ) potenclal (relativamente a um
electrodo padrio) ap6s cada adigio de um
determinado volume. do titulante. A reaccio
que estd na base do doseamento de ti6is por
“este método é a que leva 4 formacgdo de
mercaptidos (de prata ou de mercirio) pouco
soliveis ou pelo menos de constante de
dissociagio muito pequena Assim o titulante

6 0 ido Ag+ (prata) ou o-ifo 'Hg*+ (mer-

.etrio) e o electrodo é o respectivo metal.
Ha cerca de dez anos Cecil (2) apresen-
tou um electrodo de prata-tiol que mostra
vantagens ém relagio ao electrodo de prata,
visto haver reversibilidade em relagio ao
ifo Ag+ e ao ifio RS- (ifo tiol). Um aspecto

importante dessas vantagens é por exemplo.

o alargamento do dominio de pH em que a
analise é possivel. O mesmo dutor construiu
posteriormente (3) um electrodo de mercirio-
-tiol aqueeendo um filamento de ouro na
chama semi-oxidante de um_ bico de Bunsen

e mergulhando-o em mercirio durante alguns

segundos. Formou-se assim um electrodo de
mercurio que imerso numa solugio de cis.
tefna, para dar infcio & sua titulagdo, d4 ori-
gem espontineamente a um electrodo de
‘mercirio-tiol. A formagio é observada pelo

decréscimo de potencial até se atingir certa

estabilidade.

‘@ 2.0 Assistente da Secgio de Quimica da Facul-
dade de Ciéncias da Univérsidade de Lisboa.

® Bolseiro da Fundagio Calouste Gulbenkian na
época em que a maior parte deste trabalho foi feito.

“formula. (RS), Hyy.

~ Parte experimental

+ 'Foi utilizada a aparelhagem experimental
descrita ou mencionada por Cecil (2, 3; 4) |
com excepgio do electrodo de meretrio-tiol
que foi ligeiramente modificado, passando a
usar-se o filamento com uma extremidade

'esféri‘ca, obtida por fusio do fio de ouro, o

que permitiu no caso das titulagdes da gluta-
tlona (1) curvas de melhor configuragio para
o sen doseamento. Foram também doseados
vérios outros tiéis (cisteamina, cisteina, ete.).

"Essas curvas.-apresentam dois pontos de

inflexdo: wm quando a razio molar de
Cl;Hg e de tiol 6 1/2 e outro quando essa
razio é igual i unidade (fig. 1). O primeiro
corresponde ao mercaptido (RS), Hy e o
segundo ao composto que Stricks e Kolthoff
(6), no seu estudo polarografico de compos-
tos merciricos da GSH, escrevemn com a
O primeiro ponto de
inflexdo corresponde a um composto mais

“estavel ¢ por este motivo é o que se usa no

doseamento. dos tidis ; assim. o termo «ponto
de inflexdo» quérera sempre significar o pri-
meiro ponto de inflexdo, ou seJa o ponto de
equivaldncia.

Astitalagdes de glutationa mostraram tam-
bém que a inclinagio da tangente no ponto de -
inflexdo diminuia quando a quantidade de tiol
atitular aumentava (fig. 2).,Véo interpretar-se
estes resultados através de uma expressiio
que relaciona a tangente no ponto de inflexio
com a concentragio da glatationa a titular.

. { -

(1) A glutationa (que representamos de futuro por
GSH) é um tiol tripeptido constituido por dcido glu-
tamico, cisteina e glicina, ligados por esta ordem.

i) portanto o y-glutamil-cisteinil-glicina. O mereap-
tido serd designado também por (GS), Hg.
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Parte tedrica -

Os. ti6is simples © os mercaptidos prove-
. nientes destes temconstantes de dissociagio -

bem definidas. Se existem na molécula fun-
gves (acido carboxilico, amina, etc.), além da
funciio tiol, a dissociagio do grupo sulfidrilo
ou do mercaptldo depende do pH, por este

determinar as espécies ionicas. existentes (1). -

Na prética podem considerar-se trés ou qua-

tro constantes de dissociagio, cada uma den-

tro de certo dominio de pH (5). Por outro
lado se na molécula do mercaptano existe
um grupo aminogénio nio é possivel saber
qual das constantes de dissociag¢io é a devida
4 fungio tiol ou  fun¢io amina. Uns autores

escolhem para a fungdio tiol o valor mais .
‘préximo do apresentado pelos tidis simples

e outros autores inclinam-se, por razdes

experimentais, para o valor que aqueles atri- -

buem & fungio amina (6, 7).

Para simplificar o estudo teérico da curva
de titulagiio e da tangente no ponto de equi-
'valéncia, vai-se abstrair dos factos apontados
mas atender-se-4 no final s’ limitdqbes que

daqui provem. .
A formaggo do electrodo de meretrio-tiol

poderd ser interpretada atendendo &s reac- -

gles que supomos darem-se na célula de
titulagio, que contém tiol e onde foi intro-
duzido o electrodo de mercirio.

%) O tiol estd em equilibrig com os seus
ides, 0 que 6 descrito pela reacgio :

RSH= RS- + H*

- cunja constante de dissociagio 6 K.

(1) Usemos um tiol aminodeido (cisteina), para

esemplificar. Nos cagsos limites teremos: a pH muito
baixo a fun¢lo amina estd essencialmente na forma
(—NHf) e a funglo carboxile na forma nfo disso-
ciada (—CNOH) e a pH alto a fun¢do amina estd
como (— NFHy) e o carboxilo apresenta alta percen-
tagem de dissociagio (— COO-). Estas formas iénicas

tém efeito de polarizagfio sobre o grupo tiol (—SH) °

de modo que a constante de dissociagBo deste, num e
noutro caso, é diferente. :

184

"GAZETA DE FISICA-

Oqtu?bro '1963

%) Como o electrodo de mercirio ests

,mergulhado nesta solugio de tiol, os “{des

RS- reagem com o-electrodo. A reacgio do

,electrodo é possivelmente

233— + Hy2 (RS)QHg +2e

‘o 1

23 4 5
Volume de tetulanle {pd)

Fig.1 — Representa a curva de titulaglo da cis-
teamina 105 M (Fig. 1a) e da cisteina
8><10°M (Fig. 1b). Titulante: CI, Hy
01 M; pH 2,5; temperatura 20,5°.

_cuja constante de equilibrio (escrita em fun-

céo das actividades) é:

RS\, H,
Kl= (R8)g Hy

2 )
QRrg+ A@y

@) O mereaptido que se dxssolve fica
em equilibrio com os seus ides, o que se.
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désci'eve pela reacgiio: = ' ‘e que seria substltuida pelo produto dé solu-
o (RS)Q ﬁgi2'RS'»+ Hy++ E bilidade (8§ = a2 Hg1‘L\+) se o mercaptido -

. , e e a - fosse pouco solu el
. cuja constante de dissociacio é: P Y

_ No seu con_]unto as reaccgdes i) e i)
" 0o By ‘ correspondem a reacqao de dlssolu(;ao do
Urspdy . ‘ mercirio

400 -

__mV

.300¢ <)

200+,

100 -

_Fl_y. 23 /‘79. 2b- | Fig.  2c F’g._Zd
ey 120 | | s¢ 79
o 1 2 3 ' 23 4 s n
' Volume de hlulanfa (,ul-j

Fig. 2." Representa curvas de titulagio da G.SH de diferentes concentragles. ' -
Titulante: Cl; Hg 0,1 M; pH2/5; temperatura 20,5
Fig. 2a: GSH 4,5><10%; Fig. 2b: GSH 10~
Fig. 2¢: GSH 2><10~%; Fig. 2d: GSH 4,1 < 10~%
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1) - Hg<=Hgt* +2e

que se d4 indirectamente .pelé reacgio dos |

ides tiolato com o electrodo, associada & reac-

¢io de dissociagio do mercaptido. O poten-
cial do electrodo mercirio-tiol deve assim.

poder expressar-se tanto em fungdo da acti-
vidade de ifo "Hg++ como em fungio da

. actividade de ido RS-.

A queda de potencial que se observa

durante a formagio do electrodo termina ao. -
atmgu‘ se o equilibrio quimico. Apés come- -

car-se a titulagio as reacgdes atras mencio-

- nadas deslocam-se agora em sentido con-

trario ao da formagio do electrodo de
mercirio-tiol. Existe contudo uma: dlferenca
grande entre a formaqao deste electrodo oa
titulagdio, pois’ no primeiro caso o sistema
estd quimicamente isolado e no segundo ha
adigiio de ides Hg*+. Apés o electrodo estar
em equilibrio com a solucho, o potencial do
electrodo (8) 6, atendendo a (1); representado
em funglio da. actividade de' 1ao mercirio
livre por,

' ‘ RT
2 - E=E, +-§,Flna'zig++.

Usando concentragdes em vez de actividades,
visto serem aquelas suficientemente pequenas
para se poder utilizar esta substitui¢io, vem:

@) E—E,+ TRz[lan++]

que descreve a curva de titulagio desde que
se conheca a concentracao do ifo merciirio
livre (no vaso de titulagdo), correspondente
ao volume v de titulante adicionado, de con-
cedtracao c. ‘

A concentragiio, no vaso de titulagio, de

Cly Hy (titulante) usado em qualquer instante .

-da titulaqao (se abstrairmbs‘a reacgio) sera:

-9
H++"__c
(Hg**Ju=c "

em que V é volume do tiol a titular. Como
v é muito pequeno em relaqao a V pode
considerar-se:
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c-v
v

@ {@ﬁe

Ora o C’IQHg reagiu o portanto essa |
concentragio expressa a soma -das concen-
tractes do mercaptldo formado e do igo,
livre

@)ﬂwm%W%m+mwy

Usando concentragbes a_constante de -
dlssoclacao do thl 6

(6) — [RS_] : [H+] :
" [RSH]

e a constante de dissociacio do mercaptido:

[BSJPTHg++]

7) K =
( ) T {(Rs)z.ﬂ!]]

A concentragio total do mercaptano’ que
ex1ste inicialmente é:

(8) ," , 0,-=[Rsz1];+[jgs-]i

A concentragio do tiol (que nio ests sob

a forma de mercaptido) existente em cada

instante, ap6s o inicio da titulagdo é:

@  C=[RSH]+[RS]

" o atendendd a (D) tem-se:

(10)  C=C+2((RS),Hy).

Do (6) o (9) vem:

_ c.x

K+ [H]
De (7)o (11) \vem:

(12) K' - [(RS), Hyl—

K2 '
—C2.— = [Hg++].
T &
De (10) e (12) obtém-se a equaqao do
3.2 grau completa:
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(18)° 4K [Hy+P+
|+ 4K2(Ci— 2[Hy++]u) - [Hgt+ P+
+ K2 CP+4[Hy**T. — 4 Ci[Hg* )t
+ K'(K + [H¥)R{ [Hg*+] -
—[Hy*+)- K - (K + [H*]2 =0

© Esta equagio associadaa (4) d& a con-
‘centragio do ido Hg*+: livre, em qualquer
instante da 'titulagio, em fungdo da concen- -

tragio do mercaptano a titular e.do volume
do Cly Hy gasto.

. O conjunto das expressdes (13 ) (4) e (3)

descreve a prépna tltulacao
A expenenma mostrou . que a tangente no
ponto- de equivaléncia (ponto de inflexdo) é
funcio de ;. Interessa portanto calcular a
derivada do potencial em relagio ao volume
v gasto até ao instante ¢ da titulagdo, e
* determinar o seu valor no ponto de inflexio.
" De’ (3), (4) o (b) vem:
(14) dE’__ iE d[Hq++]
dv  d[Hyt¥] d[[]g**’]u
d[Hq++]u = RT 1
dv - 2F [Hgt+]
d[Hg*+] . ¢
d[Hgt+]u V'

A derivada da concentragio de iio mer-
cirio livre em ordem & concentragiio de ifio
mercirio usado, no ponto de equivaléncia,
pode determinar-se derivando a equagdo (13)
como fungio implicita e atendendo as condi-
¢des no ponto de equivaléncia onde é neces-
sariamente : '

(16) (Cp. 0. =(2[Hg**])p. o,
A efectuaciio dos calculos mostrou que:
’ S dTHao++
(16) (M_J_ _
, A[Hg**1u /p.e.

8K Hyt+P. o+ K (K+[H )R 2

~

C12K3(Hgt R o+ K2 K (K+[HYP B

- . 2
que 6 praticamente constante e igual a 3
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por ger- X' sempre muito, pequeno mesmo‘
em relagio a K2 (5). !

/dE .
dv pe’

Para se determmar o'valor de <

é necessario-ainda determmar a concentracéo”

do igo merclrio livre no ponto final da.titu-
lagdo (ponto de equivaléncia) o que vai fazer-se
em seguida. De (13), atendendo a (15) vem:

any (ageep 4 X ELTE

(Hyg* +]jl-f

_ GK(K+[H*]P
' 8 K2

que é uma equagio ctibica reduzida da forma:
Ddtpztq¢g=0.

Como p<0 o descriminante é positivo

" e existe uma solugdo real (o que teria de

acontecer por razdes de ordem fisica); resol:
vendo a equagdo pela férmula de Tartagha
(9) tem-se: :

1

[?19*’;11). 0. = — <%>5 g

. . 113
32 . K8 2 ,
|:1-,—- <1 ——2‘7——0?— '_Q> ] + )

substituindo _q pelo seu valor e chamando

A 20 que ex1ste dentro da chaveta, vem:

1
(19) (Hg++) N <C’K (112_{1;£H+])2>5 A

que di a concentragio do iio mercirio no
ponto de equivaléncia. E evidente, por razdes
dé ordem fisica, que A tem de ser positivo;

- vamos apenas mostrar que tera de ser inferior

4'<’/2, e priticamente igual a este valor.
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A titulagio termina quando-a quantidade

do 8o mercdrio gasto -6 igual a metade da
quantidade de tiol inicial, 0 que est4 expresso
em (10), que associado a (5) e (10) da:

\

(&), Hg]
logo, no pbnto ﬁnal da titulagio é:
L
}‘)‘(O)D- o=

(2.0) LHg**Jo. .

que substltuido em (12) da:

(21) (Hy**Jp. o =
g : i
- < K- [(RS) Hyo. (K-H[H*)? >3,

Comparando esta ex‘pressao com (19) tem-se:

e G a (RS H.
, 16 - : - 4

« . C. ) .
e como —2—' é maior do que a concentragio

do mercaptido no ponto de equivaléncia
tem-se 4 < V2. S6 tém interesse analitico
.08 ti6is em que, no ponto de equivaléneia,
6 Ci=2 [(RS)yHyg] e portanto quando K'
é muito pequeno. Logo tanto de (17), (18)
ou de (22) se conclui que dever ser A="y/2 .
Logo, aproximadamente :

1
3
23y

. - No caso de ti6is dando mercaptidos mer-

ciricos pouco soliveis, dever-se-ia usar o
produto de solubilidade em vez da constante
de dissociagio K', e viria '

(24) S=[RS P -[Hy*+]

o qual associado a (11) e atendendo a (205 da’

'8 (K L[EP\D

(25)  [Hg**]p. o= ( " o
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o_que mostra ser a concentraqao do ito -
mereiirio livre, no ponto -de equivaléncia,

:independente da concentragio do tiol a dosear.

Possivelmente este valor dé Hg++ neces-
sita ser recti’ﬁcado, pois da interacgio do ifio

Hg++ com o mercurlo metalico provira ido "

mercuroso. Como ndo sabemos a. constante
de equilibrio K entre as duasformas iénicas,
que é provavelmernte diferente da que se

‘conhece quando o .electrodo & de merecirio
‘e ndo .de mercario-tiol (10) abstraimo-nos - .

desta reacgio.’

Esti-se agora em condlgﬁes de escrever o
_ a derivada do potencial no ponto de equiva- -

léncia em ordem ao velume de titulante adi-

. cionado. De (14), (16) e (23) vem:

26) <dF> 2 RT ¢ 1
o B 2F 'V [Hyr+n

_ 2 —]E i . 8.K2 AR
3 2F V <0,-K'(K+[Hf])2> )

‘Se o mercaptido for «insolavel», sera :

® (2, (i)

_ Se considerarmos tiéis de mercaptidos «sold-

veis», teremos que:

dE 11
(50), =@
\ U /p.e.

e no caso de tiéis de mercaptidos. pouco -
«soliveis» a tangente no ponto de equiva-
léncia da curva de titulagio seria indepen-
dente da concentracio de tiol a 'titmlar.
Conclui-se portanto que (GS), Hy deve ser
solivel nas condigdes da experiéncia.

A expressio (20) mostra que para um
determinado tiol e certo pH é:

03/5.(d3> e
v‘d‘U p.e.

Efectuando o calculo, a partir das curvas da

(28)

29)

figura 2, vé-se que esta relagio é verificada

experimentalmente.

Av

> ‘ Chamando <A—E—> ao valor experi-
o~ p.e.
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" mental da tangente, tem-se no caso estudado:

(30) c8. <ﬂ> =1,42.10¢+2.102,
S \ Av p.e. ' - -

" Discussdo I

As expressdes (26) e (27) tem apenas
generalidade no caso dos ti6is simples pois

no caso de tidis com outras fungdes, tanto

K como K', ou S, tem’ determinados va-
lores conforme o pH,. portanto para um
mesmo meréaptano‘haveré uma expressio
correspondente a (26) e (27) para. cada pH.
~ Por outro lado a-equagio (26) s6 foi ve-
rificada experimentalmente como fungdo.da
" concentragio de tiol a dosear e nio como
fungio de pH, de K e K' (ou K e -§),
visto o nosso objectivo ser a interpretagio

: e s . . dE\’
da experiéncia, ou seja determmar —
dv /p.e.

em fungao de C;. Impde-se contudo esta -

verificacdo como -objecto de estudo futuro.
As equagdes (26) e (27) sugerem que a sua

utlllsagao para os ti6is -simples permitiria

'obter os valores do K e K' (ou K o 8).
O valor K é da ordem de 10-10 e portanto

6 despresavel em face da concentrago hidro-

_ genitnica ; assim- poder-se-ia obter a razio
K'/|K? (ou S/K?) em meio &cido. Traba-
lhando em meio suficientemente basico, para
se poder desprezar a concentragio hidroge-
niénica [H+] perante K, obter-se-ia K'.
Quer dizer, as titulagdes potenciométricas de

um tiol simples com electrodo de mercirio-

-tjol permitiriam determinar as constantes'de
dissociagio do tiol e do mercaptido (ou a
constante de dissociagdo do mercaptano e o
produto de solubilidade do mercaptido). Infe-
lizmente o electrodo, tal como o usamos
actualmente, tem um comportamento pobre
em meio basico e portanto, de momento, o
que se sugere acima ndo tem viabilidade,
mas 6 razio forte para se tentar o aperfei-
goamento de electrodo.

Os tidls com outras fungdes ainda apre-
sentam a dificuldade dos valores de K e X'

DE FISICA’

Outabro 1963

.(ou de K e 8) serem diferentes em meio

acido e bésico. Contudo se for possivel

- modificar o electrodo de maneira a dar, em

meio basico, curvas potenciométricas de boa

- configuragio, serd talvez possivel ter uma

ideia da ordem de grandeza de K' e K

- abstraindo o pH do meio, e conhecer o valor

de K’ em melo bésico.

Summary .
’ . ;

The experimental obseryation shows that
the sharpness of the potenciometric titration
curves of glutathione decreases when the
thiol concentration increases. The theorical
interpretation of this fact has b?en made.
Limitations and possibilities of the result
obtained have been discussed.

Agmdecz’me;zta: O autor agradece 3 Fundacdo
Calouste Gulbenkian a belsa que lhe foi concedida
de Outubro de 1961 a Outubro de 1962. "

-

BIBLIOGRAFIA

1. Vogel, A. 1, A Tewt Book of Quantitative Inor-
ganic Analuszs, 93-94. Editado por Longmans,
2.* edigdo (1960)

2. Cecil,R. e McPhee,J R. (1955) Biochem. J., 80,
234.

3. Cecil, R: (1955) Biochim. et Bioph. Acta, 18, 155.

. 4. Cecil, R. (1950) Biockem. J., 47, 572.

5. Stricks, W. e Kolthoff, M. (1953) J. Amer. Chem,
Soc., 15, 5673.

6. Calvin, M. (1954) em' «Glutathione: A Symposium»
pg. 9. Edltado por-Colowick, 8. e al.,. Academic
Press Inc., New York.

7. Pirie, N. W. (1959) em «Gluiathione» (Biockem.
Soec. Symposia, n.° 17), pg. 26-27.

8. Moore, W, J., Physical Chemistry, pg. 473-483.
Editado por Longmans, Green and Co, 2.2 edlgao
(1956).

9. Vicente Gongalves, J Curso de Algebra Supe-
“rior, 2.° volume, pg. 79 (1950).

10. Schwarzenbach, G. e Anderegg, G. (1954) Helv.

Chim. Acta, 37, 1289

189




"Vol. IV, Fasc. 6

c
3
Q
o
3.
(o]
Q
(D
=3
(0]
c
=
3
O
wn .
©w
3
o
D
(72}
D
(@)
o)
3
e
Q
_Q_
Q

' As fontes de neutrdes usuais utilizam
reacgdes nucleares, como por exemplo :

4B€ 2H8—-> 60+07l+560M8V

. Esta. reacg"go 'pode ser obtida juntando ao
berilio uma preparagdo radioactiva emissora
de particulas «, por exemplo radio ou.polé-

nio, As fontes de neutrdes assim constituidas '

apresentam.no entanto alguns inconvenientes

entre os quais citaremos os seguintes: com-’

plexidade do -es.vpe'(v:ti'o de neutrdes emitidos‘;
fundo de radiacio gama importante; impos-

‘sibilidade de controlar o fluxo de neutrdes; .

“necessidade de blindagens complicadas; prego
muito elevado para fluxos de neutrdes supe-
riores a 107 neutrdes por segundo.-

Os reactores nucleares constituem fontes

de neutrdes de fluxo muito elevado, insubs-
tituiveis para certo tipo de aplicagdes. A com-
plexidade e o custo destas instalagdes ndo
permitem a sua construgio em grande niimero
e tornam portanto o seun acesso diffcil.

Fig. 1"

190

GAZETA DE FISICA

Outubro 19~63_

- Fig_;’ 2

A fonte devneyutrbes que se mostra na

'ﬁg. 1, constitui uma aparelhagem compacta

de mianejo simples, que pode ser utilizada em -
qualquer ~laborat6rio; O orgdo fundamental
deste equlpamento é .o -tubo de neutrdes
(fig. 2) contendo uma mistura de deutério e
tritioc e em que estio incorporados: a fonte
de ides, o andar acelerador e o anti-catodo.
Um corte deste tubo estd representado na
fig. 3. A fonte de ides 6 do tipo Penning,
trabalhando com uma tensido continua de 2
a 3 kV. Os electides seguem trajectérias
helicoidais sob a acgio do campo magnético
produzido pelo iman permanente M. O cho-
que destes electrdes com as moléculas M,

- Dy produz ides: Hy e Dj que vio ser ace-

lerados pela alta tensdo aplicada no andar
acelerador. O valor maximo desta alta tensio
é de 120 kV.

O anti-catodo I (fig. 3) é constltuido por
um suporte de prata sobre o qual se deposi-
tou uma camada de titdnio. O bombardea-

mento deste anti-caitodo com ides de deutério
o tritio conduz & fixagdo destes ides no anti-

-catodo que é. assim do tipo auto -regeneras-
tivo. . ‘
A reacgao nuclear fundamental utilizada
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nesta fonfe de neutrdes resulta do bombar-

deamento do tritic existente no anti- catodo :

pelos deuterdes acelerados

5H+ IH-,QHH 0n+ 17, 6MeV

A energia média dos neutrbes produz1- :

.dos 6 de 14 MeV.
Para uma tensio de aceleragao de 125kV

" e uma corrente ionica de 100 micro-ampere

o fluxo. de neutrdes é de 108 neutrdes por
segundo ‘ :

Equipamento élecrréniclo, '

O equipamento electrénico reﬁresehtado

na fig. 1, compreende o gerador de alta ten- - 3

sio e respectivos orgios de comando, uma
fonte de’ tensio continua.variavel para ali-
 mentagio da fonte de iBes, os -orgios de
comando e controle ‘da pressio no interior
do tubo de neutrdes e um gerador de impul-
sos para modulagdo do fluxo de mneutrdes.
Eventualmente pode incorporar-se no mesmo
painel a aparelhagem destinada & medida do
fluxo de néutrdes. . '

[
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Fig. 3 — LS

Noticidrio

Curso de actualizagdo. para professores do ensino .secundério

A partir do préximo més de Janeiro vai
realizar-se, na Faculdade de Ciéneias de Lis-
boa e no Instituto Superior Técnico, um
curso de actualizagio para professores do
ensino secundario, organizado pela Sociedade

Portuguesa de :Quimica e Fisica. Este curso’

sera constituido por ligdes sobre alguns dos
temas de Iisica e de Quimica que estio na
base do desenvolvimento da Ciéncia actual.
As ligdes serdo distribuidas como a seguir
se indica:
Fisica Quantica, pelo Prof. José Sarmento
(15 e 22 de Janeiro); :
Radioactividade, pelos Doutores J. Gomes

Forreira o F. Braganga Gil (29 de Janeiro e

5, 12 e 19 de Fevereiro);

quagdo Quimwa, pelos Prof. Alberto

‘Ralha e Eng. J. Fraisto da Silva (26 de
.Fevereiro, 4 e 11 de Marco e 8 e 15 de
Abril); , '

‘Electrénica, pelo pessoal cientifico do
Centro de Estudos de Electréhica da Comisséo
de Estudos de Energia Nuclear do Institato
de Alta Cultura, sob a orientacio do Prof.

. Abreu Faro (22 e 29 de Abril e 6 e 13 de

Maio);
Bioquimica, pelo Prof. Kurt Jacobsohn
(20 e 27 de Malo)
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