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Resumo

O plano inclinado, uma das seis maquinas simples
descritas na antiguidade [1], permite alterar a forca
com que um objeto é elevado. Por exemplo, ao redu-
zir bastante o efeito da aceleracao gravitica sentida
pelo corpo, a variagao da velocidade & menor e per-
mite consequentemente realizar experiéncias simples
de fisica em tempos de ordem superior ao segundo,
entendiveis pelo olho humano. Consequentemente
esta maquina é muito usada para estudar a acelera-
Cao0 Nos Corpos.

No entanto s6 calhas com almofadas de ar permi-
tem realizar esta experiéncia sem atrito significativo,
permitindo determinar uma aceleracao gravitica ()
correta e proxima dos 9,8 ms™?. Contudo, o atrito é
parte integrante da mecanica do problema e neste
artigo abordaremos como o poderemos considerar,
demonstrando que é possivel determinar o valor de g
com uma experiéncia simples. A experiéncia criada
para o efeito no e-lab, permite alterar o angulo de
descida e, através deste processo, separar as for-
cas de atrito, da gravitica, obtendo-se um valor muito
préximo de 9,8 ms™.

Introducao

O plano inclinado é geralmente utilizado para mover
cargas pesadas sobre obstaculos verticais tais como
as rampas comuns. Mover um objeto para cima num
plano inclinado requer menos forga do que levanta-
lo na vertical, como se desmultiplicassemos a gra-
vidade! Esta vantagem mecéanica, pela qual a forca
€ reduzida, € igual a razéo entre o comprimento da
superficie inclinada e a altura em que se estende a
rampa.

Nas experiéncias laboratoriais que recriam esta ma-
quina, a experiéncia torna-se mais percetivel ao olho
humano por via dessa aceleragéo reduzida. No en-
tanto, ou é usada uma calha de ar de modo a quase
eliminar o atrito de rolamento ou tem de ser usado
um angulo significativo de forma a projecao da acele-

racao gravitica sobre o plano ser muito superior a do atrito e
eliminando consequentemente essa vantagem da experién-
cia ser realizada num tempo grande, percetivel aos sentidos
humanos.
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Figura 1 - Configuracao e diagrama de forcas do carrinho no plano incli-
nado.

Recorrendo a figura 1 € possivel concluir que 0 moédulo da
forca total aplicada no carrinho segundo o eixo do desloca-
mento é:

F=-mgsen(8) + f, =ma )
Considera-se neste trabalho uma forca de atrito fa na forma
de um polinédmio de segundo grau na velocidade — equacao
2 12]:
fa=bi+by-v+ by v? @)
Que leva, portanto, a aceleracao mostrada na equagao 3.
a=(—gsen(@)+b)+c-v+d-v? 3)

onde b =b;/m, c =b,/m e d = bs/m.
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Plano Inclinado no e-lab

O e-lab é um laboratério localizado no Instituto Supe-
rior Técnico da Universidade de Lisboa, controlado re-
motamente. Este laboratério permite a qualquer pessoa
controlar expreriéncias de fisica reais, em tempo real,
através da internet, de forma gratuita e pode ser acedi-
do no seguinte link.

https://www.elab.tecnico.ulisboa.pt/

Figura 2 - Montagem experimental utilizada no e-lab. A escolha dum
mecanismo de balanco permite restituir o carro a fonte de lancamento
usando um angulo negativo e facilitando deste modo a automacao da ex-
periéncia, onde o uso duma pala frontal permite aumentar a resisténcia
aerodinamica

O plano inclinado empregue

O plano inclinado desta experiéncia recria, como os restan-
tes, a “desmultiplicacao da gravidade”. Consiste num vei-
culo que se desloca numa calha com um angulo reguléavel
entre 0° e 23° e que bascula no seu ponto médio. A altura
da calha é medida a 1003 mm do eixo da experiéncia.

O carro utilizado dispde dum para-vento de modo a exar-
cebar o efeito do atrito constituido por uma chapa de acgo
com 60x65 mm?, aumentando o seu atrito dinamico. Inicial-
mente a calha bascula para uma posi¢cdo com um angulo
negativo de modo a recolher € a parar o carro na origem,
que dista cerca de 1,3 m da mola e ir4 absorver a energia
do seu movimento (figuras 2 e 3). Este é imobilizado atra-
vés dum eletroiman e posteriormente a calha € elevada até
a altura (h) pré-selecionada. Quando atinge esse ponto, o
eletroiman liberta o carrinho e este desloca-se livremente
sobre a calha até embater na mola. Um detetor ultrassonico
mede, entretanto, as amostragens da posi¢cao em fungao
do tempo decorrido, permitindo tragar a trajetdria do veiculo
durante a queda e no seu amortecimento final. A inclinagao
do plano é dada por:

Altura (mm) 4
g = de e (4)
arcsen (; 1003 mm
10mm
-

Figura 3 - Esquema da montagem experimental onde o utilizador programa
a altura de lancamento em relagdo ao fulcro.

No programa de controlo do e-lab [3] € possivel con-
figurar a altura inicial, o tempo entre medicdes e o nU-
mero total de medicdes (figura 4). Os resultados que
se obtém da realizacéo da experiéncia tém a forma
da figura 5: uma descida inicial, seguida de sucessi-
vas curvas que representam cada movimento apés
impacto com a mola.
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Figura 4 - Consola do e-lab (sala de controlo) que permite se-
lecionar a altura da calha, o namero total de amostragens e o
intervalo de tempo entre as mesmas.
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Figura 5 - Representacdo grafica dos resultados obtidos com a
configuracdo da figura 3.

Modelo multivariado

Tal como descrito na introducéo, a aceleracao do carri-
nho foi modelada com a equacao a = -g sen(@) + b + cv
+ av2. De forma a verificar a validade do modelo, é ne-
cessario ajustar 0 mesmo aos resultados experimentais
e estudar os valores obtidos para os parametros g, b, c e
d, bem com o valor dos indicadores estatisticos da qua-
lidade de ajuste. Para distinguir a componente da gravi-
dade do termo constante (b) do atrito (atrito de rolamento
nao dependente da velocidade) sdo considerados vérios
percursos para angulos diferentes o que permite variar a
componente no plano, da aceleracéo da gravidade.

Assim, e de forma a realizar um ajuste de minimos qua-
drados, em cada ponto amostrado, a posicao e veloci-
dade sdo calculadas pelo método de Euler com base
nas derivadas locais do movimento (velocidade e acele-
racao, respetivamente). O método de Euler, em termos
de velocidade como derivada da posicao, encontra-se
resumido na equacao 5 [4]:
dx _ Ax

U=E:E—,ax=x{-+1—x[-5v;ﬂt (5)



Dados
Experimentais

Calculos para Solver

T ! ica r e - - - —
Iteragdo e:;:o Pc;s_.}fnao Aceleracdo, ai/(m s”?) Velocidade, vi/(m s™) Posicao, xi/m
1 0,028 | 1,442 | a,=—gsend +b + cv; + dv? 0 1,442
16 ‘ 0,286 | 1,412 | a1 = —g senb +b + cvig + dvie ‘ Vig = V15 + aq5At ‘ X1 = X15 + V5AL

Tab. 1 - Exemplo ilustrativo dos cdlculos a realizar no modelo com valores iniciais reais.

Como se consegue uma elevada resolucéo tem-
poral nas medidas da posicdo, o método de Euler
€ particularmente adequado porque permite aos
alunos compreender a equacao do movimento na
sua forma instantanea, baseada no conceito de de-
rivada. Ou seja, as forcas modificam a velocidade
(impacto na dindmica do corpo) e a velocidade, en-
quanto derivada local da posi¢cao, permite calcular/
prever o ponto seguinte no espaco.

Este processo esté ilustrado na Tabela 1.
Finalmente, é determinado, para cada amostra, o
modulo da diferenca entre a posicédo calculada e a
posicdo medida experimentalmente: o residuo. Re-
correndo ao Solver, é possivel determinar g, b, c e
d numericamente de forma a minimizar a soma dos
residuos quadrados, resolvendo assim o problema
dos minimos quadrados.

Ha, no entanto, um detalhe importante a analisar. Os
parémetros g e b s&o ambos independentes da velo-
cidade, pelo que nao é possivel numericamente obter
um Unico valor étimo para cada um recorrendo apenas
aos resultados de uma Unica execucao experimental.
Utilizando as amostras de uma Unica execucao, o Sol-
ver sera apenas capaz de determinar conjuntamente
o termo -g sen(6) + b. Resultando assim num intervalo
de valores possiveis para g e b que se ajustam igual-
mente bem aos dados recolhidos, levando o Solver a
tender para certos valores finais de g e b consoante os
valores que estes assumirem no inicio da otimizacao.

Esta ndo é uma questao puramente matematica. Este
resultado mostra que analisando apenas uma tra-
jetéria de um carrinho numa calha é impossivel dis-
tinguir um universo com gravidade menor e atrito de
rolamento mais forte de um com gravidade elevada e
atrito de rolamento mais fraco: a trajetéria obtida para
determinado angulo seria igual em ambos o0s casos!

Deste modo, de forma a fazer sobressair a solugao
correta que corresponde a realidade fisica, € necessa-
rio otimizar os valores de g, b, ¢ € d para mais do que
uma trajetdria obtida com angulos diferentes, ja que
0 parametro correspondente ao atrito de rolamento é
independente do angulo mas o valor de g sen(6) varia.

A otimizacéo dos parametros para varias trajetérias €
conseguida assim minimizando a soma dos totais dos
residuos quadrados de cada uma delas.
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Figura 6 - Ajuste das co-varidveis pelo Solver do MSExcel. E particularmen-
te didatico usar a opcao “Mostrar resultado das iteracoes” disponivel no
menu de “Opcodes”.

Resultados

Os valores ajustados pelo Solver (fig. 6) encontram-se na tabe-
la 2 e todas as curvas experimentais e calculadas na figura 7.
O valor obtido para aceleracao gravitica, que se desvia apenas
(9,8-9,7)/9,8 ~ 1 % do valor padrao (9padae = 9,8 ms ) permite
assegurar a validade do modelo aplicado.
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Figura 7 - Evolucao temporal da posi¢do do carrinho (curvas experimentais
e ajustadas).

g/(ms? | b/(ms b c/(s7") d/(m™")

9,7 0,13 -0,05 0,15

Tab. 2 - Valores das co-variaveis resultantes do ajuste feito pelo Solver. O termo ¢
resulta negativo porque, sendo a velocidade negativa, o produto €é positivo. Deste
modo a contribui¢do de todos os termos de atrito resulta positiva segundo os xx.
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E possivel também estudar a evolugdo das intensidades das
diferentes componentes da forga de atrito e as velocidades
para as quais cada uma € mais ou menos relevante. Num car-
ro normal, o atrito dindmico comegca a ser relevante somente
quando se atingem ~7 m/s (ou 25 km/h). No entanto, para
o carrinho da experiéncia, ele comeca a ter mais importancia
que o atrito de rolamento a partir de ~1 m/s — analise retirada
da figura 8. Tal deve-se a presenca da pala que aumenta a
travagem originada pela resisténcia aerodinamica. E, portanto,
interessante notar que a forma do carrinho tem importancia
na maneira como as diferentes componentes do atrito influen-
ciam o movimento, experiéncia que poderia ser efetuada alte-
rando a forma do péara-vento.

——Atrito de Rolamento

Atrito Aerodiindmico

—— Atrito total

Contribuicdo das componentes da
forga de atrito

0 05 1 15 2 25 3
[vl/ (m/s)

Figura 8 - Evolucdo das componentes da forca de atrito em funcao da velo-
cidade do movimento onde se vé que a partir de 1m/s a resisténcia aerodi-
namica excede o atrito de rolamento.

Coeficiente de Restituicdo da Mola

Como resultado extra é ainda possivel determinar o coeficiente
de restituicado da mola [5] avaliando a variagéo da velocidade
[6] ou - como neste caso - a variagdo da energia cinética do
carrinho imediatamente antes (K)) e depois do impacto (K)):

_u_ & ©)
v; K;

e

Determinando as alturas maximas antes e depois da coliséo
€ possivel determinar a variagéo de energia potencial nesses
percursos. Na presenca de atrito a energia cinética imediata-
mente antes (ou depois) da colisédo pode ser calculada con-
siderando a variagdo da energia potencial da descida que a
antecede (ou subida que a sucede), subtraida (ou somada)
ao trabalho que a forca de atrito realizou no percurso. Isto é:

antes da colis&o:

K; = AE, - Z fu(x)-bx] ()

depois da coliséo:

Ky = AE, + Z fu(x) Ax]  ®

O movimento entre dois maximos (ver figura 5) inclui uma
coliséo entre o carrinho e a mola pelo que é possivel calcular,
nesse troco, o respetivo coeficiente de restituicao.

Os valores resultantes deste célculo, para os primeiros trés
trocos entre maximos, estdo presentes na tabela 3. Pode

verificar-se que néo se trata de um valor constante:
0s valores mais elevados déo-se para energias mais
reduzidas como se pode verificar no grafico da figura
9. Isto leva a concluséo de que a mola deforma plasti-
camente e funciona também como amortecedor para
energias mais elevadas, ou seja, dissipa ela propria
uma certa energia dependendo da energia do carro.

Altura, h/mm €142 €33 €34
75 0,52 0,88 0,94
125 - 0,46 - 0,68 - 0,73
175 0,33 0,67 0,85
225 0,32 0,60 0,76

Tab. 3 - Coeficiente de restituicao da mola para diferentes altu-
ras de lancamento e nos varios trocos do movimento.
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Figura 9 - Coeficiente de restituicio em funcdo da energia do
carrinho: maiores velocidades de impacto levam a um maior
amortecimento.

Conclusoes

Este estudo permite concluir que se obtém melhores
ajustes a experiéncia real ao considerar o atrito de
rolamento e aerodindmico no movimento dum grave
com a forma considerada. O método numérico uti-
lizado, incluindo a utilizagdo do método de Euler, foi
validado com a proximidade do valor calculado da
aceleracao gravitica em relacéo ao padrdo e com a
elevada qualidade do ajuste, sendo uma mais valia
na compreensao do conceito da velocidade e ace-
leragdo instantaneas.

Retira-se ainda que a influéncia do atrito aerodi-
namico é exacerbada com a insercao da pala no
carrinho e que este valor dependera, portanto, da
forma da pala utilizada podendo esta ser variada.
Deste modo, maiores alturas levam a uma melhor
qualidade do ajuste fruto das elevadas velocidades
atingidas

Por fim, foi possivel calcular o coeficiente de restitui-
cao da mola para as varias alturas e seus “ressaltos”
considerando os efeitos da for¢a de atrito. Verificou-
se que quanto maior a energia do carrinho antes do
impacto, mais energia era perdida na colisdo com
a mola, mostrando que esta nao se constitui como
puramente elastica e que a dissipacao e conse-
quente amortecimento depende do seu curso.
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