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Sur la densité de force électrique en un point

d’une surface électrisée

L’auteur présente dans cette note deux démons-
trations de l’expression de la densité de force électri-
que, en un point d'une surface électrisée, différentes
des démonstrations habituelles. La premiére est con-
duite du point de vue de la théorie du champ, la deu-

xiéme a trait a la théorie du potentiel.

Point de vue de la théorie du champ —
Considérons une surface S portant une
distribution d’électricité de densité o fonc-
tion continue d’un point courant Q sur S.

De ce premier point de vue nous rem-
placons la distribution superficielle par une
couche d’¢lectricité dont ’épaisseur A tend
vers zéro et la densité volumique p vers
infini de telle sorte que 1'on ait

o= limI:pdn (1)

dn étant un élément de 1’épaisseur de la
couche.

Placée dans un champ électrique E, cet-
te couche se trouve soumise a une force

F-= j pEdy 2)

dv étant un élément de son volume.
Nous distinguons les deux faces de la
couche, supposées paralléles, ainsi que les

grandeurs qui y peuvent étre définies, par
les indices + et —, et nous désignons par n
le vecteur unité de la normale dirigé du
coté de la face +.

Le raisonnement que nous allons faire
pour établir ’expression de la densité de
force, en un point ordinaire O de S, est du
type de celui qui permet de déduire des
deux équations du champ

rotE =0 diszﬂp (3)
€
les relations
hE-E]=0
(E -E)=2, (4)
t

¢ étant la constante diélectrique du milieu, E*
et E- les valeurs de E sur les deux faces
de la couche. Tenant compte de la deu-
xiéme relation (3), la force F s’écrira

€ .
F=EJ.EdwEdv. (5)
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Il nous faut transformer cette intégrale
de volume en une intégrale de surface éten-
due a la surface X qui limite v et dont les
deux faces viennent se confondre avec S
quand A —» 0. Dans ce but nous utilisons
I'identité intégrale

I{EdivE+(E,gradE)E}dv -
- j (W,E)Eds (6)
n’ étant le vecteur unité de la normale a X
dirigé vers l’extérieur de v, laquelle peut
étre facilement déduite de la premiére iden-
tité de Green.

Or, puisque l'on a rot E = 0, on peut
écrire

grad E* = 2(E, grad)E.

Portant cette expression en (6) et utili-
sant l'identité

J.grcle2 dv = IE2 n'dx
il vient
J.EdivEdv :J. {éEQn’ +[[n’E]E]} az.  (7)

On a donc, d’aprés (5), désignant par f
la densité de force sur S

Fo Ifds :ﬁj{éE%#[[n’E]E]} a (8)

Cette deuxiéme intégrale de surface doit
étre étendue aux deux faces de X. Remar-
quant qu’a la limite on a au point O sur la
face + : n”=n* = netsurlaface -:n =

=n- = -n, l'intégrande prend la forme

%(E+ +ELE -E)n+[[nE]E"]-
[hElE]
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comme d’autre part
hE]=|hE]= é[n E'+E]

il vient pour la densité de force en O

f= i(n,E+ —E_)E+ 5

4n 2 ©)

ou, tenant compte de la deuxiéme rela-
tion (4):

E"+E
2

f=o (10)
Dans ces formules (9 et 10), E repré-
sente le champ électrique total, mais elles
gardent évidemment la méme forme dans
le cas ou la surface électrisée S existe
seule dans le champ, E représentant alors
le champ du aux seules charges de S (1).

Point de vue de la théorie du potentiel —
Supposons la méme surface électrisée S.
De ce nouveau point de vue nous cherchons
a calculer directement la force R qui agit
sur l'unité de charge placée au point 0, due
aux seules charges de la surface S. Elle
est la résultante des forces élémentaires

—1gradolcds (11)

€ r

qui agissent en O selon la loi de Coulomb, r
étant la distance du point courant Q sur S
au point potentié 0. Seulement quand
r — O cette expression (11) est indéterminée.
La force R ne devient alors intelligible
qu’aux termes d’une plaque a, faite autour
du point O, limitée par un contour y que
lon fait tendre en suite continGiment vers
0, c’est a dire que 'on pose par définition
(S—a

R= —llim
ga—>0

)
gradolcst (12)
r

() On peut develloper une démonstration ana-
logue pour la densité de force magnétique en un
point d'une nappe de courant.
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si toutefois cette intégrale est conver-
gente.

Or, on sait (}) que la composante de R
suivant la normale au point O, calculée d’a-
prés (12), est absolument convergente, tan-
dis que la composante tangentielle n’est que
semi-convergente, c’est a dire que sa valeur
dépend de la forme de la plaque o faite
autour de O (on le verra par la suite).

On peut penser que 'on arrivera a tour-
ner la difficulté en introduisant le champ
électrique E défini par la relation

E =-gradV (15)
V étant la fonction potentiel des charges
électriques.

Sur la normale en O, dirigée du c6té de
la face +, prenons alors un point potentié P
que l'on fait tendre en suite vers 0. Le
champ est donné par

1. © 1
E=--lim I gradp-aodsS.
£P->0 r

(14)

Mais il arrive maintenant que la com-
posante tangentielle de E est bien définie,
tandis que la composante normale ne ’est
pas.

Malgré les difficultés que nous venons
de signaler 'on peut établir quelques résul-
tats intéressants et déduire l'expression de
la densité de force, en O, de la différence
des composantes tangentielles et normales
des deux vecteurs Ret E (2).

Calculons d’abord la différence des com-
posantes tangentielles.

On a

(S—a) 1
e[n,R - E*] =— lirr(l)'[ [n, grad, —}cdS +
(15)

. [® 1
+ lim [n, gradp —}cdS.
P—0 r

(1) Voir les traités sur la théorie du potentiel.
(?) J’ai déja donné cette démonstration dans mon
cours a la Faculté des Sciences.
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Remarquons que cette premiére inté-
grale peut s’écrire

(S-a) 1
I [n, grad, —:lGdS =
r

(16)
_tim [ d,lods
= lim n, grady~ (o

puisque Preste toujours extérieur a (S—a).
Si nous effectuons maintenant la décom-

position
J~(S-a) J‘(S) J‘(a)

le premier terme au second membre de (15)
devient

(S) 1
—lim [n, gradp —}cds +
P—0 r
@ . (17)
+((1~>lol,nle~>0) [n, gradp ;}cdS.
En substituant nous obtenons
en,R-E']=
i (@ aVoas (18)
= (a%&rgﬁm [n, gra P;:|(S .

Enfin, si l'on applique a cette intégrale
le théoréme de la moyenne et ensuite le
lemme de Stokes on pourra écrire

a[n, R- E*] = Ilim

o®—
(a—>0,P—0) r

¢ étant une certaine valeur de o sur o.
Si P — O sur la normale en 0, mais du
coté de la face — de la surface on obtient

(19)

s[n, R- E’] = Iim

A7)
oPp— |
(a—0,P—0) r

Dans certains cas de symétrie le second
membre de (19) et (20) vaut zéro, mais en
général la limite de l'intégrale, quand P — O,
dépend de la forme de la plaque a faite
autour de O.

(20)
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Toutefois on a dans tous les cas par sous-
traction de (19) et (20)
hE-E]=0 (21)
qui est la premiére relation (4).

Passons maintenant a la différence des
composantes normales. On a

(S-a) 1
s(n, R- E*) =- lirr(l)J‘ (n, grad, —)odS +
RN )

+ lim
P—-0

(S) 1
(n, gradp —)cdS.
r

Un raisonnement analogue a celui qui
vient d’étre fait donne

a(n, R- E+) =
i (o) 4 1 s (23)
= (a_>(§,r},}—>0) (n, gra P;)G .
Or
(@ 1
lim (n, gradp —)cdS =
P—-0 r (24)

= lim(g j - de
P—0

dQ étant I'angle solide sous lequel on voit
de P la plaque o. On a donc en faisant
a—>0

a(n,R - E*) = -2n6 (295)

o étant cette fois la densité en O.
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Si P — 0 sur la normale, mais du co6té
de la face — de S, on obtient

en,R—E") = +2nc (26)

Par soustraction de (25) et (26) il vient

e, B —E)= ",
€

(27)

c’est a dire la deuxiéme relation (4). Par
addition de (25) et (26) il vient

(n,R) = %(n, E'+E) (28)

Si nous convenons de choisir une forme
de plaque telle que le second membre de (19)
et (20) soit nul, comme c’est le cas d’une
plaque circulaire de centre 0, on aura

[n, R] = %[n, E'+E) (29)

Deés lors il vient pour la densité de force

E'+E
2

f=0oR=o0¢

c’est 'expression trouvée par le premier rai-
sonnement.

ANTONIO DA SILVEIRA

A Gazeta de Fisica continua a publicar-se apesar dos sacrificios que a sua
publicacdo representa. Todos 0s que se interessam pela Fisica deverdo
auxiliar-nos procurando arranjar novos assinantes
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