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Vibracdes mecanicas e eléctricas

O que se segue tem por objectivo por
mais uma vez em evidéncia a profunda ana-
logia existente entre os fené6menos vibra-
torios, mecanicos ou acusticos, e o caracter
sinusoidal de certos fenémenos eléctricos,
como seja, por exemplo, o caso da corrente
alternada.

Estas consideracodes terdao a vantagem
de nos conduzir a uma visdo de conjunto
destes fenémenos, com o consequente e 1Util
aprofundamento dos conceitos, quer da
Mecanica, quer da Electricidade, que forem
postos em jogo.

Limitar-nos-emos, neste estudo, ao caso
de vibracoes harmonicas simples, quer do
ponto de vista mecanico, quer eléctrico,
isto é, representadas analiticamente por
uma funcao sinusoidal simples do tempo.

Seja uma particula material, de massa
m, sujeita a uma forca elastica de chamada
proporcional a elongacao da particula x em
cada instante, a uma forca de atrito que
supomos proporcional a velocidade da par-
ticula, e ainda a uma forca exterior, apli-
cada, de direccédo constante e cujo médulo
varia sinusoidalmente com o tempo, com
frequéncia angular ®. O movimento da par-
ticula sera representado evidentemente pela
equacao diferencial,

mx +Bx + Kx = F, cos ot (1)

cujo integral geral, em ordem ao tempo,
mostra que ela executa, em regime perma-
nente, um movimento vibratorio sinusoidal.
Notemos, desde ja, que, no primeiro mem-
bro desta equacédo, a primeira parcela repre-
senta a forca de inércia, a segunda parcela
a forca de atrito, e a terceira a forca elas-
tica, todas de reaccdo ao movimento, e por
isso mesmo opostas a forca aplicada F, que
figura isolada no segundo membro.
Escrevamos também a equacédo diferen-

cial da corrente, ou da carga de um conden-
sador inserido num circuito eléctrico de
caracteristicas L, R, C, no qual existe tam-
bém uma f. e. m. aplicada do tipo

€ =gy cosmt

isto é, que varia sinusoidalmente com o
tempo. Sabemos que é

L@+Ri+g: gy cos ot
dt c

que exprime, afinal, ser nula, em cada ins-
tante, a tensdo ao longo de todo o circuito
fechado (como exige o principio da conser-
vacao da energia em regime quase estacio-
nario).

Podemos escrever ainda

1
Li+Rg+-q =¢ycoswt 2)
c

Também aqui as trés tensées do primeiro
membro sao tensoes de reaccao do circuito
a f. e. m. aplicada, que figura no segundo
membro.

Deixando de lado a interpretacao destas
tensdes a luz da equacao (1), a flagrante
analogia entre as equacdes (1) e (2) esta
longe de ser meramente formal, e sugere
que se faca a seguinte correspondéncia de
coeficientes

a qual arrasta a correspondéncia da carga
q do condensador a uma elongacao x, o que
é perfeitamente justificavel, deste ponto de
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vista analégico, dado que as derivadas em
ordem ao tempo sdo respectivamente

q=i
X=v

e a intensidade de uma corrente eléctrica
pode ser tratada como uma velocidade de
uma particula material. Mais precisamente,
a intensidade da corrente eléctrica tera o ca-
racter de uma vazao, na analogia hidrodina-
mica, o vector correspondente a velocidade
num ponto de um meio fluido sendo rigoro-
samente a densidade de corrente. Mas, do
ponto de vista de dimensoes, as duas grande-
zas diferem apenas por um factor area que nao
interessa considerar agora aqui. Notemos
que as equacoes (1) pressupdem ser a trajec-
toria da particula rectilinia, o que permite abs-
trair do caracter vectorial da sua velocidade.

Sabido que os nomes das grandezas eléc-
tricas, forca electromotriz, tensao, resistén-
cia, e outras, nao engeitam a sua primi-
tiva concepcao mecanica, vemos agora a
justeza dessas denominacdes, a luz da ana-
logia indicada.

Com efeito a parcela Rqg=Ri da equa-
cao (2) representa fundamentalmente, no
circuito da corrente alternada, o mesmo
papel que o atrito no movimento mecanico
em meio fluido: S6 que aqui se sabe cal-
cular rigorosamente a dissipacdo da energia
por efeito Joule, correspondente ao desen-
volvimento de calor por atrito no movimento
mecanico, calor este mais dificil de calcular,
ao menos em funcao s6 das caracteristicas
intrinsecas do sistema.

Se ndo houver resisténcia no circuito
(caso ideal, correspondente a ndo existéncia
de atrito mecanico) ndo havera dissipacao
da energia e o movimento ou a corrente,
permaneceriam indefinidamente, sem con-
sumo de energia, aparte a inicialmente for-
necida; mesmo sem existéncia de forca
exterior aplicada (1).

(1) Voltarei adiante a este assunto, no caso de
existéncia de forca aplicada.
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Com efeito, os primeiros integrais gerais
das equacdes (1) e (2) seriam entdo respec-

tivamente:

2

lml}2+Kx—: const. = M; (3)
2 2
2

lLi2 +lq— = const. = E, (4)
2 2c

em perfeita correspondéncia simbdlica, e
que traduziam, no mov. mecanico, a con-
servacdo da soma das energias potencial e
cinética da particula, e na corrente alter-
nada, a conservacao da soma das energias
magnética da self, e electrostatica do con-
densador, e, em ambos os casos, a conser-
vacao de toda a energia inicialmente posta
em jogo, mecanica em (3), electro-magné-
tica em (4).

A analogia formal das expressoes 1/2 mi2
e 1/2 L lembra, com efeito, o caracter
cinético da energia magnética, justificado
pelas condic¢des do equilibrio electro-dina-
mico, em que se verifica um maximo de
energia magnética para condicdo de equili-
brio estavel. O caracter potencial da ener-
gia armazenada no condensador, também
fica sobejamente demonstrado.

Lembremos apenas que as trocas de
energia electro-magnética se dariam exclu-
sivamente entre o condensador e a self, a
semelhanca das trocas de energia potencial
em cinética da particula oscilatéria, ou de
um sistema pendular livre, sem atrito.

E interessante notar que esta conserva-
cao de energia eléctrica, representada pela
troca, sem perdas,

energia eléctrica do condensador &
5 energia magnética da self,

esta ligada ao facto da corrente na self,
ou na capacidade, nao estar em fase com
a tensao nos seus extremos, mas em qua-
dratura, e assim poder ser armazenada a
poténcia desenvolvida.
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De facto a poténcia dissipada durante
um periodo sendo dada pelo valor médio da
expressao vi, durante um periodo, tem-se

_ 17
P:vi:—J.vide
T Jo

1 (7 T
—| Vcosot-Icos|ot+—dt=
T 2

1 T
= Tr—VIJ.cosoat-senwtodt =
T Jbo

_1 T1
=F=-VI| —sen2wt-dt=0
T J2

por ser nulo, em cada periodo, o valor mé-
dio da funcao seno.

A identificacao dos coeficientes L —» m,
faz pensar na existéncia de uma inércia dos
circuitos eléctricos, que a lei de Ohm da
corrente continua exclui (1), mas que vem a
aparecer com os fenémenos de inducéo elec-
tro-magneética; enquanto que a correspon-
déncia

K—->1/C

nos convida a ver a capacidade sob um
aspecto mecanico, qualquer coisa, que, no
sistema, variaria na razao inversa de reac-
cdo elastica, da rigidez duma mola, por
exemplo, e que, no sistema pendular, esta-
ria na razao directa do momento de inércia
e na inversa do comprimento (distancia d).
E evidente que a analogia apontada se vai
verificar «ipso facto» nos integrais gerais
das equacodes (1) e (2), e ainda, em todas as

(1) A corrente continua correspondera assim ao
movimento uniforme e rectilinio, onde também néao ha
que falar de inércia. Se dermos a lei de Ohm da cor-
rente continua a forma

V-Ri=0

a tensdo Vrepresentara a forca constante aplicada
ao movel para vencer a forca de atrito, sempre exis-
tente na pratica, e representada pelo termo -Rji
sendo nula a resultante, e portanto uniforme o movi-
mento.
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caracteristicas dos sistemas e do movimento
que elas representam.

E assim, ambos os integrais gerais se
podem escrever sob a forma

_Lt
x =Ce ?™ (cosw't—y)+acos(wt—®) (5)

em que

KB

m 4m?
F

“ \/mz(wg —0)2)2 + [32032
® - mctg%)g"i—wz) (7)

e Ce y sao as duas constantes arbitrarias
de integracao, a determinar em cada caso
concreto, pelas condicoes iniciais de posicao
e velocidade, ou de carga e intensidade (1).

Como se vé o movimento da particula,
ou a corrente no circuito, sdo compostos
de duas partes: a primeira representa o
regime livre, regime transitorio que tende
rapidamente para zero; a segunda o regime
forcado, regime sinusoidal com a frequén-
cia imposta — no caso eléctrico, a corrente
alternada.

Atentemos no que se passa, com a pul-
sacdo, por exemplo. A pulsacao propria do
sistema mecanico, isto &, a pulsacao do sis-
tema livre, e sem amortecimento, é

(6)

K
m

ao passo que a pulsacao propria de circuito
eléctrico, sera, nas mesmas condicoes

(1) A primeira parcela do integral geral, ndo tem
necessariamente a forma apresentada em (6),
podendo o regime transitério, embora exponencial,
nao ser oscilatério.
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enquanto que a pulsacdo do movimento
amortecido €, no primeiro caso

. _ K B
W, =4[———5 < O
" Ym am® " °
€ no segundo
1 R?

;o e

(O] —_————= < O,
e " Npc a2 °

de acordo com a correspondéncia dos coe-
ficientes posta inicialmente, como era de
esperar. Ainda aqui, a resisténcia, ou a
self, tém, sobre a pulsacao eléctrica, o
mesmo efeito que o atrito, ou a massa da
particula sobre a pulsacdo do movimento
mecanico.

As variacoes de amplitude a e da fase @
do regime forcado com a frequéncia imposta,
podem também ser estudadas num parale-
lismo absoluto.

Nomeadamente, a ressonancia eléctrica
corresponde & ressonancia mecanica ou acus-
tica, e os efeitos sdo absolutamente para-
lelos. Como se sabe, a curva da ressonancia
é da forma

o w
(aPLicada)

com um maximo muito acentuado para
o = 0. Este maximo vale, como se vé da
expressao de a, Fo/Pwo e torna-se infinito
quando B = O (quando nao ha amorteci-
mento, ou resisténcia), e € tanto maior quanto
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menor for a pulsacdo propria, sempre finita;
e, em todo o caso, sempre maior que a
amplitude imposta Fp ou g. Perto da res-
sonancia mecanica, a amplitude do movi-
mento cresce rapidamente com grande
amplificacdo em relacdo a amplitude da
forca aplicada, o que traz como conse-
quéncia o aparecimento de grandes forcas
de chamada elastica, que podem, como
sabemos, destruir o objecto vibrante. (Veja
equacao 1).

Do mesmo modo, perto da ressonancia
eléctrica, aparecem perigosas sobretensdes
nos circuitos, muito superiores as aplicadas,
fenémeno sobejamente conhecido dos elec-
troctécnicos. E o teorema das bandas de
passagem, zona em que se aproveita a
amplificacao, base da selectividade acus-
tica, é também a base da selectividade
eléctrica, tdo aproveitada na recepcao em
T.S.F.

A amplificacdo na ressonancia entre a
tensao nos pratos do condensador e a f. e. m.
aplicada vale, como ¢é facil de calcular Lo/R
que se chama factor de sobretensao do cir-
cuito.

Basta notar que, no simbolismo imagi-
nario, se tem, na ressonancia

|4
i=—=——>+=jCaV
7 J

£

R _J
Co

sendo ¢ a f. e. m. aplicada e V a tensdo no

condensador. A amplificacao vale portanto

M_ 1 1
g RCo RCuoy

Mas
1
Lo, =—
°" Co
€ portanto
V] _ Loo
ll R

como se queria demonstrar. E de prever
que, a este factor de sobretensao nos cir-
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cuitos eléctricos, corresponda, nas vibracoes
mecanicas, o factor mwo/p. Ora, esta expres-
sdo, a parte o factor 1/=n, representa o quo-
ciente da constante de tempo do circuito,
pelo periodo proprio:

2m 2n _may

p oo, =P

Quer dizer, se pudéssemos falar da sobre-
tensdo acustica, ela representaria, medido
em periodos proprios do objecto vibrante,
o tempo que a amplitude da vibracao, leva-
ria, em regime livre, a reduzir-se a 1/. de
seu valor inicial.

Os valores desta sobretensao acustica,
sdo, em geral, muito superiores, aos das
sobretensdes das bobinas eléctricas. Assim
€ que, para um diapaséao, de 64 vibracoes
por segundo, posto em vibracdo, esta perdu-
rara cerca de 1 minuto. Tomando metade
deste valor para constante de tempo, obte-
mos para factor de sobretensdao um valor
de cerca de 2.000, enquanto que, em bobi-
nas para alta frequéncia, usadas nos recep-
tores de T. S. F., raramente se atinge um
coeficiente de sobretensao superior a 200.
(V. Dynamique Géneral des Vibrations, Y.
Rocard. Pag. 64).

Atentemos ainda, e para terminar, no
caso interessante do circuito self-capacidade,
ou de um sistema pendular sem amorteci-
mento, em regime forcado, isto €, com uma
forca aplicada, mecéanica ou eléctrica, sinu-
soidal.

Num tal sistema, representado pela equa-
cao

mx + Kx = F, cos ot (8)

para pequenas frequéncias (0 < wo) a ampli-
tude do movimento forcado é aproximada-
mente constante e igual a

F K
mm% K

como se deduz da expressao (6).
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E o que pode deduzir-se também da equa-
cao (8), se nos lembrarmos de que, por ser
® pequeno, o termo mi=-mo’x pode
desprezar-se por conter o quadrado de .
Fisicamente, isto quer dizer que a forca de
inércia se pode desprezar e o movimento do
sistema sera «controlado pela elasticidade».

A equacao (8) pode entdo escrever-se,
com a aproximacao referida,

Fy
X =—cosot
K

e a amplitude é independente da frequéncia
imposta.

Pelo contrario, se a frequéncia ® imposta
cresce muito além de wo, vé-se da mesma
expressao (6) que a amplitude do movimento
forcado tende para zero, o mesmo sucedendo
portanto a elongacao x e ao termo Kx da
equacao (8) que representa a forca elastica.
E assim chegamos nesta hipotese, a equacao

mx = F, cos ot

que representa um movimento apenas «con-
trolado pela inércian.

(V. Dynamique Géneral des Vibrations,
Pag. 9),

Tudo se passa semelhantemente nos cir-
cuitos eléctricos correspondentes.

Para pequena frequéncia da f. e. m. im-
posta, a equacao toma a forma

1
—q =¢gycosmt
Cq 0

g =¢,Ccosot

i =-mg,senot

e o circuito comporta-se, dentro da aproxi-
macéo referida, como um condensador tinico
ao qual se aplicasse a f. e. m. gocoswt (cir-
cuito controlado pelo condensador). Notar
que a corrente tende para zero com o e
seria mesmo nula no caso limite da corrente
continua (o = 0).
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Ao contrario, para o grande, a equacao
seria

LG =gy cosot

g 1
=-——X—CcoS0t

a L o

1
I :S—OX—senmt
L o

e a corrente tende agora para zero a medida
que o cresce, o que mostra fisicamente que
o sistema esta sendo «controlado pela bo-
bina», de grande impedancia as altas fre-
quéncias.

E o que se vé imediatamente das expres-
sOes imaginarias, que dao o valor da corrente
na bobine e no condensador, quando se lhe
aplica respectivamente a mesma tensao (2,0)

i=-2 (para a bobina)

_jﬂ

i=joCe (paraocondensador)

Se o tende para { i > o (na bobina)
Zero i —> 0 (nocondensador)

Se o tende para { i > 0 (na bobina)
infinito i > o (no condensador)

ou mais sugestivamente ainda do grafiico
da variacdo da amplitude com a frequéncia
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imposta donde se vé claramente que, a
esquerda da ordenada wo o sistema € con-
trolado pelo condensador, enquanto que, a
direita, o & pela bobina.

b es

w
(aplicada)

Em préximo artigo procurarei tratar
alguns casos interessantes de acopulamen-
tos de sistemas vibrantes mecanicos e eléc-
tricos, considerados deste mesmo ponto de
vista.
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