Vol. 111, Fasc. 4

GAZETA DE FISICA

Margo 1956

Cinematica dos Corpos Rigidos em Relatividade @

Resumo

Expressao geral da distancia elementar
de dois pontos dum corpo. Aplicacao: A)
distancia medida no espaco préprio do
corpo; B) distancia medida no espaco dum
referencial; C) Contraccao de Lorentz. Con-
dicdo necessaria suficiente de movimento
rigido. Nimero de graus de liberdade de
um corpo rigido.

1. Quando se pretende avaliar, no es-
paco de um referencial admissivel da Rela-
tividade Restricta, o comprimento de uma
régua em repouso noutro referencial (admis-
sivel também), é-se conduzido afinal ao
seguinte problema (ja por noés tratado
em [1]):

Dadas as linhas de universo de dois pon-
tos materiais P e Q (extremidades da régua)
com a mesma velocidade em relacdo a um
referencial (de coordenadas xi, t), determinar
a sua distancia no espago de um ponto mate-
rial R animado de velocidade constante em
relacdo aquele referencial.

Do ponto de vista matematico somos
conduzidos a procurar a distancia de duas
linhas de universo temporais do tipo par-
ticular

xX; =vt+a;,

(1)

X, =vt+b;

que correspondem a P e Q, no espaco de
uma terceira linha de universo temporal

(2) x; = ut+d,

que corresponde a R.

(1) Este artigo completa, ampliando-o bastante,
um outro que publicamos no n.° 58 da Gazeta de
Matemdtica.

Essa distancia é dada pela féormula (1)

2 2
v°—-c (u/r)2—2u/ru/r+r2

" uj/v-c?

u/v-c?

Se passarmos agora da Relatividade
Restricta para a Relatividade Geral, entao,
como deixam de existir os sistemas admis-
siveis ou sistemas de inércia (a ndo ser com
caracter local), e além disso s6 tem sentido
(de um modo geral) falar de distancias ele-
mentares, o problema enunciado anterior-
mente perde, todo o interesse.

Assim, em Relatividade Geral, o que
tem interesse €, por exemplo, a distancia
de duas linhas de universo temporais (de
tipo qualquer) infinitamente préximas, como
sdo as que correspondem as extremidades
de uma régua elementar ou, de um modo
geral, a dois pontos infinitamente préximos
de um corpo. E este em concreto o caso
quando se trata do problema do movimento
de um corpo rigido.

Ora, como um corpo ¢ representado ana-
liticamente por uma congruéncia de linhas
temporais, vamos calcular precisamente a
distancia de duas linhas infinitamente proé-
ximas de uma tal congruéncia

@) ¥ = x(y,0),a=1,2,3,4,i=1,2,3,

na qual y sao os parametros definidores
das linhas (da congruéncia) e 6 um para-
metro tempo como por exemplo o tempo
proprio.

Designando por V* as componentes con-
travariantes de um vector temporal arbi-
trario, a distancia da linha y! a linha

(1) Ver [1], p. 37.
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Yyt + dyi, distancia calculada no ponto 6 da
primeira e no espaco do V*, sera dada por

(5) do?

sendo

= gagdx“dxﬁ,

ds? = gupdxdx

a métrica do universo e supondo que as
diferenciais dx” estao obrigadas a condigdo
de ortogonalidade

(6) Gupdx" VP = 0
tomada no ponto x* = x%(y’, 0).

Diferenciando (4) e substituindo as ex-
pressoes em (5), vem

ox™ dxP ox*
7 de? = == dydy' +2
( ) gu[i ay dyl yay gu[i ay
B o
ax’ dyido + gaﬁdx dx*
dy' 00 00

E fazendo o mesmo em (6), tem-se

ax" dx®
8 = Vhdy' +
(8) N oy Y+ 9w,

Atendendo agora a que X' e VP sdo
00

ambos vectores temporais, donde

op OX°

VP20,
00

9) g

¢é possivel eliminar df de (7), resultando sim-
plesmente

10 do® = 2U——+U U*
( g”
%
B o 5B S
\%4a% ]Ekiaijd iyl
U v+Y |oy' oy
em que
o ox* o 8 B
(11) u*= , Ut=gu,U" V,=g,V

00
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Normalizando U* e V* por intermédio de

(12) u® =

Ut v
Juu v

ainda podemos escrever

o que nos da a distancia pedida em ter-
mos de uma forma quadratica nas diferen-
ciais dos parametros definidores das linhas
da congruéncia.

Casos particulares

A. Distancia no espago das proprias linhas
da congruéncia.

Neste caso é " = u’, donde (1)

ox® oxP
14 do® = (g + U A_d idy’,
( ) o (guﬁ )ay ay
visto que
(15) uut =-1

B. A congruéncia coincide com a das
proprias linhas coordenadas x* (que supomos
temporais segundo a convengdo habitual).

Entao as alteracoes imediatas
(16) yi=xi, 0= x4,
conduzem a

uvt v,

m
uy (uuv“)z

(17)  do®= [gik - }dx dx*.

() A expressao (14) esta deduzida em [3] mas
seguindo outro raciocinio.
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Admitamos agora que € no espaco de cada

linha x* que se calcula a distancia. Havera

que fazer

(18) vl =i,

€ portanto vem

(19) do? = (gik + uiuk)dxidxk.
Mas atendendo a que

(20) u =0,

pois ao longo de uma linha x* as diferen-
ciais das outras coordenadas sao nulas, vem

Ui = gi,u' = gau®
(21)
Ug = gaqu?,

o que, tendo em conta (15), conduz a

1 Yi4

(22) U, = ;W= :
! x/_g44 x/_944

Substituindo estas expressdes em (19),
chegamos a férmula conhecida (ver [1],
p. 62)
(23) dcz — (gik _ gi4gk4jdxidxk —

44
= ydx‘dx®.

E evidente que podemos aproveitar (23)
para exprimir (14), mas com a condicao de
transformarmos primeiro as variaveis x' nas
variaveis y., y* = O por intermédio de (4),
dando a ds? a forma

(24) ds? = g, dy"dy",

donde

(25) do? = vy dy'dy",

em que

(26) Yie = Gix —%-
Yaq
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Verifica-se, pois, a identidade

dx® dx?

6’ —_—
(2 ) dyl dyk

Yie = (guﬁ + Mallﬁ)

O elemento ds, relativo ao universo,
e o elemento do, relativo ao espaco da
congruéncia, estao relacionados entre si por

45 = aig? » Gia V'] “)2,
Yas

(267)

como se conclue imediatamente de (24), (25)
e (26).

De (26”) decorre () que do? € uma forma
definida-positiva, uma vez que ds?, por hip6-
tese, € pseudo-euclideana (localmente) e gas
negativo (pelo facto de serem temporais as
linhas coordenadas x*, isto é, as linhas de
universo do ponto do corpo).

C. A Contraccdo de Lorentz.

Suponhamos que o sistema de referén-
cia € absoluto, portanto ds? redutivel (sem
mudanca de sistema) a forma

ds® = gydx'dx® + gyadx®,

correspondente a gs4i = 0.

Se tomarmos para parametro temporal
da congruéncia (4) precisamente a coorde-
nada x*, teremos em vez de (4)

k k(,,i 4
, x =x"y',x
@) ' <)

x* = x*,

e portanto do? tomara a forma

wo (uuv“)2

dyidyj s

(13) d&:[gm-z

upvq _ Upl)q ‘|

6yi ayj

em que p e g s6 podem assumir os valo-
res 1, 2, 3.

(1) Ver [6], pp.- 8 € 9.

101



Vol. III, Fasc. 4 GAZETA

Ora, aplicando (13’) a hipotese
V= 0,
que implica
v = 941'1’4 =0,
vem

oxP ox?

d(52 = —_—
0 gpq ayl ay_]

dy ‘dy’.

E aplicando-a a hipotese

vt =ut,
tem-se
2 éxp 6‘xq i j
do” = (gpq + upuq)a—yi@d d
Logo,

2

ox? .
do? = do® —| u, =—dy' |,
° [”ayl yj

quere dizer: a distdncia elementar doo de
dois pontos de um corpo medida num sistema
absoluto de coordenadas é menor ou igual a
distancia do medida no espago do préprio
corpo. E s6 terd lugar a igualdade quando a
variagdo de xi para x* constante, que é o
vector da componente

p .
dxP = ai.dyl,
oy

for ortognal ao vector up segundo a métrica
do espaco das coordenadas x*.

Tal é a expressao da contracgdo de Lorentz
em Relatividade Geral.

Se aplicarmos este enunciado ao caso
de x' ser um sistema admissivel da Rela-
tividade Restricta, que é um sistema abso-
luto, e na hipotese de a congruéncia (4’)
coincidir com outro sistema admissivel,
obtém-se o conhecido resultado (%)

2_(u/r)2

I'=r
u 2
u? - c?

(1) Ver [2] e atender a diferenca de notacoes e a
que esta formula se refere a distancias finitas quais-
quer e ndo a distancias elementares.
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que estabelece a relacdo entre o compri-
mento calculado e o comprimento proprio
de uma régua admissivel.

2. Movimento de um corpo rigido.

Adaptando a Relatividade Geral a defi-
nicao dada por M. Born e G. Herglotz (})
para a Relatividade Restrita, diremos que
um corpo se mantém rigido se a distdncia das
linhas de universo de dois quaisquer dos seus
pontos infinitamente proximos, avaliada no
respectivo espaco, ndo variar no decorrer do
movimento.

Nestes termos, se o corpo em movimento
é representado pela congruéncia (4), a con-
dicdo necessdria e suficiente de rigidés sera
dada por

@7) a—{(gaB )

0x" oxP B
00

ay'oy’]

pois sao estas as equacdes que exprimem
que os coeficientes de do? [formula (14)] nao
dependem do parametro-tempo 6.
Substituindo a derivacdo em ordem a 6
pela derivacao em ordem ao arco s, visto ser

ds
- p
%— _UBU * O,

e desenvolvendo (24), vem (2)

X (g )+
oxP B T Hpty 0x”

ez g

(28) {(gw + gl )

iy, +—u
ox" 6x“uB ot

0 0
+ (—gaﬁ 4 2 % =
ox' ox’

(1) Ver [4] e [9].
(2) Ver [3], p. 1660.
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E ainda é possivel dar a esta equacao
a forma equivalente (1)

(29)

% %
Uy + Uy + U p WUy + Uy WU, =0,

na qual uuy sdo as componentes da deri-
vada covariante de u, (em ordem as varia-
veis x").

Pondo

(30) Uy = Uy, + u“;xukuv.

podemos exprimir (26) segundo o

Teorema. A condicdo necessdria e sufi-
ciente para que um corpo (representado pela
congruéncia (4)), seja rigido, é que o tensor Uy,
seja hemi-simétrico.

E como complemento vamos demons-
trar o

Teorema. A condicdo necessdria e sufi-
ciente para que um corpo seja rigido e,
além disso, dotado de espago (comum a
todos os seus pontos), é que U, seja
idénticamente nulo.

Na verdade, introduzindo o vector con-
travariante (2)

1
31) @ =3[0 [ rum,
que representa a velocidade angular local
da matéria com relacao ao sistema (local)
da inércia (ver [1], p. 74 e [3], p. 1661),
obtém-se facilmente

(32) 2(_ g jQSHVG‘[auuv = U‘[O’ - UGT'

Portanto, se o corpo é rigido, (29) trans-
forma-se em

1
(33) Uw = QE_ g J28uvcra“u’v

(1) Ver [3], p. 1660.

(2) E indiferente recorrer as derivadas covarian-
tes ou as derivadas parciais de u,, dadas as proprie-
dades de anti-simetria do tensor &, igual a * 1
conforme pofy € uma permutacdo par ou impar
de 1,2,3,4.
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que nos da imediatamente U, = O se o
corpo possui um espaco (comum a todos
os seus pontos), visto ser entdo a* = 0 (ver
[13], p. 74, 75).

Inversamente, como U, = 0 € um caso
particular de hemi-simetria, a férmula (33),
entdo aplicavel, conduz-nos a
(34) a'uv’ -a'u" =0,
pois g,,; € hemi-simétrico em ort.

Mas (34) implica a existéncia de dois
factores p e g, ndo conjuntamente nulos,
tais que
(35) pa* —qu' =0.

E como as componentes u* nao podem
ser todas nulas visto que w,u* = -1, p
tem de ser diferente de zero, de contrario
arrastaria o anulamento de g, o que é impos-
sivel por hipétese.

Multiplicando agora (35) por w,, somando
e atendendo a que a* e u* sdo sempre orto-
gonais (1) vem

gu'u, =-q =0,
donde

(36) a' =0,
em virtude de (34) e de p # 0, como dese-
javamos demonstrar.

3. O numero de graus de liberdade de
um corpo rigido.

Em Cinematica Classica um corpo rigido
tem, como € sabido, seis graus de liberdade.
Nao basta, portanto, dar o movimento de
um dos seus pontos para ficar univoca-
mente determinado o movimento de um
corpo rigido.

(1) Ver [1], p. 74. Em [3], p. 1662, a ortogona-
lidade entre estes dois vectores aparece como uma
equacdo (51), quando se trata apenas de uma con-
sequéncia da expressao (81) de a'.
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Ora, em Relatividade nao é assim e, na
Relatividade Restricta, sabe-se que (!) um
corpo rigido tem em geral trés graus de liber-
dade e ndo seis.

Para chegarmos a esse resultado vamos
comecar por reduzir do? que figura em (26”)

4 = i+ 9] H)Z,
YGaq

a forma simplificada (2)

(37) do® = dy? +gldy?, dy°)

na qual ¢ s6 envolve as diferenciais dy?
e dy® (embora os seus coeficientes depen-
dam em geral, de y', y? e y°).

Obtém-se a forma (37) adoptando para
coordenada y! o comprimento do arco de
geodésica a partir de um ponto fixo P do
espaco tri-dimensional das coordenadas y' e
para coordenadas y? e y3 quaisquer dois
parametros que sirvam para fixar as geo-
désicas que passam (3) pelo ponto P.

Efectivamente as equacoes das geodé-
sias do espaco tri-dimensional de métrica
do?

(38)

>

2 i . Joak
dy [ k|dy'dy
do l do do

s6 admitem as solucgoes

(39) y! =0, y? = const.e, y3 = const.c,

:

o i
Mas com

R

(1) Ver [3].

(?) Suprimimos as plicas que figuravam em (26”).
Quanto ao desenvolvimento de calculo seguimos fun-
damentalmente [5].

(3) Sao as coordenadas normais de Gauss.
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e, por outro lado, o descriminante de do? é
diferente de zero, vem, em particular,

[1 1}:1 QﬁL{’_% =0
p 2\ oy 9y,
Atendendo, porém, a que y' é precisa-

mente o arco ¢ das geodésicas ao longo
das quais y? e y® sdo constantes, tem de ser

(42)

(43) =15

portanto

(44) Ta _hs _g
dy 0y

Mas no ponto P, caracterizado por y! = 0,

(45) do® = dy?,
quere dizer
(46) Yi2=7153=0

para y! = 0. Combinando este resultado (45)
com (44) concluimos que

(47) Y12="13=0

em todo o espago tridimensional, como que-
riamos demonstrar.

Em consequéncia, para um corpo rigido
podemos escrever (37) e, portanto,

ds? = dy"” +oldy?, dy®)+ —(g““dyu)g ,

Yaq

(48)

néo figurando a variavel y* sendo na ultima
parcela.

Distingamos agora os dois casos: U, =
=0, Uw # 0.

A Un=0.

Neste caso sendo a* = 0, como ja demons-
tramos, as linhas de universo dos pontos do
corpo rigido, isto é, as linhas coordenadas y*
admitem uma familia a um parametro

(49) L2 vt yt) =2
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de hipersuperficies ortogonais, bastando
substituir a coordenada y* por y* tal que
(50) v =y vi vy

para resultarem nulos (1) os coeficientes gi

de (48).
Podemos portanto admitir que

2 2
(51)  ds®=dy" +oldy? dy’)+ gudy’

Ora dada a forma (51) € imediato que as
linhas coordenadas y! satisfazem as equa-
coes

2.1 o 5}
(52) Y Jo plav Ay _
ds L | ds ds

quer dizer, sdo geodésicas do universo.
Por outro lado, sao geodésicas ortogonais
as novas linhas coordenadas y*, donde se
conclui que as hipersuperficies (49) (ou y* = A)
ficam perfeitamente determinadas por uma
s6 das linhas de universo de congruéncia (4).
Cada uma dessas hipersuperficies é o lugar
das geodésicas ortogonais a essa linha num
mesmo ponto — naquele em que a hipersu-
perficie intersecta a linha de universo em
questao.

Se o universo € pseudo-euclideano, como
sucede na Relatividade Restricta, entao,
aquelas hipersuperficies coincidem com os
hiperplanos ortogonais a uma linha y* (e
portanto a todas).

Consequentemente, se U,y = 0, o movi-
mento fica inteiramente determinado quando
se da a linha de universo de um ponto do
corpo, pois as linhas de universo dos outros
pontos coincidem com as trajectérias das
hipersuperficiais geodésicas ortogonais a
linha de universo daquele ponto

B: Upv = - Uvu # O.

(1) Ver [1], p- 75.

GAZETA DE FISICA

Margo 1956

Neste caso ja nao é valida a passagem
de (48) para (51) por intermédio de (50),
mas basta substituir y* por

(53) vt = fly 2 vty
tal que
0
(54) gt 9448_f =0,
Y

para (48) se reduzir a

(55) ds*= dy” + oldy? dy®)-(Bdy? +

+Cdy® + Ddy4)2.

E atendendo a (55) e a (52) imediata-
mente se conclue que as linhas coordena-
das y! sao geodésicas de ds? e ortogonais
as novas linhas coordenadas y*, isto é, as
linhas de universo dos diferentes pontos do
corpo rigido.

Ora, se ds? é pseudo-euclideana pode
demonstrar-se que os coeficientes B, C e
D nao dependem de y*.

Se determinarmos f pela condicao de
coincidir com y* para y! =0 e se atender-
mos a que ao longo das linhas coordena-
das y! se tem precisamente ds? = dy'?, é evi-
dente que as geodésicas em causa (linhas
coordenadas y!) tém as equacoes paramé-
tricas

(56) =yt + ydly? vty

designando por

(57) x' = xtly’)

as equacodes paramétricas da linha de uni-
verso Cp (parametros primitivos correspon-
dentes ao ponto P).

E as formulas (56) permitem-nos passar
das coordenadas cartesianas x* para as coor-
denadas yi, y* que garantem a forma (S5)
de ds2.

Identificando entao (55) com

(58)  ds?=dx” +dx® +dx® —dx*
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por intermédio de (56) e nao esquecendo a

ortogonalidade entre Cp e as rectas (56),
que nos da

(59) 20 o

donde, por derivacéo,

Ox{ Oxt _ Ox| 0x})

60 oxi oxg _ oxt oxy
( ) 6y2 6y4 6y3 6y4

obtém-se finalmente,

61)  oldy? dy?)+(Bdy?+Cdy®f =
2
of(0d , 2, 0 3
2| Day?+ Pay?| =
le‘[ayQ Yy ayg Yy
= yiyloyidy®)
2 6x“6x 2
(62)  -BD=y [Tty
oxt oxt!
~op- [ 22y
oy’ oy
oxh oxt'
—D2—y12J‘ﬁi ! 11 s
oy oy

designando por [(b")? a soma
(63) b+ b2+ b¥ - p¥

Nas férmulas (61) e (62) tanto os coefi-
cientes de y como B e y ndo dependem

de yl
Fazendo agora y! = 0 em (63) deduz-se

64) (Dy=1 [ﬂ] - [3} -
Y o o

Yy

e depois
(65)

RO
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donde, por (61),

(66)

Associando estes resultados a (61), vem

(67) (Bdy®+cdy’) = oldy’dy®)- yf[%) ,
0

Y

Ora como os coeficientes de ¢ ndo depen-
dem de y* o mesmo sucede a Be C, por forca
de (67), e ainda a B e vy, por forca de (64).
E portanto a D, como consequéncia de (62).

Os trés coeficientes B, C, D sao inde-
pendentes (1) de y*.

Sendo assim o grupo (a um parametro)
de transformacoes

(68) zl=yl, 2=, 2B=18, 2=y +h,

deixa invariante a forma fundamental, quere
dizer, € um grupo de movimentos do universo
pseudo-euclideano.

E, por outro lado, conservando os para-
metros y transforma em si mesmas as linhas
de universo dos diferentes pontos do corpo
rigido.

Em resumo: na Relatividade Restricta as
linhas de universo de um corpo rigido ou séo
as trajectoérias ortogonais de uma familia de
hiperplanos (normais a qualquer delas) ou as
trajectérias de um grupo a um parametro de
movimentos de um espago pseudo-euclideano.

Portanto, dado o movimento de um
ponto, quere dizer, conhecida a linha de
universo Gy de um dos seus pontos, ha sem-
pre um movimento possivel — aquele pre-
cisamente em que as linhas de universo
dos outros pontos sao as trajectorias orto-
gonais a familia a um parametro das hiper-
superficies geodésicas ortogonais a linha
Co. E isto tanto em Relatividade Restricta
como em Relatividade Geral.

(1) A néo ser que B e C se anulem, mas entdo
caimos na hipétese U, = 0.



Vol. 111, Fasc. 4

Mas se considerarmos apenas a Relativi-
dade Restricta podera haver outras solu-
coes — caso a linha dada C, admitir como
grupos de invariancia algum ou alguns gru-
pos a um parametro de movimentos do
espaco pseudo-euclideano.

Mas para isso a linha C tem de satis-
fazer a certas condicdes geométricas (1).

As linhas de universo dos diferentes pon-
tos do corpo coincidem com as trajectoérias
daqueles possiveis grupos de movimentos (2).

(1) Ver G. Herglotz, [3], p. 403.

(?) Como os grupos de movimento conservam ds?
e, por outro lado, as suas trajectérias sao transfor-
madas em si mesmas, a distancia do de duas delas
infinitamente proximas nao depende de 6, quere dizer,
é constante ao longo dessas linhas. Essas linhas
satisfazem, pois, & condicao de rigidez e portanto
representam um movimento possivel. E a condicéo
necessaria e suficiente para que um movimento rigido
satisfaca a uma tal condicdo é que o vector-acelera-
GAO Uy = Uyp P seja um gradiente (ver [3], p. 1662).
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Assim, em Relatividade Restricta, um
corpo rigido tem em geral trés graus de
liberdade e néo seis como em Cinematica
Classica.

E se Uy, = 0 o numero de graus de liber-
dade é exactamente trés, quer na Relatividade
Restricta quer na Relatividade Geral.

Ruy Luis GOMES
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Dr. Rui Gustavo Couceiro da Costa

Nos ultimos trinta ou quarenta anos,
esteve a direccao do Laboratério Quimico
da Universidade de Coimbra a cargo duma
série de professores notaveis pela sua dedi-
cacao ao ensino e pelo esforco que desen-
volveram no sentido de melhorarem a pre-
paracao dos estudantes e de aperfeicoarem
a formacao dos seus colaboradores. Na
obra assim realizada, avulta a contribuicao
do Dr. Rui Gustavo Couceiro da Costa
prematuramente falecido — tinha apenas 54
anos de idade — em Dezembro passado.

Nomeado assistente em 1920, quando era
ainda aluno da Universidade, doutorou-se
em 1928, e fez o concurso para professor
catedratico em 1936. Em 1937, assumiu a
direccao, do Laboratério Quimico.

Foi a partir de entao que revelou todo
o dinamismo da sua forte personalidade,
indiferente a convengdes ou a normas como-
das de bom comportamento.

Uma destas normas, de origem obscura,

estabelecia que os directores dos estabele-
cimentos que partilham a dotacao da Facul-
dade de Ciéncias, nao deveriam, nos seus
projectos de orcamento, pedir muito mais
que a dotacao usual. Logo que, depois da
guerra, a situacdo econémica do Pais come-
cou a estabilizar-se, o Dr. Couceiro da
Costa, revelando um conhecimento perfeito
da enorme distancia que separava aquilo
que, no seu Laboratoério, era possivel fa-
zer-se, de tudo o que se deveria fazer,
passou a apresentar, nos projectos que ela-
borava, corajosas afirmacoes da triste rea-
lidade. Mas nao se limitou a essas afirma-
¢coes: com a perseveranca de que so6 ele era
capaz, realizou todas as diligéncias ao seu
alcance para que fossem concedidos os subs-
tanciais aumentos de dotacdo que propu-
sera. Foi ouvido o seu apelo. E dentre os
intmeros beneficios resultantes da maneira
inteligente como se aplicaram os subsidios
assim obtidos, citarei apenas a magnifica
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