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Cinemática dos Corpos Rígidos em Relatividade (1) 

Resumo 

Expressão geral da distância elementar 
de dois pontos dum corpo. Aplicação: A) 
distância medida no espaço próprio do 
corpo; B) distância medida no espaço dum 
referencial; C) Contracção de Lorentz. Con-
dição necessária suficiente de movimento 
rígido. Número de graus de liberdade de 
um corpo rígido. 

1. Quando se pretende avaliar, no es-
paço de um referencial admissível da Rela-
tividade Restricta, o comprimento de uma 
régua em repouso noutro referencial (admis-
sível também), é-se conduzido afinal ao 
seguinte problema (já por nós tratado 
em [1]): 

Dadas as linhas de universo de dois pon-
tos materiais P e Q (extremidades da régua) 
com a mesma velocidade em relação a um 
referencial (de coordenadas xi, t), determinar 
a sua distância no espaço de um ponto mate-
rial R animado de velocidade constante em 
relação àquele referencial. 

Do ponto de vista matemático somos 
conduzidos a procurar a distância de duas 
linhas de universo temporais do tipo par-
ticular 
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que correspondem a P e Q, no espaço de 
uma terceira linha de universo temporal 

(2)  ,dtux iii 

que corresponde a R. 

 
(1) Este artigo completa, ampliando-o bastante, 

um outro que publicamos no n.º 58 da Gazeta de 
Matemática. 

Essa distância é dada pela fórmula (1) 
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Se passarmos agora da Relatividade 
Restricta para a Relatividade Geral, então, 
como deixam de existir os sistemas admis-
síveis ou sistemas de inércia (a não ser com 
carácter local), e além disso só tem sentido 
(de um modo geral) falar de distâncias ele-
mentares, o problema enunciado anterior-
mente perde, todo o interesse. 

Assim, em Relatividade Geral, o que 
tem interesse é, por exemplo, a distância 
de duas linhas de universo temporais (de 
tipo qualquer) infinitamente próximas, como 
são as que correspondem às extremidades 
de uma régua elementar ou, de um modo 
geral, a dois pontos infinitamente próximos 
de um corpo. É este em concreto o caso 
quando se trata do problema do movimento 
de um corpo rígido. 

Ora, como um corpo é representado ana-
lìticamente por uma congruência de linhas 
temporais, vamos calcular precisamente a 
distância de duas linhas infinitamente pró-
ximas de uma tal congruência 

(4) xα = xα(yi,θ), α = 1, 2, 3, 4, i = 1, 2, 3, 

na qual yi são os parâmetros definidores 
das linhas (da congruência) e θ um parâ-
metro tempo como por exemplo o tempo 
próprio. 

Designando por Vα as componentes con-
travariantes de um vector temporal arbi-
trário, a distância da linha yi à linha 

 
(1) Ver [1], p. 37. 
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Normalizando Uα e Vβ por intermédio de 
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ainda podemos escrever 
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o que nos dá a distância pedida em ter-
mos de uma forma quadrática nas diferen-
ciais dos parâmetros definidores das linhas 
da congruência. 

Casos particulares 

A. Distância no espaço das próprias linhas 
da congruência. 

Neste caso é vα = uα, donde (1) 

(14)   ,dydy
y
x

y
x

vugd ji
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visto que 

(15) uαu
α = −1 

B. A congruência coincide com a das 
próprias linhas coordenadas x4 (que supomos 
temporais segundo a convenção habitual). 

Então as alterações imediatas 

(16) yi = xi, θ = x4, 

conduzem a 

(17) 
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(1) A expressão (14) está deduzida em [3] mas 

seguindo outro raciocínio. 

yi + dyí, distância calculada no ponto θ da 
primeira e no espaço do Vα, será dada por 

(5) dσ2 = gαβdxαdxβ, 

sendo 

ds2 = gαβdxαdxβ 

a métrica do universo e supondo que as 
diferenciais dxα estão obrigadas à condição 
de ortogonalidade 

(6) gαβdxαVβ = 0 

tomada no ponto xα = xα(yi, θ). 
Diferenciando (4) e substituindo as ex-

pressões em (5), vem 
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E fazendo o mesmo em (6), tem-se 
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gdyV
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Atendendo agora a que 
θ

α


x e βV  são 

ambos vectores temporais, donde 
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é possível eliminar dθ de (7), resultando sim-
plesmente 

(10) 
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Verifica-se, pois, a identidade 

(26’)   kiik dy
dx

dy
dx

g
βα

βααβ μμγ   

O elemento ds, relativo ao universo, 
e o elemento dσ, relativo ao espaço da 
congruência, estão relacionados entre si por 

(26’’) 
 

,
g

dyg
dds

44

2
422

μ
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como se conclue imediatamente de (24), (25) 
e (26). 

De (26’’) decorre (1) que dσ2 é uma forma 
definida-positiva, uma vez que ds2, por hipó-
tese, é pseudo-euclideana (localmente) e g44 
negativo (pelo facto de serem temporais as 
linhas coordenadas x4, isto é, as linhas de 
universo do ponto do corpo). 

C. A Contracção de Lorentz. 

Suponhamos que o sistema de referên-
cia é absoluto, portanto ds2 redutível (sem 
mudança de sistema) à forma 

,dxgdxdxgds ki
ik

24
44

2   

correspondente a g4i = 0. 
Se tomarmos para parâmetro temporal 

da congruência (4) precisamente a coorde-
nada x4, teremos em vez de (4) 

(4’) 
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e portanto dσ2 tomará a forma 
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em que p e q só podem assumir os valo-
res 1, 2, 3. 

 
(1) Ver [6], pp. 8 e 9. 
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Admitamos agora que é no espaço de cada 
linha x4 que se calcula a distância. Haverá 
que fazer 

(18) vi = ui, 

e portanto vem 

(19) dσ2 = (gik + uiuk)dxidxk. 

Mas atendendo a que 

(20) ui = 0, 

pois ao longo de uma linha x4 as diferen-
ciais das outras coordenadas são nulas, vem 

ui = giαu
α = gi4u4 

(21) 
u4 = g44u4, 

o que, tendo em conta (15), conduz a 
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g
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Substituindo estas expressões em (19), 
chegamos à fórmula conhecida (ver [1], 
p. 62) 

(23) 







 kiki

ik dxdx
g
gg

gd
44

442σ  

.dxdx ki
ikγ  

É evidente que podemos aproveitar (23) 
para exprimir (14), mas com a condição de 
transformarmos primeiro as variáveis xµ nas 
variáveis yi, y4 = 0 por intermédio de (4), 
dando a ds2 a forma 

(24)  ,dydygds νμ
μν2

donde 

(25)  ,dydyd ki
ikγσ 2

em que 
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Ora, aplicando (13’) à hipótese 

,vi 0  

que implica 

,vgv ii 04
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vem 
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E aplicando-a à hipótese 
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quere dizer: a distância elementar dσ0 de 
dois pontos de um corpo medida num sistema 
absoluto de coordenadas é menor ou igual à 
distância dσ medida no espaço do próprio 
corpo. E só terá lugar a igualdade quando a 
variação de xi para x4 constante, que é o 
vector da componente 

,dy
y
x

x i
i

p
p




δ  

for ortognal ao vector up segundo a métrica 
do espaço das coordenadas xμ. 

Tal é a expressão da contracção de Lorentz 
em Relatividade Geral. 

Se aplicarmos este enunciado ao caso 
de xμ ser um sistema admissível da Rela-
tividade Restricta, que é um sistema abso-
luto, e na hipótese de a congruência (4’) 
coincidir com outro sistema admissível, 
obtém-se o conhecido resultado (1) 

 
,
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(1) Ver [2] e atender à diferença de notações e a 

que esta fórmula se refere a distâncias finitas quais-
quer e não a distâncias elementares. 
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que estabelece a relação entre o compri-
mento calculado e o comprimento próprio 
de uma régua admissível. 

2. Movimento de um corpo rígido. 
Adaptando à Relatividade Geral a defi-

nição dada por M. Born e G. Herglotz (1) 
para a Relatividade Restrita, diremos que 
um corpo se mantém rígido se a distância das 
linhas de universo de dois quaisquer dos seus 
pontos infinitamente próximos, avaliada no 
respectivo espaço, não variar no decorrer do 
movimento. 

Nestes termos, se o corpo em movimento 
é representado pela congruência (4), a con-
dição necessária e suficiente de rigidês será 
dada por 

(27)   ,
y
x

y
x

g ji 0
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pois são estas as equações que exprimem 
que os coeficientes de dσ2 [fórmula (14)] não 
dependem do parâmetro-tempo θ. 

Substituindo a derivação em ordem a θ 
pela derivação em ordem ao arco s, visto ser 

,UU
d
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e desenvolvendo (24), vem (2) 
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(1) Ver [4] e [5]. 
(2) Ver [3], p. 1660. 
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que nos dá imediatamente Uτσ = 0 se o 
corpo possui um espaço (comum a todos 
os seus pontos), visto ser então aμ = 0 (ver 
[13], p. 74, 75). 

Inversamente, como Uτσ = 0 é um caso 
particular de hemi-simetria, a fórmula (33), 
então aplicável, conduz-nos a 

(34)  ,uaua 0 μννμ

pois εμνστ é hemi-simétrico em στ. 
Mas (34) implica a existência de dois 

factores p e q, não conjuntamente nulos, 
tais que 

(35)  .qupa 0 μμ

E como as componentes uμ não podem 
ser todas nulas visto que uαu

α = −1, p 
tem de ser diferente de zero, de contrário 
arrastaria o anulamento de q, o que é impos-
sível por hipótese. 

Multiplicando agora (35) por uμ, somando 
e atendendo a que aμ e uμ são sempre orto-
gonais (1) vem 

,quq 0μ
μμ  

donde 

(36)  ,a 0μ

em virtude de (34) e de p ≠ 0, como dese-
jávamos demonstrar. 

3. O número de graus de liberdade de 
um corpo rígido. 

Em Cinemática Clássica um corpo rígido 
tem, como é sabido, seis graus de liberdade. 
Não basta, portanto, dar o movimento de 
um dos seus pontos para ficar univoca-
mente determinado o movimento de um 
corpo rígido. 

 
(1) Ver [1], p. 74. Em [3], p. 1662, a ortogona-

lidade entre estes dois vectores aparece como uma 
equação (51), quando se trata apenas de uma con-
sequência da expressão (81) de aτ. 
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E ainda é possível dar a esta equação 
a forma equivalente (1) 

(29)  ,uuuuuuuu ;;;; 0 μ
λ

λνν
λ

λμμννμ

na qual uμ;ν são as componentes da deri-
vada covariante de uμ (em ordem às variá-
veis xα). 

Pondo 

(30)  .uuuuU ;; ν
λ

λμνμμν 

podemos exprimir (26) segundo o 
Teorema. A condição necessária e sufi-

ciente para que um corpo (representado pela 
congruência (4)), seja rígido, é que o tensor Uμν 
seja hemi-simétrico. 

E como complemento vamos demons-
trar o 

Teorema. A condição necessária e sufi-
ciente para que um corpo seja rígido e, 
além disso, dotado de espaço (comum a 
todos os seus pontos), é que Uμν seja 
idênticamente nulo. 

Na verdade, introduzindo o vector con-
travariante (2) 

(31) ,uuga ; γβα
μαβγμ ε

2
1

2
1









  

que representa a velocidade angular local 
da matéria com relação ao sistema (local) 
da inércia (ver [1], p. 74 e [3], p. 1661), 
obtém-se fàcilmente 

(32) .UUuag σττσ
νμ

μνστε 









2
1

2  

Portanto, se o corpo é rígido, (29) trans-
forma-se em 

(33) νμ
μνσττσ ε uagU

2
1

2 







  

 
(1) Ver [3], p. 1660. 
(2) É indiferente recorrer às derivadas covarian-

tes ou às derivadas parciais de uα, dadas as proprie-
dades de anti-simetria do tensor εμαβγ, igual a ± 1 
conforme μαβγ é uma permutação par ou ímpar 
de 1,2,3,4. 
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e, por outro lado, o descriminante de dσ2 é 
diferente de zero, vem, em particular, 

(42) .
yyp

p

p 02
2
111 11

1
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 γγ

 

Atendendo, porém, a que yl é precisa-
mente o arco σ das geodésicas ao longo 
das quais y2 e y3 são constantes, tem de ser 

(43)  ,111 γ

portanto 

(44) .
yy

01
13

1
12 






 γγ  

Mas no ponto P, caracterizado por yl = 0, 

(45)  ,dyd 2
1

2 σ

quere dizer 

(46) 01312  γγ  

para y1 = 0. Combinando este resultado (45) 
com (44) concluimos que 

(47)  01312  γγ

em todo o espaço tridimensional, como que-
ríamos demonstrar. 

Em consequência, para um corpo rígido 
podemos escrever (37) e, portanto, 

(48)    
,

g

dyg
dy,dydyds

44

2
432212

μ
μφ   

não figurando a variável y4 senão na última 
parcela. 

Distingamos agora os dois casos: Uμν = 
= 0, Uμν ≠ 0. 

A: Uμν = 0. 

Neste caso sendo aμ = 0, como já demons-
trámos, as linhas de universo dos pontos do 
corpo rígido, isto é, as linhas coordenadas y4 
admitem uma família a um parâmetro 

(49)   λ4321 y,y,y,yf  

Ora, em Relatividade não é assim e, na 
Relatividade Restricta, sabe-se que (1) um 
corpo rígido tem em geral três graus de liber-
dade e não seis. 

Para chegarmos a esse resultado vamos 
começar por reduzir dσ2 que figura em (26’’) 

 
,

g

dyg
dds

44

2
422

μ
μσ   

à forma simplificada (2) 

(37)  ,dy,dydyd 3222 φσ   

na qual φ só envolve as diferenciais dy2 
e dy3 (embora os seus coeficientes depen-
dam em geral, de y1, y2 e y3). 

Obtém-se a forma (37) adoptando para 
coordenada y1 o comprimento do arco de 
geodésica a partir de um ponto fixo P do 
espaço tri-dimensional das coordenadas yi e 
para coordenadas y2 e y3 quaisquer dois 
parâmetros que sirvam para fixar as geo-
désicas que passam (3) pelo ponto P. 

Efectivamente as equações das geodé-
sias do espaço tri-dimensional de métrica 
dσ2 

(38) ,
d

dy
d
dy

i
kj

d
yd kji

02

2











σσσ

 

só admitem as soluções 

(39) y1 = σ, y2 = const.e, y3 = const.e, 

se 

(40)  .i 011 








Mas com 

(41)  













p
kj

i
kj

ipγ

 
(1) Ver [3]. 
(2) Suprimimos as plicas que figuravam em (26’’). 

Quanto ao desenvolvimento de cálculo seguimos fun-
damentalmente [5]. 

(3) São as coordenadas normais de Gauss. 
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de hipersuperfícies ortogonais, bastando 
substituir a coordenada y4 por y’4 tal que 

(50)   43214 y,y,y,yfy 

para resultarem nulos (1) os coeficientes gi4 
de (48). 

Podemos portanto admitir que 

(51)    24
44

32212 dygdy,dydyds  φ

Ora dada a forma (51) é imediato que as 
linhas coordenadas y1 satisfazem às equa-
ções 

(52) ,
ds
dy

ds
dy

ds
yd

02

2











βαμ

μ
βα  

quer dizer, são geodésicas do universo. 
Por outro lado, são geodésicas ortogonais 
às novas linhas coordenadas y4, donde se 
conclui que as hipersuperfícies (49) (ou y4 = λ) 
ficam perfeitamente determinadas por uma 
só das linhas de universo de congruência (4). 
Cada uma dessas hipersuperfícies é o lugar 
das geodésicas ortogonais a essa linha num 
mesmo ponto — naquele em que a hipersu-
perfície intersecta a linha de universo em 
questão. 

Se o universo é pseudo-euclideano, como 
sucede na Relatividade Restricta, então, 
aquelas hipersuperfícies coincidem com os 
hiperplanos ortogonais a uma linha y4 (e 
portanto a todas). 

Consequentemente, se Uμν = 0, o movi-
mento fica inteiramente determinado quando 
se dá a linha de universo de um ponto do 
corpo, pois as linhas de universo dos outros 
pontos coincidem com as trajectórias das 
hipersuperficiais geodésicas ortogonais à 
linha de universo daquele ponto 

B: Uμν = − Uνμ ≠ 0. 

 
(1) Ver [1], p. 75. 

Neste caso já não é válida a passagem 
de (48) para (51) por intermédio de (50), 
mas basta substituir y4 por 

(53)   43214 y,y,y,yfy 

tal que 

(54) ,
y
f

gg 0
1

4411 



  

para (48) se reduzir a 

(55)     232212 Bdydy,dydyds φ  

 .DdyCdy
243   

E atendendo a (55) e a (52) imediata-
mente se conclue que as linhas coordena-
das y1 são geodésicas de ds2 e ortogonais 
às novas linhas coordenadas y4, isto é, às 
linhas de universo dos diferentes pontos do 
corpo rígido. 

Ora, se ds2 é pseudo-euclideana pode 
demonstrar-se que os coeficientes B, C e 
D não dependem de y4. 

Se determinarmos f pela condição de 
coincidir com y4 para y1 = 0 e se atender-
mos a que ao longo das linhas coordena-

das y1 se tem precisamente ds2 = dy12, é evi-
dente que as geodésicas em causa (linhas 
coordenadas y1) têm as equações paramé-
tricas 

(56)    ,y,y,yxyyxx 432
1

14
0

μμμ   

designando por 

(57)  4
0 yxx μμ   

as equações paramétricas da linha de uni-
verso C0 (parâmetros primitivos correspon-
dentes ao ponto P). 

E as fórmulas (56) permitem-nos passar 
das coordenadas cartesianas xμ para as coor-
denadas yi, y4 que garantem a forma (55) 
de ds2. 

Identificando então (55) com 

(58)  
242322212 dxdxdxdxds 
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donde, por (61), 

(66) .
y

ψ
φ












0

21
 

Associando estes resultados a (61), vem 

(67)     ,
y

ydydyCdyBdy
0

2
1

2
1

32232










φ
φ  

Ora como os coeficientes de φ não depen-
dem de y4 o mesmo sucede a B e C, por força 
de (67), e ainda a β e γ, por força de (64). 
E portanto a D, como consequência de (62). 

Os três coeficientes B, C, D são inde-
pendentes (1) de y4. 

Sendo assim o grupo (a um parâmetro) 
de transformações 

(68) z1 = y1, z2 = y2, z3 = y3, z4 = y4 + h, 

deixa invariante a forma fundamental, quere 
dizer, é um grupo de movimentos do universo 
pseudo-euclideano. 

E, por outro lado, conservando os parâ-
metros yi transforma em si mesmas as linhas 
de universo dos diferentes pontos do corpo 
rígido. 

Em resumo: na Relatividade Restricta as 
linhas de universo de um corpo rígido ou são 
as trajectórias ortogonais de uma família de 
hiperplanos (normais a qualquer delas) ou as 
trajectórias de um grupo a um parâmetro de 
movimentos de um espaço pseudo-euclideano. 

Portanto, dado o movimento de um 
ponto, quere dizer, conhecida a linha de 
universo C0 de um dos seus pontos, há sem-
pre um movimento possível — aquele pre-
cisamente em que as linhas de universo 
dos outros pontos são as trajectórias orto-
gonais à família a um parâmetro das hiper-
superfícies geodésicas ortogonais à linha 
C0. E isto tanto em Relatividade Restricta 
como em Relatividade Geral. 

 
(1) A não ser que B e C se anulem, mas então 

caímos na hipótese Uμν = 0. 

por intermédio de (56) e não esquecendo a 
ortogonalidade entre C0 e as rectas (56), 
que nos dá 
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obtém-se finalmente, 
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designando por (b
μ)2 a soma 

(63)  .bbbb
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Nas fórmulas (61) e (62) tanto os coefi-
cientes de ψ como β e γ não dependem 
de yl. 

Fazendo agora y1 = 0 em (63) deduz-se 
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Mas se considerarmos apenas a Relativi-
dade Restricta poderá haver outras solu-
ções — caso a linha dada C0 admitir como 
grupos de invariância algum ou alguns gru-
pos a um parâmetro de movimentos do 
espaço pseudo-euclideano. 

Mas para isso a linha C0 tem de satis-
fazer a certas condições geométricas (1). 

As linhas de universo dos diferentes pon-
tos do corpo coincidem com as trajectórias 
daqueles possíveis grupos de movimentos (2). 

 
(1) Ver G. Herglotz, [3], p. 403. 
(2) Como os grupos de movimento conservam ds2 

e, por outro lado, as suas trajectórias são transfor-
madas em si mesmas, a distância dσ de duas delas 
infinitamente próximas não depende de θ, quere dizer, 
é constante ao longo dessas linhas. Essas linhas 
satisfazem, pois, à condição de rigidez e portanto 
representam um movimento possível. E a condição 
necessária e suficiente para que um movimento rígido 
satisfaça a uma tal condição é que o vector-acelera-
ção uα = uα;β u

β seja um gradiente (ver [3], p. 1662). 

Assim, em Relatividade Restricta, um 
corpo rígido tem em geral três graus de 
liberdade e não seis como em Cinemática 
Clássica. 

E se Uμν = 0 o número de graus de liber-
dade é exactamente três, quer na Relatividade 
Restricta quer na Relatividade Geral. 

RUY LUIS GOMES 
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Dr. Rui Gustavo Couceiro da Costa 
estabelecia que os directores dos estabele-
cimentos que partilham a dotação da Facul-
dade de Ciências, não deveriam, nos seus 
projectos de orçamento, pedir muito mais 
que a dotação usual. Logo que, depois da 
guerra, a situação económica do País come-
çou a estabilizar-se, o Dr. Couceiro da 
Costa, revelando um conhecimento perfeito 
da enorme distância que separava aquilo 
que, no seu Laboratório, era possível fa-
zer-se, de tudo o que se deveria fazer, 
passou a apresentar, nos projectos que ela-
borava, corajosas afirmações da triste rea-
lidade. Mas não se limitou a essas afirma-
ções: com a perseverança de que só ele era 
capaz, realizou todas as diligências ao seu 
alcance para que fossem concedidos os subs-
tanciais aumentos de dotação que propu-
sera. Foi ouvido o seu apelo. E dentre os 
inúmeros benefícios resultantes da maneira 
inteligente como se aplicaram os subsídios 
assim obtidos, citarei apenas a magnífica 
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Nos últimos trinta ou quarenta anos, 
esteve a direcção do Laboratório Químico 
da Universidade de Coimbra a cargo duma 
série de professores notáveis pela sua dedi-
cação ao ensino e pelo esforço que desen-
volveram no sentido de melhorarem a pre-
paração dos estudantes e de aperfeiçoarem 
a formação dos seus colaboradores. Na 
obra assim realizada, avulta a contribuição 
do Dr. Rui Gustavo Couceiro da Costa 
prematuramente falecido — tinha apenas 54 
anos de idade — em Dezembro passado. 

Nomeado assistente em 1920, quando era 
ainda aluno da Universidade, doutorou-se 
em 1928, e fez o concurso para professor 
catedrático em 1936. Em 1937, assumiu a 
direcção, do Laboratório Químico. 

Foi a partir de então que revelou todo 
o dinamismo da sua forte personalidade, 
indiferente a convenções ou a normas cómo-
das de bom comportamento. 

Uma destas normas, de origem obscura, 


