FiISICA DE RED
COMPLEXAS

O que é um grafo ou rede? De uma forma muito simples
ndo é mais do que um conjunto de nodos (vértices) e ligagdes
(arestas) entre eles (Fig. 1) [1-5]. Os exemplos mais comuns
de redes (grafo é uma designacio mais usada na literatura
matemdtica) incluem a World Wide Web (WWW), Internet,
redes sociais, redes biolégicas e muitas outras (Fig. 2). O
estudo das redes teve o seu inicio por volta de 1735
quando Leonard Euler apresentou a solu¢io para o problema
das pontes de Kénigsberg. Esta prova ¢ por muitos hoje
considerada o ponto de partida de um ramo da matemdtica
(teoria dos grafos), para o qual pessoas como Erdos Rényi
deram contribui¢des importantissimas, nas dltimas décadas
do século XX. Também, durante o século passado, muitos
estudos, mais empiricos, foram realizados na drea das
ciéncias sociais. Um dos trabalhos percursores nesta drea
foi o de Milgram [6]. Mais recentemente, com o apareci-
mento de redes reais com um grande nimero de nodos ¢
com o aumento da capacidade computacional tornaram-
se vidveis estudos das mesmas.

\¢

Fig. | Representacdo esquemdtica de uma rede

Como pode, por exemplo, a estrutura da rede afectar o
trdfego na Internet, ou o desempenho de um motor de
busca, ou a dinAmica de sistemas sociais ou bioldgicos?
Ou podemos nés, através do conhecimento da rede social
correspondente a uma dada sociedade, por exemplo, auxiliar
na prevengio da propagacio de uma epidemia, ou de um
virus informdtico na Internet? Respostas a estas, € a muitas
outras perguntas, tém sido procuradas por uma grande
comunidade de cientistas em variadas 4reas. No entanto, a
compreensio destes sistemas complexos (redes) per-
manece na sua infincia.




O que sio redes aleatdrias? Redes aleatdrias sao ensembles
estatisticos de redes. Um ensemble estatistico é um con-
junto de redes particulares, cada uma delas tendo uma
probabilidade especifica de realizagdo (um peso estatistico).
Em estudos empiricos, regra geral, é observado um tnico
membro (uma realizagio particular) deste ensemble. Em

2a)

2¢)

simula¢des numéricas pode ser gerado um ndmero finito
de realizagbes do ensemble. Como se sabe da mecinica
estatistica, os ensembles estatisticos sao classificados como
de equilibrio ou de nao-equilibrio. No caso de redes,
estas sdo aleatérias de equilibrio ou de nao-equilibrio,
consoante o seu nimero de nodos ¢ fixo ou cresce.

Quando um conjunto de vértices ¢ ligado através de um
certo nimero de ligagGes, e nio levando em consideragio
outro tipo de aspectos, estamos perante o exemplo mais
simples de uma rede (Fig. 1). No entanto, estas podem
ser mais complicadas. Pode, por exemplo, haver mais do
que um tipo de nodos na rede, ou mais do que um tipo de
ligagbes. Numa rede econémica, por exemplo, os nodos
podem representar empresas ou bancos, etc., 0 mesmo se
passando com as ligacdes, que podem ser de diferentes
tipos (banco-banco, banco-empresa), ou mesmo terem
diferentes intensidades, correspondendo estas, por exem-
plo, ao volume de negdcio entre os nodos. Podem ser
dirigidas, ou ndo, consoante a troca se faz num ou em
ambos os sentidos. Por exemplo, a WWW é uma rede
dirigida, enquanto a Internet nio o é.

2b)

2d)

Fig. 2 a) Rede de contactos sexuais entre individuos, por Potterat et al. [7]; b) Rede de contdgios entre pessoas [8]; ¢) Rede dos amigos numa escola

dos Estados Unidos. As relagdes de amizade foram obtidas através de questiondrios, por James Moody [9]; d) Documentos num sitio da Web e liga-

¢Oes entre eles. As cores designam diferentes comunidades, por M. Girvan e M. E. J. Newman [10]
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Nodo (vértice): caracteristica local de uma rede, pode ser
um documento (Web), um computador (/nternet), um
actor (filmes), um gene (biologia), etc.

Ligagio: a linha entre dois nodos. Podem ser de vdrios
tipos ou intensidades.

Dirigida/nio dirigida: consoante aponta num sentido
entre dois nodos ou em ambos. Por exemplo, na Web
uma pdgina pode ter um link para outra e o contrdrio
ndo se verificar. Na Internet, os cabos épticos trans-
portam informag¢ao em ambos os sentidos.

Conectividade ou grau: nimero de ligagoes presentes
num nodo. Se a rede ¢ dirigida, fala-se de conectividade
de entrada e de saida, consoante a ligacio aponta para o
nodo ou, pelo contrdrio, sai do nodo e aponta para outro.

Distribuicio de conectividades: diz-nos como se distribuem
as ligagoes pelos nodos, dd-nos a probabilidade de um
nodo ter 4 ligagdes. Numa rede aleatéria, a distribui¢do
de conectividades € a fracgdo média dos nodos com grau
k: P(k) = <N(k)>/N. Aqui N(k) é o ntimero dos nodos
de grau 4 numa rede particular do ensemble estatistico.

O célculo da média ¢ sobre todos os elementos do enserm-
ble estatistico.

Caminho mais curto: é a menor distancia entre dois nodos
na rede. Em geral existe mais do que um caminho a ligé-los.

Didmetro: é o comprimento da maior distAncia entre
quaisquer dois nodos (medida em niimero de ligagoes).

Matriz adjacente: esta matriz contém toda a informacao
sobre uma rede. Uma rede de /V nodos tem uma matriz
de adjacéncia de Nx/NV. Cada elemento da matriz de
adjacéncia 4;; ¢ igual a0 niimero das ligagdes que conec-
tam os nodos 7 e ;.

Coeficiente de agregagio: a sua definicio estd relacionada com
os ciclos de comprimento trés (tridngulos de ligagoes). O
coeficiente de agregacio local é o ndmero relativo das
conexoes entre os vizinhos mais préximos de um nodo 7,
C; = 2n;/(ki(k; -1)). Aqui k; ¢ o grau do nodo ie 7; ¢ o

ntimero total das conexdes entre seus vizinhos mais préximos.

Fig. 3: llustracdo da definicao de coeficiente de agregacao, C. Esta rede tem

um tridngulo em seis possiveis, portanto, para o nodo central, C=1/6

Nesta sec¢io apresentar-se-3o alguns dos exemplos mais
conhecidos de redes reais:

Uma rede social ndo ¢ mais que um conjunto de pessoas
ou grupos de pessoas, ligados entre eles por relagoes que
podem ser profissionais, familiares ou outras. Os estudos
neste campo iniciaram-se nos anos trinta por Moreno
(1934) [11]. A introdu¢ao de modelos matemadticos foi
feita por Rapoport [12], o primeiro autor a realgar a
importancia da distribui¢o do ntimero de ligagdes.
Outro estudo importante, nesta 4rea, foi o de Milgram
[13] através das suas experiéncias que levaram ao conceito
de "pequeno mundo" (small world). Estas experiéncias
estdo na base do conceito dos "seis graus de separagao”.

O exemplo cldssico de uma "rede de informagao” é a rede das
citagbes entre artigos cientificos. A maioria dos artigos pu-
blicados cita outros trabalhos anteriores relacionados ou
importantes para este. Estas citagdes geram uma rede em
que os nodos sdo os artigos cientificos e a ligacao dirigida
do artigo em causa para outro artigo indica que este cita o
precedente. A estrutura da rede de citagoes reflecte assim
a estrutura da informagio armazenada nos seus nodos: daf
a designagio "rede de informagdo”. Estas redes tém certas par-
ticularidades, que por vezes ndo surgem noutras. Isso pren-
de-se com o facto de, apés a publicagio de um artigo que
cita outros anteriores, a informagao relativa ao ndmero de
citagdes ficar congelada nao sendo mais possivel alterar esse
numero. Jaffe e Trajtenberg [14], por exemplo, estudaram
a rede das citagdes entre patentes dos E. U. A., que é seme-
lhante, em alguns aspectos, a das citagbes entre artigos cientificos.

Um outro exemplo muito importante de uma rede de infor-
magio é a World Wide Web, onde os nodos sao os documen-
tos disponiveis e os /inks fazem as ligagbes entre documentos.



(a) - A estrutura de redes neuronais

A estrutura de uma rede neuronal de um organismo
minusculo, o C. elegans, contém 282 neurénios que do
forma a uma rede dirigida com uma conectividade média
<k> = 14 [15]. As distribuicoes de conectividades sio
exponenciais. O comprimento médio da distAncia mais
curta € 2,65, e o coeficiente de agregacio 0,26.
Consequentemente, a rede apresenta o efeito de pequeno
mundo e o coeficiente de agregago é muito maior do
que o valor caracteristico para o caso da rede aleatéria
cldssica, C=0,26>>14/282 =0,05.

(b) - As redes de reac¢oes metabdlicas

Um grande nimero de sistemas biolégicos pode ser util-
mente representado como uma rede. Um exemplo valioso
de uma rede biolégica com uma estrutura topoldgica ex-
tremamente rica é fornecido pela rede das reacgoes meta-
bélicas [16]. Actualmente, tais redes estio documentadas
para diversos organismos. Os seus nodos sdo substratos -
componentes moleculares, e as ligagbes sao reacgoes
metabdlicas que conectam os substratos. De acordo com
[17], as ligagbes que apontam para um dado substrato
s30 as reacgdes em que este participa como um produto.

(c) - Redes de proteinas

Trata-se da rede de interacgoes fisicas entre protefnas (ao
contrdrio das quimicas nas redes metabdlicas). Este tipo de
redes foi estudado por um grande nimero de cientistas [18].

(d) - Redes genéticas

A rede de regulagio genética designa uma outra classe,
igualmente importante, de redes biolégicas. A expressio de
um gene, isto ¢, a produgio através da transcri¢do e trans-
lagao de proteinas codificadas pelo gene, pode ser controlada
pela presenca de outras proteinas. Assim o préprio genoma
forma uma rede onde os nodos representam as proteinas e
as ligacoes dirigidas representam a dependéncia da produgio
da protefna na presenga de outras proteinas (nodos).

As redes aleatdrias mais simples sao o chamado classical
random graph (Solomonoff e Rapoport, 1950-1952, Erdos
e Rényi, 1959-1960 [19], Gilbert 1959). Em termos simples,
estas s3o redes mdximas aleatdrias sob a restri¢o de que a
conectividade média dos seus nodos, <£>, estd fixa (o ndmero
de nodos estd também fixo). Por "mdximas aleatdrias”
entenda-se que sio redes para as quais a entropia ¢ méxi-
ma. H4 vdrias versoes de redes aleatdrias cldssicas:

- O modelo de Erdos-Rényi, que consiste no ensemble

estatistico de todas as redes possiveis precisamente com N
nodos e L ligacoes, onde cada membro do ensemble tem
igual probabilidade de acontecer.

- No modelo de Gilbert, cada par de nodos (dos ) ¢
conectado com uma probabilidade p. Obtém-se assim
um ensemble estatistico de todos os graficos possiveis de
N nodos. Os membros deste ensemble sio pesados com
pesos estatisticos. No limite termodinimico (redes infini-
tamente grandes), estas duas versoes s3o equivalentes

(k)= p(N-1)).

A distribui¢ao de conectividades destas redes aleatdrias
cldssicas obedece a uma distribuicao binomial, ou uma
distribui¢ao de Poisson no limite de /V grande:

P(k) ~ <k>k /Kk!. A conectividade média <k> estd fixa.
Esta ¢ uma distribuicio que decai rapidamente com uma
escala natural K ~ <k> . Uma particularidade desta rede ¢
que todos os seus momentos convergem. O mesmo nao
se verifica nas redes encontradas na Natureza, com uma
dependéncia em lei de poténcia.

A maioria das caracteristicas interessantes das redes reais
que atrafram a aten¢do dos investigadores nos tltimos
anos prende-se com o facto de estas ndo serem redes
aleatérias no sentido acima definido.

- O modelo da configuracional (introduzido por B.
Bollobds [6]) ¢ a primeira generalizagio natural do modelo
de redes aleatdrias cldssicas. De um modo muito simples,
o modelo de configuracio é uma rede mdxima aleatéria
com uma distribui¢ao dada P(k) da conectividade. Esta
rede aleatdria complexa de equilibrio é nao correlacionada.
A maioria dos resultados para redes complexas s3o obtidos
usando o modelo de configuragdo. Existe, contudo, uma
outra forma, mais tradicional para os fisicos estatisticos,
de construir ensembles de redes. Por vezes, é chamado
modelo exponencial. Os membros do ensemble estatistico
nesta construgio sio sistemas (conjuntos) de configuragoes
locais dos nodos e ligagoes. Cada tipo destes conjuntos
("tijolos") tem a sua "energia de excitagio". Por excitagio
térmica podemos obter um conjunto de realizacoes (redes)
do ensemble. As energias especificas da excitagio deter-
minam os pesos estatisticos destas realizagdes, isto ¢, a
estrutura da rede aleatéria resultante.

Se uma rede tiver uma distribui¢io de conectividades que
varia de forma suficientemente lenta com o aumento da
conectividade, como acontece com a maioria das redes
reais importantes, as suas propriedades sao bem distintas
das caracterizadas por distribui¢ées do tipo Poisson. Em
geral, nestes casos os investigadores tentam interpolar as
distribuigbes empiricas da conectividade por dependén-
cias especificas do tipo de lei de poténcia, P(k) ~ k™
(distribui¢bes sem escala). Contudo, um facto importante
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observado é que os momentos de ordem mais elevada das
distribui¢cbes empiricas da conectividade divergem em redes
grandes. Esta observagio mostra que, com probabilidade
aprecidvel, os nodos de conectividade elevada estdo presentes
em redes reais, ao contrdrio das redes aleatdrias cldssicas.

Nesta secgao iremos examinar uma classe de modelos
cujo objectivo preliminar ¢ explicar as propriedades de
uma dada rede. Nestes modelos, as redes crescem tipica-
mente pela adigdo gradual de novos nodos e de ligagoes
feitas de uma forma que de alguma maneira reflicta os
processos de crescimento que originam as redes reais. As
ligagoes sao adicionadas de forma preferencial.

Comegaremos com o modelo introduzido por Price [20]
que foi baseado, por sua vez, num trabalho anterior de
Simon [21]. Um trabalho semelhante foi apresentado
anteriormente por Yule (1925) [22]. O modelo de
Barabdsi e Albert [23], que foi em certa medida o precur-
sor desta 4rea, nos tempos mais recentes, serd apresentado
de seguida. Outras variantes e generalizagoes destes mo-
delos foram introduzidas por outros autores [1].

Derek de Solla Price apresentou em 1965 [20] aquele
que provavelmente terd sido o primeiro exemplo do que
hoje ¢ chamado uma rede scale-free; estudou a rede das
citagdes entre artigos cientificos e encontrou que ambas
as distribui¢bes (entrada e saida: nimero de vezes que
um artigo ¢ citado e ndmero das vezes que um artigo
cita outros) obedecem a uma lei de poténcia. De facto, o
seu trabalho baseou-se nas ideias de Herbert Simon [21],
que mostrou que as leis de poténcia surgem quando estamos
na presenca do conceito rich get richer, isto é, a quantidade
de dinheiro que ganhamos depende da quantidade que jd
temos. Em sociologia, este efeito é conhecido por efeito
Matthew [24]. Também ¢ conhecido por "vantagem cu-
mulativa”. Na versao do economista Pareto, seria conhecido
pela regra do 80/20. Todos estes mecanismos sio equivalentes
ao proposto mais recentemente por Barabdsi e Albert: a
ligacao preferencial [23]. Price foi talvez o primeiro a
discutir especificamente a vantagem cumulativa no contexto
das redes. A sua ideia era que a taxa com que um artigo
comega a receber novas citagdes deve ser proporcional ao
ndmero das que j4 tem. Isto é fécil de justificar de uma
maneira qualitativa. O mesmo argumento pode também
ser aplicado a outras redes. A solu¢do exacta do modelo
de Price pode ser obtida através de uma equagio-mestra.

Consideremos uma rede dirigida com N nodos. Seja p, a
fraccio de nodos na rede com conectividade %, de modo

que P, -

Novos nodos sio adicionados continuamente 2 rede,
embora nio necessariamente com uma taxa constante.
Cada nodo adicionado tem um dado nimero prévio de
ligagdes comegando nele préprio - corresponde ao
ntmero dos artigos que cita - e note-se que este valor
ficard inalterado durante a evolugio da rede.

Por razées de simplicidade seja 72 (em média) o nimero
dessas citagoes. A conectividade média da rede é dada

por mZkak.
k

A probabilidade de um artigo, recentemente aparecido,
citar um artigo precedente é simplesmente proporcional
ao numero de ligagdes que chegam ao artigo existente.
No entanto, inicialmente um artigo nao tem citagdes
para ele préprio, o que faz surgir um problema. Price
resolveu o problema admitindo que o artigo 4 nascenga
tem automaticamente uma ligacio para si préprio (auto-
citagdo). Portanto, a probabilidade de um artigo receber
uma nova citagao é simplesmente proporcional a k+1. A
distribui¢do para este modelo vem assim dada por:

p, = (1+1/ m)B(k+L2+1/ m) - k—(2+1/m)

onde B(a,b) =T'(a)['(b)/T'(a+b) é a funcio Beta de
Legendre. Portanto, no limite de /V grande, a distribui¢ao
de conectividades ¢ do tipo lei de poténcia (scale-free)
com um expoente Y= 2+1/m.

O modelo que agora apresentaremos consiste numa
redescoberta do modelo proposto por Price. Este modelo
também ¢ conhecido por modelo com ligagio preferen-
cial. A solugio exacta deste modelo foi apresentada por
Dorogovtsev e Mendes [1] (a solu¢do apresentada por
Barabdsi e Albert [2] era aproximada e apenas vélida sob
certas condigbes). A probabilidade de um nodo se ligar a
outro de conectividade # é proporcional a .

Consideremos entdo uma rede dirigida, e vamos estudar
a distribui¢io do ndmero de ligacoes de entrada num
nodo (in-degree), q(s,t) = ks,2). As regras de evolugio sio
as seguintes:

(1) Por unidade de tempo, um novo nodo ¢ adicionado a
rede.

(2) Simultaneamente, 72 novas ligagoes dirigidas prove-
nientes de nodo nio especificados sio adicionadas.

(3) As extremidades destas novas ligagoes sdo distribuidas
de acordo com a seguinte regra: a probabilidade de uma
nova ligagdo apontar para um nodo s ¢ proporcional a
q(2) + A. O parAmetro A = ma joga o papel de uma atracti-
vidade adicional. Desta forma a conectividade total de um
nodo s no instante ¢ ¢ dada por k(s,2) = ¢(s,2) + m. Se consi-



derarmos A = m, isto é, 2 = 1, entdo as novas ligagdes sao
distribuidas com probabilidade proporcional a 4(s,z).

novo nodo (t+1)

Fig 4: Representacdo esquemdtica da distribuicao das m novas ligagdes.

A equagio mestra para a evolugdo da distribui¢io de
conectividade de chegada num nodo s no instante # é
(g, 5, ) e pode ser entendida do seguinte modo. A proba-
bilidade de uma nova ligacio apontar para um nodo s é
igual a

_q(s,t)+am
C Q+a)mt

I1

A probabilidade de um nodo s receber exactamente /
novas ligacoes das 7 injectadas é:

. q(s,t)+am |
1+a)mt

_(m) g(s,t) +am '
1+a)mt

Assim, a distribui¢io de conectividades de um nodo par-
ticular ¢ dada por,

p(g,s,t+1) =Y P"p(g-1,s,t)

0 e

I (1+a)mt

_g(st)+am|”
(1+a)mt

X|1 p(g-1,s,t).

Esta equagio estd sujeita a uma condi¢do de fronteira,
p(q,t,t) = 5qv0(delta de Kronecker). Somando sobre s na
equagio anterior e considerando  grande, obtém-se a
equagio integro-diferencial:

1+ a)t £ (q,t) + (1+a)P(q,t)
+(q+am)P(q,t) - (q-1+am)P(q-1t)
=(1+ a)5qv0

Levando em consideragdo a parte estaciondria da equagio
(excluir o termo com a derivada temporal) tem-se uma
equagao para a distribui¢ao estaciondria

P(q) = P(q,t — =),

supondo que esta existe. A solugdo exacta desta equagio ¢

dada por [1]:

'+ (m+2Da)
I'(ma) r'(g+2+(m+2a)

I'(g+ ma)

P(a) = (1+2)

onde I ¢ a fun¢io gama. Quando « = 1, obtém-se o
resultado correspondente a0 modelo de Barabdsi e Albert,

B 2m(m+1) s

(g+m(q+m+D(g+m+2) "

Uma formulago mais rigorosa deste modelo foi apresentada
por Ballobds [6]. Dada a aten¢do que este modelo despertou
na comunidade cientifica, vdrias generaliza¢des tém sido
propostas. Uma variante, proposta por Dorogovtsev e Mendes
[5], consistiu em considerar que a conectividade média da
rede cresce com o tempo (crescimento acelerado). Este efeito
foi observado, por exemplo, na World Wide Web e na Internet,
0 que corresponde a0 pardmetro 72 variar com o tempo.
Se admitirmos que 72, ndmero de novas ligagées por uni-
dade de tempo (por cada novo nodo introduzido), cresce
com o tamanho da rede, #, na forma #*, e que a probabilidade
de se ligar a um dado nodo ¢ proporcional a g+B¢* (com
B constante), entdo a distribuicao de conectividades obe-
dece a uma lei de poténcia com expoente:

B(1+c)
24— -
(1-Bax)

Muitos outros estudos tém mostrado que na sua maioria,
as redes naturais e artificiais apresentam uma estrutura
descrita por leis do tipo far-tailed e scale-free. Uma das mais
importantes e intrigantes propriedades de redes deste tipo
estd relacionada com o facto destas apresentarem uma
grande estabilidade contra ataques intencionais e
aleatérios.

Esta robustez contra falhas ¢ obviamente importante para as
redes bioldgicas e de comunicagées. Isto, em parte, explica
por que razio as redes com esta estrutura sio comuns na
Natureza. A sua enorme estabilidade ¢ uma consequéncia
da sua estrutura. Mas, a0 mesmo tempo, apresentam um
fenémeno contrastante, a auséncia de um limiar epidémico,
por exemplo, na propaga¢io de epidemias. Epidemias
podem facilmente espalhar-se em redes complexas, sendo
este 0 ponto fraco destas.

I5
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