A lei de conservacao

da energia:

aplicacao ao rolamento
com e sem deslizamento

Célia A. de Sousa *
Elisa P. Pina **

m Gazeta de Fisica

O estudo do movimento de solidos de revolucdo incide,
em geral, sobre corpos rigidos. As situacoes que envolvem
efeitos dissipativos sdo quase sempre ignoradas, tanto no
ensino secundario como em cursos introdutorios no
ensino universitario. A inclusido destes efeitos ¢ um dos
objectivos deste trabalho. Conjugando a Mecéanica com a
Termodinamica, obtém-se uma melhor compreensio do
movimento daqueles sistemas. E discutido o papel decisivo
das forcas de atrito em corpos que rolam.

Introducao

0 movimento de corpos que rolam constitui um dos temas
mais interessantes em Fisica elementar. Este interesse
resulta ndo sé das aplicagdes praticas em variadissimos
instrumentos, mas também da necessidade de uma
compreensdo clara de conceitos importantes. Assim, este
tipo de sistemas deve merecer especial atencio tanto no
ensino secundario como em cursos universitarios de
ciéncias e engenharia. A experiéncia mostra que os alunos
manifestam grandes dificuldades na apreciacdo desse tipo
de movimentos. Os aspectos em que os alunos revelam
maiores dificuldades sdo conhecidos e devem-se adoptar
as metodologias mais adequadas em cada caso.
Destacamos as dificuldades em relacdo a natureza das
forcas de atrito e ao seu papel no movimento de corpos
que rolam. Verificdmos que o facto de a maior parte dos
manuais se limitar ao estudo do rolamento em planos
inclinados contribui para as falsas concepgdes dos
alunos. Sugerimos a discussdo do movimento de corpos
no plano horizontal, devido a sua importancia didactica
neste contexto.



Os aspectos mecanicos e termodindmicos do movimento
de corpos que rolam, ji explorados em [1], sdo aqui
revisitados. Com esta abordagem, pretendemos também
criticar a énfase que ¢ dada, nomeadamente no 12° ano,
aos conteudos de Mecanica, cujo aspecto fundamental ¢ o
da previsibilidade: dadas a posicio e a velocidade inicial
do corpo e conhecidas as forcas que actuam sobre ele,
pode inferir-se o seu movimento em qualquer instante. O
método adoptado no presente trabalho, em que a
Mecéanica e a Termodinamica sdo combinadas, pode
ajudar os estudantes a atenuar a barreira entre estas duas
areas.
Por outro lado, num trabalho recente, Menigaux [2]
concluiu que algumas das dificuldades na compreensao
pelos estudantes dos movimentos em causa resultam de
dois aspectos:

(i) eles tém dificuldade em entender que a translacdo

e a rotagdo ocorrem simultaneamente;

(ii) e ndo compreendem que a translacdo de um corpo

sélido ndo depende do ponto de aplicacdo das forcas

que actuam no corpo ou da ocorréncia de rotacéo.
Comprovamos a existéncia destas mesmas dificuldades
tanto em alunos do ensino secundario como
universitarios. Propomos aqui sugestdes didacticas, tanto
analiticas como graficas, que podem ajudar os alunos
nestas questoes.
Assim, o principal objectivo deste artigo consiste em
discutir o movimento de objectos sdlidos de revolugio
(esferas ou cilindros) que rolam no plano horizontal e
em planos inclinados, confrontando os resultados
obtidos nas duas situagdes. Analisaremos aspectos de
Mecanica e de Termodinamica, salientando que os
segundos sdo praticamente ignorados nos cursos
introdutdrios de Fisica.
Abordaremos os seguintes topicos:

(i) condicoes para o corpo rolar com e sem

deslizamento;

(ii) papel das forcas de atrito em corpos que rolam;

(iii) escolha do sistema para aplicar a primeira lei da

Termodinamica;

(iv) importancia dos aspectos termodindmicos de modo

a justificar as condi¢des para o corpo rolar com e sem

deslizamento.
Verificdmos que estes topicos sdo uteis para motivar a
discussio entre os alunos, contribuindo para
aprofundarem as leis de Newton e as leis da
Termodinamica.
Explanaremos, de seguida, as metodologias adoptadas,
onde se incluem relacdes cinematicas e as leis da
Termodinamica. Depois, aplicaremos o formalismo ao
movimento de um corpo solido de revolugdo no plano
horizontal e no plano inclinado, analisando as condi¢des
em que pode ocorrer rolamento puro e rolamento com

deslizamento. Finalmente, discutiremos os resultados.
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Método geral

Uma vez que as sugestdes aqui apresentadas se destinam
a alunos do ensino secundério ou dos primeiros anos do
ensino universitario, iremos usar o formalismo

newtoniano.

1. Leis de Newton e relagbes adicionais

Os aspectos cinematicos de um corpo sdlido sdo, em
geral, apresentados analiticamente a partir das leis de
Newton, que podem ser escritas

Fext_m acm ( 1 )

onde Fe ext ¢ a resultante das forcas que actuam no corpo

a
de massa m, A.n é a aceleraciio do centro de massa

(CM), M ¢ o momento resultante em relacdo ao CM, I é
o momento de inércia em relaciio ao CM e O ¢ a
aceleracdo angular.

As Egs. (1) e (2) podem ser insuficientes para calcular as
quantidades desconhecidas. E comum recorrer a duas
relacdes adicionais: uma entre a velocidade (aceleragio)
linear e a velocidade (aceleracdo) angular e outra entre a
forca normal e a forca de atrito. No entanto, € necessario
saber em que condi¢cdes essas relacdes se podem usar e
qual ¢ o seu significado.

Por exemplo, ha que ter cuidado com as relagdes entre
os modulos da normal, N, da for¢a de atrito, F, , e os
coeficientes de atrito estatico, He , e de atrito

dinamico, Ma

No rolamento sem deslizamento (rolamento puro):

F,<p,N ’ 3)

e, no limite de deslizamento, i.e., quando o objecto esta
na iminéncia de rolar e deslizar simultaneamente:

F=u N ) (4)

Nestes dois casos ¢ valida a condi¢do de rolamento puro,
que se pode escrever

vV=y, =ro , (5)
com v =dx,,/dt e ®=d0/dt as velocidades linear
e angular do corpo respectivamente. Para clarificar a Eq.
(5) é util sugerir aos alunos que comparem o desloca-
mento linear do CM,

rAG(

intervalo de tempo, o deslocamento do CM ¢ igual ao

em , com 0 comprimento do
arco sendo 0 expresso em radianos). Num dado
comprimento do arco descrito por um ponto da periferia.

Por outro lado, no rolamento com deslizamento,
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FomN- (6)
e a Eq. (5) deixa de se verificar.

2. Equacgdes para a translagdo e rotacgdo

Integrando as equacdes de Newton obtém-se relacdes
cinematicas. A integracdo da Eq. (1) no espaco permite
obter a variacdo da energia cinética de translacdo T,

W,=IF, dfmfA(; m, )=AZ
(7)

onde o papel do CM deve ser realcado. Considera-se que
as forcas envolvidas nesta equagédo estdo aplicadas no
CM, pelo que as diferentes parcelas nfo representam
necessariamente trabalho real. Por este motivo, alguns
autores [3.4] designam a Eq. (7) por “equaciio do pseudo-
trabalho” (a denominacio “equagio do CM” ¢, porém, a
mais vulgar). Em muitas situacdes, ha vantagens mate-
maticas em usar este tipo de equacdes cujo conteudo e
significado fisico devem ser claramente explicados aos
alunos.
Aplicacdes a este nivel, tanto para o ponto material (para
o qual ¢ valido o teorema do trabalho-energia, W=AT)
como para objectos reais com movimento de translacio,
sdo compativeis com o programa do 10° ano [,
Podemos também integrar a Eq. (2) no angulo 0 , 0 que
conduz a uma equacdo analoga a Eq. (7), mas agora para
a rotacdo em relagdo ao CM:

[Mdo =[lo do :A@[(nzjzATr.

(8)

Esta equacdo, pouco usada, descreve a variacdo da
energia cinética de rotagiio. Usimos O = do/dt.,
Apesar de so darem informacio sobre aspectos mecanicos
do sistema, as Egs. (7) e (8) sdo vélidas quer se trate ou
nédo de um corpo rigido. O conceito de corpo rigido,
idealizacdo conveniente em muitos problemas, tem de ser
abandonado quando actuam certas forgas. E o que
acontece, nos exemplos aqui abordados, sempre que esta
presente uma forca de atrito cinético. Neste contexto:

(i) quando nio actuam forgas dissipativas, as Egs. (7)

e (8) conduzem a conservacio da energia mecénica;

(ii) quando actuam forcas dissipativas, as equagoes

referidas sé ddo informacio cinematica, sendo uteis na

explicitacio de certos aspectos do problema.

No ultimo caso, ocorrem variacdes de energia interna
resultantes do movimento vibracional. De facto, a energia
cinética vibracional sé € nula se o corpo for rigido. Para
contabilizar as variagcdes de energia deve recorrer-se ao
principio de conservagido da energia, que nio resulta das
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leis dinamicas do movimento como acontece com as
equagdes descritas nesta seccéo.

3. Lei de conservacdo da energia

Sempre que ocorre deslizamento de um corpo sobre

uma superficie surgem efeitos dissipativos que implicam
a diminuicdo de energia mecanica do corpo. Esta dimi-
nuicdo da energia mecanica manifesta-se macroscopica-
mente no aumento da temperatura do corpo e da
superficie sobre o qual ele desliza.

Recorremos a lei de conservacio de energia para contabi-
lizar todas as transformacdes de energia: a energia pode
ser transformada de uma forma noutra, mas a energia
total de um sistema isolado conserva-se. E fundamental
definir o sistema ao qual vamos aplicar a lei de
conservacio de energia. Nos exemplos aqui abordados, o
sistema ¢ constituido pelo corpo, pela superficie de
contacto e pela Terra. Para este sistema isolado,

AE = AT + AU +AE,, =0,

I

(9)

onde AE ¢ a variagdo de energia total do sistema
(cinética + potencial + interna). De facto, neste sistema as
forcas de atrito sdo internas. Por isso, ndo temos que nos
preocupar com o que se passa na interface entre o corpo
e a superficie de contacto.

A lei de conservagdo de energia pode apresentar ainda
um aspecto mais geral — primeira lei da Termodinamica

AE=AT+AU+AE, =0+ W, (1)

onde W e Q representam as energias transferidas para o
sistema sob a forma de trabalho e de calor. Para sistemas
termodindmicos em que AT=AU=0 , a Eq. (10) vem

AE=AE, =Q+W. -

Porém, consideraremos nula a energia transferida sob a for-
ma de calor e de trabalho, pelo que utilizaremos a Eq. (9).
A energia interna, observavel macroscopicamente através
da temperatura, distribui-se entre as particulas do sistema
de um modo imprevisivel para um observador

macroscopico.

Aplicacoes

Aplicaremos a metodologia anterior a corpos que rolam,
comegando por estudar o movimento de um corpo sélido
de revolucio homogéneo (uma esfera ou um cilindro) de
massa m e raio r sobre um plano horizontal.
Analisaremos as condi¢des de rolamento, com e sem
deslizamento, e o papel das forcas de atrito em cada caso.
De seguida, consideraremos a situacio em que o objecto

se move sobre um plano inclinado. Este ultimo caso ¢



quase sempre abordado numa situacio em que o corpo
rola sem deslizar. Em geral, ¢ aplicado o principio da
conservacio da energia mecanica e calcula-se o
coeficiente de atrito estatico minimo entre o plano e o
objecto para que este role sem deslizar. Vamos mostrar
que a aplicacio das equagdes do CM, (7) e (8), e da lei de
conservacio de energia (9) permite uma abordagem
diferente, contemplando situag¢des onde ha efeitos
dissipativos.

1. Movimento no plano horizontal

O corpo solido ¢ langado inicialmente num ponto O no
plano horizontal de tal modo que os valores iniciais das
velocidades linear e angular sdo, respectivamente,

v, =V & ®,= 0. E conhecido o coeficiente de atrito
dinamico entre o corpo e a superficie horizontal.
Analisaremos as diferentes fases do movimento.

Tendo presentes as condicdes iniciais de v e ®, cujos
sentidos positivos estdo indicados na Fig. 1, o corpo vai
rolar e deslizar simultaneamente durante a primeira fase
do movimento.

Fig. 1 Corpo sélido que rola e desliza num plano horizontal.

Verifica-se a lei classica de atrito:

F=u,N=p,mg.
A partir da equagdo do CM (7) obtemos

—Faxclem (vZ—VZ),
2 (13)

em que o primeiro membro nédo representa trabalho real
uma vez que se considera a forca de atrito aplicada no

CM. Dado que «x,= "Vt —% a, t',emque d,=U,g

(a forca de atrito ¢ a resultante das forcas exteriores),
obtém-se, da Eq. (13), a lei para a velocidade do CM

v=V-pn,gt, (14)

resultado dbvio dado que a aceleraciio do CM ¢ constante.
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Fazendo um tratamento semelhante para a rotacdo em
relacio ao CM obtém-se, da Eq. (8),

_1 2
Fa}"e _EI(D . (15)

em que 0¢o angulo correspondente ao total de voltas
desde que o objecto comecou a rolar (ponto O da Fig. 1).

1
Dado que O = 5 ot* sendo a aceleracdo angular O

facilmente calculada a partir da lei de Newton para a
rotacdo (Eq. (2)), obtém-se da Eq. (15)

K. g

re = t,

(16)

em que A resulta de se ter escrito o momento de inéreia
em relacdo ao eixo de revolucdo que passa no CM na
forma xmrz(k =1, 1/2, 2/5, para um aro cilindrico
fino, um cilindro sélido e uma esfera, respectivamente).

Fig. 2 Velocidade linear e angular em fungéo de f. A curva
(a) refere-se a translagdo, (b) 4 rotagdo e (c) a translagdo e
rotagdo. Até ao instante 1, o objecto rola e desliza simulta-
neamente V>r® A partir desse instante, (c) o objecto rola
sem deslizar.

A Fig. 2 mostra ¥ e 7"® em funcio do tempo. Nesta
primeira fase do movimento, a velocidade linear decresce
linearmente enquanto 7@ cresce linearmente com t. De
facto, nesta fase do movimento, ¥ =>7® pelo que néo se
verifica a condig¢do de rolamento puro (5). O objecto rola
e desliza simultaneamente, o que permite aplicar a lei
classica de atrito. A forca de atrito retarda a translagédo
do CM, e o seu momento em relacdo ao CM faz aumentar
a velocidade angular .

0 instante t,, em que se verifica V=7 ® (ponto P), pode
ser facilmente calculado usando as Egs. (14) e (16).

Como complemento a andlise do movimento, tanto até ¢,
como depois, vamos considerar a primeira e a segunda
leis da Termodinamica.

Durante o intervalo de tempo (0,t,) o objecto rola e
desliza simultaneamente, havendo processos dissipativos.
De facto, existe movimento relativo entre o objecto e a
superficie horizontal e a forca de atrito opde-se a veloci-
dade relativa. A energia, que contribui para a subida da
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temperatura das superficies em contacto, pode ser
calculada usando a primeira lei da Termodindmica na
forma da Eq. (9).

De facto, escolhendo o sistema “objecto + superficie
horizontal + Terra” para calcular a energia total
dissipada, obtemos, a partir das Egs. (13), (15) e (9)

AE‘im = Fa ('xcm_r9 )' (17]

Esta equacio mostra que, enquanto a forca de atrito
actuar no mesmo sentido (£, >0), a condi¢io

X > ro permanece

valida. Caso contrario, a variacdo da energia interna seria
negativa, violando a segunda lei da Termodinimica.
Passemos agora a analisar o movimento a partir do
instante f,. Alguns estudantes, confrontados com esta
situacdo, sugerem que as Egs. (14) e (16) sdo validas
mesmo para [ >1 ,ie, v<rw(x, <r@), como
indicam os prolongamentos (a tracejado) dos segmentos
(a) e (b) da Fig. 2. Para clarificar este ponto basta
mostrar, a partir da Eq. (17), que essa hipotese ¢é
incompativel com a segunda lei da Termodindmica. A
condicéo Xcm > 7"9 (rolamento puro) é assim a unica
possivel, tendo-se AE, =0

Nesta fase do movimento nido existem efeitos
dissipativos. A conservacio da energia mecanica leva a
que a energia cinética total do corpo que rola seja
constante, i. e., V=7 ® = constante e, portanto, a forca
de atrito é nula. O comportamento correcto de ¥V e 7®
em funcio de t ¢ representado pela linha a cheio (c) na
Fig. 2.

2. Movimento no plano inclinado

O corpo solido desce um plano inclinado partindo do
repouso. Analisaremos as condicdes em que podem
ocorrer variacdes da energia interna.

Vamos também neste caso aplicar a Eq. (7) para a
translacdo do CM, a Eq. (8) para a rotagéo e,
simultaneamente, as leis da Termodinamica.

Z|

."“'i.,r

¥

Fig. 3 Corpo sélido a descer um plano inclinado.

m Gazeta de Fisica

Usando as Egs. (7) e (8) obtemos, como se pode ver da
Fig. 3,

(mgsing - F,)x, =;mv2- (18)

F 10 =11an, (19)
2

Uma vez que W = Q = 0, quando o sistema ao qual se
aplica a primeira lei da Termodinamica ¢ constituido por
objecto, plano inclinado e Terra, a lei de conservacédo da

energia escreve-se
AT, + AT, + AU + AE,, =0, (20)

Procedendo as substitui¢ées adequadas verifica-se que a
energia interna também varia de acordo com a Eq. (17),
que passamos a analisar admitindo diferentes tipos de
rolamento:

(i) Se o corpo rola sem deslizar (xcm = 7’9) , é nula
a variacido de energia interna (ver Eq. (17)). Ndo ha
efeitos dissipativos e o decréscimo da energia potencial
do sistema reflecte-se inteiramente no aumento da
energia cinética total do corpo que rola. De facto,
adicionando membro a membro as Egs. (18) e (19), que
resultam das Egs. (7) e (8), e, admitindo a condigdo de
rolamento puro (x, =7r0), obtém-se

cm

. 1 , 1 .,
mgsing x =—mv +—In",

que traduz, como se esperava, o principio da
conservacdo da energia mecanica. A forca de atrito
¢ uma forca de atrito estatico que pode ser obtida
facilmente, verificando-se que ¢ dada por

2 .
F = —;mgsm(p 7

a

’

para o caso de se tratar de uma esfera. A desigualdade (3)

2
. ~ > — s
permite entio obter He = 7 tan, , que indica o
coeficiente de atrito minimo para que a esfera role

sem deslizar.

(ii) Se considerarmos X, >7 0., conclui-se que

AE,—,,, >0, e parte do decréscimo na energia potencial
¢ dissipado termicamente. De facto, neste caso, o corpo
rola e desliza a0 mesmo tempo, sendo o modulo da
forca de atrito cinético dado por

F =p,m g coso. (22)



Para o sistema em analise os casos tratados em (i) e (ii)
sdo os Unicos compativeis com as leis da
Termodinamica. A condigdo X, <7 0 s6 seria
possivel fornecendo trabalho ao sistema, situacdo que

aqui ndo contemplamos.

Conclusodes
0 movimento do objecto sélido no plano horizontal
consta de duas fases com aspectos fisicos diferentes. Na
primeira (OP), a forca de atrito com a superficie horizon-
tal retarda o movimento do CM e, simultaneamente,
exerce um momento em relagdo ao CM que faz
aumentar a velocidade angular. Discutimos os aspectos
mecanicos e de conservacio de energia nesta fase do
movimento.
O objecto rola sem deslizar a partir do ponto em que se
verifica a condicdo de rolamento puro V=7 ® . Como
alguns estudantes estranham o movimento a partir de P,
¢ interessante confrontar as ideias deles com as leis da
Termodinamica.
Por outro lado, nesta fase o movimento é uniforme e a
forca de atrito é nula. A nossa experiéncia mostra que
devemos dedicar especial atengédo a este aspecto. O
confronto com o que se passa no plano inclinado
representa um instrumento didactico muito util. Na
verdade, apesar de a condicdo V=7 ® se poder verificar
nos dois exemplos estudados, o facto de a for¢a de atrito
ser nula no caso do plano horizontal e nio ser nula no
caso do plano inclinado constitui um foco de interesse.
Os alunos, quando confrontados, com as duas fases do
movimento no plano horizontal, costumam colocar duas
questdes:

(i) como é que a forca de atrito desaparece?;

(ii) e assim sendo, o que provoca a rotacio do corpo?
A primeira questio revela um conhecimento deficiente do
conceito de forca de atrito. A este propdsito, devemos
recordar que ha uma forca de atrito nas seguintes duas
circunstancias: quando existe uma forca que solicita o
movimento relativo entre o corpo e a superficie de
contacto, embora sem o conseguir; e quando existe
movimento relativo entre as duas superficies.
Vejamos alguns exemplos:

(1) Na primeira fase do movimento no plano

horizontal, existem as condicdes enunciadas em

segundo lugar.

(2) O mesmo se passa no movimento no plano

inclinado quando o corpo rola com deslizamento.

Usa-se em ambos os casos a Eq. (6) envolvendo o

coeficiente de atrito dindmico. A forca de atrito realiza

trabalho e ha dissipacdo de energia.

(3) Na segunda fase do movimento no plano horizon-

tal, ndo ocorre nenhuma das condicdes necessarias

para haver forca de atrito, que ¢ entdo nula.
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(4) Na situacdo em que o corpo rola sem deslizar no
plano inclinado, a componente do peso do corpo
segundo a direc¢do do plano inclinado solicita o
movimento relativo entre as superficies de contacto
sem o conseguir. Existe entdo uma forca de atrito
estatico. Este facto tem duas implicagdes: por um lado,
a forca de atrito nio pode ser calculada em funcio da
normal ou do coeficiente de atrito (Fa < HEN) e,
por outro, esta forca de atrito nao tem efeitos
dissipativos.

Notar que, nas situacdes referidas em (3) e (4), o corpo
rola sem deslizar. O ponto de contacto do corpo com a
superficie estd sempre instantaneamente em repouso em
relacdo a superficie de contacto, situacdo que ¢
compativel com a condicio V=70 |

A questdo (ii) resulta de uma falsa concepcio dos alunos
em relacdo a lei de Newton da rotacdo: pensam que ¢
sempre necessario um momento para manter a rotacio.
Aqui devemos reforcar que o momento de uma forca
provoca uma mudanca na velocidade angular do corpo,
como indica a Eq. (2).

Na metodologia que adoptdmos existe uma distin¢ao
clara entre equacdes puramente mecanicas que resultam
das leis de Newton (equacdes do CM) e a primeira lei da
Termodinamica. As equacdes do CM permitem estabelecer
relacdes entre grandezas dinamicas de um sistema de
particulas, podendo substituir com vantagem as equagdes
cinematicas, mas ndo permitem contabilizar variacdes de
energia interna. Dai a necessidade de recorrer a primeira

lei da Termodindmica quando ha efeitos dissipativos.
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