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A linha da forca de reaccdo normal a um plano tem sempre de

passar pelo centro da massa do corpo? Neste artigo, os autores
sustentam que nio € forcoso que assim aconteca, e propdem um meétodo
de explicacdo que ¢ simultaneamente pedagogico e divertido.

Introducao

O objectivo deste artigo ¢ apresentar um método
pedagogico e ludico de explicar aos alunos que a linha de
accdo da forca de reaccio normal a um plano nio tem
forcosamente que passar pelo centro de massa (CM) do
corpo. Esta questio pde-se, por exemplo, no caso de um
objecto colocado sobre um plano inclinado e deve ser
discutida apds o estudo da dindmica de rotacéo.
Naturalmente, ¢ sempre possivel apresentar a solucio
correcta do problema ab initio. Contudo, verificamos que
muitos alunos de mecanica do ensino superior (que, na
maioria dos casos, ja foram confrontados com a solucédo
correcta do problema) continuam a desenhar a reaccio
normal do plano sobre o corpo no centro de massa do
corpo. Surpreendentemente, uma grande percentagem
destes alunos desenha correctamente a forca de atrito
paralela ao plano e na linha que separa o corpo do plano
(ver Fig. 1).

Este facto levou-nos a ensaiar um jogo no qual o
professor e os alunos vao obtendo sucessivas conclusées

completamente absurdas que derivam do diagrama de
corpo livre proposto pelos alunos para descrever o
equilibrio estatico de um corpo sobre um plano inclinado
com atrito (ver Fig. 1).
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Figura 1 — Diagrama de corpo livre proposto frequentemente pelos alunos para
o estudo do equilibrio estatico de um objecto sobre um plano inclinado. O que

esta mal?
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Este método, que temos utilizado com algum sucesso, tem
trés vantagens:

1. A actividade tem caracter “ludico” e, por isso, serd mais
facilmente recordada.

2. Permite aos alunos perceberem imediatamente a razio
pela qual o diagrama de corpo livre da Fig. 1 tem que
estar errado.

3. Os alunos serdo confrontados com a eficacia das
demonstrac¢des por reducdo ao absurdo.

O primeiro absurdo

Consideremos entdo um objecto (por exemplo, um mavel),
homogéneo, de altura h e base b colocado sobre um plano
com inclinagdo, que néo desliza ao longo do plano devido
ao atrito [1]. O nosso objectivo ¢ levar os alunos a
concluirem que o diagrama do corpo livre da Fig. 1 esta
errado. Supomos que os alunos ja sabem:

a) Que uma for¢a que actua num corpo rigido pode ser
substituida por uma outra igual colocada num ponto ao
longo da sua linha de acgéo. Ela tem que ser igual para
provocar o mesmo efeito de translacio e tem que estar na
mesma linha de ac¢fio para provocar o mesmo efeito de
rotacfio. Alguns livros referem-se a este facto dizendo que
“uma forca pode ser deslocada ao longo da sua linha de
accdo”. Em particular, a forca de reaccdo normal da Fig. 1
poderia ter sido deslocada ao longo da sua linha de accéo
por forma a estar na linha de contacto entre o corpo e o
plano.

b) O peso deve ser desenhado no CM. De facto, o efeito de
todas as pequenas forgas graviticas verticais que actuam
sobre cada uma das particulas constituintes do corpo
rigido ¢ uma forga vertical colocada no CM.

c) A forga de atrito deve ser desenhada num dos pontos
de contacto e ¢é paralela ao plano de contacto.

Do esquema representado na Fig. 1 podemos deduzir a
seguinte equacdo da dindmica de rotacio:

Fa h/2=ICMG (1}

onde F,, Icps € O sdo, respectivamente, a intensidade

(o mddulo) da forca de atrito, o momento de inércia do
corpo em relacdo ao CM e a aceleracdo angular. Da ultima
equagdo deduzimos que
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porque F, e h sdo diferentes de zero. Concluimos assim
que o corpo roda! Isto é,

Absurdo I: Todos os moveis caem!
Por exemplo, uma tdbua de madeira com b = 100 m

(comprimento) e apenas h =1 cm (altura) desceria o plano
inclinado rodando.
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Qual tera sido a origem do erro? Sabemos que a forca de
atrito e o peso estdo bem. Também néo parece faltar
nenhuma forca. Assim, teremos de concluir que o erro sé
pode ter resultado do facto de a linha de accéio da reacgédo
normal ter sido desenhada passando pelo CM do corpo.

0 segundo absurdo

Em consequéncia do resultado anterior, propomos que se
desloque (necessariamente para a esquerda) a linha de
accdo da reacgdo normal ao plano de uma distancia x, por
forma a que seja viavel a hipdtese de o corpo nédo rodar
(ver Fig. 2).

0

Figura 2 — Linha de ac¢do da forca de reaccdo normal deslocada para a

esquerda de uma distancia x em relagdo ao CM do corpo.

A nova equacio da dindmica de rotacdo é agora:
F,h/2-Nx=Iya (3)
Esta equacdo ja admite o = 0, desde que x satisfaca

F,h hPsin® h
X=Xg=——=——=— g0 (4)
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Na terceira igualdade usamos o facto de que, no caso de
o corpo estar em equilibrio, as intensidades das forcas de
reaccdo normal e de atrito se relacionam com a intensi-
dade do peso (P) através das expressdes N = P cos 6 e
F,=P sin 0, respectivamente.

Ora, a Eq. (4) tem solugdo. De facto, dados h e 8 podemos
calcular o xo necessario para que o corpo esteja em
equilibrio estatico. Mas agora temos um outro problema,
pois esta equacio tem sempre solucio. Isto ¢, para
quaisquer valores de h e 6, a Eq. (4) permite calcular
sempre um valor de x,. Como tal, parece que afinal:

Absurdo II: Nenhum movel cai!

Por exemplo, podemos pegar na mesma tabua referida
anteriormente, mas colocando-a agora de pé (h = 100 m,



b =1 cm) e concluir que ndo tombard, por muito inclinado
que seja o plano! [2]

A solugdo de todos os problemas

A solugido do Absurdo II ¢ simples. Basta percebermos
qual ¢ o significado geométrico de x,. Uma construcédo
elementar mostra que X, ¢ a distancia que vai da normal
que passa pelo CM a normal que passa pelo ponto onde a
linha de accdo do peso corta a linha de contacto entre o
corpo e a superficie do plano (ver Fig. 3). [3]
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Figura 3 — Posicionamento correcto da forca de reacgdo normal.

Ora, a reaccio normal tem de actuar no corpo. Como tal,
X, ndo pode ser maior do que b/2; o caso limite ocorre
para um valor critico 8¢ = arctg (b/h). Assim, o corpo nio
tomba quando 6 < 8¢; tombando se 8 > B¢c. Agora os
alunos ja podem relaxar. Conseguimos o 6bvio: alguns
moveis tombam, outros nio. Para além disso, a Fig. 3
fornece-nos um método grafico para determinar qual dos
casos ocorrera para um dado mével (h e b) e uma dada
inclinagéo ().

Esta discussdo permite-nos entender também porque ¢ que
nio se pode equilibrar uma esfera num plano inclinado,
por muito pequeno que seja o valor de 6. De facto, uma
esfera perfeita e um plano perfeito tém apenas um ponto
de contacto. Como tal, ndo existe qualquer liberdade na
escolha da linha de accdo da reacgdo normal. Esta passa
necessariamente pelo CM (numa situagdo em tudo analoga
a da Fig. 1) e a esfera é forcada a rodar (ver Fig. 4).
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Figura 4 — Diagrama de corpo livre de uma esfera sobre um plano inclinado.
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A importancia do Principio da Conservagdo da
Energia

Para néo perturbar o ritmo da aula, deixdmos pendente
uma questdo relevante. Com efeito, demonstramos até
aqui que, quando 6 < B¢, é possivel encontrar um valor
de x (x = x,) para o qual o corpo nio caira.

No entanto, ndo demonstramos que a Natureza ¢ obrigada
a satisfazer este critério (embora o contrario implique as
consequéncias absurdas ja discutidas). Um método ele-
gante de fazer esta demonstracdo baseia-se na aplicagdo
do Principio da Conservagido da Energia [4].
Consideremos o esquema da Fig. 5 e suponhamos que

0 < B¢ , mas que a Natureza escolhia x < x,. Neste caso,
o corpo rodaria em torno do ponto A. Todavia, como

o corpo parte do repouso, a sua aceleracdo instantanea
s6 tem componente tangencial. Deste modo, a energia
cinética do corpo aumentaria porque este passa a ter
movimento, mas também aumentaria a sua energia
potencial gravitica porque a cota do CM aumentaria em
consequéncia do movimento. Isto violaria claramente

o Principio de Conservacido da Energia. Ainda mais
dramatica seria a situagdo em que x > X,, de que
resultaria uma rotag¢do em torno do ponto B. Concluimos
entdo que, para 0< B¢, a colocacdo da reaccdo normal
em X = X, ndo é opcional; é obrigatoria. Finalmente,
note-se que o movimento de rotagdo em torno do ponto A
¢ perfeitamente consistente com o Principio de Conser-
vacdo da Energia no caso em que 0 > 8, pois, neste caso,
a aceleragdo do CM (tangencial, no instante em que se
inicia a queda) ja corresponde a um decréscimo na cota
do CM. Deste modo, a energia cinética aumenta mas a
energia potencial gravitica diminui, o que ¢ consistente
com o Principio de Conservagdo da Energia.

ma,
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Figura 5 — Caso em que 8 < B¢ . A aceleragdo tangencial resultante da rotacdo

instantdnea em torno do ponto A conduz a uma violagédo do Principio da

Conservagao da Energia.

Concluséo

Durante este exercicio supusemos que a forca de atrito
estatico ¢ suficientemente elevada para que o corpo nunca
deslize ao longo do plano. A solucgéo correcta deste
problema para valores realistas dos coeficientes de atrito
estatico e cinético podera ser feita numa aula posterior.
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Queremos realcar ainda que este problema ¢ abordado e
resolvido de forma correcta em muitos livros de Mecanica
e também nalguns manuais de Fisica do 12° ano.

No entanto, os alunos continuam a chegar aos primeiros
(e, excepto em alguns casos, aos ultimos) anos do ensino
superior sem perceberem onde devem desenhar a forca de
reaccdo normal. Em nossa opinido, o diagrama de corpo
livre deve ser sempre desenhado correctamente, pelo que
propomos que este “jogo” seja apresentado logo no 12°
ano.

Por outro lado, também ¢é claro do que dissemos em

“0 primeiro absurdo”, alinea a), que o estudo do movi-
mento de translacdo nio ¢ afectado por este erro.

De facto, ¢ o movimento de rotacdo que “sabe” as linhas
de accio e, portanto, ¢ o estudo do movimento de rotacio
que ¢ afectado pelo erro da Fig. 1. E evidente que, quando
se estuda exclusivamente a translagdo, como acontece
nos 10° e 11° anos, se podem desenhar todas as forcas
(incluindo, portanto, a forca de atrito) no CM do corpo.
Contudo, no contexto do estudo do movimento dos corpos
rigidos, o referido diagrama néo ¢ o diagrama do corpo
livre correcto. O modelo que aproxima o corpo rigido por
uma particula material, colocada no CM, sujeita a todas
as forcas que actuam o corpo ¢ suficiente para descrever
a translacdo mas nio permite obter qualquer informagédo
sobre a rotacéo. E da confusiio destes dois modelos (um
no qual se aproxima o objecto por uma particula material
colocada no CM e outro no qual se aproxima o objecto
por um corpo rigido) que surge o erro que aqui discu-
timos.

A nossa esperanga ¢ que este método por redugdo ao
absurdo “choque” e divirta de tal modo os alunos que
estes nunca mais se esquecam dos procedimentos
correctos no caso de corpos rigidos. Com os nossos tem
resultado.
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NOTAS

[1] Existem muitos problemas em que podera surgir esta situacdo. Por exemplo,
um no qual se peca o coeficiente de atrito minimo necessario para que um
moével ndo resvale ao longo de um plano inclinado. Um outro problema
semelhante consiste no célculo da sobre-elevacdo de uma curva para que um
carro animado de uma determinada velocidade a descreva sem escorregar
nem capotar.

[2] Neste ponto devemos explicar aos alunos que apenas demonstramos a
existéncia de um valor de x (xo) para o qual o = 0. S6 no fim
demonstraremos que o Principio da Conservacdo da Energia impde a
Natureza a escolha forgosa deste valor de x (ver ponto 5). Fazé-lo aqui
destruiria o jogo.

[3] Esta era a solucéo obvia do problema. Com efeito, com a normal colocada
sobre esta linha de accdo, as linhas de accdo de todas as forgas interceptam-
-se no ponto O. Assim, os momentos de Fa, P e N em relagdo ao ponto O sdo
nulos (ver Fig. 3). Como tal, ndo ha rotago.

[4] Existe um método mais simples de demonstrar a inevitabilidade da escolha
X = Xo. Este método consiste em observar que, se o corpo rodar em torno do
ponto A (B), este sera o unico ponto de contacto e, portanto, o ponto onde
estara forcosamente aplicada a forca de reaccdo normal (ver Fig. 5).
Consideremos entdo o esquema da Fig. 5 admitindo que 6< B¢ e que a
Natureza escolhia x < xo. Neste caso, o corpo rodaria em torno do ponto A.
Consequentemente, a reaccdo normal estaria aplicada no ponto A (x = b/2)
violando a hipdtese de x < xo. Esta contradicdo s6 néo existira se xo = b/2
(6 = 6¢), caso em que o corpo rodara inevitavelmente. De forma idéntica se
conclui que x ndo pode ser maior do que Xo.

Em resumo, a Natureza so tem de facto duas opgdes: x = X (se xo < b/2) ou

x = bf2 (se xo = b/2).



