O TAMANHO C
A ANALISE DIM
FISICA

Existem na Natureza fenémenos complexos sobre os
quais ndo temos a sorte de possuir uma teoria adequada,
como port exemplo o escoamento turbulento de um flui-
do. No entanto, usando apenas as dimensoes das grande-
zas fisicas intervenientes, podemos extrair uma quantida-
de de informacéo extraordinaria. Embora pouco rele-
vante do ponto de vista de compreensio dos fenémenos
fisicos, esta informagio é extremamente util do ponto de
vista pratico e ajuda-nos a compreender melhor o pro-
blema em estudo [1]

Apesar de a turbuléncia ser um fenémeno ainda nio
totalmente compreendido, podemos saber a priors, igno-
rando completamente os detalhes do problema, por
exemplo, como se relacionam as forgas exercidas numa
dada superficie com a velocidade e a densidade do fluido.

O objectivo deste artigo ¢ mostrar que, recorrendo a ana-
lise dimensional, se podem conhecer relagoes interessantes
desconhecendo quase por completo a fisica dos fenéme-
nos em causa. Em particular, serdo abordados aspectos
relacionados com o tamanho, ou seja, como variam cer-
tas propriedades na matéria e nos seres vivos quando se
alteram apenas as suas dimensoes. Podemos assim respon-
der a questdes como: quanto varia a for¢a de impacto de
um projéctil ao reduzirmos a metade a sua densidade:
quanto tempo a mais ¢ preciso para cozer um bolo com
o dobro do tamanho de outro? No caso da biologia, exis-
tem fenémenos muito curiosos que podem ser compreen-
didos a luz da analise dimensional, como, por exemplo,
saber porque morre um homem numa queda de 10 m ao




passo que um pequeno rato sai geralmente ileso de um

acidente do mesmo tipo.

Existem inimeros casos na historia da ciéncia onde as
equacoes, antes de terem sido deduzidas, foram de certa

forma adivinhadas ou intuidas pelos seus autores.

Vejamos como isso nao ¢ muito dificil. Tomemos o exem-
plo da queda dos graves. Suponhamos que querfamos
determinar uma expressdo para a velocidade terminal do
objecto v em funcdo da altura & de que foi largado.
Como nio sabemos nada de Fisica apenas temos de
averiguar quais sao as grandezas fisicas relevantes. Neste
caso consideramos, além da altura, a aceleracao da gravi-
dade da terra g. Vamos entdo supor que V se escreve

como um produto:
X
v=ag'h’,
em que o ¢ uma constante sem dimensdes e X ¢ ) s30 ex-
poentes a determinar. Para esta equagio estar dimensionalmente

correcta, o lado direito deve ter as dimensoes de uma dis-

tancia sobre tempo (L/T), ou seja, dimensionalmente:
X
LT =(LT7) L.

Dagqui se tira facilmente que x + y =1, ¢ -2x = -1, ou seja

Portanto obtivemos a expressao da velocidade que pre-

v=agh.

Resta-nos determinar a constante ¢, que pode ser obtida

tendiamos,

quer experimentalmente, quer por uma analise detalhada
do problema. Através desta relacdo funcional reduzimos
a nossa ignorancia a mera determina¢do de uma constan-

te, 0 que ndo deixa de ser notavel.

Suponhamos agora que, erradamente, consideravamos
também a massa como uma grandeza relevante para este

problema. Entdo a equacdo dimensional ficava:
X
LT =(LT7) 'M°.

Pode verificar-se directamente que z = 0, ou seja, a velo-

cidade de queda de um corpo nido depende da sua massa.

E claro que esta expressio s6 é valida se desprezarmos a
resisténcia do ar. Se a considerassemos, terfamos novas
grandezas na expressio da velocidade. Elas seriam a den-
sidade do ar p, a massa do corpo m ¢ a area eficaz ex-

posta ao deslocamento 4. Ou seja,

v:f(p’M7A’h’g)'

Trata-se agora de um problema mais dificil de resolver
pois temos 5 grandezas e apenas 3 equacOes: uma para o
tempo, outra para 0 €spago ¢ outra para a massa. Para es-
tes casos existe um procedimento geral baseado no teo-
rema 7T de Buckingam que permite obter relagoes entre

quantidades adimensionais [2].

Podemos, no entanto, usar a intuicdo para reduzir a com-
plexidade do problema. Por exemplo, devido agora a pre-
senca de uma forma de resisténcia que aumenta com a velo-
cidade do corpo, a velocidade nao pode aumentar indefi-
nidamente. Logo a altura de queda, A, ndo deve entrar na
expressio da velocidade a partir de um certo tempo. Apos

eliminarmos /4 nio é dificil obter a seguinte expressio:

mg
v~ [— .

pA

Podemos verificar que esta equa¢ao esta correcta recordan-
do que a for¢a que um fluido exerce numa area 4 é pAV?
e que esta deve igualar a forga gravitica mg. A esta quanti-
dade chama-se velocidade terminal, que para o corpo
humano esta compreendida entre 150 a 200 km/h (Fig. 1).

Recorde-se que a densidade do ar ¢ cerca de 1 kg/m’.

13

GAZETA DE FiSICA



14

GAZETA DE FiSICA

A velocidade depende agora da massa mas nao da altura.
Isto significa que, na realidade, a velocidade do corpo au-
menta inicialmente de acordo com a equag¢io da queda

dos graves, mas que, ap6s algum tempo, ela ird estabilizar

num valor constante.

Como m ~ [, em que [ é a dimensio linear do corpo, e
A ~ I?, a velocidade terminal ¢ proporcional a \// : se
aumentarmos o tamanho de um objecto ele ira cair com
uma maior velocidade. Por exemplo, um elefante, que
tem uma dimensao linear cerca de 100 vezes superior a

do rato, terd uma velocidade terminal 10 vezes maior.

Mais uma vez a nossa ignorancia acerca de um fenémeno
complexo fica reduzida apenas a determinacio de uma

constante.

Vejamos mais um caso nao trivial: encontrar uma expressao
para a frequéncia de vibracio fundamental f, de uma
estrela. Usando o didmetro da estrela D, a sua densidade p

e a constante de gravitacio universal G, o leitor pode

obter facilmente a seguinte expressio:

r=cyp,

Fig. I: Um paraquedista em queda livre atinge rapidamente a

velocidade terminal.

em que C =0 \/E . Ou seja, a frequéncia depende ape-
nas da raiz quadrada da densidade e ¢ independente do
tamanho da estrela.

A analise dimensional é muito atil em engenharia para
analisar processos que envolvem por vezes dezenas de

grandezas fisicas.

O teorema 7 de Buckingam estabelece a possibilidade de
reescrever as equagoes que descrevem um dado fenémeno
em funcio de quantidades adimensionais, em nimero sem-
pre inferior a quantidade de grandezas fisicas envolvidas

no problema.

Ou seja, se tivermos um fenémeno descrito por uma
relacao funcional f(q,,q,,....q,) = 0, em que g; sdo
grandezas fisicas quaisquer, podemos sempre encontrar
uma relagio (7, 7,,...,7,) = 0, em que 7; sio grandezas
adimensionais, sendo que em geral m = n —3.

Algumas dessas grandezas adimensionais sio, por exem-
plo, o numero de Reynolds (Re = plv/ 1), em que p é a

densidade do fluido ¢ 1) a sua viscosidade.

A primeira vantagem de reescrever as equacdes com base
em quantidades adimensionais ¢ que reduzimos o nume-
ro de variaveis no problema (normalmente ficamos com
menos 3). Mas a principal vantagem talvez seja o facto
de, a0 reescrever as equacoes em funcio de grandezas
adimensionais, podermos estabelecer semelhancas entre
um modelo a escala reduzida e o protétipo real. Por
exemplo, para estudar as forcas exercidas pelo vento
numa ponte ¢ construido um modelo de dimensdes
reduzidas, tipicamente numa escala de 1:100, ou seja,
uma ponte com 1 km ¢ reduzida para 10 m. Para que os
testes com o modelo sejam validos ¢é preciso conhecer a
correspondéncia entre as forcas exercidas no modelo e
as correspondentes no protétipo. Se testarmos o modelo
com valores das quantidades adimensionais iguais a reali-
dade, ¢ com as mesmas condi¢oes de fronteira, entdo te-

remos uma equivaléncia directa.

Neste caso ha uma relagdo que pode ser facilmente
extrafda entre a forca do vento exercida na ponte modelo

e na ponte real.

Vejamos um outro exemplo. Se, num modelo de um arco
feito de aluminio a escala de 1:3, é necessaria uma forca
de 1 N para esticar a corda, que forca sera necessaria
aplicar num arco de ago de tamanho real? Como o
modulo de Young E ¢ dado por E = F /P, em que F'é a
forca aplicada, temos que a relacdo de forgas entre o
protétipo e o modelo K.=F prototipo /'F, modelo € dada
pela expressio:

(1Y
KF:KE/K,Z:g 3 =0,02 ,

onde K ¢ a relagdo dos moédulos de Young entre o
aluminio e o aco e K| é a relacao das dimensoes lineares
entre o protétipo ¢ o modelo. Ou seja, terfamos de
aplicar uma forca de 1/0,02 = 50 N.



Vamos agora ver algumas aplicacoes a0 mundo da biolo-
gia. Por que razio um rato consegue sair ileso de uma
queda de varios metros de altura enquanto um ser

humano fica esmagado?

Vejamos quanto vale a for¢a de impacto de um corpo de
massa m com velocidade v ao chocar com uma superficie
rigida:
2
Ap  my
At Ax

F

onde usdmos o facto de At = 2Ax / Av para um movi-
mento uniformemente retardado, sendo Ax o valor da

distorc¢ao linear provocada pelo embate do corpo.

Usando a lei de Hooke, F' = kAx, com k a constante de

elasticidade do material, fica

F=+kmv.

Usando a equagio da velocidade terminal de um corpo
em queda, a for¢a fica proporcional ao quadrado das di-

mensdes lineares do corpo (F ~ P) - lembremos que m ~ I.

Resta-nos saber como medir a taxa de destruicdo provo-
cada por uma for¢a num ser vivo. Iremos considerar a
distor¢do petrcentual Ax / [ no corpo do animal para

medir o seu "esmagamento". Entdo:

acii=fo ™y
W \k

Ou seja, quanto maior for o animal, mais serd ele "esma-
gado". Um animal com o dobro do peso terd dimensoes
lineares {/5 =1,26 vezes maiotes, ou seja um "esmaga-

mento" 26 por cento maior. Deixo para o leitor a tentati-
va de explicar por que razdo as criancas se magoam rela-

tivamente menos que os adultos numa queda.

Um outro exemplo interessante ¢ perceber por que razio
os animais nos climas frios tendem a ser maiores que
nos climas mais quentes. A razio ¢ que a perda de calor
dos animais ¢ essencialmente proporcional a superficie
enquanto o calor gerado é proporcional ao volume. Logo
a relagdo entre o calor gerado ¢ o calor perdido ¢ dada
por volume/4rea = I /I = I. Ou seja, animais maiores

perdem percentualmente menos calor.

Facamos finalmente uma aplicacdo a um problema de
conducio de calor. Consideremos o problema de saber o

tempo necessario para arrefecer (ou aquecer) um corpo a

uma temperatura no seu centro 7, , quando a sua super-

ficie esta a temperatura T . A relagdo que se obtém ¢é:

f E ,Fo,Bi |=0
T,
em que Fo = at /I é o nimero de Foutier e Bi = hl/k
¢é o nimero de Biot. As constantes sdo a difusividade tér-
mica a, a condutividade térmica k, e o coeficiente de
transferéncia térmica 4. Ou seja, dimensionalmente pode

escrever-se uma equagio para o tempo da forma:

2

/ T
t=—f| =2,Bi

afl T

N

Podemos agora responder a questio de quanto tempo
mais leva um corpo a arrefecer em relagao a um outro
nas mesmas condi¢cdes mas de tamanho diferente. O
tempo de atrefecimento é proporcional a 2. Vamos vet o
caso do arrefecimento do nosso planeta. Suponhamos
que uma esfera de 1 m de raio, com uma composicio
grosseiramente idéntica a da Terra, leva cerca de 10 h
para que a temperatura seja apenas 90 por cento inferior
a temperatura do centro, ou seja I,/T, = 0,9. Entio, pata
o centro da Terra (raio de 6400 km) arrefecer até 90 por
cento da temperatura da superficie levaria o tempo

10 (6,4 x 10°? = 4,1 x 10" hotas. O que daria 46,7 mil
milhoes de anos. Como a Terra tem apenas cerca de 4
mil milhGes de anos, podemos ficar descansados que tio

depressa nao ficaremos enregelados!

Sabe-se empiricamente que, com um bom grau de apro-
ximagcao, quase todas as grandezas referentes aos seres
vivos (chamemos-lhes X, que pode ser a forga, o ritmo
cardfaco, a taxa metabdlica, etc.) variam com a sua massa
da seguinte forma [2, 3, 4]:

em que Y=1/4 ou 3/4.

Com base nesta relacio vamos tirar algumas conclusdes.
Vejamos por que razdo uma formiga consegue levantar
varias vezes o seu peso, enquanto um ser humano nio.
Um animal de massa m possui uma forca dada por

— 3/4
F=cm

e ¢ menos que proporcional a massa do animal. Usando
o facto de um homem poder suportar duas vezes o seu
proprio peso, determinamos a constante ¢; = 60.
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Fig. 2: Quociente entre a poténcia necessdria para voar e a poténcia
exercida por um animal em funcao da sua dimensdo linear. A linha

horizontal marca o limiar acima do qual o animal ndo poderd voar.

Uma formiga de massa m = 0,1 g tera uma forca de 0,06
N. Como o seu peso é 0,001 N, ela consegue exercer

uma forga de cerca 60 vezes o seu peso! F por esta razio
que, em geral, os campedes de ginastica sao pessoas rela-

tivamente pequenas.

Note que estas relagdes ndo sio exactas. Elas resultam de
interpolagbes empiricas numa gama de massas de varias
ordens de grandeza. Devem por isso ser aplicadas com
algum cuidado, sobretudo quando se fazem extrapolagoes.
Por exemplo, o elefante africano é o maior animal ter-
restre, com uma massa da ordem dos 5000 kg. Usando a
expressio anteriot, a for¢a que ele pode exercer é cerca
de 35 000 N, ou seja apenas 70 por cento do seu peso -
ele nao seria capaz de se sustentar!

O maior animal terrestre, o braquiosauro, que viveu no
periodo Jurassico ha 140 milhGes de anos, pesava cerca
de 80 000 kg. Segundo a nossa expressio, este animal
devia ser capaz de exercer uma for¢a de 28 000 N, ou
seja apenas 30 por cento do seu peso. Embora se possa
aceitar que o elefante seja capaz de se sustentar com uma
forca de 70 por cento do seu peso, muito provavelmente
o braquiosauro nao poderia fazé-lo. Daf a hipétese de
esta ter sido uma criatura semi-aquatica, usando a impul-

sdo da dgua para suportar parte do seu enorme peso [5].

Vejamos agora, por exemplo, qual ¢ o peso maximo que
um animal pode ter para ser capaz de voar de uma forma
auto-sustentada. Para massas inferiores a 100 kg, a velo-
cidade maxima de um animal depende das suas dimen-

soes lineares da forma [6]:

v =8m" ~ 251 mis.

m;

Dado que a for¢a que um animal exetce é F' = ¢ym™, a

poténcia maxima de um animal ¢ dada entdo por

P=Fv=cl"*~15007""*

E conhecido empiricamente que a poténcia necessaria
para suportar uma estrutura voadora depende das suas
dimensdes lineares de acordo com a expressio [2]:

P~ 5000 /*
Combinando estas duas ultimas expressoes concluimos
que tera de haver um limite para as dimensdes lineares,

dado por I* = 1500/5000 (Fig. 2).

Resolvendo, obtemos a dimensio linear maxima que um
animal pode ter para ser capaz de voar, / = 0,20 m. Para
uma densidade de 0,5 g/cm’ esse valor corresponde a
um peso de 4 kg. Podemos ainda concluir que quanto
menor for o animal mais facilidade terd em voar, como é

o caso dos insectos.

Vamos terminar considerando ainda o que aconteceria se
a gravidade da Terra fosse 10 vezes maior. Tomemos,
por exemplo, o caso do coragdo. Como a poténcia neces-
saria para bombear um caudal de fluido Q a uma altura A
¢ P = pgOh, sc a gravidade fosse 10 vezes maior tetfa-
mos de ter um coragao dez vezes mais potente. Ou seja
um coracio 10" = 21vezes maior lembre-se da
expressao que relaciona a for¢a com a massa. O leitor
pode tentar determinar como se deviam alterar as pro-
porcdes do corpo nesta hipotética gravidade - serfamos
nés mais baixos e mais robustos? Deviamos ter uma

massa Ossea percentualmente maior?
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