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(7), vésolution de Iidentité, est un opérateur de projection avec les
propriétés suivantes
a) s()<s("), WV
£) &()=¢8(+0)
7) lim &¢()=0, lim &(»)=1.
A== A==

) nous permet d’associer i chaque intervalle fermé I[3'<<i<2'],
de R,, une projection §(I)=8(z")—&(%') et, par conséquent, & chaque
élément o de l'espace d'Hilbert, 1T, une fonction additive et non-néga-
tive d’intervalle Uy, (I)=|&(I)2]*. Uy(I),.de son coté, peut étre le
point de départ pour une mesure extérieure Uz (A), définie comme la
limite inférieure de XU, (I,) sous la condition ACZ2I].

Or, dans ce travail, notre but principal est: 1) de démontrer I'exis-
tence d’un opérateur de projection — F (A) — tel que

U3 (A) =B (A)o|l*,

pour chaque ensemble A de R, et pour tous les éléments 3 de 1;
2) d’étudier leur principales propridtés; et 3) d’en faire une application
A la Statistique Quantique.

1. Définition et construction de |'opérateur E(A)'. Nous considérons
successivement le cas d’un ensemble ouvert G, d’un G et d'un ensem-
ble quelconque A .

1 Ce fur Mousieur le Professenr Mira Fernandes qui m'a suggéré d’'étudier le probléme de
'existence d'un opératenr E (A); auparavant j'avais étudié seulement les autres propriétés
de U;. Aprés avoir derit cette note j'ai trouvé dans «Japanese Journal of Mathematics»
— Tokyo — Vol XV (1939) —pag 27 un travail de Y. Mizoguti— Abelsche Gruppe und
Funktionensystem oit ce méme opératenr est l'objet d'une étude systématique; mais la
méthode et le but de I'auteur sont différents de ceux que j'ai en vue.
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a) Ensemble ouvert G .
Dans ce cas, on peut écrire G=2I , }I ! étant une tamille dénom-
n

brable dintervalles fermés qui n'empidtent pas les uns sur les autres.
Kt &(2), n'ayant qu'un nombre fini ou infini dénombrable de points de
discontinuité, il est permis de supposer que Ug est une fonction con-
tinue ' dans les points extrémes de tous les intervalles I .

Dans ces conditions, nous obtenons *

[J; [:Ill-" = [‘—? (] Il]
et, par conséquent,

Uz ()=2Us(I)=3

u

e(Lye|l®
ou encore : .

U3 () =125 (W)} e

1
|

vu que ¢(L), n=1,2,... sout des projections orthogonales.
La projection demandée — F (G) — est done la somme 3¢ (L).

W

0) Ensemble Gy.

En considérant Gy comme la limite d’une succession monotone
décroissante d’ensembles ouverts — Gy—I1G, , G,CG,_, — nous obtenons
Us (Gy)=lim Uz (G,)=lim | E (G,) 2 ||?

d’olr

Us(Gy)=|

E(Gy)e|*, E ((i-a)mli:n E(G,),

car K ((:)| est une succession monotone déeroissante de projections,

¢) Ensemble queleconque A .
UZ(A) étant une mesure extérieure de A, il est possible de déter-
miner un ensemble ('#E\:f" tel que
%) A CTTE (%)
G'IDA, Uy(A)=Ug(Gy”).

Mais, si on assujettit o & parcourir une famille dénombrable |z |, on
peut construire un ensemble G5 tel que

GsDA, . Ug, (A)=U;, (Gy),

pour tous les éléments de |o, ! .

! 8. Saks — Theory of the Integral — Cap. 111 — (2.2} Theorem.
2 8. Saks — Theory of the Integral — Cap. 111 — (6.2) Theoremn.
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1l suffit de déterminer des ensembles Gy tels que

Gy DA, U (A)=Us,(Gy)

et d’en prendre le produit Gg=Iil Gy .

"

Supposons maintenant que }7, | soit une famille dense dans tout 'es-
pace H. Nous aurons

Uz (A)=Us (Gy)=[| E(Gy) 9

a

pour tous les éléments ¢ de H.
En effet, si on détermine un' nouvel ensemble Gy.  tel, que

Gy, DA et US(A)=US(Gy,), Us,(A)=Uln(Gy,),

on oaura

3

2

U2 (4)=|

B (Gy) g

vu que E(Gjg) et E(Gy,,) coincident en |g {, donc, dans tout espace
et, en particulier, pour I'élément ¢ qui figure comme argument de Gy, .

Nous pouvons, done, énoncer le résultat fondamental de ce travail :
& chaque ensemble A de R, correspond un opérateur de projection bien
déterminé — B (A) — tel que Ug(A)=||E(A)3]||*, pour tous Uespace
d’IHilbert; et la construction de B(A)=E(Gj) se fait & partir d'une
succession quelconque — | o, | — dense en H , par le procédé antérieure-

ment développé.

2. Propriétés principales.
(2.1) AcB—~E(A)<E(B),
A et B étant des ensemble de RR,.
En effet, nous avons Ug(A)<Ug(B), clest a dire, ||[E(A)g[*<

<|[EB)e||*, dot E(A)<E(B), vu que 2 est un élément arbitraire
de H. :
(2.2) E(A)-E(B)=E(B) EQA).

11 suffit de rappeler la définition de E et le fait que &(I').s8(I")=

=& (I').¢g(I'), T' et IT" étant deux intervalles fermés quelconques .

de R,. ‘
(2.3) E(A).E(B)=E(B).E(A)=E (AB),

A et B étant deux ensembles mesurables U pour tous les ¢ de H.
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En effet, hypotdse sur A et B nous permet d’éerire
Ug (A)+Ug(B)-=Ug (A+B)+ UL (AB)
pour tous les éléments ¢ de I; done
E(A)+E(B)=E(A+B)+E (AB).

Et si on fait la multiplication des deux membres de cette identité
par E(A), on obtient

E(A)-E(B)=E(AB).
En particulier, si les opérateurs E(A) et I (B) sont orthogonaux,

Popérateur E (AB), associé au produit des deux ensembles A et I
est identiquement nul.

¥

Turorime. Soit J Uintervalle mi-ouvert (3 <3.<3"); la mesure exté-
rieure Uy de J coincide avee U?(:T_), cest & dirve, Ug(J)= Us(J)-

En effet, si on écrit
<A< VCU<AZTVCEH <1'+0)

et si on fait intervennir des propriétés bien connues' de la fonetion
Ug(I), considérée en rapport avee la mesure extérieure correspon-

2(l); Pl p
dante U; on obtient
I ( H)___
d’oti, & la limite pour a——-O;

U2 ()= sl l=Uy (),

vu que &(2) est une fonction continue de 7 a droite de tous les points

de R,.

¢ Z[e@" +9—s () o],

COROLLAIRE. La mesure U de Uespace R, coincide avec le]*; len-
semble vide a une mesure nulle pour tous les o .

Pour ce qui se rapporte i R, , il suffit d’éerire

Us()=[1s (") —e@tel* SUsR)< 2 *

-t

et d’en prendre la limite pour ¥'=—co, i"= foo, vu que

1 pour 2=}
lime ()= 0 ;our il {pto]méte 7) -

1 8. Saks. loe. eit. (6.2) Theorem.
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Et si on prend‘pour %' un point de continuité de &(2) et si on écrit

Ug(@)=Il180)—s@) e’

on obtient. i la limite 7, —~ 3/,

— ey e B [ W

U3(0)<limU(J)=0, doit Ug(0)=0.

Ces deux résultats expriment encore que: 1(0)=-0, E(R,) =1
L’opérateur E jouit done d’un ensemble de propriétés

E(A)-]I(_B)z}:,(B]-Ia-{A)
E(0)=0, B(R)=1

qui correspondent i «), [5) et y) — opérateur &(I).
TukorEME. La mesure extérienre Uy d'un point 3 de R, est égale i
IteG—0)f 2 ]l*.

En effet, si on prend pour J lintervalle mi-ouvert (7,,7), avec
b, <} <X, on obtient, a la limite 2,77,

Um(}}—ilng(J ~NE@W—E0—0) |12

Il s’en suit, en particulier, que les points de continuité de &(2) sont

les seuls points de R, qui ont une mesure Ug, nulle pour tous
les o de 1I.

3. Application & la Statistique Quantique. Soit un élément de norme
unitaire et représentons par @ la grandeur physique qui admet &(3)
comme résolution de l'identité.

J. von Neumann, dans son livre Mathematische Grundlagen der Quan-
ten-Mechanik, p. 104, prend U(J)=|||8(2")—&(*){ ¢||* comme proba
bilité de la valeur . de &, 7 étant un point quelconque de I'intervalle
mi-ouvert (4 <1 <1"), et I'état physique de @ coincidant avec o.

Or, en égard aux propriétés de Uz, on peut généraliser cette défi-
nition, qui se rapporte i des ensembles d’un type trés particulier, les
intervalles J, et arriver ainsi a4 donner une signification precise a la
probabilité d’obtenir comme valeur de @ un point d’un ensemble A,

assujetti i la seule condition d'étre mesurable U, pour tous les
v de M.
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Il suffit de prendre pour valeur de cette probabilité la mesure exté-
rieure de I'ensemble A, c’est & dire, U (A).

En effet, les propriétés caractéristiques d’une notion de probabilité
sont satisfaites; et on vérifie immédiatement la coincidence des deax
définitions lorsque I'ensemble A se réduit & un intervalle mi-ouvert J .

Note. L’introduction de I'opératenr I (A) avec toutes ces propriétés
— celles que nous avons énoncé ici et d’autres encore (en rapport
étroit avec les conditions sous lesquelles un ensemble A est mesu-

rable Ug) nous permet de refaire I'étude des intégrales du type

[Foaus, [Fo)aves

ity it
Vy,4(I) étant la fonction de variation limitée (&(I)z, ). Il suffit d’y
appliquer la théorie générale des intégrales de Radon-Stieltjes, sous la
forme adoptée par S. Saks dans Uouvrage déja cité.
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