
  

PORTUGALIAE PHYSICA 

Vol. I— Fase. 3 — 1944 

MECANIQUE ALEATOIRE 

par G. Depesanr et Pa. WEHRLE (a Paris) 

1®8E PARTIE —LE CALCUL ALEATOIRE 

(Octobre, 1944) 

I—LES FONCTIONS ALEATOIRES 

1. L'idée statistique en physique. C’est 4 la fin du siécle dernier et 
au début de ce siecle que /’idée statistique, s’introduit avec succes dans 

la physique mathématique, avec la théorie cinétique des Gaz (Maxwell, 
Boltzmann), la mécanique statistique de W. Gibbs; la théorie du mou- 

vement brownien (Einstein, Smoluchowski). Elle a continué a y faire son 

chemin — bien que sous forme déguisée et indirecte — avec les nou- 

velles mécaniques (L. de Broglie, Heisenberg, Schrodinger, Dirac). 

En mécanique ondulatoire et en mécanique quantique, l’idée statistique 

ne se retrouve en fait que dans l’interprétation des résultats: elle n’est 

pas introduite a la base et l’on dirait que c’est presque 4 regret que la 

majorité des auteurs se trouvent contraints d’en tenir compte (conflit 
avec le détérminisme). 

En Mécanique des Fluides, bien que la complexité des mowvements 

tluides constatés de visu dans l’expérience quotidienne de tout observa- 

teur de la Nature (écoulement des riviéres, caprices du vent, évolution 
incessante des nuages, diffusion des fumées dans l’atmosphére, etc.) 

la suggére impérieusement, l’idée statistique ne se fait place que trés 
lentement a l’occasion du probléme de la «Turbulence». 

Les applications du calcul des probabilités 4 la physique ont donné 
lieu a des critiques sévéres, en particulier de la part de Duhem, le 

champion de |’énergétique axiomatique. Duhem n’avait pas entidrement 
tort; la théorie cinétique manque assurément de rigueur et contient de 

nombreuses pétitions de principe (ainsi la démonstration du célébre théo- 

réme H de Boltzmann doit étre considerée comme inexistante). 

Mais, tandis que le «Calcul des Probabilités» n’a guére été au début 
que l'étude raisonnée des jeux de hasard, la «statistique mathématique» 

d’aujourd hui est un corps de doctrine autonome tenant une large place
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au sein de la science mathématique. On pourrait la développer comme 

un important chapitre de la Théorie des Ensembles, sans que les mots 

«chasard» ou «probabilité» soient jamais prononcés. Pourtant il est utile 

de conserver ces expressions et de parler «en langage de probabilité» 

parce que le dessein profond de la statistique est bien de vouloir repré- 

senter les phénoménes du «hasard» dont nous avons par ailleurs la 

notion expérimentale. 

2. |'Algébre des Probabilités et |'Analyse Statistique. La statistique 
mathématique repose sur deux propositions que l’on appelle «les deux 

théoremes fondamentaux du calcul des probabilités» et qui sont bien plus 

réellement des axiomes. L’un donne la régle d’addition; l’autre, la 

régle de multiplication des probabilités. Ils permettent de construire 

la statistique mathématique par voie entitrement déductive, au méme 

titre que la géométrie d’Euclide est déduite de ses axiomes ou postulats 

de base. 
Lorsqu’on veut appliquer ensuite la statistique 4 des phénoménes con- 

crets, il se pose comme dans toute science appliquée, la question de 

savoir si les objets natureis dont on s’occupe sont représentables et 

dans quelle mesure, par les concepts idéaux. En statistique, cette ques- 

tion prend la forme précise de l’assimilation des fréquences aux proba- 

bilités, qui constitue la préoccupation centrale de la statistique appliquée. 

Il faut bien se garder se croire qu’il s’agisse 1a d’une infirmité parti- 

culiére & la statistique: elle est commune & toutes les applications. 

L’analyse n’apporte pas au physicien le moyen de discerner quel est 
Vélément qu’il peut traiter comme infiniment petit ni la mécanique 
rationnelle 4 Vingénieur la critique qui lui permette de décider si un 

corps de petites dimensions peut s’appeler un «point matériel». 
C’est en fin de compte la réussite a posteriori du schéma employé 

et son pouvoir d’explication, qui justifieront le bien fondé de l’assimi- 

lation de l’objet réel & l'objet mathématique. 

Les deux axiomes fondamentaux du calcul des probabilités permettent 

d’édifier une «Algébre des probabilités». Il convient d’attirer tout de 
suite l’attention sur le fait que la reégle de multiplication de cette Algebre 
(axiome des probabilités composées) est énormément plus générale que 

celle de l’algébre ordinaire. En effet, la probabilité (a,b) pour que 

deux évonements a et b de probabilités individuelles (a) et (6) se réa- 
lisent n’est pas égale a (a)(b). Les probabilités ne se multiplient pas 

comme les nombres algébriques. Il intervient dans la combinaison de 

deux probabilités une circonstance qu’il ne faudra jamais perdre de vue 

et qui contient en puissance toute la théorie de la corrélation: c’est 

 



  

MECANIQUE ALEATOIRE 97 

que (a,b) ne peut pas se déduire de (a) et de (b). En fait, la proba- 

bilité (a, b) égale au produit de (a) par la probabilité (d/a) qui est celle 

de 6, quand a s’est produit. Cette probabilité (b/a) est un élément 
entitrement nouveau, nullement inclus dans (a) et (d). 

Ce n’est que dans le cas ott les é6vénements a et b sont indépendants 
que l’on a: 

(b/a)=(6) 

(a, 6)=(a) (0). 

L’algébre des probabilités rejoint alors l’algébre ordinaire. 

Il y a lieu de reprocher a presque toutes les applications qui ont été 

faites du calcul des probabilités — particuliérement en théorie cinétique 

—de s’étre presque toujours systématiquement cantonnées dans ce cas 

pour des raisons évidentes de facilité. Outre que la nature physique du 
probleme ne permettait souvent pas d’introduire l'hypothése d’indépen- 

dance, on repoussait ansi la notion fondamentale de corrélation, se pri- 

vant du pouvoir d’explication élargi que comporte la nouvelle régle de 

multiplication. Ne nous y trompons pas, une des raisons de la réus- 

site des nouvelles mécaniques est, en représentant les grandeurs physi- 

ques par des matrices ou des opérateurs, d’avoir généralisé |’algebre en 

se libérant de la commutativité de la multiplication. 

En possession d’une c«algébre», on en déduit une «analyse» par 

Vopération de passage « la limite. C’est précisement la voie qu’ont 

suivie les travaux modernes de statistique mathématique (Fréchet, Paul 

Lévy, Cramer, Kolmogoroff, Khintchine, Slutzky, etc.). 

La notion de limite en statistiqne est plus complexe qu’en analyse 

classique. 

En gros, on peut dire qu’il y a deux espdces de convergence: 

L’une, qui méconnait ou ne fait pas intervenir la corrélation, con- 
cerne la convergence de la loi de probabilité individuelle d’une variable 

aléatoire ' vers une loi limite; 

Les autres * faisant intervenir la corrélation, sous telle ou telle forme, 

eoncernent la convergence d’une variable aléatoire vers un nombre ' 
aléatoire limite, en se préoccupant que «/’écart statistique» entre la 

variable et sa limite tende vers zéro. 

et par suite: 

‘Un nombre aléatoire est, & notre sens, un nombre indéterminé, susceptible de 

prendre une série de valeurs (qu’on peut toujours supposer étre l'ensemble des nom- 

bres réels) avec des probabilités données. Lorsque ce nombre aléatoire dépend d’un 
indice on d’un paramétre, il devient une variable aléatoire. 

2 Convergence en probabilité, convergences en moyenne. 
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Ces deux sortes de convergence et les nuances que présentent la 

seconde offrent un choix d’orientations & donner a l’analyse statistique. 

3. les fonctions aléatoires. Une fonction aléatoire s’obtient en fai- 
sant correspondre 4 chaque valeur d’un paramétre t, un nombre aléa- 

toire X/t. 

Ce n’est pas seulement—comme une conception hative pourrait le 

faire croire—une variable aléatoire dont la loi de probabilité indivi- 

duelle varie avec ¢. Une telle conception ne créerait pas une fonction, 

car elle laisserait dans l’ombre la connexion entre les valeurs successi- 

ves prises par la variable aléatoire X/t. En quelque sorte, la fonction 
aléatoire équivant a la loi de probabilité conjuguée : ‘ 

P(X) piggy 0% BP ty byes bdr, datos dx, 

pour que les variables aléatoires X/t, , X/t,,---X/t,, prennent les valeurs 
courantes x, x,---2, et ceci pour toute ualeur de n. C’est donc une 

fonction d’un infinité de variables, cette infinité pouvant avoir d’ailleurs 

la puissance du continu. 

Il est facile de former analytiquement des fonctions aléatoires. 
Soit : 

f(a;0,¢,+--t) 

une fonction «certaine» * d’un nombre fini de variables a,b,c, et d’un 

parametre t¢. Remplagons a,b,c, par des nombres aléatoires A,B,C. 

Alors f devient une fonction aléatotre de t. Cette fonction est de 
nature un peu particuliére: elle erée une sorte de séparation entre le 

caractére fonctionnel et le caractére aléatoire. 
Ainsi, le cosinus aléatoire (oscillateur) : 

X=A cos (Qt+ ®) 

ot A,Q,® sont des nombres aléatoires, dérive immédiatement de la 
fonction circulaire classique : 

x=acos(wt+o). 

Mais il est bien visible que ce genre de fonctions ne représente pas 
la fonction aléatoire la plus générale. 

' Ponr plus de généralité nous devrions parler de la fonction des probabilités totales 

(ou de répartition) F (a, x, +++ «,; t,t ---¢4,) qui est la probabilité des inégalités 

X,<a,,X,<a,,-+-X,<a,. Mais pour ne pas troubler un lecteur qui serait peu 

familier avec cette notion, nous emploierons la fonction de distribution (ou loi de pro- 
babilité) F chaque fois qu’il ne sera pas indispensable de faire autrement. 

? Liadjectif «certaine» est ici opposé a «aléatoire». Le sens de ce terme sera 
éclairei un peu plus loin. Disons pour le moment que / est une fonction continue 
des variables qu'elle renferme.
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Au lieu d’employer la loi de probabilité conjuguée F , on peut aussi 

définir une fonction aléatoire par son moment linéaire: 

V'=X/t, Xt,--- X/t, 

qui est, en quelque sorte, pour une fonction aléatoire, l’équivalent de 

la fonction caractéristique pour un nombre aléatoire, puisqu’elle per- 

met comme elle de trouver tous les moments statistiques qui peuvent 

nous intéresser; on fait apparaitre telle puissance qu’on désire en con- 

tractant convenablement les indices, par exemple: 

xX} X,=r, (t, rt; t,) 

Dans la pratique, une fonction aléatoire sera la plupart du temps 

suffisamment définie par les moments suivants : 

Valeur probable: X 

écart type: yn 

X'=X—X, étant la partie purement aléatoire de X, 

moment rectangle: X{ X; 

qu’on remplace souvent par le coefficient de corrélation correspondant : 

— XX. 
VX2VX" 

Ces moments seront considérés généralement comme continus et dért- 

vables. Ce sont eux seulement ou des fonctions macroscopiques analo- 

gues qui doivent figurer dans les équations aux dérivés partielles de la 

physique mathématique. 

Cette cunception de la fonction aléatoire est purement statistique et se 

refuse & analyser sa structure intime, envisagée du point de vue de la 

théorie générale des Fonctions. Nous allons, au contraire, examiner a 

présent cet autre aspect de la fonction aléatoire. 

  

4. la génese expérimentale du concept de fonction aléatoire. C’est 
Vétude expérimentale de la structure fine des éléments météorologiques 
qui nous a amené a l’idée que les fonctions ordinaires de l’analyse — 
continues et dérivables — étaient absolument impropres a représenter les 

phénoménes naturels. Ce n’est pas parce qu’un instrument enregistreur 

de sensibilité insuffisante tracera une courbe représentant — disons la 
vitesse du vent— qu'il doive s’ensuivre que cet élément est dans sa 

nature intime une fonction continue et dérivable du temps. On peut au 

contraire en douter fortement lorsque, étudiant le méme phénoméne 
avec des instruments de plus en plus sensibles, on voit l’aspect du
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diagramme changer du tout au tout avec l’échelle d’observation et, si 
nous nous servons d’un instrument procédant par pocntés, nous obte- 
nons un nuage de points qui ne suggdre en aucune facon Vidée d’une 
courbe. Il y a tout lieu de penser, au contraire, qu’a échelle trés fine, 
les grandeurs physiques sont des fontions totalement discontinues du 
temps, par exemple des fonctions de Baire de classe deux. 

Si l’on veut calculer la valeur moyenne d’une grandeur dont la varia- 
tion est représentée sur un diagramme par un nuage de points, il ne 
viendra 4 personne de sensé lidée de réunir les points sucessifs par des 
traits continus et de planimétrer la courbe extrémement hachée ainsi 
réalisée, avec un intégraphe. L’opération serait fort longue et peu pré- 
cise et de plus on peut se demander si les valeurs de l’élément entre 
deux pointés successifs ont quelque chance de s’interpoler sur le trait 
continu par quoi nous jes avons arbitrairement joints. En langage 
mathématique cela veut dire que nous sommes en présence d'une fonc- 
tion qui n’est pas intégrable au sens de Riemann. Le symbole: 

1 t+T 

= f f(s)ds 
t—T 

n’a en pareil cas aucun sens. 
Une personne raisonnable procédera autrement: elle tracera une 

série de bandes horizontales correspondant 4 des valeurs de l’ordonnée 
f comprises entre fi et fit+df. Dans chacune de ces bandes, elle 
comptera le nombre n, de points qu'elle contient et calculera la moyenne 
par la formule: 

= 20 ff, 
fae 

>. 
i 

Elle fera ainsi une intégration au sens de Lebesgue, procédé plus 
puissant que celui de Riemann et qui— mathématiquement parlant — 
s’applique a toutes les fonctions de Baire. 

Ces suggestions de l’expérience nous conduisent tout naturellement 
a uns nouvelle conception des fonctions aléatoires. 

Soit X/t=f(), une fonction totalement discontinue et intégrable au 
sens de Lebesgue: c’est done une fonction de Baire, de classe supé- 
rieure ou égale i 2. 

Placons nous a un instant ¢, et soit dé, un intervalle & cheval sur ¢,. 
Dans cet intervalle dé, qui a la puissance du continu, la fonction f (t) 

prend une infinité de valeurs numériques, pouvant d’ailleur couvrir tout 

le champ des nombres réels. On dispose done d’une série d’épreuves 
suffisantep. our pouvoir cestimer» le nombre aléatoire X,. 
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Désignons par d,¢ la mesure de l’ensemble des valeurs de ¢ pour 
lesquelles X, est compris entre X, et X,+da, et considérons la quotient : 

d,t 

dl, 
C’est un rapport positif et au plus égal a l’unité. 

Lorsque dt,->0, il en est de méme de d,¢ et le rapport prend la 

—T a. 0 
forme indéterminée . 

Si ce rapport tend vers une limite lorsque dt,~0 cette limite est 

nécessairement comprise entre 0 et 1. Nous disons qu'elle est la pro- 

babilité p, de Vinégalité: 

eS X, <a,-+ de, 

Ainsi avons nous défini avec rigueur la loi de probabilité en un point, 

de la fonction aléatoire X/t. 
De la méme manfére, on peut définir la loi en deux points ¢, et ¢,. 

On considére pour cela la mesure d,,¢ de l’ensemble des valeurs de ¢ 

pour lesquelles les inégalités : 

v,< X,<x,+dz, 

x,<X, <2,+de, 

sont simultanément satisfaites. 
La probabilité conjuguée de ces deux inégalités est le limite du 

rapport: 
d,t ij 

dt, dt, 
  

lorsque dt, et dt, tendent vers zéro. 
Cette limite, si elle existe, est un nombre positif inférieur ou égal a 1. 

La définition s’étendant évidemment & un nombre quelconque de 
points, nous constituons ainsi une fonction aléatoire conformément a 

notre premiére conception. 
On apercoit le gros intérét du nouveau point de vue. II n’est pas 

besoin, pour parler de la loi de probabilité 4 un instant donné d’imagi- 

ner une série de syst¢mes identiques (conception de Gibbs). L’évolu- 
tion d’un seul systéme, pourvu qu’elle soit trés discontinue, suffit a 

créer cette notion. 
Dans la conception de Gibbs, l’un des systémes individuels serait par 

exemple loscillateur : 
x=acos (wt +) 

ou a,o,9 sont des nombres déterminés.
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Pour créer la notion statistique, il faut que nous envisagions tout une 

collection d’oscillateurs pour lesquels a,#,% ont toutes les valeurs 

possibles, de fagon que ces paramétres deviennent des nombres aléatot- 

res, A, 2, ® définis par la loi de probabilité : 

F (a,w, 93%) 

Dans la conception qui vient d’étre exposée, l’observation ne permet- 

trait pas de suivre un individu déterminé, de sorte que pendant un 

temps At les mesures faites seraient relatives 4 tous les oscillateurs de 

la collection et chacun aurait été rencontré avec une fréquence égale 

asa probabilité. Ainsi, imaginons dans un gaz de molécules, un instru- 

ment trés fin qui mesure Ja vitesse des molécules qui passent en un 

point fixe: les observations de cet instrument seront relatives i toute 
une série de molécules différents. 

Examinons le cas particulier d’une fonction continue du temps 
(classe O de Baire). 

La mesure de l'ensemble des valeurs de ¢ pour lesquelles 

r,<X<a,4+dz, 
est: 

égale a dt, si x,=f (t,) 

nulle pour toutes autres valeurs de a-,. 

Lorsque dt,>0, dx—0 (continuité); par conséquent la probabilité 
pour que X, ait la valeur f(t,) est égale 4 l’unité et celle que X, ait 
une valeur différente de celle-li, est nulle. 

C’est pourquoi les fonctions de la classe 0 de Baire méritent le nom 
de fonctions certaines. 

Rien n’est changé pour une fonction de classe 1, continue sauf sur 

un ensemble de mesure nulle. Seules comptent les valeurs de la fone- 

tion pour les points ot elle est continue et celles-l4 ont une probabilité 

égale 4 l’unité. Ces fonctions sont donc aussi des fonctions certaines. 

Dans une mesure expérimentale, avec un appareil trés sensible pro- 
eédant par pointés, on détermine la probabilité p,, par une cestima- 

tion statistique»’ On choisit, ’ cheval sur l'instant ¢,, un intervalle de 

temps At,, relativement petit, mais assez grand cependant pour con- 
tenir un trés grand nombre x de points. 

Si n, est le nombre, parmi ces points, de ceux qui ont fourni une 
valeur de X,, comprise entre les limites x, et x,+-dx,, on cestimera» 

At, 
fraction comme étant la probabilité que X, ait la valeur x,. Avec les 
«instruments statistiques» du genre de ceux que nous avons fait réaliser 

0. . n 
par la fraction = et lon adoptera la valeur de cette   le rapport 
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. : P : i . P n; 

\ Observatoire Aérologique de Trappes, la détermination de — se 
n 

faisait en analysant au microphotométre le noirctssement d’une plaque 

impressionnée par un spot lumineux commandé par lorgane sensible. 

Il y a lieu de remarquer que l’interprétation de la mesure expérimen- 

tale donne lieu 4 deux sortes d’approximations. 

La premitre, qui est de nature mathématique, consiste 4 remplacer une 

limite par une valeur approchée de cette limite, comme l’on fait par exem- 

ple en substituant au coefficient angulaire de la tangente, la pente d’une 

sécante reunissant deux puints trés rapprochés. Ce genre d’approximation 

est le seul qui existe en physique mathématique classique ott les dérivées 

sont pratiquement évaluées par le rapport de deux accroissement finis. 

La seconde aproximation est de nature statistique: elle tient dans la 

substitution d’une fréquence & une probabilité, tout comme pour se 

rendre compte de la proportion de boules blanches dans une urne de 

contenu ignoré, on compte le nombre de boules blanches extraites dans 

une série suffisamment prolongée de tirages. 

Prenons l’exemple d’une molécule de la théorie cinétique. Elle accom- 

plit des trajets rectilignes successifs brisés par les chocs avec les autres 

molécules. Ces chocs sont extrémement nombreux et dans un intervalle 

macroscopiquement petit, mettons de l’ordre du 1/1000° de seconde, 

il s’en produit un nombre prodigieusement grand. Pendant cet inter- 

valle de temps, la molécule prend un grand nombre de fois toutes les 

vitesses possibles et les fréquences avec lesquelles ces vitesses sont 

observées permettent d’estimer la loi de distribution des vitesses 4 un 

instant macroscopique défini 4 1/1000° de seconde prés. Quand une 

molécule est en choc, sa vitesse n’est pas définie, mais cela n’a aucune 

importance car la durée totale des chocs forme un ensemble discret, 

done de mesure nulle. 

5. Nécessité des moyennes stochastiques. Ce n’est pas par un 

simple caprice de l’esprit que l’on doit substituer aux moyennes tem- 

porelles (intégrales de Riemann) : 

1 FO= = 

des moyennes stochastiques (intégrales de Lebesgue-Stieljes) : ' 

X= xd (zx). 

' ¥ est ici la fonction de répartition. Avec la fonction de distribution notre inté- 

grale s’écrirait: X= if oF (x) dex. 

‘~ 
ft 

9
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En effet, une des propriétés essentielles de la moyenne, qui est une 

grandeur macroscopique, est de demeurer inaltérée si l’on répéte sur 

elle l’opération de moyenne, c’est A dire qu’elle jouit de la propriété: 

fay 
Or, en dérivant Vintégrale de Riemann, on obtient: 

df f(t+T)—f(t—T)_ af _ ft+N—F0—D   

dt 2T dt 2T 

donc en posant: 

IM=fO-LO 

g(t+T)=g (t—T) 
ce qui prouve que g est une fonction périodique de période 2T et, 

comme elle est intégrable au sens de Riemann, elle posséde au plus une 

infinité dénontrable de discontinuités: C’est done une série trigonomé- 

trique de période fondamentale 2T, dont le terme constant est nul 

on obtient: 

car g=0. 

Ainsi, la conception des moyennes par une intégrale de Riemann 

réduit-elle singulitrement la classe des fonctions par lesquelles on 

entend représenter les phénoménes naturels. En fait, ces fonctions 

sont celles que nous avons appelées «certaines». 

Mais, il y a plus: les moyennes temporelles prises dans un intervalle égal 

ila période sont nécessairement des constantes. I] n’y aura done aucune 

possibilité de représenter des phénoméenes macroscopiquement évolutifs. 
Allons encore plus loin: soit X la cordonnée d’une particule fluide. 

La dispersion : 

aa 1, = 
X"()= 5 | (X/s—X) ds 

_T 

est une constante. 

Si Von considére la particule fluide située a un instant initial donné 
(t=0) en un point donné, on a: 

X*H=xX*O)=0 
ce qui veut dire qu’il n’existe pas de diffusion a Vintérieur du fluide. 

Ainsi a-t-on supprimé au fluide le caractére «turbulent» dont il s’agis- 

sait précisément de faire ]’étude. 

I] va de soi qu’avec les moyennes stochastiques toute difficulté de ce 

genre disparait car la propriété f—=/ est pour elles une pure identité 
qui n’apporte aucune espéce de restriction 4 la nature de Ja fonction /.    
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II—LA DERIVEE ALEATOIRE 

6. Les fonctions aléatoires dérivables. Les premiers travaux qui ont 
porté sur les fonctions aléatoires (sans en prononcer d’ailleurs le nom) 

— processus A éléments aléatoires indépendants, probabilités en chaine — 

ont considéré les cas ot la loi de probabilité F, se décomposait en un 

produit de fonctions contenant chacune un nombre moindre de variables. 

Ainsi, dans le schéina de la chaine simple (Markoff): 

Fe, (2°, y Layee v,)= F, (x,) F, (x, ’ x,) F, (x, ? X,) re Hy (x, ’ #4) ° 

Malgré ces simplifications, |’étude des fonctions aléatoires donne lieu 

i des problémes compliqués en dépit d’une forte perte de généralité. 

A notre avis, il faut chercher les simplifications dans une autre voie 

et surtout sans attenter & la corrélation. 
De méme que l’analyse classique. en présence des possibilités indéfi- 

nies auxquelles laissait place Vidée la plus générale de fonction, s’est 
attaquée intuitivement d’abord A celles qui lui paraissaient jouir des 

propriétés les plus simples: les fonctions dérivables, de méme la voie 

féconde de l’analyse statistique sera de reconnaitre et de définir celles 

parmi les fonctions aléatoires auxquelles on peut étendre l’opération de 

dérivation, de maniére 4 pouvoir utiliser les outils puissants et tradi- 

tionnels de l’analyse mathématique. 
Ainsi, Cauchy abordant l’étude des fonctions d’une variable complexe, 

a-t-il sagement choisi celles qui admettent une dérivée: les fonctions 

monogenes. 

7. La différentielle aléatoire. On considére la fonction aléatoire X/t 
du paramétre ¢ et l’on préte généralement aux moments simples et con- 

jugués relatifs & cette fonction, des propriétés de continuité et de 
dérivabilité assez larges. On se propose d’étudier la nouvelle fonction 

aléatoire qu’est l’accroissement : 

Z/t,h=X/t+h—X/t, 

d’examiner les conditions pour qu’elle soit infiniment petite avec h 

(différentielle aléatoire) et d’étudier son ordre d’infinitude en h. 
Sa valeur probable: 

Z/t,h—=X/t+h—Xjt—n eon 9 
dt 

est, en tous cas, un infiniment petit de l’ordre de h, lorsque la valeur 

probable de X est une fonction (certaine) dérivable. 
Passons A l’écart type; on ne diminue pas la généralité du probléme  



renee 
en supposant X de valeur probable nulle (variable purement aléatoire). 
Alors: 

| Bt, h=o (t+h)+o7(t)—2r(t, t-+h)o(t)o(t+h) 

g(t), désignant l’écart type de X et r(t,t+h), le coefficient de corré- 

lation entre X/t et X/t+h. . 

g(t) sera supposé étre dérivable tant que le besoin s’en fera sentir, 

et si nécessaire, analytique. 

z(t-+h) admet alors un développement de Taylor: 
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o(t+-h)=o+ho'+ ' ee 

Pour que Z* svit infiniment petit avec h, on voit qu’il est nécessaire 

et suffisant que r(t,¢+h) soit uniformément continue pour h—0O, ce 

que nous écrirons: 
r(—0)=r(+0)=r(0)=1 

Soit done « Vordre d’infinitude de (1—r); on peut représenter 7 par 

le développement suivant : 

r(t,t+h)=1—2()|h|*—|h|* 9(t, h) 

o(t,h), étant une fonction qui tend uniformément vers zéro avec h. 

8. Symetrie du coefficient de corrélation. 7 est une fonction symé- 
trique par rapport aux variables ¢ et t+h. Il en résulte entre o et 2 

la relation : 
2. (t+h)—A(t)=9(t, h)—9(t+h,—h). 

Cette relation montre que la fonction 9 jouira généralement des pro- 
priétés de continuité et de dérivabilité que l’on prétera 4 la fonction 2. 

Supposons celle-ci analytique (ce qui est conforme 4 notre idée que 
les fonctions macroscopiques doivent étre considérées comme telles) 
et soit: 

(LEA (D+hU (+ 9" QE 
son développement de Taylor. - 

Soit d’autre part: 

9(t, h)=), (t)h+),(t) +), () BL 
o(t-+h,—h)=—hi), (t+h) +h"), (t+h)—h*),(t+h)+--- 

=i, h+(¥y—2,) B+ 7 a +) Wee. 

En portant ces développements dans la condition de symétrie, on 
obtient par identification les relations suivantes :
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=i, 
3" 7 

9! 
” 

su ’ Ooi 
rs a rs / os 
— =2),—7,+-+ ou 27,—4,.=——— 3 5 
6 nd 3 

Les coefficients de 9 gardent encore, malgré ces relations, un grand - 

caractere d’arbitraire, car les % d’indice pair disparaissent dans la 

différence des deux fonctions 9. Ainsi les deux premiéres relations 

(dont la seconde est une conséquence de la premiére) déterminent 2, , 

puis ?, peut étre choisi arbitrairement et la 3°" relation détermine 

},ete. D’ailleurs dans le cas ott r ne dépend que de h (stationnarité), 

toute fonction paire de h satisfait aux conditions de symétrie. 

On obtient done, d’une maniére générale, le développement suivant 

pour r: 

r(t,t-+h)=1—|h 2 -1a|*| Darna | 

les coefticients 2 et leurs dérivées étant liés entre eux par certaines 

relations. 
Dans le cas de stationnarité, on a la forme: 

r(t,t+h)=1—2|h|"—|h|* [WIA +e] 

les ) étant des constantes qui ne sont soumises jusqu’a nouvel ordre 

qu’a la condition d’assurer la convergence du développement. 

Si l’on assujettit r a la condition d’étre analytique, la seule forme 

possible de son développement est («—2) (car|h |* n’est pas analytique) : 
  

r(t,t+h)=1—7(t) — MY) W—), (t)hi+- ++: 

On pourra appeler analytiques les fonctions aléatoires admettant un 

coefficient de corrélation de cette forme. 

Aux fonctions analytiques stationnaires (en abrége ana-stat) corres- 

pond le coefficient de corrélation : 

r (h)=1—AR—),h'+ --- 

9. Les conditions de cohérence. Il est bien connu que les coeffi- 

cients de corrélation de n nombres aléatoires pris 2 4 2 ne peuvent 

étre choisis arbitrairement. Les conditions qu’ils doivent remplir et 

qu’avee Yule nous désignerons par «conditions de cohérence» ont une 

origine qui n’est nullement mystérieuse: elles expriment simplement le
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fait qu’une probabilité ne saurait tre négative. On peut s’en rendre 
compte en partant de l’inégalité de Bienaymé-Tchebicheff : 

: x 

qui entraine X?>0. 
Choisissons : 

X=) ?,X, Xi =1. 
La forme quadratique : 

a Zire hd, 

ne peut étre négative; donc tous les déterminants A,=|7,| sont >0. 
On satisfait aux conditions de cohérence en prenant pour les r,, les 

cosinus des angles formés par n vecteurs unitaires 1, : 

r,,=cos(/,,/,). 

Le déterminant A, est le carré du volume du n-vecteur construit sur 
les vecteurs unitaires /,. 

On déduit de cette représentation : 

1") que A, >A, 
2") done que A,<1 car A=] 
3°) que si A. ,=0, A =O pour p>n. 
La limite de A, quand  augmente indéfiniment est zéro, sauf le cas 

singulier oi, 2 partir d’un rang fini, les nombres aléatoires ne sont 
plus corrélés. 

A nest égal & 1 que si: 
feet. (symbole de Kronecker) 

Il suit de l’existence de ces conditions de cohérence qu’une fonction 
paire r(t,—t,)=r(h), de module inférieur & l'unité, ne peut représenter 
le coefficient de corrélation d’une fonction aléatoire stationnaire X/t 
que si — pour tuut n—n valeurs quelconques de r(h) satisfont aux 
conditions de cohérence. S’il en est ainsi, nous dirons que la fonction 
est «un 7». 

La premiére condition de cohérence est r?(t »t+h)<1. 
La seconde est:   1 r(t,t+h) r(t,t-+h+hk) 
A,=| = r(t,¢+h) 1 r(tth,t+hk) |>0 

r(t,t-+h+h) r(t+h,t+k) 1 

1—r*(t,t-+h)—r'(t+h,t+hk)—r (¢ ,#e-h+hk)+ 

soit en développant: 

+2r(t,t+h)r(t+h,t+h)r(t,t+h+h)>0.
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Pour alléger les calculs, étudions d’abord le cas de stationnarité : 

A,=1—r* (h)—1° (k)—9r? (A4-k)+2r (h)r (k)r(h+k). 

Si h=k, cette condition se simplifie; le premier membre devenant 
divisible par 1—r(2h) se réduit i: 

1—2r’ (h)+r (2h) >0. 

Portons dans l’inégalité simplifiée le développement de 7; on obtient: 

(4—2")2| h-+[49 (2) -2* 0 (2h)] |b P—2 +9 (MP |B >0. 
Rappelons que: 

4 (h) =), 2+ eis 

L’inégalité s’écrit donc: 

(4—2) 4] h |*4-49, (1—2*) |b |*#—2)]hl22+...>0. 

Lorsque h-0O, elle doit continuer a étre satisfaite. 
Or pour h petit, c’est le premier terme qui donne son signe. 
Si done «<2, la condition est automatiquement satisfaite puisque 2>0. 
Si a>2, il faut nécessairement que 2—0 et c’est alors le 2°"* terme’ 

qui compte d’ott 2,=0 et ainsi de suite. 
Ainsi faut-il que 9(h) soit identiquement nulle et que le coefficient de 

corrélation soit par conséquent égal 4 l’unité. La corrélation ne saurait 
done étre trop serrée au voisinage de k=O sans dégénérer en liaison 
certaine. 

On se rend d’ailleurs facilement compte que le type de fonction aléa- 
toire correspondant 4 r—1 est de la forme banale 

Af); 
A étant une «constante aléatoire» (variable aléatoire ne dépendant pas 
de ¢) et f(t) une fonction certaine. Et si, de plus, la fonction est sta- 
tionnaire, elle se réduit & une constante aléatoire. 

Si «=2, le 1" terme s’évanouit et il faut prendre les suivants en 
considération, ce qui donne la condition: 

—6),>22. 

En particulier ?, ne saurait étre positif. 
On voit done que les coefficients du développement de r(h) sont 

assujettis 4 d’autres conditions que celles qui assurent simplement la 
convergence de la série. 

Certaines formes analytiques qui pourraient paraitre acceptables 4 
premiére vue, ne sont pas des r. 
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Ainsi: 
r(h)= 1—h? pour h<l 

0) pour h>1 

de méme r(h) { =1 pour h<7z 

=0 pour h>7 

La fonction coswhk est un 7 remarquable pour lequel 4,—0; il en 

résulte que tout A,=O (pour n> 2); elle satisfait done « la limite aux 

conditions de cohérence. 

Elle correspond au cas ot tous les vecteurs e, sont dans un méme 

plan : 

(e, ? ,) ~ (¢, ? e)+e, ’ e,) 

Il est évident qu’en faisant appel aux conditions de cohérence d’ordre 

supérieur (pour 4,5--- points), on obtiendra des inégalités concernant 

les coefficients successifs. Toutes ces conditions conferent 4 r(h) une 

forme analytique particuliere. 

Examinons maintenant le cas des fonctions aléatoires non station- 

naires. On doit s’attendre 4 ce que les choses ne soient pas changées 

dans leur essence. 

L’on a: 
r(tth, t+-2h)=r(t,t+h)+ha(t,h) 

avec 
" 

A(i)=—2 ht — FRR 
Posons, pour simplifier ]’écriture : 

o(h)=r(t,t+h) 

en omettant d’écrire ¢, qui ne présente pas d’intérét. 

A, se laisse mettre sous la forme: 

[1—¢ (2h)][1+¢(2h)—2¢? (h)—2pAh]—A?h?>0. 

Or, 
1— (2h) =272|h|*+-- 

1+ (2h)—2¢° (h)=2 (4—27) | h|[*+(2—27) 0! |h|*h-2P | hPete 

—2pAh=—2)'|h|*h+-:- 

AM hts}? |b. 

Le premier terme est donc de l’ordre de |h|?*; il est prépondérant, 
quand «<2. En ce cas, comme tout 4 l’heure, la condition de cohé- 

rence n’entraine aucune condition nouvelle. Mais si «>2, c’est le 

2° terme qui donne son signe et ceci nécessite que 7/=0. A est 

alors identiquement nul et il faut se reporter au ler terme qui est le
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méme que pour une fonction stationnaire. La conclusion est donc 

que: 2=0, et la fonction aléatoire correspondante est de la forme 

banale: B f(t). Si z=2, le 1” et le 2°" terme sont de méme orde (4), 

mais les termes d’orde 4 et 5 disparaissent et il faut pousser 

jusqu’aux termes en h” pour trouver la condition : 

—6), > 2+ swam 
i 8) 

qui redonne, quand ?'=0, la condition déja trouvée dans le cas sta- 

tionaire. 

Pour terminer, faisons une remarque intéressante au sujet de la forme 

imposée au coefficient de corrélation par les conditions de contingence. 

Se peut-il que (+) soit égal & 1 pour une valeur de +0? S’il en 

est ainsi, la seconde condition de contingence donne: 

[r(k)— 7 (k+7)? <9 

dou r(k)=r(k+7), done r(/k) est une fonction périodique de période +. 

S’il existait une valeur + de h pour laquelle r(z)=—1, on aurait : 

[r(k)+r (ke +7)P<0 

doit 
r (k)=—r(k+7) quelque soit i. 

En particulier (/—=7): 
r (27) —r(t)=1 

et r(/c) serait encore une fonction périodique. Ainsi, le coefficient de 

corrélation ne saurait prendre les valeurs + 1 (saufla valeur 1 pour h=0) 

sans étre une fonction périodique. 

10. Définition de la dérivée aléatoire. Aprés avoir reconnu, par leur 

coefficient de corrélation les fonctions aléatoires qui admettent une 

différentielle, recherchons maintenant celles qui admettent une dérivée. 

Posons-nous le probleme suivant: 

Z|t,h—=X/t+h—X/t 

étant Vaccroissement d’une fonction aléatoire X/t, de valeur probable 

nulle, existe-t-il une fonction aléatoire X/t, telle que, « étant un nom- 

bre positif, la moyenne quadratique : 

Lith “ea \" 
(70* a X/t) 

ee 

tende vers zéro quand h-~ 0 (condition (I).
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La moyenne est prise, bien entendu, avec la loi de probabilité con- 

juguée de X/t, X/t+h et X, que nous n’avons d’ailleurs pas besoin 

de connaitre pour conclure. 

Le probleme admet une solution qui est la suivante: 

1°) « doit étre égal a 2. 
2°) Le coefficient de corrélation r(t,t+h) 

entre X/t et (X/t+h), doit Otre tel que: 

1—" _. une limite finie + (1) 
= 

  

lorsque h-0O. 
3°) 2.(t) qui est la dérivée seconde de r (pour k=O) doit étre une 

fonction dérivable de ¢ (peut-étre méme seulement continue). 

Si ces circonstances sont réalisées—et lon notera qu’on en peut 

juger par des critéres purement statistiques ne faisant intervenir que la 
loi de probabilité conjuguée en deux points, et encore seulement par 

son moment le plus simple, on dira que X/t admet une dérivée aléatoire 

en moyenne quadratique, qui est xi. 

Lorsque «<2, on peut trouver des fonctions aléatoires telles que: 

Zit, h 
he 
  

tende vers une limite (condition IT). 

C’est en particulier le cas des processus aléatoires 4 éléments indé- 
pendants *. 

La condition (II) n’est pas suffisante pour qu'il existe une dérivée ; 

il est indispensable pour cela que la condition (I) plus restrictive soit 

remplie. Néanmoins, les fonctions aléatoires qui jouissent de la pro- 
priété (II) peuvent déja engendrer des conséquences intéressantes et 
maniables. 

Lorsque 2>2, nous avons vu qu’en vertu des conditions de cohé- 

rence, r est nécessairement égal a l’unité. 

La fonction aléatoire est alors de la forme A/(t) et admet la dérivée 
Af'(t). Lorsque f(t) est une constante, elle est une constante aléatotre 
dont la dérivée est le nombre certain zéro. 

En résumé, nous dirons qu’une fonction aléatoire X/t est dérivable 

‘ Ces processus sont tels que Z/t,h et X/¢ sont indépendants : l’accroissement 

de la fonction est indépendante de sa valeur initiale. Tls ont été étudiés par Cramer 
et Paul Lévy.
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en moyenne quadratique au point t s’il existe un nombre aléatoire X/t 

tel que: 
> aT amy ane. ‘: 2 Ew) (2 

tend vers zéro avec h. 
Et nous omettrons dorénavant la qualification «en moyenne qua- 

dratique». 

11. Extension des régles de calcul de |’analyse. Les régles de l’ana- 

lyse s’étendent sans difficulté 4 la dérivation aléatoire. 

a) En particulier, la régle de dérivation des fonctions de fonctions : 

Si 0 (X, t) 

est une fonction certaine de la fonction aléatoire X/t et en outre, 

explicitement du paramétre ¢t, dérivable au sens ordinaire par rapport 

i X et & ¢, la dérivée aléatoire ®/t est: 

a® xX . o® 

oX ot 

Passant aux moyennes, on en déduit (® ne contenant plus explici- 

tement ¢): 

o/t=   

  d= Cl or 
— (X)=9'(X)X 59 (X)=0') 

ce qui autorise l’échange entre les opérateurs «dérivation» et «valeur 

probable». 
En particulier : 

  

  
  

@ xt x x 

dt 
qui donne: - 

pour k=1 ps 
dt 

pour k=2 = at xx 
dt 

b) La dérivée seconde aléatoire X/t de la fonction aléatoire X/t est 

la limite aléatoire, quand elle existe, du rapport: 

X/t+2h—2X/t+h+X/t 

h 
  

Ce rapport est une fonction aléatoire de trois points du champ. La 

détermination de sa loi de probabilité exige la connaissance de la fonc-
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tion de distribution conjuguée des valeurs de X en trois points; 

cependant son écart type résulte seulement de la donnée du coefficient 

de corrélation entre les valeurs de X en deux points. 

On démontre aisémement que X/t ainsi définie est la dérivée aléa- 
toire de X/t. 

Une fonction aléatoire peut avoir toute une série de dérivées suces- 
sives et méme étre indéfiniment dérivable. Exemple : l’oscillateur aléa- 
toire: X—Acos(Qt+). On peut en ce cas la développer en série de 
Taylor lorsque le reste de cette série tend vers zéro en moyenne 
quadratique. 

La considération de la dérivée seconde conduit i la formule suivante : 

& 

pe X=" (X) X-+ 0" (X) X? 
  

qui, pour ®(X)=2x" donne: 

Tg eee grace 
Se emis   

expression dans laquelle on reconnait l’équation du viriel. 

12. Développement du‘ coefficient de corrélation. Si X/t, et X/t, 
sont les valeurs de la fonction aléatoire en deux points, la rdagle de 
dérivation sous le signe «trait» donne: 

  grt? 

ott at? 
  

in) 4p) 

X/t, X/t, == X/t, X/t, 

On en déduit le développement du moment rectangle : 

r=X/i,X/t. 

  

En effet: 
he ke ort? 

T(itth,t+h)= —— T(t4,¢4 
Cobh B+h) aarp! ot at? (45%) 

h® k? ww (p) 
= — Xt, X/t, 

n! p! 

On peut ensuite former le développement du coefficient de corréla- 
tion car: 

T(t, , t,)=8,(¢,) 8, (4)r(t, t,) 

S, désignant l’écart type de X; d’une maniére générale, nous dési- 

gnons par S, l’écart type de la dérivée n"™:X. 
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Le début du développement de r s’écrit ainsi: 

7 §?—S) 
r(t,t+h)=1— ae ad vee 

= 0 

Comme r doit étre <1 on a nécessairement: 

8,<8, 
cest a dire que la dérivée de l’écart type est au plus égale a l’écart 

type de la dérivée. 

0 
Le rapport 3 a dailleurs une signification simple: c’est le coeffi- 

1 

cient de corrélation entre X et X. De meme, le coefficient de corré- 

lation entre X et X est: 

r(X,X)= 8,8) + 85-8; 
8,8, 

dot Von peut tirer une inégalité vérifiée par les S et leurs dérivées. 

En particulier si S, ne dépend pas de t,r(X, X) est nécessairement 

négatif et l’on a de plus Vinégalité : 

si<§,8,. 

Nous allons caleculer le développement complet dans le cas ott 

T'(é,,¢,) est seulement fonction de la différence (t,—t,) (fonction aléa- 

toire stationnaire), Alors S;(t)=I'(¢,¢)=T' (0) est une constante. 

Le coefficient de corrélation s’écrit : 

T(t,—t 
r(t, ’ t,) = EG —4)., 

So 

Posons t,—t,=h; V qui est symétrique en ¢,,¢, est une fonction 

paire de h 

  

ry be 2, rah)=¥ ay re. 

Or la formule générale indiquée au début de ce paragraphe donne 

lorsque t,=t,; p=n, et en remarquant que maintenant: = -—<: 

ry —(—1)'8; — 
et l’on obtient : pias 

=D SS eal 
Liinégalité S?<S,S, s’étend évidemment d des dérivées d’ordre 

quelconque, de sorte que l’on a, en général: 

ea < S, Sis
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La formule de dérivation sous le signe trait: 
  

  

  

— 2 —— 
Xx, xX, =— x, 

dt, dt, 
montre que le coefficient de corrélation de X est: 

S \2 
2 tpl 0 o(h)==—r a(S ). 

1/ 

13. Forme générale du coefficient de corrélation. Svit r(o,h) unr, 
dépendant du paramétre ; lintégrale de Stieljes : 

T (= [F ( 3 h) ds (w) 

olt ¥() est une fonction de répartition, est aussi un r. C'est on effet 
le coefficient de corrélation de la fonction aléatoire : 

a= f X/o,tVdF (0) (X*/o,t=1) 
les X/» n’étant pas corrélés: X/o7,t, X/oj,t,=0 si t#7. 

On vérifie d’ailleurs que la condition de cohérence: 

A (h)=1-+r (2h)—27* (h) >0 

est satisfaite. Elle s’écrit en effet: 

A(o,h)+[r (»,h)—r(o, h) |>0 

et chacun des termes du l.er membre est positif ou nul. 
La valeur zéro n'est atteinte que si » ne peut prendre qu’une seule 

valeur », et si r(m,h)=cosw,h. 
Si done, on veut former un r susceptible de donner A A toutes les 

valeurs possibles, il faut prendre: 

r(h) = f cos whdF (w)==coswh. 
C’est la forme de Ahintchine. 
On voit qu’en somme, les inégalités : 

S7< 8.8, 
qui s’écrivent : 

3 SS ae 
Oo” <a 

ne sont autres que celles vérifiées par les moments d’une loi de proba- 
bilité, et qui se déduisent de linégalité de Schwartz: 

[fog asl <[f[Poaso] lf eas). 
On peut dire aussi que ®(h) étant une fonction caractéristique, 

> l° (h) + (1) 
est cun ry. 

4
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On obtient une fonction aléatoire ana. stat. dont le coeficient de cor- 

rélation soit une fonction périodique, en prenant pour §() une fonction 

en escalier présentant des discontinuités positives égales a: 

Ay > ae Aer. 
n 

pour des valeurs de », multiples les unes des autres : 

Oy Qj 9 an MAY! y 38 

Les a satisfont & la condition: 
S 

ao 
v0 

r(h) est la série trigonométrique paire : 

oo 

r(h)= 3 a, cos no». 
v0 

14, Représentation d'une fonction aléatoire. Il est facile de former 
une fonction aléatoire dont le coefficient de corrélation ait la forme 

générale précédente: c’est l’oscillateur a fréquence aléatoire : 

X=A cos (Qt+®) 

ot A, 2, ® sont des constantes aléatoires indépendantes; A est de 

valeur probable nulle et ®(0<®<2r) a une distribution uniforme. 
On a bien, pour cette fonction aléatoire: 

C’est sans doute la fonction aléatoire élémentaire la plus simple qui 
permette de former le coefficient de corrélation le plus général ce qui 

nest pas dire qu’elle représente la fonction aléatoire stationnaire la 
plus génerale. 

Au contraire, la représentation d’une fonction aléatoire par une forme 
analytique contenant des constantes aléatoires ne correspond pas A la 

conception que l’on doit se faire d’une telle fonction. En effet, sur 

une épreuve individuelle A, 2, ®, ont des valeurs déterminées qu’elles 

conservent au cours du temps; la coordonnée varie donc selon une 
sinusoide et le point de vue statistique n’est ici en somme que la consi- 
dération d’une collection d’individus «déterministes». 

Mais on peut imaginer des schémas oii la fonction aléatoire soit dis- 

continue sur chaque épreuve. Tel est le schéma des «libres parcours» 

de la Théorie cinétique. On imagine des points matériels queleonques 
décrivant 4 vitesse constante des trajets rectilignes (libres parcours), 

troublés accidentellement par de brusques déviations (es chocs), causant 
une discontinuité de la vitesse. Les vitesses avant et aprds un choc 
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sont supposées indépendantes en probabilité. Dans ces conditions si (9) 

désigne la probablilité pour que la durée d’un libre parcours soit infé- 

rieure ou égale 4 9, qui est aussi celle pour qu’un choc au moins sur- 

vienne pendant la durée 9, le coefficient de corrélation est : 

r(h)=1—®(|h]). 

Lorsque ® est une fonction paire, on obtient donc ainsi une fonction 

indéfiniment dérivable, magré le caractore discontinu des épreuves indi- 

viduelles. L’allure de r(h) obtenue dans la schéma des libres parcours 
est un peu particuliére : en raison des propriétés d’une fonction de répar- 

tition, r(/) n’est jamais négatif ni jamais croissant. 

On peut imaginer un schéma encore plus discontinu sur une épreuve. 

Supposons que la mesure de l’ensemble des discontinuités d’une fonction 

«en escalier», dans Vintervalle h,h-+dh soit: 

dn=9(h)dh. 

La fonction est done discontinue sur un ensemble ayant la puissance 

du continu: elle est d’une classe de Baire supérieure i 1. 
Posons aussi que le coefficient de corrélation entre deux valeurs 

de X, séparées par «n» discontinuités soit «"(0<a<1). Ona alors: 

ho 

r (bya Ma 
Développons 9 (/h) 

2 (R)=9 (0)-+hg' (0) be. 
Et Von a: 

: 
r (h)=1+ho (0) log a+ "tog «(2 (0)+-47 (0) log a]+--- 

et si 9 (0)=0: : 
r (= 1+log 29! (0) +.- ° 

qui représente le coefficient de corrélation d’une fonction aléatoire sta- 
tionnaire dérivable. 

15. Connexion Infinitesimale. Considérons le début du développe- 
ment de r: 

is, 
r (h)=1— ae 

2585 

Il montre que la connaissance de l’écart type de la dérivée en un 

point, permet d’explorer d’une maniére infinitésimale la connexion de la 

fonction aléatoire au voisinage de ce point, tout comme pour une fonction
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certaine, la connaissance du nombre dérivé en un point renseigne sur 

la fonction au voisinage de ce point. 

On peut préciser davantage et montrer que Vaccroissement 

(X/t+h—X/t) d'une fonction aléatoire dérivable suit, pour / infiniment 

petit, une loi de Gauss d’écart type hS,. Cette propriété confore a la loi 

de Gauss une importance particuliére pour l’étude des connexions infini- 

tésimales. 

16. Fonctions aléatoires de plusieurs variables. Soit P un point de 

cordonnées («,7,2) et U/P une fonction aléatoire de ce point. Pour 

connaitre complétement la fonction aléatoire U/P, il faut connaitre les 

corrélations entre les fonctions U attachées a n points P,. 

Par exemple, pour deux points, il faut connaitre la fonction de distri- 

bution conjuguée R, telle que: 

gr ) <U/P, <u,+du, 
= Rey 5 Uys Ley Yi 9 219 Lar Yo> z,) du, du, . 

u, < U/P, <u,+du, ; 

Soient trois points : 

Py(wth,,y,2) Pi(w,yth,z) P,@,y,2+h)- 

Les dérivées partielles de U seront les fonctions aléatoires UU 4U, ‘ 

limites, (si elles existent) des trois rapports incrémentiels : 

U/P,—U/P. U/P,—U/P' U/P,—U/P 
“oe a hn h 
  

3 

La fonction aléatoire U/P engendre ainsi trois nouvelles fonctions 

aléatoires de P. Il existe une fonction de distribution conjuguée de U/P 

et de ses trois dérivées; c’est une fonction d’une part de x,y,z, d’autre 

part des valeurs courantes de U,,U,,U,. 

On montre facilement que: U, = ~ U 
xv 

  
v,v.-—_tu,; 0,0,-—* 00... 

ox dx, oa oY, 
  

Si P,+P, nous obtenons par ces formules les six moments du 2° 

ordre des dérivées en P: 

wT, , Uv, Us UUs, ie.
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Les neufs moments primitifs (quand P,-+P) se réduisent 4 six 
lorsque P,P car: 

- UU,=lim al 
dx dy, dx OY, 

lim   UU,.   

Les trois dérivées partielles U,, U,, U, sont les composantes d’un 

vecteur qu’on peut appeler gradient aléatotre du scalaire aléatoire U. 

17. Champs de Vecteurs Aléatoires. Dans l’espace & 3 dimensions, 
un vecteur aléatoire est ]’ensemble de 3 scalaires aléatoires U/P, V/P, 
W/P, fonctions du point P. 

Les neuf moments conjugués en deux points: 

UU, Uv, Ow, | 
VU, VV, .VW, 

| wo, WV, Ww, | 
forment un tenseur non symétrique, dit «tenseur de connexion», mais 

qui devient un tenseur symétrique dit «tenseur de corrélation» lors- 
que P,+P. 

Les neuf dérivés aléatoires des composantes d’un vecteur 

(U, i U, , U, Vs V, V, W, iW, W.) 

forment un tenseur & composantes aléatoires. 

Elles déterminent 45 moments du second ordre: 

a) 9 moments quadratiques du type  U; 
  

b) 9 moments rectangles du type U,U, 
  

c) 9 moments rectangles du type U,V 

d) 18 moments rectangles du type U,V 

Ces 45 moments du 2° ordre sont les limites, quand P,+P des 
dérivées partielles par rapport & tous les couples fournis par deux 

coordonnées d’indices différents du groupe de 6 fonctions de 6 variables : 

UU, (@Y525 Ly 9 Ys %) VW, (w 5 7525 Ly Ys» %) 

VV, (@ 54523 Ly Y1 9%) UV, (wy 425 Ly Yr %) 

WW, (@ 59523 2%,4%5%) UW,@,y,2; Ly Ys» %) 

Cela fournit 9<6=54 moments, mais UU,, VV,, WW, étant symé- 

triques donnent deux fois les mémes dérivées partielles (quand celles-ci
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sont prises par rapport 2 des coordonnées de noms différents); ainsi: 

=i ale + | pee. 2 piers 

U,U, =lim —*—. 00, =lim—*_ UU, 
Ox OY ox, oY 

Il reste done bien: 54—9=45 moments distincts. 

18. Corrélation Vectorielle. Désignons par ® le vecteur aléatoire 

(U,V,W) et soit A(2,p,%) un vecteur certain de module unité. On peut 

synthétiser le tenseur de corrélation par la forme quadratique : 

MA) =U? 2+ V2 2+ W224 2V Wy + 2WU + 2U VI ) u 

qui est la valeur probable du carré du produit scalaire: (LU+pV+»W). 

On voit ainsi immédiatement pourquoi les U’--- forment un tenseur. 

C’est parce que (®A)* est la moyenne (opération invariante) d’un inva- 

riant (carré d’un produit scalaire). 
D’une facon générale, on obtient tous les moments conjugués des 

(A) 
  

U,V,W en développant la fonction caractéristique: ¢ 
Dans le cas des moments conjugués en deux points, il faut considérer 

la forme bilinéaire 

(®A) (®, A.) =UU, 2,4 VV, 2, + WW, + UV, 2, FOV B+ 
+VW, oy, +V,We, »+ WU, v2,+ W, Uv, 2. 

Pour que deux systémes de variables purement aléatoires ' soient non 

corrélés (tous les moments rectangles nuls) il faut et il suffit que: 

(®A) (®, A,)=0 

quels que soient les vecteurs A et A, (de module unité). 

RemarQue: On peut former le tenseur certain le plus général par 

les opérations statistiques que nous venons d’employer. Soit par exem- 
ple trois vecteurs certains A,B,C. On forme le produit des 3 pro- 

duits scalaires : 

(PA) (YB) (x0) 

forme trilinéaire qui définit un tenseuwr aléatoire i 3 indices tres parti- 

culier puisque chacun de ses termes U,V,W, est le produit des com- 

posantes de 3 vecteurs. 

4 C’est a dire de valeur probable nulle
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Mais la moyenne de cette forme trilinéaire représente un lenseur 
certain: 

-0,V,W, 

qui ne présente plus aucune particularité. 

On peut donc concevoir que la notion générale de tenseur se déduise 

de celle de vecteur par des opérations statistiques. 

19. Fonction de Connexion, Soient deux variables aléatoires U et U,. 
La fonction caractéristique de leur loi conjuguée est: 

a   

~
 

~
 

ol 
= 

= 

  eaU+AVU1 — aS a 6 fe uP 

al Bf 

Si les v variables U et U, sont indépendantes, tous les moments con- 

jugués u v3 deviennent des produits U* ut et la fonction caractéris- 
tique prend la forme: 

  

a 
a a gy A 
eau eArui = a— 

Nous appellerons « fonction de connexion» la fonction: 

3) (A, 2.) = emt 2iv— eat emu, 

Si au lieu de deux variables aléatoires, on a deux vecteurs aléatoires 
® et ®,, la fonction de connexion est : 

O (A, A)=e(P)#O AD — oC) g(P.A) 

Elles disparait si les vecteurs ® et ®, sont cindépendants entre eux, 

quelle que soit la corrélation qui existe entre les composantes de ® ou 
entre les composantes de ®,. Cette function fait la séparation entre les 

propriétés statistiques cnternes d’un vecteur (qui sont relatives aux 

corrélations entre ses composantes) et les propriétés statistiques pro- 
prement vectorielles, qui concernent les relations entre des é6tres 
géométriques. 

20. Tenseur de Connexion dans le cas d'lsotropie,' Soit ©,(U,V,W) 
un vecteur aléatoire fonction du point M. Considérons le tenseur de 

' Le cas a été envisage par de AKarméan a propos du problime de la Turbulence.
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connexion relatif 4 deux points M et M, et dont les composantes sont: 

a,=UU,; @.= 19°%%e 

Nous dirons qu'il y a homogénéité si les aij restent les mémes aprés 

une translation du vecteur MM,. Alors les aij ne dépendent que de la 

di fférence des coordonnées de M et de M,. 

Il y a, en outre, ‘sotropie lorsque le tenseur a, présente une symé- 

trie de révolution autour de la droite MM,, et ne dépend que de la 

distance MM,=r. 

Pour exprimer J’isotropie, il faut écrire que },, 4.) 3 Ot Bi» Pas Yas 

désignant les composantes de deux vecteurs, la forme bilinéaire : 

Sd, 1,45 

qui est invariante par rapport aux changements de coordonnées, admet 

la symétrie de révolution autour de la droite MM, et quelle reste inva- 

riante quand la distance MM, reste constante. 

SBS a, 4; doit done etre combinaison linéaire d’une «sphére géné- 

ralisée» et du carré d’un plan généralisé, la généralisation consistant & 

passer des formes quadratiques aux formes bilinéaires. 

Done: 

bby a; hi pj=AS?, vu, +B(S A; x;) (2; 2;) ¥ da SE a | 

En effet, si on passe de 14 aux formes quadratiques, on écrit simple- 

ment que la quadrique WS} a,?,2,, combinaison linéaire et homo- 

gene d’une sphére de centre M et d’un plan orthogonal 4 MM,, est de 

révolution autour de MM,. 

Pour exprimer la condition d’invariance par rapport aux déplacements 

de M, sur toute sphére de centre M, il suffit d’ajouter que les gran- 

deurs A et A sont fonctions de la distance r=MM, seulement. 

On trouve, en identifiant: 

a,,= Ad, + Ba, x; 

3,,, étant le symbole de Aronecker. 

On pose d’habitude: 

A=g(r), B= f@)—g(r) 
2 

ce qui permet d’écrire: 

0 PO-90) 9 4g (0) b+ r ij
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On a, par exemple: 

Cu,= a Se eA) (7) arty (r) , UV, a a xy 

Pour interpréter les fonctions f et g, il suffit, 4 cause de lisotropie, 
de choisir la position de M, la plus commode, c’est-i-dire de prendre 
pour coordonnées de M,: w=1, y=0, z=0 par rapport i M. 

Alors, le tenseur de connexion ne contient plus que des termes dia- 
gonaux et s’écrit: 

f(r) 0 0 || 
O g(r) O 

0 0 gr) 
ce qui montre que f(r) représente 4 un facteur prés égal a la disper- 
sion d’une queleonque des composantes du vecteur ®, le coefficient de 
corrélation entre les composantes des vecteurs ® et ®,, portées par la 
droite MM,,4(r) représentant de méme le coefficient de corrélation de 
deux composantes normales 4 MM, (non paralléles). 

La connexion se trouve ainsi représentée par deux fonctions seule- 

ment: f et gy. Quand Mi tend vers M, il faut que fe) reste 

fini et alors le tenseur de connexion tend vers le tenseur de corréla- 
tion isotrope en M: 

U, = Vi = ee = 4 (0) 
VW = ae iV= O. 

  

111 — PROPRIETES DES FONCTIONS DE DISTRIBUTION 

21. Développement des fonctions conjuguées en 2 et 3 points. Le fait 

quune fonction aléatoire X/¢ est dérivable une ou plusieurs fois en 
moyenne quadratique, entraine certaines propriétés des fonctions de 
distribution conjuguées en plusieurs points (c’est 4 dire des propriétés 
de la connexion), qui ont elles mémes pour conséquences des propriétés 
des fonctions de distribution conjuguées de X et des dérivées. 

D’une fagon générale, la fonction de distribution conjuguée en 2 points : 

Gg (@ 52,5 t, t,) 

est soumise aux conditions de symétrie et de continuité suivantes: 

g(@, a3 t,t)=g(a,,x5 t,t) 
et 0 si asa, 

BAW Ris Maki ag si c= 2,.
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Si nous ajoutons maintenant que X/t est dérivable en moyenne qua- 

dratique, il va en résulter de nouvelles propriétés pour g. Le rapport 

incrémentiel: 
_ Xt,—X/t 

bot 
U 

ayant une limite aléatoire quand 7=(t,—t,)--0, la fonction de distri- 

bution de X et de U tend vers une limite qui est la fonction de dis- 

tribution de X et de X. 

Or, la loi de probabilité de X et de U s’obtient par un simple chan- 

gement de variables; c’est: 

\t\g(w@,a+7u;t,t+7) 

que nous désignerons par: 

Oi (ie) U5 bys). 

Pour 7=0,4,(a,w3;t,0) n’est autre que la fonction de distribution 

conjuguée de X et de X: 

Rie, #37) 

u désignant la valeur courante de X. 

On peut done généralement écrire: 

g,(@,u;t,7)=R(w,u;t)+sR, (w,u;t)+-. 

Exprimons maintenant la condition de symétrie qui, avec g,, s’écrit: 

g,(@,u3t,t)=g,(a@+ut,u,t+t,—7)
. 

Cela donne: 

R(x, u;t)+7R, (2,4; t)-+--=R(wt+ur,ust+7)+
7R, (wus, u;t+7)+-" 

d’ot en développant le second membre et identifiant les termes en +: 

rR-1 on 28 

 O\ et | ox] 

Si nous intégrons g,(«,w;t,7) par rapport & uw, nous obtenons la 

fonction de distribution e(a,t) de X. 

Mais nous avons aussi le méme résultat en intégrant R(#,w,t) par 

rapport & w; d’ou il suit que: 

[Raum f of ogee du=(0.. 
ot Ox 

PORT. PHYS. 1
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Ainsi la fonction de distribution conjuguée R de X et de sa dérivée X 

est plus particuliére que si X et X étaient des variables aléatoires sans 

parenté. Elle vérifie la condition précédente qu’on peut rendre plus 
st 

suggestive en introduisant la moyenne liée U de V pour X=x 

La condition prend alors la forme d’une équation de continutté : 

Op. 8 Aas 
+ + —(pU)=0 
te ) 

qui se généralise sans difficulté pour le cas de plusieurs variables : 

et aU) + 5 OV) + 2 (@W)=0. 
Habituellement nous écrirons cette équation de continuité sous la forme 
abrégée : 

ot ix. 
+ oU 0. 
ot fa rac )= 

Le signe S veut dire: «somme de termes semblables a... » 

  

Le résultat qai précéde peut s’obtenir par une méthode tout & fait 
différente qui consiste 4 expliciter Videntité fondamentale : 

ead 

en choisissant pour | une fonction arbitraire assujettie seulement a 
étre nulle aux limites du domaine d’intégration. 

Cette seconde méthode met bien en évidence que les éyuations aux 
dérivées partielles que nous avons vbtenues sont une conséqyuence 
directe de la dérivabilité. 

En étudiant la fonction de distribution en trois points : 

h(w,m,,%,5t, t,, t) 

qui est invariante par des permutations effectuées simultanément sur 

“,a,,x, et t,t,,t, et introduisant le fait que X est doublement déri- 
vable, on démontre que la fonction de distribution conjuguée : 

S(v,u,a; 2)



co
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de X,X,X_ vérifie la condition : 

ie “+ elt +a = a= 0 
ot Ox ou 

que l’on peut mettre sous la forme plus significative : 

= +u ye + oy RA)=0 
ot Oa Ou 

‘A, étant la moyenne doublement liée de X pour X=x et U=w. 

Si V’on pousse plus loin l’approximation, on trouve des équations du 

second ordre vérifiées par les fonctions de distributions ; nous retien- 

drons celle-ci susceptible d’applications : 

OO OF py aa Jia 
© — —_(oU?)4+ —(pA)=0 

ov va’ ) one ) 

‘A est la moyenne simplement liée de X pour X=a. 

22. Equation générale de transfert. Soit: 

S(x,uv,2,6,73%) 

la fonction de distribution conjuguée de X et d’un nombre quelconque 

de ses dérivées, par exemple 
- (Iv) 

x ee. 

D’aprés ce que l’on vient de voir, S vérifie la condition : 

>) 0s o> 0s 
—+ — ay <=: 

(tet du ect 7s) : 

Si lon multiplie par une fonction certaine quelconque : 

V(w,w,a, 6, t) 

et qu’on intdgre par rapport & # et @, on trouve: 

<(¢¥)+ = (pW) =o 

et dans le cas de plusieurs variables : 

ia: Pat mf 
= (et) + Soe = b
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C’est I’équation générale de transfert d’une grandeur | qui peut étre 

fonction de X et d’un nombre quelconque de ses dérivées. 

Elle trouvera de nombreuses applications en Mécanique des Fluides 
Turbulents. 

IV — INTEGRATION ALEATOIRE 

23 — Définition et propriétés fondamentsles, Il est bien connu en 
Analyse que la notion de dérivée est une notion locale. En Analyse 

aléatoire, on rencontre d’habitude des fonctions qui, dans chaque réali- 

sation élémentaire (épreuve), ne sont dérivables pour aucune valeur de 

la variable et peuvent méme ne jamais étre continues. Le seul moyen 

de définir une dérivée est de rassembler sous forme statistique les 

diverses réalisations et l’on arrive ainsi & la dérivée en moyenne qua- 

dratique. 

On sait qu’au contraire Vintégration est une opération globale et 

quelle s’applique méme a des fonctions discontinues. La définition de 

Vintégrale aléatoire est donc plus directe que celle de la dérivée aléa- 

toire. Soit U/t une fonction aléatoire. Désignons par f(t) une réa- 

lisation quelconque de U/t pour l’ensemble des valeurs de ¢, a la suite 

d’une épreuve statistique, et calculous l’intégrale : ' 

5= far(at 

qui jouit, de par sa définition, des deux propriétés essentielles des inté- 
grales non aléatoires : 

h 

fopervinae= fupacs fvjeae; ames 
« e 

On définit sans peine les intégrales aléatoires multiples qui se cal- 

culent comme les intégrales multiples ordinaires. 

Mais les intégrales aléatuires ont des propriétés particuliéres, dont la 

seconde est formellement équivalente a la propriété foundamentale des 
intégrales ordinaires, mais en différe en réalité profondément. 

Premier théoreme (Echange du signe dintégration et du signe 

trait ). 

! Cette intégrale existe si la fonction YX (¢) est sommable au sens de Lebesgue. 
Il en est ainsi de toutes les fonctions de Baire.
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Si la fonction |U/t| est sommable, on peut écrire : 

  

forea=fujat. 

Ce théordme, qui est évident si la fonction U/t est intégrable au sens 

de Riemann (ce qui n’est pas le cas plus fréquent) a été démontré par 

Slutzsky, et nous l’admettrons. 

Second théoreme. 

Si U/t est continue en moyenne quadratique, la fonction aléatoire 

Ti fup ds 

est dérivable en moyenne quadratique et a pour dérivée U/t. 

Tl faut former la moyenne Z du carré de: 

_ I/t-+-h—I/t 
h 

Z —U/t 

et montrer qu’elle tend vers zéro avec h. 
Comme en Analyse ordinaire, on trouve que: 

t+h 

Na L=— i [U/s-—Ujt]ds. 
e 
t 

A partir de ce moment, l’analyse aléatoire se sépare de !’analyse 

ordinaire. Les propriétés des intégrales aléatoires permettent d’écrire : 

7? = ud la—U = a T= me ‘i (Ujx—Uji) (U/B—U/A) dads 

Vintégrale double étant étendue au carré: 

(t,t), (t+h,t),(t+h, t+h),(t,t+-%) 
et 

Pat af f (Te TH OTE Uji dadg.   

h 

D’aprés l’inégalité de Schwartz: 
  

  
  

(Uja—U/H (UB—U/t) < V Ua V (O/B Ue 
Or, si U/t est une fonction aléatoire continue, on peut trouver une 

valeur k, de h telle que si h< hy:
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ViUtPh—Ujics 

2, étant un nombre positif arbitrairement petit. 

Il en résulte que 
  

ViUja—Ujiy <: 
  

V(U7e— UH <: 

Vig <a f [ovat —e 
Y 

ce qui montre bien que Z* tend vers zéro avec h. 

et que 

24. Moyennes aléatoires. La constante aléatotre : 

tet 

x= f Ujs ds 

peut 6tre appelée moyenne aléatoire de la fonction aléatoire dans l’inter- 
valle (t,¢#+7). 

L’écart type de X est (on suppose U/s=0): 

Désignons par S(«), l’écart type de U/« et par r(«,() le coeffi- 
cient de corrélation entre U/z et U/@, qui mesure la connexion du 
champ de la fonction aléatoire U/s. 

Alors : 

v= 5 [ [SQSOre,Qaeu: 

Vintégrale double étant étendue au carré de coté = construit A partir 
du sommet (t,t). 

On découvyre le fait fondamental suivant: 
Lécart type de Vintégrale dépend essentiellement de la connexion du 

champ de la fonction & intégrer. 

Nous verrons, dans les applications, que ce fait mathématique a une 
importance énorme pour la compréhension de la «turbulence» des fluides. 

Imaginons un type de connexion pour lequel +(«,() soit nul, sauf 

ce qui est nécessaire, si |z—@|<<e, : étant un nombre donné trés 

petit. L’aire d’intégration devient alors simplement une bande étroite
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axée sur la diagonale du carré. Soit S une borne supérieure de S(z). 

L’intégrale est inférieure a: 

9 oo ‘ 
= | { dxdp= Gee) 
Tv bs 

29° — 
5 

soit encore a: 

La dispersion de l’intégrale aléatoire est done tres faible et lon peut 

dire que: c’est la connexion du champ de la fonction aléatotre qui en- 

traine Vexistence de son intégrale aléatoire. 

Une autre remarque est 4 faire: comme |r(o,6)|<1, 

Peet 1 rnp ‘ . J lad 2 A 

pia | | S(a) S(@) dads =| — J S(a) d(a) | =(Mtoy 8) 

doit: 

VX?< Moy S. 

Ainsi lécart type de la moyenne aléatoire est au plus éga! & la moyenne 

de Vécart type de la fonction. 
Supposons maintenant que U soit une fonction aléatoire stationnaire ; 

nous entendons par la que r(«,() soit simplement fonction de (@—a) 

et que S(«) soit une constante S. 

X? se met alors facilement sous la forme d’une intégrale simple: 

pos ae 
ea | (<—8) r(s) ds 

est l’on voit bien que, |r(s)| étant <1 

ase. 

L’opération de moyenne diminue la dispersion. 
Dans le cas ott 

r(s)#0 pour (s)<: 
=O pour (s)>¢ 

on a 

25. Intégrale 4 élements aléatoires indépendants, La dispersion de 

Vintégrale : 
b 

Ta - Ujtdt
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est égale a: 
bob 

P= ff S@)S@)r(2, 6) dzdz 

r(«,() étant le coefficient de corrélation entre U/a et U/6. 
Si la connexion de la fonction aléatoire U/t dégénére, de facon 

que U/x et U/@ soient indépendants lorsque 62, alors: 

tae si ba 

1si Bao" 

On voit que I?=0. Le nombre aléatoire I se réduit & sa valeur 
moyenne: 

b 

T= [ Ujeae 

et l’intégrale de U/t cesse d’étre aléatoire. 
Le probléme de l’intégration aléatoire n’appartient plus au calcul 

des probabilités. 

Il est cependant possible d’attacher une intégrale aléatoire d’un type 
nouveau, qui jouit encore de la plupart des propriétés des intégrales 
classiques, sauf qu’elle n’est plus dérivable par rapport A sa limite 
supérieure. C’est l’intégrale a éléments aléatoires indépendants de P. 
Levy, dont nous nous contenterons de donner rapidement la définition. 

Considérons une fonction aléatoire I/t, de valeur probable nulle, 

telle que l’accroissement AI=I/t+h—I/t, relatif a un accroissement 
positif h du temps (non nécessairemént infinitésimal), soit indépendant 
de I/¢' pour tout instant ¢! antérieur a ¢. Soit c(t) la dispersion de I/t 

et supposons que pour t0,1(t) se réduise 4 la valeur zero: 
Par hypothése : 

Teerh—T) =0 
ou 

Veleph—Ft—o'(t). 
Par suite: 

(AI) == Tt +h—Tt) = Pyt+h + Ft 20/tl/tth =o (t+h)—o(t). 

Si, en particulier h est trds petit, la fonction ¢ étant continue, on 
voit que la dispersion de AI a pour partie principale V2ca0'Vh. Elle 
est d’ordre Vk et non plus d’ordre h. 

Divisons alors l’intervalle (0,¢) par des points ¢,,--+,¢,, en inter- 
valles partiels d’abord finis, et ensuite infiniment petits, et posons : 

A,=1(t,)—-1I (4) -
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On a: 
[/t=A,+4,+---+4,. 

Les A, sont deux 4 deux indépendants, et quand (t,_,—t,)~0, la dis- 

” A, P 
persion de -———, et non plus de =e voste finie: 

bib tas — % 

On peut donc considérer I/t comme une intégrale d’accroissement 

  

aléatoire de la forme U/tVA, la fonction aléatoire U/t étant a conne- 

xion dégénérée: I/t est une intégrale d’éléments aléatoires indépendants, 

_ dont les propriétés different beaucoup de celles de l’intégrale ordinaire. 

On peut la représenter par le symbole: 

X= [ UjsVds. 
Alors: 

X= ff UjeU ib Vda de 

et comme le moment rectangle n’a une valeur non nulle que sur la 

diagonale «=(3: 

X= [U(@)de. 

Dans cette conception, la dispersion de l’intégrale est égale a \’inté- 

grale de la dispersion, formule qui généralise la propriété de la somme 

d’un nombre fini de variables aléatoires indépendantes d’avoir une dis- 

persion égale 4 la somme des dispersions des composantes. 

26. Propriétés des moyennes arithmétiques. On comprend mieux 

Vimportance de la connexion daus la notion d’intégrale aléatoire quand 

on observe ce qui se passe sur la moyenne arithmétique d’un trés grand 

nombre de variables aléatoires. 

Soit X la moyenne arithmétique de x variables aléatoires X,, X,:°:X,, 

de valeur probable nulle: 

2X, Sache. 
n 

Appelons 7, le coefficient de corrélation entre X, et X, et S, l’écart 

type de X,. L’écart type S de X est donné par: 

—s S?= — 227,8,5,. at 

Supposons pour bien voir le fond de la question, les S, tous égaux 

a 1 et les r,, tous égaux & un méme nombre r.
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On trouve immédiatement : 

l—r 

n 

Sart 

Lorsque 7==0 (c’est le cas en particulier si les variables sont indé- 

pendantes), S* est le nombre trés petit 

Aw contraire, si les variables sont corrélées, Vécart type cesse tout de 
suite d’étre négligeable. 

En gros: 
S=r, 

Done la fluctuation moyenne d’un grand nombre de variables est la 

conséquence de la corrélation entre ces variables. Elle est d’ailleurs 
inférieure & leur fluctuation commune. 

De plus, S* étant positif, on a lorsque » est fini: 

—1 
r>——. 

n—1 

Si n->oo,r ne peut rester négatif. 

Si un trés grand nombre de variables aléatoires présentent deux ’ 
deux la méme corrélation, celle-ci ne saurait é6tre négative. 

27. Equations différentielles aléatoires. On peut dire que la théorie 
classique des équations différentielles repose sur le théoréme fonda- 

mental suivant: si, en tous points d’un intervalle (a, 6), la fonction X (¢) 
admet une dérivée et si cette dérivée est nulle, alors X(¢) est une 
constante. 

On sait que ce théoréme se démontre ’ l’aide de la formule des 

accroissements finis. En analyse aléatoire, il n’y a pas de formule des 
accroissements finis. Mais cependant le théoréme précédent subsiste. 

En effet : 5 

> . dX = 
1.°) X ne dépend pas de ¢ car se = ()- 

  

-X, X,=X, X,=0 20 x, x, ne dépend ni de ¢, ni de ¢,, car: = 2 Pp 2 on 

et de méme @ =(0. 
dt, 

3.°) Xi) Xj(X’=X—X) est done une constante C, done aussi X” et 
le coefficient de corrélation est égal & un. 

Par conséquent X est bien une constante aléatoire.
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Cette propriété se rattache & celle du coefficient de corrélation selon 

laquelle si: 

  

il est identiquement égal A l’unité (conditions de cohérence). 

Il ne peut done pas se produire qu'une fonction aléatoire admette 

une dérivée nulle sans étre une constante aléatoire. 

28. Oscillateur & fréquence aléatoire. Nous allons étudier sur un 

exemple: Voscillateur aléatoire & fréquence aléatoire, comment se pré- 

sente l’intégration d’une équation différentielle aléatoire. 

L’oscillateur aléatoire est la fonction : 

X/t=A sin (Qt—®) 

ou A, 2 et ® sont trois constantes aléatoires : Vamplitude, la pulsa- 

tion et la phase (Q>0). 

X est solution de l’équation différentielle aléatoire : 

X+0°X=0. 

Cette équation admet une intégrale premiére : Vintégrale des forces 

vives : 
x4 O X= Ze 

oi la constante aléatoire K., énergie de Voscillateur a pour expression : 

po Lavo 
2 

en fonction des données. 

Nous nous proposons de chercher 4 quelles conditions Voscillateur 

est une fonction aléatoire stationnaire en probabilité, c’est 4 dire telle 

que la loi de probabilité de X ne dépende pas de ¢: 

a) Lot de probabilité de Voscillateur aléatoire. 

1° Méthode. L’oscillateur dépend de 3 constantes aldéatoires. Nous 

saurons tout sur son compte en nous donnant la loi de probabilité con- 

juguée de ces 3 constantes aléatoires. 

En fait, il est plus commode de définir X par les 3 autres constan- 

tes aléatoires : 

B=Acos9; O=Asing; &
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4 Vaide desquelles X s’exprime par: 

X=B sin Qt—C cos Qt 

et = ar 
a P 

= = Beos Qt+C sin Qt. 
Q 

Soit done R,(d,¢,) la fonction de distribution conjuguée de B, C, Q. 

Pour passer de 14 aux variables X,X,Q, il faut faire le change- 
ment de variables : 

‘ U 
b== wx sinwt+—coswt 

(0) 

Uw, 
c=—27 coswt+ = sin wt 

G 

avec 

D(b,c) a. 1 

D(z,u) © 

La fonction de distribution conjuguée de X,X,Q a done pour 
expression : . 

1 2 wu iw. 
- R, (x sin ot + = 008 wt ,—ax cos ot + => sin ot ,o). 

Remarquons maintenant que R, est aussi bien une fonction de b*+-c’, 
5 et » et qu’on peut écrire: 

R,(6,¢,0)=R, (+e? ,b,0). 

La fonction de distribution conjuguée de X,X,Q s’écrit alors: 

il = : u 
> (a? + ye 2 sin ote > COs wt» @). 

Pour que l’oscillateur soit stationnaire, il est nécessaire qu’elle ne 

dépende pas de l’argument dans lequel le temps apparait, c’est-d-dire 
que la fonction R,(b°+c°,b,) s’écrive simplement R,(b°+c’,«). 
Finalement, nous écrirons la fonction de distribution conjuguée de 

X,X~,Q dans le cas stationnaire sous la forme : 

, (or arta - 
R(-———., » ). 

2
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Autrement dit: 

a<X<x+der ah? 
g : wo! a+ u 
Sri ucX<utdu =k ‘ear oar ,0) dxdudw . 

o<QA<ot+d } 
m= 

2% Méthode. Utilisons l’équation différentielle aléatoire : 

X+0°X=0 

et cherchons la fonction de distribution conjuguée de X, de X et de 

la constante aléatoire 2 qui y figure seulement comme paramétre. 

Nous savons qu'elle vérifie ’équation aux dérivées partielles : 

oR oR, OR 
aay , = 

ot 0x ou 

qui, en cas de stationnarité, se réduit a: 

oR, OR 
U— —- wo L—- = 0}. 

ox ou 

Pour chaque valeur de », la solution générale en est l’intégrale pre- 

miére du systome différentiel : 

dx du 
  

w —w xr 

eest 2 dire une fonction arbitraire de o'a?+u®. La fonetion cherchée 

a done la forme: 
i) 3 oy x + 

R( ——, ») 
9 
od 

  

ce qui est le résultat trouvé par la 1°" méthode. 

b) Lot de probabilité de Vamplitude, de la fréquence et de la phase 

dans le cas stationaire. 

Le calcul inverse de celui que nous faisions dans la 1°" méthode, 

montre que la loi de probabilité conjuguée de b,c, est: 

oR k Casa ) o| . 
2 J ao 

  

Passons des constantes B et © & l’amplitude A et la phase ® par 

le changement de variables : 

b=acos9% 

c=asing.
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La loi de probabilité conjuguée de A,®,Q est: 

9 2 

oa 
oaR (“—— . ») ; 

2 ae “ @ 

Elle ne dépend pas de 9. Elle est donc le produit d’une fonction de 
» et de a par une fonction de 9, laquelle se réduit d’ailleurs 4 une 

constante. 

La phase aléatoire ® est done une variable aléatoire indépendante 

de l’amplitude et de la pulsation et elle est répartie unifurmément en 

probabilité (dans un intervalle d’amplitude 27, bien entendu). 

Il en résulte que la fonction de distribution conjuguée de A et de Q 

a pour expression : 

2 9 2.9 
id oa  \ oa” 
wa R ( — —,0\do=2noaR ;@)- 

2 2 

Cherchons enfin la fonction de distribution conjuguée de l’énergie E 

et de la pulsation Q de V’oscillateur. Cette fonction est intéressante 
parce qu’elle contient les deux grandeurs ayant une signification physique 

et un caractére intrinséque et invariant. De la définition : 

1 
y 

  

A? Q? E= 

de l’énergie, on déduit tout de suite le résultat : 

2 
  =R(,0). 

ce) Loscillateur stationnaire en probabilité est completement station- 

naire. 

Nous disons qu’une fonction aléatoire est complétement stationnaire, 

lorsyue son moment linéaire ne dépend que des différences (¢,—t,) 

entre les époques ¢,,¢,---¢,. L’expression analytique de l’oscillateur 
aléatuire dépend de trois constantes aléatvires. Supposons que nous 

connaissiuns les valeurs X,,X,, X, de X a trvis instants ¢,,t,, ¢, arbi- 
traires. Nous pouvons alors calculer la valeur de X A un instant 

quelconque : 

X/t est une fonction certaine de X,, X,,X,. 

Cette remarque est trés importante, car elle montre que l’oscillateur 

aléatoire est une fonction aléatoire un peu particuliére: la loi de pro- 

babilité des valeurs de X/t prises 4 n instants successifs n’est pas
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essentiellement distincte de la loi de probabilité de X/t & trozs instants 

t,,t,,t, seulement: la connexion est donc trés simplifiée. Comme la 

pulsation Q joue un role a part, il est commode de la conserver et de 

la conjuguer avec des valeurs de X prises 4 deux instants seulement : 

X/t est une fonction certaine de X,,X,,%. On trouve facilement que : 

X, sin Q (#,—#)—X, sin Q(¢,—t) X= 
sin Q (t,— t,) 

L’expression analytique de X/t en fonction de X/t,, X/t, et Q ne 

dépend que des différences (t,—t),(t—t),(4—4)- 

Si nous démontrons que la loi de probabilité conjuguée de X,, X,,2 

ne dépend que de la différence (t,—t,) il en résultera done que la loi 

de probabilité conjuguée des valeurs de X/¢ en n points ne dépend que 

des intervalles de temps, et non des temps eux-mémes, d’ott il suivra 

que Voscillateur est complétement statiunnaire. 

Or, il est bien facile de former la fonction de distribution conjuguée 

de X,, X, et ®. La fonction de distribution conjuguée de B,C, ® étant: 

D430", 
oR O40 

2 

il suffit de faire le changement de variables : 

  

ae sin t,—¢ cos ¢, 
x,=b sin» t,—c¢ cos » t, 

et l’on trouve: 

| sin » (t,—4,) | 
  

2 (sin* » (t,—t,) 
  

@) or ae +2’?— 2xx, cosa (t,—t,) 
R = 2G) |e 

La loi de probabilité conjuguée de X,, X, et Q dépend donc du temps 

uniquement par la différence (¢,—¢,). Il en résulte que les conditions : 

phase indépendante de |’amplitude et de la pulsation, et répartie unifor- 

mément dans un intervalle 2x, constituent la condition nécessaire et 

suffisante pour que loscillateur aléatoire soit complétement stationnaire. 

d) Propriétés des moments. Connexion. 

Le moment rectangle X,.X, a pour expression : 

  

X, X, = A’ sin (Q¢,—®) sin (Ut,—®)= 
y. 2 ) i 2 

At cos (tt) _ = cos (Q(t, + t)—29]. 

  

2
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Pour calculer le 2°" terme, on peut d’abord donner 4 A et Q des 
valeurs fixes et intégrer par rapport & 9. Comme la fonction de dis- 

tribution de 9 est 5, On voit qwil faut calculer l’intégrale : 

QT 

1 
=i cos [w (t, + t,)—20]do 
2a 

0 

qui est nulle. Le second terme est donc nul, et il reste: 

X, X,= . A’ cos Q (t,—t,). 
~ 

Introduisons la moyenne liée A? («) de A*® pour Q=w et la fonction 

de distribution }(#) de la pulsation. Nous pouvons écrire : 

— {| P= 
XX=5 f A*() cos © (ty—t,) 4 (o) do. 

Pour t,=¢,, nous voyons que X® a la valeur (constante bien entendu): 

ms lfa x 7 A? (m) U (w) do. 

Par suite, le coefficient de corrélation entre X, et X, est: 

fe (®) cos w (t,— t,)  (@) do 

  

r (t4.— t,) =< 2 

|[ BO)vo)do 

Posons: 

M2 (a) 
f(o)= at (o)$(o) ' 

f A’ (») L (@) dor 

Nous pouvons mettre 7 sous forme d’une intégrale de Fourier : 

E-) 

r(t,—4,) = f f(o) e080 (t,—t,) dor, 
0 

résultat qui n’est pas l’apanage de l’oscillateur, mais de toute fonction 

aléatoire analytique stationnaire.
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29. Calcul des variations. Le calcul des variations se transpose 

sans difficultés en Analyse aléatoire et conduit 4 des équations d’ Kuler 

aléatoires. 

Démontrons d’abord le lemme fondumental. 

Soit Y/t une fonction aléatoire arbitraire, & cela prés quelle se 

réduise 2 la constante certaine zéro pour t=t, et t=t,. 

Soit Z/t une seconde fonction aléatoire. 
12 

Si 7 YZdt=0 quelle que soit la fonction Y,Z ne peut etre que le 
tl 

nombre certain zéro. 

Séparons en effet, dans Y et Z les valeurs probables Y et Z et les 

valeurs purement aléatoires Y’, Z’. 

Posons: 
  pe) YZ 

s()=¥? o()=ZF r(na* 2. 
3S 

L’hypothése devient : 
12 2 

f¥Zat+ [ Y'Zdt=0. 
it it 

Parmi les fonctions Y, choisissons celles dont la valeur probable est 

nulle. Leur écart type S(t) reste cependant une fonction arbitraire 

(nulle pour ¢, et ¢,) et leur coefficient de corrélation 7 avec Z est aussi 

arbitraire. Or lon a: 

[ Yiziat= f (r8)sdt=0, 
fi ti 

rS étant une fonction arbitraire de t, nulle pour ¢, et ¢,; le lemme fon- 

damental du Calcul des Variations classique montre que: 

o=(). 

D’oi Z/=0 et par suite Z=Z. 

Chosissant maintenant une fonction aléatoire Y de valeur probable Y 

non nulle (sauf pour ¢, et ¢,), on doit avoir: 

fy Zdt=0 

dot Z=0; done Z=0. 

Le probléme du Calcul des variations aléatoire, est la recherche des 

fonctions aléatoires X/t dérivables qui rendent extréma l’intégrale : 

1= f 9(X,X, dat 

et qui se réduisent pour ¢, et ¢, 4 des constantes aléatoires données. 

PORT. PHYS. 1 
10
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9 est une fonction certaine de ses arguments. 

La variation de I s’obtient, comme en Analyse certaine, en rempla- 

cant X par X+aY,Y étant une fonction aléatoire arbitraire nulle 
pour ¢, et ¢,. 

o—f ¥|2-(8) ]« 
Oo oX OX, 

tt 

On obtient : 

et il résulte du lemme fondamental que la fonction aléatoire vérifie 
Véquation d’Euler aléatoire : 

OF 3, BP ig 
ox oxX 

Traitons exemple du point aléatoire libre. 

Il faut déterminer les fonctions aléatoires X/t qui rendent extréma 
Vintégrale : 

  

2 

f at. 
tt 

L’équation d’Euler X=O a pour solution formelle: 

X=A+Bt 

Les constantes aléatoires X/t,, X/t, sont données par leur loi de pro- 
babilité conjuguée : 

Gi, 5X5) « 

On en déduit immédiatement, par un simple changement de variables, 
la loi conjuguée de A et de B: 

R, (a, 6)=|t,—t, | @(a+dt, , a+ dt,). 

Ainsi, si G est le produit de deux lois de Gauss (indépendance de X/t, 

et de X/t,): 

  

  

_1(%,% 
1 2\Ssi S3 

G (x, , x,) = -~ e 
( 13. ) 2n 8, S, 

on trouve: 

feet (a+ bt, (a+bi2)? 

|t,—t, | aL Si Si ] 
Ryle, by e 

278,8,
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La fonction de distribution conjuguée de X et de X i Vinstant t, est: 

i Gece ST ss Gaara 

e 
t,—t Rew 0 ae g soi oes Wu 

et celle de X seul: 
  

et (4—f)? 

2 S(t—t1)?+S7 (t—h)? 

: | 4—z, | = 4a 

V2n VS; (a ty al Si (t—t,)° 

L’écart type de X est: 

  

  

  

USC easiGen 
| t,—¢, | 

  

V — FONCTIONS ALEATOIRES STATIONNAIRES 

30. Diverses Sortes de Stationnarité. La stationnarité d’une fonction 

aléatoire peut s’entendre de plusieurs maniéres : 
(a) Stationnarité en probabilité, lorsque la fonction de distribution 

conjuguée de X/t et de X/t ne dépend pas de ¢. 
En particulier, il en est de méme de la loi de probabilité de X. 

Tous les moments conjugués de X et de X sont constants; certains 

sont nuls: 
  

xe Se ery: 
k+l dt 

Cette notion de stationnarité est trés importante au point de vue phy- 

sique. <Ainsi elle rend trés bien compte du paradoxe de l’atome de Bohr 

dans lequel les électrons ne rayonnent pas d’énergie dans leur mouve- 

ment sur leur orbite. C’est que cette energie rayonnée est une grandeur 

macroscopique dépendant des moments de X et de X et ceux-si sont 

constants lorsque le mouvement est stationnaire en probabilité. 

(b) Stationnarité simple, lorsque le moment rectangle X/t, X/t, est 

fonction de la seule variable (¢,—t,). 

En ce cas, l’écart type S’(é)=X?/t est constant et le coefficient de 

corrélation n’est aussi fonction que de (¢,—t,). 

(c) Stationnarité complete '— beaucoup plus restrictive que les pré- 

cédents et qui les englobe —, lorsque le moment linéaire: 

' Nous devons cette notion 4 M. J. Moyal
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Yr, a X/t, X/t, + X/t, 

ne dépend que des différences (t,—t,), et cela quelque soit x. En ce 

qui concerne l’oscillateur, nous avons vu que s’il est stationnaire en 

probabilité, il est aussi simplement stationnaire et méme complotement 

stationnaire. Mais bien entendu, ce fait ne saurait 6tre qu’accidentel. 

Par contre, il est aisé de démontrer le théoréme suivant qui est 
presque évident : 

Si une fonction aléatoire X, indéfiniment dérivable, est compléte- 

ment stationnaire, tous les moments conjugués de X et de ses dérivées 

successives sont constants, et réciproquement. 

31. Le Spectre d'une Fonction Aléatoire Stationnaire. Nous allons 
indiquer maintenant une propriété tout a fait fondamentale des fonctions 
aléatoires (simplement) stationnaires. 

On supposera, ce qui est une restriction sans importance que: 

X=0 et X?=1. 

Nous avons vu que le coefficient de corrélation r(z) d’une fonction 
aléatoire stationnaire indéfiniment dérivable, se développe ainsi : 

2 oo Sid 

r (2) a amy S*.   

S, étant l’écart type de la p™ dérivée (S,=1). 

Or, les S; peuvent é6tre considérés comme les moments pairs d’une 
loi de probabilité, définie par une certaine fonction des probabilités 

totales ‘(s): 
= 

= J wo’ dl (w)==0". 
P rf 

0 

Les inégalités vérifiées par les S, sont bien en effet celles que vérifient 

les moments successifs d’une variable aléatoire. 

Ainsi: ‘ 
3, 8,8,,. soit S[<8, 

correspond a: 
o <o'. 

Multipliant cette inégalité par la suivante qui est: 

5<5,5, 
on obtient: 

8,8, <8,
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doit 
S'< 3, se, 

qui correspond a 
a, Se 

et ainsi de suite. 
r(z) peut donc s’écrire: 

a yp oF 1 (ory? a 
trp y(-1y (2, eri are ot eal 

soit, sous forme d’une intégrale de Fourier : 

  

r(z)= Jf cososay (w). 

En somme cela revient & dire que r(z) a les propriétés d'une fonction 

caractéristique. 
Inversement, la fonction W(») peut é6tre déduite de r(z) par une 

inversion de Fourier. 
La propriété dont nous venons de parler a été établie d’autre part, 

par Khintchine, dans des conditions trés générales. 

Pour trouver son interprétation physique, adressons nous 4 l’oscilla- 

teur aléatoire stationnaire (i fréquence aléatoire) dont nous avons fait 
l'étude, & titre d’exemple de l’intégration d’une équation différentielle 

aléatoire. 
Le coefficient de corrélation entre X, et X, est bien, en effet, de la 

forme voulue: 

A* cos Qt 
Le 

Nous choisirons de préférence le coefficient de corrélation entre X, 

et X, qui se déduit du précédent en remplagant A par (—QA). 

L’énergie de l’oscillateur étant égale a Q’ A*, ce coefficient de corréla- 

tion s’écrit : 

E cos Qt 

i 
r(c)=   

Désignons par E(w) la moyenne l/iée de |’énergie pour la valeur déter- 

minée » de Q, et par &(w) la fonction des probabilités totales de Q. 
§(») détermine la répartition des fréquences dans le spectre; on peut 

done appeler fonction spectrale. 

Quand a E (») e’est l’6nergie moyenne que posséde a priori—en vertu
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du «mécanisme» de l’oscillateur — un oscillateur de pulsation ». Par 

exemple, pour un oscillateur de Planck, on aurait: 

ho 
E Oe => : 

2n 

La moyenne générale de |’énergie (qui dépend de la répartition, c’est 

i dire du nombre d’oscillateurs ayant une fréquence donnée) est : 

B= [ E(o)dF (0). 

Le coefficient de corrélation de X s’écrit: 

r(t)= i (cos nya ai ee * ge: (»)- 
e 
0 

d’ou la signification de la fonction © : 

a¥ (o) == Bip) ads (o) . 

E 

La fonction ¥ n’est identique & la fonction spectrale que si l’énergie 
est indépendante de la fréquence : 

E(w) chap 

Physiquement, on peut se faire la représentation suivante. 

Dans une enceinte se trouve un gaz d’oscillateurs» c’est i dire un 
tres grand nombre d’oscillateurs possédant toutes les fréquences, toutes 

les énergies et toutes les phases possibles. Ce gaz peut étre représenté 
par un oscillateur aléatoire unique, pour lequel 2,E,® seront consi- 

dérées comme des constantes aléatoires. On suppose qu’en vertu de la 
nature physique de ces oscillateurs, |’énergie moyenne des oscillateurs 

de pulsation est, en toutes circonstances, une fonction connue E(o) 

de »; par exemple il pourra se faire qu’individuellement chaque oscilla- 
teur satisfasse 4 la relation de Planck: 

ho 

on 

Pour quun équilibre statistique s’établisse, c’est 4 dire un état dans 
lequel les moyennes des diverses grandeurs physiques prises sur l’en- 

semble des oscillateurs élémentaires (et qui sont des moments de X
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et de X) demeurent permanentes, i] faut que V’oscillateur aléatoire équi- 

valent soit stationnaire. 

Cela est réalisé quand ® est une variable aléatoire de distribution 

uniforme, indépendante en probabilité de 2 et de E. Alors, le coeffi- 

cient de corrélation r(z) qui exprime la connewion entre les états succes- 

sifs du gaz d’oscillateurs, détermine (par une inversion de Fourier) la 

fonction ¥ (w). 

On en déduit ensuite la fonction spectrale §(«) par la relation: 

d¥ (») = Be) ag (ay: 
BE 

En résumé, le théortme de Khintchine confére & une fonction aléa- 

toire stationnaire la propriété d’avoir un spectre de fréquences, ce qui 

laisse espérer qu’une telle représentation convienne particuliérement 

bien & la Physique atomique. 

32. Spectre Continu et Spectre de Raies. Rappelons les propriétes 

des fonctions de probabilité totale. 

$() est la probabilité pour que O<Q<w. 

La probabilité pour que: 
a<W<o+dn 

est de l’ordre de dw», sauf pour un certain nombre de valeurs », de » 

formant une suite dénombrable. 

On peut décomposer F(») en la somme de deux fonctions F, et F,. 

a) F,(o) est une fonction continue (que nous supposerons méme déri- 

vable), non négative et non décroissante. Soit 2(») sa dérivée. 

b) F() est une fonction discontinue, non négative et non décrois- 

sante, Elle reste constante dans l’intervalle : 

Oo, 9 <o,,, 

et, lorsque » traverse la valeur ,, elle subit la discontinuiteé : 

F,(», +0) —F, (»,— 0) =a, . 

C’est une fonction cen escalier». 
D’aprés le théoreéme des probabilités totales : 

f dF (w)=1 

donc: Fa 

[i@)do+yd G1 
(
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La série & termes positifs x a, est convergente, sa somme ne pouvant 
excéder l’unité. 

La fonction ¥,() représente la partie continue du spectre et les 
fréquences », repérent les raies spectrales. 

La fonction Y(») — inverse de Fourier du coefficient de corréla- 
tion-est donnée par: 

E () 4 4E (0) ry 

KE 
dt (os) =), () F,(o). 

E 

Et le coefficient de corrélation lui méme, par: 

(7) = _f (cos one te) i(m)do+ §¥ b, cos, + 

0 

avec : 

i} = ( 6), ) 

Le coefficient de corrélation admet done comme discontinuités toutes 
les discontinuités de la fonction spectale F(»). On peut dire qu’il 
reproduit qualitativement le spectre. 

33. Périodicité et Stationnarité. L’exemple de Voscillateur aléatoire 
(a fréquence aléatoire) semble montrer qu’il existe une certaine relation 
entre le caractére de stationnarité d’une fonction aléatoire et le carac- 
tere de périodicité de la fonction obtenue au cours d’une épreuve sur la 
fonction aléatoire. 

Mais la relation que suggére l’oscillateur est évidemment trop parti 
culiére. Klle est contraire a l’idée que nous nous sommes faite de la «réa- 
lisation» d’une fonction aléatoire — qui doit étre assez discontinue pour 
qu’une épreuve permette d’estimer les moments statistiques — d’admettre 
que l’évolution de chaque individu puisse se représenter par une sinu- 
soide (ou méme une fonction périodique). 

Slutsky a montré que, sous des conditions assez géndrales: «toute 
fonction aléatoire stationnaire est une série de Fourier aléatoire presque 
périodique». Cette représentation déja plus satisfaisante que l’oscilla- 
teur, n’est pourtant pas encore, 4 notre avis, la plus générale. 

(A suivre)
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