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NOTE — Dans le volume 1 (1944) — Fasc. 3 — P. 95-150, de cette
Revue, nous avons publié la premi¢re partie d’un mémoire sur la
«Mécanique Aléatoire».

Avant de passer i la seconde partie, nous présentons ici:
1.°) quelques errata, d’ailleurs de peu d’importance, relatifs au texte

déji paru et rectifiant des fautes typographiques.

2.9) trois annexes contenant des développements mathématiques inté-
ressants, mais que nous avions d’abord estimé pouvoir passer sous
silence, dans un exposé condensé qui s’adressait surtont aux Phy-
siciens.

ERRATA
(au texte du Vol. 1, fase. 3, p. 95-150)

Page 95, ligne 2: supprimer la (,) aprés «l'idée statistiquen.

Page 95, ligne 4: apris «W. Gibbs», remplacer (:) par(,).

Page 97, ligne 18: apris «Ne nous y trompons pas» remplacer (,) par (:).

Page 98, ligne 14 : au lieu de «naleur» lire «valeur».

Page 100, dernidre ligne: au lieu de «suffisantep our» lire esuffisante pour».

Page 102, ligne 13: au lieu de amolécules différents» lire «molécules différentes».
Page 108, au bas de la page: remplacer partout » (¢+4,t+k) par » (¢+h, t+h+E),
Page 111, ligne 3: au lieu de «orde» lire «ordren»,

Page 114, lignes 4 et 5: remplacer X/t par X/¢ et X/t par XJe.

Page 116, ligne 24: au lien de 82<8, (8, lire S;<S,_, 5,4, .

oo [- ]
Page 117, ligne 10: au lieu de » (&)= 2 a, cos no lire » (k)= E a, cos noh .
L} U]
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Page 117, ligne 20: placer une (,) apris «le plus généraly.

Page 119, dernitre ligne: au lieu de lj‘,_IiT'_ , lire U_ 11 :
Page 120, ligne 16: au lieu de «dérivisn, lire adérivéess,

N . o'+ u | elatd4ud
PPage 136, dernitre ligne: au lien de ———— lire — -
b (=] 2 2
) . ottt wta4u?
Page 137, ligne 18: au lieu de =l

Page 139, ligne 21: an lieu de (sin o (4—¢) , lire sin® o (L—¢)) .
Page 148, ligne 16: au lieu de « léatoire» lire «aldatoiren.



ANNEXE I

Sur la condition de dérivabilité aléatoire

1. Une condition nécessaire de dérivabilité aléatoire est que —
r(t,h) étant le coefficient de corrélation entre deux valeurs X/t et
X/t+h, de la fonction aléatoire X/t — le rapport

1—r(t,t+4h)
h*

tende vers une limite, lorsque % —0 (condition I). Cela entraine
que:

) et o(h), dépendant de ¢, et 7 (%) s’annulant avec % .
La condition nécessaire et suffisante est qu'il existe un nombre aléa-
toire X, tel que:

O

tende vers zéro avec L, U/h désignant le rapport incrémentiel :

— (condition IT)
h

Comme on ne connait pas d’avance la dérivée, on doit utiliser un
crittre semblable & la régle de convergence mutuelle que Cauchy a
employée pour décider de la convergence d’une suite, sans en connaitre
d’avance la limite. Ce critére est le suivant:

11 faut et il suffit que:

W=

tende vers zéro, lorsque % et & tendent vers zéro, chacun pour leur
compte.

On peut toujours supposer |%k|>|%|. Or:

(Uh—Uyk)t =0k + 0%k —2 U/R U/k .
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La condition cherchée se réduit donc i ce que:

U/kUjk tende vers U*/0 = S*, quand % et k tendent vers 0.

L’on a:

Uk Uk = blk (S{E+h)S(t4+k)r(t+h,t+k)—S@E)S(t+l)rE, t+n)
—S(OS (t+E)r(t, t+k)+8 )],

S(t) désignant I’écart type de U & l'instant ¢.

Supposons S(t+%) développable en série de Taylor jusqu’au second
ordre.

On trouve, & des infiniment petits prés, que la condition pour que
X/t soit dérivable se réduit a:

h=>0

lim A — % (g (k)— 9 (k— k)] =0

Cette condition n’est pas automatiquement réalisée, car si o (k) et
¢(k—Pn) tendent bien vers zéro, on ne peut rien dire du rapport

ho . y -
x=—, sinon qu'il reste compris entre — 1 et 1.

v

Notons tout de suite que la valeur -+1 n’est prise par x que pour

h=/l-=0 et lim %: 1. En ce cas, la condition est toujours vérifiée.

Nous pourrons donc supposer dorénavant que » ne prend jamais la
valeur +1.

2. Nous allons montrer que la condition suivante est suffisante pour
conclure & la dérivabilité :

Théoreme — Si la fonction ¢ (k) est de la forme:
1
9 ())=—p.(h),
h

p.() étant telle que, pour 2=0:
a) elle soit continue et que p.(0)=0;

b) elle admette une dérivée premiére continue et que p'(0)=0; alors
la fonection aléatoire X/t est dérivable.

On a en effet:
A B0 =2 u () —p [k (1—a)]
kx(l—x)
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et, en utilisant la formule des accroissements finis :

A:"'[""“'lg“"'ﬂ_“' Gik) < ou B)<1.
—

Quel que soit & — du moment que la valeur 1 peut toujours &tre
écartée. — A tend vers zéro, quand & — 0, en raison de la propriété
de continuité prétée a p'.

Ainsi, le cefficient de corrélation suivant — a supposer qu'il satis-
fasse aux conditions de cohérence — :

r(R)=1—0k*—), |k |* sin % y pour =<l

r(k)=0 ' pour &>k,
est, malgré la bizarrerie de la fonction sin% (pour £=0), une fonctioTl
aléatoire dérivable.

ek .y : E
Pour contre, si ey est remplacé par smﬁ, la fonction aléatoire

n'est plus dérivable, car si la condition (I) est bien satisfaite, la condi-
tion (IT) ne l'est pas.

ANNEXE II

Primitive et intégrale d'une fonction aléatoire

1. Soit U/t, une fonction aléatoire — que nous supposerons station-
naire pour simplifier — non nécessairement dérivable, de valeur pro-
bable nulle, d’écart type S, de coefficient de corrélation :

r(t,—t)=r(k).

Nous la considérons comme bien définie par ces données et nous
appelons primitive de Uft, toute fonction aléatoire X/t, qui.admet U

pour dérivée. Sera donc une primitive de U, toute fonection aléatoire X
dont le moment rectangle vérifie I'équation aux dérivées partielles :

_'a_" K! stU_iu_

k) > =
o, ot,

(]

U, U, étant une fonction de ~=t,—t,, une double intégration donne :

A

X X, =— Sﬁf(k—s) r(s)ds+c, (t,)+c,y(t,) -

(1]

PORT. PHYS. 13
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Mais, X, X, étant symétrique en #,,t,, les deux fonctions arbitraires
¢, et ¢, se réduisent en réalité a une seule ¢, dont il est facile d’ail-
leurs d’avoir la signification en faisant #,=¢,. On trouve

2¢(t)=0(1)
7 (f) désignant ’écart type de X.

Ainsi:
1

X, X, = = [a*(t) +0* (1)]—S* [ (h—s) 7 (s)ds .
J
2, La forme la plus générale du coefficient de corrélation d'une
fonetion aléatoire stationnaire est:

r(8)=1—1(s)

olt L(s) est une fonction paire, s’annulant pour s=0 (nous admettons
implicitement qu’elle est telle que » satisfasse aux condition de cohé-
rence).

Mais, J(s) ne saurait étre aussi générale, car le fait que X est déri-
vable entraine sur la forme de son moment rectangle, des restrictions
qui ont leur répercussion sur 7(s), donc sur 4(s). Pour les déter-
miner, choisissons la primitive stationnaire (s=c"), ce qui n’enléve
rien d’essentiel au résultat. Le coefficient de corrélation de cette pri-
mitive stationnaire est:

§ ., 8
R(#)=1-—F+ 2 f (h—s) & (s) ds

R (%) doit satisfaire & la condition que nous avons appellé (IT) & I’Annexe
précédente et que nous avons transformée par le crittre de Cauchy.
Cela donne:

i [ f(fi_s)f(s )do— })?f(ﬁ—-z'r——s),a(s)ds]

I’caen:ms}E =ux, elle devient:
2

limw—(::[l oy f(k—s){;(s)dsﬁj:gc—!. —s).g(s)dsJ

pour k, tendant vers zéro, x restant compris entre —1 et -1, mais
n’atteignant pas la valeur 1.
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Transformant la seconde intégrale et effectuant des simplifications,
on trouve:

imUiﬁ[@_mﬁjw_gﬂga_%Jﬁ@@+%jwmwﬂ=0

et I'on se rend facilement compte que cela entraine les deux condi-
tions :

k
lim l U(s)ds=0
k=0 Jo

k

lim -1—§f3¢{3)d.s=0

k=0 fe

0

La seconde, transformée par la formule de la moyenne, devient:
k
.. 0
lim — | 4(s)ds=0 0i<ci<=1.
k=0 fo
0
Elle est donc évidemment satisfaite si la premiére I'est et, transfor-
mant celle-ci par la formule des accroissements finis, on voit finalement
que la condition nécessaire et suffisante est que (k) soit continue
pour h=0.
On vérifie par ailleurs facilement qu’a cette condition, R (%) satisfait
bien au critérium de dérivahilité que nous avons énoneé dans I’Annexe (I).
La condition trouvée signifie que U est continue en moyenne quadra-
tique.

3. Partons maintenant de 'intégrale indéfinie :
3
X;!=‘[U/s ds

A, désignant une constante aléatoire, toutes les intégrales de U ren-
trent dans la forme:

X/t= [Ufsds+A=Z +A,
7 désignant l'intégrale particuliére :

Zjt= fU/s ds
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On en déduit :
X, X,=Z,Z,+AZ,+AZ,+A°.
A

. . — A ; S
On doit considérer AZ, + - » comme une fonetion arbitraire de ¢,

puisque la corrélation entre 7 et la constante aléatoire A peut étre
choisie a notre gré.
On a done:
X, X2=TZ!+C (tl)+c (tz)

En faisant t,—t,, on trouve une interprétation de c(t):

a

c(t) = i

7, étant I'écart type de X, et 2, celui de Z.
Done:

-+

X, X, = 4T Ty — T

2

dad) o  BER_di+d B lf
2

o
Lo

C’est bien la formule de tout & I’heure, car:

s
@=ZF= ( [zzsds) =2 ﬂj(ﬁ )r(s)ds
£
4. Cherchons la condition pour que U/t soit la dérivée de:

X/;___fU/sds

Nous avons vu au chapitre de l'intégration aléatoire qu'il était pour
cela nécessaire et suffisant que l'intégrale certaine :

% f (U/a—TUJt) (U/6—Ujt) de dfp
i

étendue & un carré de c6té 2, tende vers zéro avec h.

Nous servant de l'inégalité de Schwarz, nous avons alors montré que
c¢’était bien le cas lorsque U était continue en moyenne quadratique.
Cette condition suffisante n’apparaissait pas nécessaire. Cherchons &
serrer le probléme de plus prés et pour cela, plagons nous dans le cas
stationnaire.

En posant:
r(9)=1—4(9),
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-1

la condition cherchée s’exprime ainsi:
i L (464 () (—aldad =0
it
et elle se réduit a la snivante:

h
i : o
1:1130 = ¢ (h)= }l_?.,{ sl (s)ds=0

0

i

La formule des accroissements finis, appliquée a la fonction @ (%),
nulle pour 2=0 et qui admet la dérivée k1 (%), nécessairement finie,
puisque ¢ (%#)< 1, permet de la remplacer par celle-ci:

lim 6 ¢ (62)=0,

h—=0
U étant un nombre dépendant de %, et compris entre 0 et 1 — limites
exclues — Comme ¢ (0)=0, la condition signifie que ® est continue
pour 2=0, donc aussi r(%), donc que U est continue en moyenne
quadratique.

Ces résultats sont entiérement d’accord avec les précédents. On

peut done énoncer le théoréme suivant dont on remarquera l’analogie
avec le théoréme correspondant de I’Analyse certaine:

Théoréme — L'intégrale aléatoire | Ufsds admet U/t pour dérivée
g pour,

en tous les points ot U/t est continue en moyenne quadratique.

5. Les points de rigueur étant traités, on peut faire quelques réfle-
xions intéressantes du point de vue physique. La primitive X, de U,
définie par son moment rectangle, dépend donc d’'une fonction arbi-
traire. On peut dire aussi, en langage de la Mécanique, qu’il y a une
infinité de corpuscules distincts admettant la méme vitesse. Cette indé-
termination est plus grande que celle de la Mécanique certaine, dans
laquelle une vitesse définit un seul corpuscule, & un changement d’ori-
gine prés. Il y a la un fait qui augmente beaucoup le pouvoir d’expli-
cation de la Mécanique aléatoire.

6. Prenons l'exemple de la fonction aléatoire U dont le moment
rectangle est:

i,T,_IL"-—“ S*cosw (t,—t,)
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Ses primitives sont définies par le moment rectangle :

& 2 : 3
(i)+9 (t,) § e Ecosm(t,\,—t,)
2 m’z m? .‘

X X -

Il en existe, en particulier, de stationnaires (lorsque o est une cons-
tante) :

X, Xy= (o’g = i) + -E%- cos o (t,—t,)

Mais le probléme de la recherche de la primitive est hien plus restreint
quand on préte & U une forme analytique certaine, dépendant de cons-
tantes aléatoires. Nons avons dit, en son temps, qu’une telle représen-
tation manquait de généralité; nous savons pourtant qu'on obtient un
moment rectangle identique & celui que nous venons de choisir pour U,
en prenant la fonction aléatoire :

V=Awcos (t—®),

oscillateur a fréquence certaine (¢ est un nombre aléatoire, compris
entre 0 et 2%, de probabilité uniforme et indépendant du nombre
aléatoire A).

En intégrant directement ’expression analytique de V, on obtient :

Y =Asin (mt--—@) +B,

B étant une constante aléatoire pouvant, a priori, étre corrélée avec
Aetd,
Le moment rectangle de Y est:

2

A —_— .
Y, Y = — cos o (t,—1,)+AB cos @ (sin v, + sin wt,)

— ABsin @ (cos ot, -+ cos wt,) + B

Il ne dépend plus que de constantes arbitraires (AB cos (D ABsin®, B?)
et non d'une fonction arbitraire.

Par contre, la solution stationnaire redonne le méme moment rectan-
gle que tout & I'heare:

2

Az . 32
Y X=X X e %—cos w(t,—t)+B’= (o’“— ('?) + % cosw (t,—1,)

Il n'y a rien dans ces faits qui doive nous surprendre. L’intérét du
concept aléatoire est précisément d’étudier les propriétés communes i
toute une classe de fonctions ayant sur des épreuves individuelles des
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réalisations fort diverses. Mais, ce qu’il est important de retenir de la
possibilité de représenter une fonction aléatoire stationnaire par un
oscillateur, c’est que — tant qu'on demeure dans la stationnarité — cette
représentation, quoique grossiére et naive, posséde a peu pros toutes
les propriétés statistiques requises. Sans doute faut-il voir la la raison
profonde pourquoi le schéma de loscillateur posséde en Physique, mal-
gré sa simplicité, un pouvoir d’explication si étendu. On pourrait en
dire autant du schéma des chocs moléculaires.

7. Une des primitives de U est particuliérement remarquable : c’est
'intégrale

Y= [U/sds
dont V'écart type est X, tel que:
3 (1) =Y'=28" f (t—s)r(s) ds

Le moment rectangle de la primitive générale a donc pour expression :

=< O (t)+e*(t)—2(t,—t) oy +a3—2"
‘Xl‘\e= 1 1‘) 1 L 5 !

et son coefficient de corrélation est par suite:
<! 2 (f--;-'tJ T [GEEi]_U(tt)]g = o ze_(c&_ '5'!)1
2? (fl) a (22) 20!. o-‘.!

Rien n'oblige le R ainsi obtenu a étre, a priori, «un r», c'est a dire
4 vérifier les conditions de cohérence. La fonction indéterminée o (t)
ne peut donc étre choisie arbitrairement. Ainsi, pour que R soit com-
pris entre —1 et +1 (1°* condition de cohérence), elle doit satisfaire
a l'inégalité triangulaire :

[qi_ql[gzsg!—f_gt

R(t,,1)=1

Lorsque %0, cette condition redonne 1'inégalité déja connue entre
la dérivée de 'écart type et I'écart type de la dérivée :

|o'|<8
' 8. Cherchons si, parmi les primitives de U, il peut en exister de

stationnaires. 1l faut pour cela que I'écart type 5 (?) soit une constante.
Le caeflicient de corrélation se réduit alors a:

—

R=1——
2q*

et il est bien effectivement une fonction de (f,—t,)=7", seulement.
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Mais cela ne suffit pas. Ici se présente une circonstance caractéris-
tique du Calcul aléatoire: il faut encore que R satisfasse aux conditions
de cohérence. La premiére de ces conditions (|R|<1) exige que

Uintégrale :
5

3'=98" [(h—s)r(s)ds

reste bornée quel que soit %, et en particulier quand /% — oo, sinon on

ne pourrait choisir la constante arbitraire ¢ de maniére que a}-?---

=)

Cela entraine des restrictions sur la forme de »(s); autrement dit
toute fonction aléatoire stationnaire intégrable n’admet pas nécessaire-
ment des intégrales stationnaires.

Ainsi, le ceefficient de corrélation :

r(s)=e

représente une fonction aléatoire qui n’admet aucune intégrale station-
naire. En effet, 'intégrale :
h

[ (h—s) e ds

[1

a pour expression asymptotique :
oo
Ji fe"‘ ds
b
et croit donce indéfiniment avec /.

La seconde condition de cohérence conduit & I'inégalité :

34 (h) |
o <42 (h)—2*(2h).

Elle erée sur 2 la condition suivante :
23 (h)> 2 (2k)

La courbe Z(%) ne pourra franchir la droite de cw:fficient angulaire S,
a laquelle elle est tangente a l'origine.
On doit prendre &* plus grand que:
24 (k)
43 ()—2* (20)
2*(h)
4

et cette borne est supérieure ou égale i celle, » imposée par la

1" condition de cohérence.
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9. Les conditions de cohérence d’ordre supérieur donneraient sans
doute des bornes encore plus strictes. Quoi qu’il en soit, si 2 est
bornée supérieurement (ce qui ne veut pas dire nécessairement que 2
tende vers une limite quand k- <o), il existe une infinité d’intégrales
stationnaires dont les écarts types ¢ sont bornés inférieurement. Il y
en aura généralement une correspondant au minimum g, des ¢. Soit
RN (k) son coefficient de corrélation.

Les coefficients de corrélation R (k) des autres intégrales stationnai-
res s’expriment au moyen de R (%) par la formule linéaire:

R(h) = k s :) + 29
On déduit de la que:
R (h)> R (k)

Ainsi, toutes les courbes R (%) se cantonnent dans la région du plan
comprise entre la courbe N (%) et la droite d'ordonnée 1.

De plus, il est facile de vérifier que, R (k) satisfaisant aux conditions
de cohérence, R (%) y satisfait a fortiori. En effet, ces conditions expri.
ment que la forme quadratique:

27 +222R )2,
est définie positive.
Or, elle s’écrit:

@

(S22 4+ 23390,0) +( = :_) ),
expression qui est positive si le premier terme l'est (puisque g, <a).

10. 3() étant une fonction bornée pour toute valeur de 2 (méme
pour k- oo), la courbe 2 (%) peut présenter I'une ou l'autre des deux
allures suivantes :

a) tendre vers une asymptote horizontale.
b) étre périodique ou presque périodique.

Dans le cas a), R(%) tend aussi vers une asymptote horizontale, soit

R=p. Considérons alors p instants; il leur correspond }9([)40_1—)

coefficients de corrélation et l'on peut toujours s’arranger — quel que
grand que soit p — pour que ceux-ci soient aussi voisins de p qu’on

le désire, Or, nous avons vu —a propos de l'Intégration aléatoire,
17* Partie, page 134 — que si un trés grand nombre de variables aléa-
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toires présentent deux & deux la méme corrélation, celle-ci ne saurait
étre négative. Donc p est néeessairement positif ou nul.

On peut donner davantage de précisions. La seconde condition de
cohérence, lorsque deux sur trois des coefficients de corrélation sont
égaux & p, s'éerit:

R(h)>—1+42p*

R (%) est done bornée inférieurement par une valeur supérieur & —1.
A mesure que p croit, le champ de variation possible se restreint et
si u=1, R(%) ne peut plus prendre que la valeur 1 (et I'on est dans
le cas d’une constante aléatoire).

Donnons un exemple. Soit:

r()=—2nr—1)e™

— 2(2k"—1) étant le 2 polynome d’Hermite — le ceefficient de corré-
lation d’une fonction aléatoire U, d’écart type S=1. Une des primi-

: i ; 1 a
tives stationnaires & admet l'écart type o,= 75 et le coefficient de
corrélation :

R (h)y=e™*,

qui satisfait bien aux conditions de cohérence.
Les autres primitives stationnaires ont pour coefficient de corrélation :

15 1
R ()= (1--0 )+§e v

2
-G

' | o a
Quand %, R(k)-- 1—-_)—-“ et cette quantité doit étre >0, donc:
i

r

Ainsi, la primitive & est celle dont I'écart type est le plus petit
possible. Tous les coefficients de corrélation sont au dessus de la
courbe de Gauss (¢™) et se rapprochent autant qu'on le désire — sans
toutefois jamais 1'atteindre — de la droite d’ordonnée 1.

Voyons maintenant le cas 4).

Lorsque 2(%) est périodique, il atteint périodiquement la valeur
zéro. Les R(%) et » (k) sont aussi périodiques et atteignent périodique-
ment la valeur +1. Parmi les R(%), il y en a un qui prend périodi-
quement la valeur —1: c’est lui qui correspond & la primitive d'écart
type minima.
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Les choses ne sont guére changées si 2 (k) est presque périodique.
La primitive d’écart type minima est celle dont le coefficient de corré-
lation, presque périodique, se rapproche presque périodiquement, autant
qu'on le désire, de la valeur —1.

Exemple simple :

Soit »(k)=cosm,k, le coefficient de corrélation de la fonction aléa-
teire stationnaire U, d’écart type S=1.
Les coefficients de corrélation des primitives sont:

R(k)zl— 1 +—1—cosrn /)
O‘i (.l)?j O' fr\
, - |
Celle d’écart type minimum correspond & ( oy =— ):
@y

R (k)=cosw,h ,
qui atteint périodiquement la valeor —1.
11. On peut étudier la question des primitives stationnaires en

supposant (ce qui diminue un peu la généralité), que la fonction U
posséde un coefficient de corrélation de la forme de Khintchine :

r(h)= [ cos wh d¥ (w) ,

#(w) étant une fonction de répartition.

On sait qu'un coefficient de corrélation de cette forme satisfait ipso-
-facto aux conditions de cohérence.

Mais alors que dans le probléme de la dérivation, la dérivée est
toujours cohérente, dans celui de l'intégration, la primitive ne l'est pas
nécessairement, car son coefficient de corrélation :

S* cml—cos.z.n?z.
R(fl)=1-—?fT—d§(m)
0

ne se présente pas sous la forme de Khintchine.
Il v a pourtant un R (%) qui est de cette forme; c’est:

R)=—= & fﬁikd&‘ (w)= j cos wh dP (v)

pour lequel :
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dtl)(m)=§ () GEZSQ(L)

w0’ w’

)

v oyl ) . o ;
N (k) existe si (?) est fini, et satisfait dés lors automatiquement aux

conditions de cohérence.

Il en est de méme pour toutes les primitives d’écart type supérieur
a o,, mais il est possible qu’il existe des primitives cohérentes d’écart
type inférieur a o, .

Développons R (%) en série:

» P 2 2n
R (k} == 1 - g I_FJ + S_ i __I_ + ( ) S‘l 2! }I -[_
a

¢ 2 (‘) n)!

Cette série est convergente, car R (%) est une fonction linéaire de
N (4) que 'on a supposé exister pour toute valeur de 7.

R (%) sera «un 7», si les inégulités suivantes sont vérifides (voir
17" Partie, § 13, pag. 116):

S — S S-
i e 1 < Pat (,'JJJ‘-‘S .’J\H’f 3
() (5)

Or, ces inégalités se raménent & celles vérifiées par les moments de o :
.| < ;)"JI-‘ ]..il"""

]

sauf la premiére (n=1) qui est:

et donne :

I’égalité ne saurait d'ailleurs étre atteinte, en général, car cela
implique que » cesse d’étre aléatoire et que, par conséquent:

r(h)=cosw, .

Comme tout a I'heure, on trouve donc que s est borné inférieure-
ment.
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ANNEXE III

Fonctions aléatoires presque périodiques

Nous avons signalé dans la 1°* Partie, au sujet des conditions de
cohérence, une propriété remarquable du coefficient de corrélation d’une
fonetion aléatoire stationnaire :

«Si ce coefficient de corrélation atteint 'une ou P'autre des valeurs
+1, —1 (pour k0), il est nécessairement une fonction périodique».

Son expression est alors donnée par la série de Fourier :

r(h) = % @, cos nwh

o0
avec Ya,=1.
u

Nous avons nommé les fonctions aléatoires correspondantes : fonctions
aléatoires périodiques.

On peut, en s’aidant de la théorie des fonctions presque-périodiques,
généraliser cette propriété de la maniére suivante :

«Si, & tout nombre positif ¢, aussi petit que 'on veut, on peut faire
correspondre une longueur 1(g)> 0, telle que tout intervalle de longueur [
contienne aw moins un nombre = pour lequel on ait:

soit r(z)<1l—:¢, soit r(v)>—1+¢,
le coefficient de corrélation est une fonction presque périodique dont la
presque période est, soit ©, soit 27.
Ce théoréme se démontre aisément; en faisant k== dans la seconde
condition de cohérence:
1= (B)—r*(k)—2* (h+ &)+ 2r B) r (k) r (h+k)> 0,
on voit que,
soit [r(k+47)—r (k)T soit  [r(k+47)+r (k)]
peuvent étre rendus aussi petits qu'on le désire.
Les fonctions aléatoires correspondantes peuvent étre appelées

fonctions aléatoires presque périodiques.
Si 'on se reporte & la forme de Khintchine :

r(h)= [ cos oh d & (w),
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on voit que les fonctions aléatoires stationnaires presque périodiques
correspondent au cas ol ¥(») est une fonction discontinue en escalier,
puisque le développement d'un «r» presque périodique est:

r(h)= ﬁ a,cos i, oh,

7, étant un nombre réel dépendant de l'indice entier n.

Si une fonction aléatoire statiounaire n'est ni périodique, ni presque-
-périodique, c’est que son spectre contient des bandes.



2" PARTIE — APPLICATIONS PHYSIQUES

VI— MECANIQUE DU CORPUSCULE ALEATOIRE

1. Mécanique aléatoire et Mécanique classique. La Mécanique clas-
sique repose essentiellement sur le concept de point matériel ou corpus-
cule, qui est un corps doué d’une masse (que nous pouvons supposer
égale i I'unité) concentrée en un point géométrique.

A ce corpuscule ponctuel, nous voulons pour fonder la Mécanique
Aléatoire substituer le corpuscule aléatoire, dont voici la définition :

C’est I'ensemble de trois coordonnées X, Y, Z qui sont des fonc-
tions aléatoires du temps, dérivables au moins dewx fois en moyenne
quadratique.

Il est évident que 'on peut fonder une «Mécanique Statistique» encore
plus générale en rejetant cette hypothdse de dérivabilité, mais il est bon
de ne généraliser que par étapes.

Le corpuscule aléatoire n’est plus un point matériel: il remplit
I'espace avec une certaine densité de probabilité de présence.

De la vont résulter dés le début des divergences avec la Mécanique
classique, que nous allons indiquer.

Une Mécanique est fondée sur un Principe de Variations; la Mécani-
aue aléatoire repose sur le principe que l'intégrale :

Rie————
fr L(X,X,t)dt

est extréma, L étant la fonction de Lagrange.
Cela conduit, comme nous l'avons vu, aux équations de Lagrange

aléatoires :
(Y-
X oX

qui s’écrivent dans le cas le plus simple:

g__9V

0X

V(X), étant le potentiel de la force extérieure.
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Le mécanicien qui se borne & I'étude du mouvement du point proba-
ble X, tirera de cette équation I’équation moyenne suivante :
oV
0X

;.

Placons nous maintenant au point de vue de la Mécanique certaine.
Celle-ci ignore que le corpuscule est distribué dans l'espace et 'imagine
concentré au point probable :

xu: X

Elle fait dériver ses lois de I'extréma de l'intégrale :

:l 1
ff L, , 2}, t) dt
et obtient, dans le cas simple ol nous sommes placés :

r)y

dx,

oy =X =

Cela revient & dire qu'elle néglige la force:

per (T )
0X o,
qui est fonction de la distribution en densité du corpuscule aléatoire;
elle s’écrit en effet explicitement :

e fptest] ™

Pour rendre cette expression encore plus significative, supposons que
la composante purement aléatoire de X: X'=X— X soit faible
devant X, de maniére qu'one puisse développer V (X) en série de
Taylor :

V)= et X)=V @ XL + T

On obtient alors : -
X* PV

2 ()3:‘3

P

Ainsi, la Mécanique certaine ignore-t-elle une force qui dépend de
X", c'est & dire de la diffusion du corpuscule. Si, & un instant donné,
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le corpuscule aléatoire se «ponctualise», il y a entre les deux mécani-
ques une coincidence mais qui ne dure pas, car le corpuscule aléatoire
diffuse. Ce n’est que dans le cas ol V est une fonction du second
degré au plus, de x (oscillateur aléatoire, corpuscule aléatoire libre)
que la Méecanique certaine est valable pour I’étude du mouvement pro-
bable.

2. Fonctions de distribution relatives au corpuscule aléatoire. Nous
allons définir les diverses fonctions de distribution qui servent a
exprimer la corrélation entre la position O(X,Y,Z), la vitesse
w(U=X,V=Y,W=2Z), et l'accéleration j(A=U,B=V,C=W) du
corpuscule aléatoire.

Nous désignerons par:

R, (x,y,z,u,v,w,a,E,7;t) la fonction de distribution conjuguée
de la position et de la vitesse,

e(x,y,2;1t), la fonction de distribution de la position.
Novs utiliserons aussi des probabilités lides et désignerons par:

fu,v,w;x,y,2,t) la fonction de distribution lZée de la vitesse pour
une position donnée,

file,Byy3u,v,w,x,y,2,t) lafonction de distribution lide de I'accé-
leration pour une position et une vitesse donnée.

Soit ¥ une fonction certaine de la position O, de la vitesse », de
laccéleration j et du temps. Sa moyenne exprimée par l'intégrale :

¥ (1)= [¥ R, dodo dj

est une fonction du temps seulement.
Sa moyenne doublement lie pour une position et une vitesse don-
nées est:

W(O,m,t)z%f‘i’R@j:f‘Fﬁdj

C’est une fonction de «,y,z,u,v,w,t.
Si ¥ ne dépend pas de l'accélération, sa moyenne liée pour une posi-
tion donnée est:

?(0,:):%[?3@:]47@

Si ¥ dépend de l'accélération, on définit encore sa moyenne liée
pour une position donnée (abstraction faite de la vitesse), en formant

PORT. PHYS. 14
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d’abord la moyenne doublement liée pour une position et une vitesse
données :

Y(0,m,t)= J‘FR dj

puis la moyenne de Y pour une position donnée :
= B 1 :
‘F(O,t)z?f‘YRdr,;=-P—f‘FRidmd‘;.

3. Relations vérifiées par les fonclions de distribution. Ces relations
forment deux groupes:

a) Relations générales exprimant les deux théorémes fondamentaux
du Calcul des Probabilités :

[R,dodndj=1

[Rdod =1

fpdo = " vérifiées quel que soit ¢
R= [R,dj

o= [Rdo= [R,dudj

ffld;j:l quels que soient x,y,z,u,v,w,t

f_f dw=1 quels que soient x,y,z,t?
R,=Rf,, R=pf.

b) Relations particuliéres, exprimant que la vitesse est la dérivée
aléatoire de la position et I'accélération, la dérivée aléatoire de la vitesse.

% + S;){}_-w(i]i?)=0 avee U= %fRudm

S SJ—(RA) 0 avec A-——fR,acdj.
w

La signification mathématique de ces relations est — par exemple pour
la derniére — que R est un multiplicateur du systéme différentiel :

dt—dm dy__(_f_z“if_u,"_dv_@
T u v w h

A B C
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4. 'équivalent hydrodynamique du corpuscule aléatoire. L’équation:
+S ~(sU)=0

est 1'équation de continuité d'un fluide de densité ¢ dont la vitesse,

dans le systtme de variables d’Euler, serait’ﬁ, ?, W . Nous allons
montrer que l'on peut donner de ce fluide une définition compléte,
mécanique et thermodynamique.

Nous avons établi plus haunt I’équation fondamentale de transfert:

— o m—— ek
—(¥)+ S (p¥U)=p¥
Si W est une fonction de x,y,z,u,v,w seulement, on a:
(}ll»‘ 'ﬁf)l{"
S ( S ()U) dt
Pour ¥=1, I'équation de transfert nous donne I’équation de conti-
nuité.

Introduisons des variables purement aléatoires, c’est & dire dont les
moyennes liées en un point sont nulles.

U'=U-U

Y=YV,

Une transformation de calcul simple permet d’écrire ’équation de
transfert sous 1'une ou l'autre des deux formes:

M S_( qrrUr)__.d_q_;

dt
!
dw _S_4ww
€£—j est 'opérateur :
J = 9
S =
ot S dx

—_——

Faisons ¥=U,V,W; (;—lf devient E,B,C et I'on obtient les équa-

tions du mouvement d'un fluide turbulent :
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CEOE_-A_i[i(FiTT‘)-J--—— UV’)+—— U'W’)]
dt ¢ Loz dy

et deux analogues.

Les quantités —_PUT:N“..,_PVFVF;T’ forment un tenseur
symétrique (qui est, au facteur — g prés le tenseur de corrélation de
la vitesse aléatoire du corpuscule en un point.

Ainsi, le corpuscule aléatoire est-il équivalent & un fluide dont nous
venons d’écrire les équations (continuité, mouvement). Nous verrons
dans un instant que l'on obtient aussi pour ce fluide une équation ther-
modynamique.

VIl — THERMODYNAMIQUE DU CORPUSCULE ALEATOIRE

5. L'équation thermodynamique du Corpuscule. Alors que le point
matériel «certain» est uniquement doué de propriétés mécaniques, le
corpuscule aléatoire s’enrichit, grice & son énergie d’agitation (énergie
interne) de propriétés thermodynamiques que nous allons examiner.

Rappelons d’abord les deux principes de la Thermodynamique clas-
sique :

Le premier Principe consiste, en quelque sorte, en la définition de
la quantité de chaleur (Duhem).

Lorsque les agents extérieurs fournissent a un systtme thermodyna-
mique un travail, I’équivalent de ce travail ne se retrouve pas tout
entier dans l'augmentation de 1'énergie interne du systéme. La diffé-
rence est la quantité de chaleur absorbée par le systtme (Q3).

L’énergie d’un corpuscule aléatoire est:

= [REdods,

Iénergie (aléatoire) d’un élément constituant étant supposée étre une
fonction des coordonnédes et des vitesses.
Or l'on a:

38 _ SE_dE | r.d
] E— (R dodw
3t B dt TJ a1 )

La quantité de chaleur dégagée est la différence:
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Pour un corpuscule aléatoire, elle est nulle, en raison de la conser-
vation de la probabilité :
d

R dodn)=0
dz( .

ou encore, si l'on veut, en raison de la régle de dérivation sous le
signe «trait», qui caractérise la dérivabilité aléatoire.

Le corpuscule aléatoire est donc nécessairement un systéme thermi-
quement isolé et i ce ftitre il semble ne fournir qu'une représentation
assez particuliere d’un systtme thermodynamique.

Mais ce manque de généralité disparait si, au lien de considérer le
corpuscule dans son ensemble, on en extrait une partie (ou particule).
Cette particule, du fait qu’elle est incluse dans un «champ» va posséder
toutes les propriétés thermodynamiques requises.

Faisons, dans 'équation de transfert:

T 4
[H

¥=]

|7

<)

* On obtient :

S
Feed f1 007 = ¢ E  dol
) ox dt dt

Pour les moyennes liées en un point, il cesse d’y avoir commutativité
entre les signes de dérivation et les signes de moyennes, de sorte qu'il
existe cette fois une quantité de chaleur dont I’expression est le terme
du ler membre. Sa signification est d’ailleurs évidente, comme on le
voit en intégrant ce terme pour un volume fini et en transformant
Iintégrale de volume en 'intégrale de surface:

f I:S%pﬁ(?cos (n ,.’r.')] d3

Z

La quantité de chaleur dégagée est donc le flux d’énergie d’agitation
qui traverse la surface Z entourant la particule fluide, de lintérieur
vers l'extérieur.

Le premier Principe se trouve ainsi établi comme une évidence, en
appelant chaleur I'énergie d’agitation du corpuscule.

Le second Principe s’exprime par 'équation de Carnot-Clausius :

Q3

oS+ | —

= G..

S est l'entropie du systéme, Q9 la chaleur dégagée en un point ol le
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module d’énergie (température absolue) est &, @, estla transformation
non compensée.

Le second Principe consiste dans laffirmation que @
négatif.

Or, nous obtenons une équation analogue & celle de Clarnot-Clausius
en faisant, dans I’équation de transfert:

¥=—log ¢ /)

n'est jamais

ne

Jy» désignant la lonction de distribution de Maxwell :

c'est:
1 GO d .
ﬂ ~qukf_—ahuﬂ
o s=—log (pjT,)=Iog(k"‘“?")+c‘” est l'entropie du fluide en un point,

telle que la définit la thermodynamique.
Intégrons cette équation pour un volume O, limité par une sur-
face 2. Elle devient, en posant:

S=fpsdo

(conformément & la conception thermodynamique, 1'entropie d’une masse
fluide est la somme des entropies de ses parties); et en transformant
l'intégrale de volume en une intégrale de surface:

5 S 1 1 =g d £
?6_£+le:8 2_9[] C eos(n,.:c)] d6=—f9£108(9.?‘u)d0°

Le crochet représente le flux d'énergie d’agitation vers 'extérieur
(chaleur dégagée de la Thermodynamique), en un point o le module
(température absolue de la Thermodynamique) a la valeur / .

Notre terme s’identifie donc au terme :

Qd
k

de la Thermodynamique: somme des «valeurs de transformationy,
autrement dit quotients des quantités de chaleur dégagée par leur tem-
pérature.

Notre terme du 2° membre représente la transformation non com-
pensée. Mais, en ce qui nous concerne, rien ne nous permet d’affirmer
quelle est positive (ou nulle), comme le voudrait le second principe.



[§}
o
(T}

MECANIQUE ALEATOIRE

- d%log (e fo)  s’éerit explicitement :

1 oU’ oW oV 1 el
—| n,— J i . T 4 =S A
kgl: ek ( dy ¥ c)z) ] 2k de S

en posant:

ny=p (k—07)
VW,

5 s :
On reconnait (au facteur = prés) dans le ler terme, la fonction

3
dissipative mécanique Pm de I'hydrodynamique des fluides visqueux, et
dans le 2¢me terme, la fonction dissipative thermique ®, de la théorie
de la conductibilité.

On voit qu'un 3¢me terme s'ajoute & ces fonctions dissipatives: il
tient & la corrélation entre la vitesse et I'accélération du corpuscule.
Nous verrons plus tard, avec précision, qu’il représente la variation de
I'énergie d’agitation d’une particule, primitivement concentrée en un
point, non pas quand on la suit dans le mouvement d’ensemble, mais
quand on suit tous ses éléments dans leur diffusion. Done, s’'il n'y a
pas une source d’énergie extérieure (comme du rayonnement par exem-
ple), s’échangeant avec 1'énergie d’agitation, le terme considéré est nul.

6. Variation de Iextension en phase, La variation de l'extension en
phase, jouant un grand réle dans toutes les questions de thermodyna-
mique statistique, nous allons examiner comment elle se présente dans
le schéma de la dérivabilité en moyenne quadratique.

La double dérivabilité des coordonnées du corpuscule aléatoire,
entraine la relation :

qu’on peut écrire en abrégé:
dlog R + JA

i B
dt Ju

d . - . ;
% étant I'opérateur qui suit dans son mouvement (vitesse u, accélé-

ration I) , une cellule (do dw) de l'espace généralisé des positions et
des vitesses.
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La dilatation cubiaue de cette cellulo est:

d OA’
A= —log(dodn)= \ —.
Yy og( 0 m) S e

Notre équation aux dérivées partielles s’écrit donc:

Bogh oS5 o B
dt dt

(R do dw)=0.

Elle exprime tout simplement la conservation de la probabilité. Lorsque

E G O
I'extension en phase se conserve, elle se réduit & 20 =0. En ce cas,
14

la moyenne ¢ (R) d’une fonction quelconque de R est indépendante du
temps, car:

86— .. dR
— PR =R e =0,
aﬁ“ M)&

Ce fait est une conséquence directe de la dérivabilité aléatoire.
L’expression de la dilatation cubique d'une cellule :

oA
A:Sx

montre -- bien que ce ne soit pas nécessaire —que A =0 quand

I,F,E‘ ne dépendent pas de u,v,w.

Alors: A'=A et AU=AU=ATU donc A'U'=0: l’accélération
et la vitesse ne sont pas corrélées. Remarquons qu'en ce cas, le
3" terme de '’équation d’énergie est nul.

7. Probabilité de configuration. La fonetion de distribution conju-
guée de la position et de la vitesse

R(2,y,2,u,v,w;t)

est considérée, en théorie cinétique, comme la probabilité de présence
du point représentatif d’un état du corpuscule dans l'espace généralisé
a six dimensions: position — vitesse. Remarquons que ceci suppose
implicitement que 1'état du corpuscule est, & un instant donné, parfai-
tement représenté par les six variables aléatoires (X,Y,Z,U,V,W).
Pour que cette conception soit valable, il faut done nécessairement
supposer que X est une fonction certaine de (X5 Y3Z,0,V, W),
ce qui est le cas d’une «Mécanique aléatoire de Lagrange» qui admet
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que le corpuscule obéit & un Principe de Variation :
5 [ L(X,X,0)dt=0

Dans cette Mécanique aléatoire, qui n’est pas la plus générale, on a
nécessairement :

X=A=A

II v’y a pas de diffusion dans I'espace des vitesses.

Le fait qu’il existe une gertaine configuration du corpuscule aléatoire,
définie par la fonction R, est susceptible d’une probabilité que nous
appelons «probabilité de configuration». Attribuant des probabilités a
priori égales & des éléments égaux de I'extension en phase, un calcul
de combinaisons classique donne, dans la statistique de Boltzmann,
Iexpression suivante pour le logarithme de la probabilité de configu-
ration :

-7f=——fR10g Rdodw
Or, dans la «Mécanique aléatoire de Lagrange», on trouve:

L ST T
3w dt

Donc, lorsque 'extension en phase se conserve (Mécanique Hamilto-
nienne), J ne peut varier.

Si l'on renonce a représenter 1'état du corpuscule par six variables
seulement et que l'on ajoute & sa définition des dérivées d’ordre supé-
rieur, il est visible que I’on retombera toujours sur la méme conclusion :

0H =0 si A=0

Ainsi, il est impossible pour un corpuscule aléatoire d’avoir un
«théortme FH» (3 F >0) ni méme d’obtenir une variation de J7 d’un
signe quelconque. Ce n'est pas i dire cependant que le schéma du
corpuscule aléatoire ne puisse fournir une interprétation de la Thermo-
dynamique.

Nous allons maintenant approfondir la question de la probabilité
d’une configuration et de ses rapports avee l'entropie.

8. Lethéoréme H dans une Mécanique statislique générale, Débar-
rassons-nous de toute hypothtse et posons que l'état d'un corpuscule
«statistique» est défini par un certain nombre de variables aléatoires,
que nous désignerons uniformément par X, sans préjuger qu’il puisse
y avoir entre elles des relations de fonction & dérivée.
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Nous appuyant seulement sur les deux théorémes fondamentaux du
Calcul des probabilités, nous allons chercher la variation de la gran-
deur :

H=— [RlogRdx

R, étant fonction de toutes les variables a, nécessaires pour définir
I’état du gaz.

I représentera, dans la statistique de Boltzmann le logarithme de la
probabilité de configuration, si I'on admet I’égale probabilité a priori
de tous les éléments de l'extension en phase. Il ne peut plus étre
question ici de justifier cette hypothise par la conservation de 'exten-
sion en phase, car nous ne savons pas si les X sont dérivables.

Nous désignons par G,, la fonction de distribution conjuguée :

(@, 2y 5 8,1)
de deux positions successives dans 'extension en phase.
G,, sera l'une ou 'autre des fonctions :

(g5 5 t,t) ou (m,x ; AN

identiques en vertu de propriétés de symétrie de G. D’aprés le théo-
réme des probabilités totales :

(J"i ’ tl)=RI (r]): f Gm d'w".

(G, doit étre tel que le paramdtre ¢, qu'il contient disparaisse dans
lintégration en méme temps que ).
De méme :

('rs » 1) =R, (52) = f G, de,
d'oli:
QLRt (t,)]:R, (fi)"Rt (31}= f{Gal_G:e)d‘Tg-
Prétant a R la propriété de continuité relativement & ¢ et choisissant
(t,—t,) petit, la variation de S a pour partie principale :

" oF=— [NlogR, (1)) 2[R, (1] dz,
‘ot :

o H=— [[logR, (1)](G,— G, d, da, .

On peut en avoir une autre expression en permutant x, et a,:

o H =~ [ [logR, (1))(G,— G,)dx, da,
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d’oli par addition, I'expression symétrique :

2 -1 f [logR,(t)—logR, (t)] (G, —G,,) dx, da, .

-

Enfin, appliquant le théordme des probabilités composées, on a:

Gle = Ri (tl) PI?
Gm :'"Ra (tf) le

P, et P, sont les probabilités de passage dans l'intervalle de temps
(t,,t,) respectivement de 1 en 2 et de 2 en 1.
Done :

2H == f (log R,—logR,) (R, P, —R, P,,) dz, dz,.

Et c’est tout ce que l'application correcte des deux théorémes fonda-
mentaux du Calcul des Probabilités nous permet d’écrire. Il y a, cer-
tes, une variation possible de J7 mais son signe n’est pas déterminé.
Ce que nous pouvons dire de général, c’est que 3 7 est positif lorsque
Ion a simultanément :

R2>R| et G'sl > Grz

c'est a dire lorsque le fluide de probabilité s’écoule des régions de forte
densité vers les régions de faible densité en phase.

Le théoréme J4 ne saurait donc étre une vérité statistique générale
et s'il a pu étre établi en Mécanique Statistique et en Mécanique quan-
tique c’est que l'on a ajouté aux notions statistiques une hypothése
physique qui leur est entiérement étrangére. Ainsi la démonstration
quantique admet un «principe de microréversibilité» — pas plus évident
que le principe de Carnot lui-méme — selon lequel :

Pﬂ1=P1-z:

d’ou il suit que l'intégrale 2% est 4 éléments positifs.
Nous ne pouvons ici développer ces considérations qui sortiraient du
cadre de ce mémoire.

9. Comment concevoir une thermodynamique stalistique générale.
Le schéma du corpuscule deux fois dérivable en moyenne guadra-
tique, bien qu’il ne permette pas sans autre hypothdse de conclure sur
le signe de la transformation non compensée, renferme toutes les possi-
bilités d’une représentation correcte des propriétés thermodynamiques
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d’un systéme. Mais I'on a vu que les rapports entre la probabilité et
l'entropie ne sont pas les mémes que dans les conceptions classiques.
L’entropie n'est pas:

H=— [RlogRdar
mais :

S=— [ R,logR,de—— [RlogR,d

R,, étant la loi de Maxwell.

Les deux notions ne coincident que pour un systéme dans l'état de
Maxwell.

Renongant & toute idée précongue sur les rapports de I'entropie et
de la probabilité, nous allons examiner maintenant comment on doit
— sous la forme la plus générale — concevoir linterprétation statis-
tique de la Thermodynamique.

Il nous faut d’abord trouver linterprétation du premier Principe,
c’est-a-dire définir la quantité de chaleur.

L’énergie moyenne du corpuscule aléatoire est :

§= [REdx

Sa variation ¢¢ qui est le travail fourni au corpuscule, se compose de
deux termes :

a) 9(E)=IR‘P(E) da, qui est 'augmentation de I’énergie interne du
corpuscule.

b) fE‘D(Rd.r)=fEE"(R)dx+fRE Adx (A étant la dilatation cubique)
— et qui est par conséquent la chaleur fournie au corpuscule.
La quantité de chaleur dégagée est par suite:

Q@ =—[E[@(R)+RA]dz
Et si I'on admet la conservation de I’extension en phase (A=0):
Q=— [E2(R)dx
10. Etat stationnaire et état de maximum de probabilité. Soit
g=[o®)de

l'expression de la probabilité de la configuration représentée par la
fonction de distribution R, résultant d'une statistique quelconque.
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Cherchons la fonction ¢ qui réalise le maximum de probabilité,
compte tenu des conditions adjointes classiques:

[Rdz=1

[REdz=s

1 ¢ ae
On trouve, — et 2 étant des multiplicateurs de Lagrange:

C

B o
o/ (B)=— +1

Lorsque la fonetion R satisfait & cette équation (et nous en désignerons
la solution par R), le corpuscule est dans un état de maximum de
probabilité.

Il convient de noter la différence entre un tel état et un état sta-
tionnaire.

Dans un état stationnaire, on a:

Gm: Gm 3

le corpuscule est en dquilibre statistique. Aucun de ses parameétres
macroscopiques ne varie. Mais, un état de maximum de probabilité
peut étre en train d'évoluer, grice & des actions extérieures, vers un
autre état de maximum de probabilité: c’est la suite des états réversi-
bles de la Thermodynamique. IL’état de maximum de probabilité a la
méme fonction de distribution qu’un état stationnaire, mais il différe de
celui-ci par les fonctions en deux points; 'on a:

G:’l_ Gl! ¥ 0

Le corpuscule n’est pas en équilibre statistique.

11. Llentropie. Supposons que le corpuscule parcourre une suite
d’états correspondant tous i un maximum de probabilité (états R).
Dans cette évolution R est constamment égal & R, et

Qo [E2®)de=— [¢ (R)2 R)de

représente la variation de la grandeur :

FHi=—[2(B)d
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ol

Done Q4
k

mique doit étre assimilée & J7 .

Cette définition, obtenue par la considération d’une suite d’états
réversibles, est conforme i celle de la Thermodynamique. L’entropie,
pour un état de maximum de probabilité, coincide avec le logarithme
de la probabilité. Mais cette coincidence cesse lorsque le systéme
n’est pas dans un état de maximum de probabilité.

Ce que notre raisonnement général ajoute aux résultats classiques,
c'est que la définition de I'entropie ne dépend en aucune manitre de la
statistique adoptée (¢ (R) arbitraire). En particulier, il léve le reproche
adressé par Duhen & W. Gibbs, sur le role essentiel joué dans la Méca-
nique Statistique par la distribution canonique.

est une différentielle exacte et lentropie de la thermodyna-

12, le Second Principe. Placons nous maintenant en un état, défini
par la fonction de distribution R, qui ne satisfasse pas i la condition
de maximum de probabilité.

Il existe toujours une fonction de distribution R, qui satisfait & cette
condition, pour la méme énergie moyenne & du corpuscule,

Elle est définie par:

o (R)= +)
et satisfait aux conditions :
[R,dz—1

fRuEd.r:_-S.

Nous dirons que I’état défini par R, est I'état de maximum de pro-
babilité tangent a 'état dérangé considéré.
Dans cet état «dérangé», la fonetion de distribution est :

R=R,(1+u).

a) point de vue de la thermodynamique classique.

La Termodynamique classique continue & définir I'entropie dans cet
état par:

S= [o(R)de— .

Ce qui caractérise cette conception, c’est que I'entropie est une fonction
d’étaty, c’est-a-dire s’exprimant au moyen des deux paramétres macros-
copiques 4 et ).
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(lalculons I'écart de cette entropie avec le logarithme de la probabilité :
.9?'=fq= R) dex
Développons 9 (R) en supposant n petit :

o (R)=7 (R)+Ry1! (B)+ = Rir'9" (R) 4.

Je dis d’abord que:
[ R, 7 (R)dae=0

En effet, substituant & ¢'(R;) son expression : +2, il vient:

fRn'n'p’ (R))da= :TIROEndx+).fnRudw

ot chacune de ces intégrales est nulle, en vertu de la définition de
I’état tangent, car:

[Rda= [R,dz=1

[REdz= [R,Ede
Il reste donc: ;

1 2.3
H=H,+ -‘-ijo'n ¢ (R)da+ - --

Quand nous avons voulu exprimer que J7 était un maximum de proba-
bilité, nous avons en réalité écrit seulement qu'il était stationnaire.
Nous aurons effectivement un maximum lorsque :

9" (R,) sera négatif.

(’est bien le cas pour la statistique de Boltzmann, dans laquelle:
¢=—RlogR d’oli: of'=——

ainsi que pour les nouvelles statistiques, comme on le vérifie aisément.

Un état stationnaire dans le temps, donc stable, ne pouvant corres-
pondre & un minimum de probabilité, toute statistique doit nécessaire-
ment satisfaire a la condition :

"' (B) <O
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Cherchons maintenant I'expression de la quantité de chaleur absor-
bée dans I'état dérangé; clest:

Q° = [E2(R)de— k¢ (R)2 (R)dw

Il faut bien remarquer ici que:

Q9

k

est plus égal & 38, done que -5 wlest plus une différentielle exacte.

En effet, 'état tangent ne peut admettre une fonction G, égale a
G,, sans quoi:

Ri =me da,
serait égale i:
R) — [ G, da,
; a8 . ., . :
Par conséquent, = qui s'exprime au moyen des fonctions G par:
5S 1 ¢ ' il 0 1]
'_; = ?f[?a (Ru)"'_?i (Ru).' (GIQI“GIE) dr, dir,
1] 6 5
est différent de T3 est:
Qs 1

ot = 5 [ 1% R) =% R)] (6, —G,) da, da,

Calculons maintenant :
US Qs ot

ot k
c’est:

Gu= [ o R)P(R)—2(R)]dz
que I'on peut mettre aussi, en s’aidant de I'identité :
S Ro ®)de= [R,o(R)dx

qui exprime que l'état dérangé et 1'état tangent ont méme énergie
moyenne &, sous la forme :

Gu=— [ ®R—R)3"R)2(R)de= [ R,ng" (R)2(R)dr.
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En particulier, si I'on adopte l'expression classique de Boltzmann
pour le logarithme de la probabilité :

~— [RlogRd

soit ¢/ (R)=— %, on obtient :

G..=— [R2(logR,) dr=—2(log R,)= [n2(R,) dx

Le second Principe affirme que &, n’est jamais négative. Nous ne
pouvons, avec les seules ressources de la statistique nous prononcer

sur le signe de ©@,,, donc démontrer le Second Principe.
b) Point de vue du corpuscule aléatoire.

L’expression de la transformation non compensée, pour une particule
fluide est, nous I'avons vu:

—eodo X log R,
dt
en posant: R,=of.
Rapportée a la masse unité, elle est donc conforme a I'expression
qu’'en donne le point de vue thermodynamique. Et ceci est une confir-
mation de la légitimité de 'expression de Boltzmann :

H=— [RlogRdx

pour représenter le logarithme de la probabilité.
¢) Point de vue de la Mécanique Statistique.

Il est nettement différent des deux précédents. La Mécanique Sta-
tistique continue, en effet, a définir I'entropie dans un état dérangé par
le logarithme de la probabilité (2 un facteur positif pros):

7 [+ iz
SH ¥

st Tt

IEn faisant le caleul de

on trouve cette fois :
Gl [Iy ®)—o (R))2 (R)d,
soit dans la statistique de Boltzmann:

GL= [log(14+m)2®)dx

PORT. T'HYS. 15
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et, si v est petit:
‘6:;‘: f h "_h (R) dw

I’expression est différente de celle de tout a I’heure mais, en tous
cas, on ne peut toujours pas se prononcer sur le signe de ., done
démontrer le second Principe.

La conception de la Mécanique Statistique n’est pas conforme i celle
de la thermodynamique : I'entropie n’est plus une fonction d’état car R,
dans un état dérangé, dépend d’autres variables que 1l'énergie et la
densité: il dépend des dérivées de celles-ci et des gradients de la
vitesse d’ensemble.

e d

13. Critique des rapports de la probabilité et de |'entropie. On a voulu
assimiler I'entropie a la probabilité, en se basant sur deux propositions :

a) I'une, est ce principe de la thermodynamique selon lequel 1'en-
tropie d’un systtme thermiquement isolé (Q9—0) ne peut décroitre.

b) Tautre est I'affirmation qu'un systéme isolé évolue spontanément
vers des états de plus en plus probables.

La premidre proposition n’est pas la formulation la plus générale du
Second Principe; celle-ci est que la transformation non compensée
n’est jamais négative. _

Quant & la seconde, personne ne doute que ce soit une évidence;
pourtant ce n’est pas ce qu’il y parait lorsqu’'on regarde les choses
de prés.

Il y a lieu de distinguer deux faits en ce qui concerne la variation
de la probabilité.

1°) Les fluctuations de la fréquence d'un événement autour d'une
probabilité existant a priori, comme la probabilité d’amener face avec
une pi¢ce de monnaie rigoureusement symétrique.

2°) I’évolution dans le temps de cette probabilité a priori, par
exemple par l'usure de la pitce de monnaie.

Au sujet du premier, la loi des grands nombres nous apprend seule-
ment que les fréquences tendent vers les probabilités, de telle sorte que
la probabilité d’une fluctuation est d’autant plus faible que la fluctuation
est grande. Si parmi les événements possibles, il y en a un dont la
probabilité est énormément plus grande que celle de tous les autres,
c’est seulement cet événement que l'on observera en pratique, de sorte
que pour déterminer une répartition réelle, il est logique d’écrire
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qu’elle correspond i un maximum de probabilité (méthode de la théorie
cinétique pour déterminer la loi de Maxwell).

Mais il en va tout autrement du second fait : I'augmentation avec le
temps de la probabilité a priori. Auncuan principe du Calcul des proba-
bilités ne nous permet d’affirmer qu'elle augmente systématiquement.
Ainsi, si d'une urne contenant des boules blanches et des boules noires,
nous faisons des extractions en remettant la boule dans I'urne quand
elle est noire, en la conservant quand elle est blanche (intervention
d’un agent extérieur), la probabilité d’extraction d’une blanche ira en
diminuant. Au contraire, si 'on remet dans I'urne les houles extraites
(ce qui semble étre I'image d’un systéme isolé sans intervention d’un
agent extérieur), la probabilité a priori d’extraction d’une blanche
demeurera invariable.

Ce qui parait le plas naturel d’admettre, c’est que la probabilité d’un
systeme isol¢ demeure invariable. Kt c’est bien le résultat que nous
donne le schéma du corpuscule aléatoire dérivable en moyenne quadra-
tique, quand il y a conservation de I'extension en phase. Ce n’est donc
pas dans la probabilité que l'on doit chercher I'image de l'entropie,
mais dans quelqu’autre qualité de la distribution qui varie alors méme
que la probabilité reste constante.

Dol vient donc cette assimilation tellement classique qu’on la trouve
dans tous les ouvrages élémentaires de Physique, de 'entropie au loga-
rithme de la probabilité ? Nous n’en voyons guére que deux présomp-
tions :

) Le fait que Boltzmaun établit que le logarithme de la probabilité
(2 une Cte pros):
H'=— [RlogRdodo
a, lorsque R=pfo, fo étant la loi de Maxwell, la méme expression

elog (k**g™")do que la thermodynamique donne, d’autre part, de l’en-
tropie d'un gaz.

0) Un «raisonnement» de Max Planck, qui est le saivant.
L’entropie est additive, donc si nous avons deux systémes :

SIE=SI+SE
Les probabilités se combinent par produit :
P12:PIP2

Done si S=f(P), f satisfait & I'équation fonetionnelle:

* f (Ps Ps}=f (Pl) +f (P 2)
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et par conséquent :
S=klogP

Jo étant >0, car S et P varient dans le méme sens.

Qui ne se rend compte que I’'on commet ici encore une fois I'erreur
de presque toutes les applications du Calcul des Probabilités a la Phy-
sique : celle d’appliquer le théoréme des probabilités composées comme
si les probabilités composantes étaient indépendantes ? In réalité, tout
ce que nous avons le droit d'éerire, en général, est:

f(Plz)z.f(Pl)_!_f(P‘i) .

P,, étant une quantité qui ne résulte en aucune manicre de P, et de P,,
on ne peut déduire de la, la forme fonctionnelle de f'.

Qui plus est: ce n'est pas parce que deux grandeurs sont fonctions
(méme non décroissantes) du temps, qu'en éliminant le temps, on trou-
vera entre S et P une relation fonctionnelle simple. On doit d’autant
plus en douter que, dans la théorie cinétique — P> est une fonction en
«escalier» qui augmente d'une marche chaque fois qu'un choe s’est pro-
duit entre deux molécules, tandis qu'en thermodynamique, S est une
fonction d’état (c’est a dire des paramitres macroscopiques définissant
le gaz) variant continiment avec le temps.

14. L'entropie et l'incertitude. Dans le Schéma du corpuscule aléa-
toire, la probabilité de configuration est constante dans le temps. Ce
n'est donc pas dans la croissance de cette probabilité qu’il faut cher-
cher une explication de I'angmentation d’entropie. IL’entropie est lide
4 une qualité de la configuration qui varie méme lorsque celle-ci con-
serve sa probabilité. Nous allons voir que c’est I'incertitude.

Soit un corpuscule aléatoire ayant une densité ¢ et un module %
uniformes : ce pourra étre une particule infiniment petite, découpée au
sein d’un corpuscule pourvu d'un champ.

Son entropie est:

S=log (k™)

o TR

3
Mais on peut tout aussi bien la considérer prise avec la fonetion R,
(égalité de I'énergie dans les deux dtats).

Done 7

, la moyenne étant prise avee la fonction R.

k** est alors le produit des incertitudes s, s,s, sur les composantes de
la vitesse (caleulées avec R). e
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Montrons que ¢~ est proportionnel au produit 5,5,5, des incertitudes

sur les coordonnées.

Supposons la particule cubique, d’aréte 217.
On a:

I
]
af:pl"'fw"'d.r=%gl“
-1 2

d'oit':
~ 32 71572
od, g =0

D’autre part, la masse M est égale & 8¢l
Eliminant 7, il vient:

12 =1 -1

gl o".! a’.l ~ BI P = ':‘
Ainsi:

L’entropie d’un corpuscule aléatoire est le produit des incertitudes
sur chaque couple coordonnée-vitesse (les incertitudes étant calculées
avec la fonction de distribution de 1'état R, tangent).

En tous cas, 'augmentation de I'entropie est liée & 'étalement de la
distribution dans l'extension en phase. Nous trouvons li — indépen-
damment de toute considération de probabilité — I'idée fondamentale
que la qualité de I'énergie que mesure l'entropie est son degré de con-
centratration. Dire que l'énergie se dégrade c’est dire qu’elle se dilue.

Le minimum d'incertitude étant, en Mécanique Quantique, égal &
;—L il est asssez naturel de définir 'éntropie d'un corpuscule & un seul

™
degré de liberté par l'expression :
L dmos,

S=log—

h

qui est nulle lorsque lincertitude est minima et, hors ce cas, toujours
positive.

15. Minimum de dissipation. Pour expliciter les équations de la
Mécanique du Corpuscule aléatoire, il nous faut connaitre la fonction
de distribution :

R=R,(1+4n)
dans un état dérangé.

R, est la fonction de distribution de 1'état «tangent», c’est-a-dire de
I'état de méme énergie, de méme densité, correspondant en chaque

' Le signe = vent dire: aproportionnel i,
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point au maximum de probabilité. On sait que dans la Stutistique de
Boltzmann :
Ru:?j:n

1, étant la loi de Maxwell :

Jo=(r= k)" 26—1 (P=u"+v"+w")

De méme qu’'en Mécanique rationnelle, le mouvement réel d’'un sys-
téme jouit par rapport aux mouvements virtuels permis par les liaisons,
de la propriété de rendre stationnaire l'intégrale d’action, il doit y
avoir pour un état dérangé réel une propriété analogue qui permette
de déterminer la fonetion 7.

Nous postulons que cette propriété est le «Minimum de dissipation» .
Cette induction n’est vérifiable que par ses conséquences.

Un corpuscule aléatoire étant dans un état dérangé, caractérisé par
la fonction de distribution :

R=¢f=¢f,(14n),

le taux de variation de la transformation non compensée en un point, est :
J (’Dm
f f—-log (s f,) dn

L’expression détaillée de %log'(plﬁ,) est la suivante *:
(i

d 3 d, log k 1, )8~
= ——log(?fu)=( = .,f) nlet G : [‘-—“ ~A+A-f-—J -

2 d

s 3 1 ok
.,I_"J_._l[um%_l__,, _Il_v;zvi &.{._% +,,, ok Sk [J_lq ; =
k Jx a0z 2!., o

0 désigne, pour abréger l'écriture, la divergence de la vitesse d'en-

semble :
L
o

' Nous avons eu l'idée d'une Principe de Moindre dissipation, vors 1931, et en
avouns fait des applications & la Rotation du Soleil et 4 la Circulation générale de
I’Atmosphére.

Voir par exemple: CRAS — 3 déc. 1934.

? Pour rendre les formules plus lisibles, nous désignons ici par w,, v, m,, les

composantes de la vitesse d'ensemble du fluide, appelées jusqua présent w, v, w.
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‘A’ désigne la moyenne doublement liée de l'accélération pour une
«cellule» position-vitesse donnée. C’est en général une fonction de
(#,y,2z,u,v,w,t) qui nous est inconnue. Nous ferons I'hypothése
que (A,B,C) et (U,V,W) ne sont pas corrélées; alors ‘A s'identi-
fiera avec la moyenne simplement liée x, qui représente en fait, la
force extérieure agissant sur le corpuscule aléatoire (ou plus précisé-
ment sur les éléments d1 fluide équivalent). Cette hypothise entraine
la conservation de l'extension en phase.

On voit d’abord que:

f 512 log (o) do
dt

est nul, ce qui permet d’écrire :

5‘6“ . i
§ i _f fon gy [log e folldo

Nous allons écrire que l'état tangent étant donné (c’est-a-dire les
fonctions p et k), la fonction inconnue = réalise le minimum de cette
expression, compte tenu des conditions adjointes suivantes :

19 fj'o ndo—0 (conséquence du théoréme des probabilités totales).

2°) ffo-n ¢*dn=0 (qui exprime que le fluide dans I'état tangent a
la méme energie en chaque point que le fluide dans I'état dérangé).

39 fj'o nu' do = ffa v do = __fjb nw'do=0 (qui exprime que
w',v',w' sont les vitesses d’agitation en chaque point).
49 — [ fo(1+7)log (14 ) do=C"

Cette dernitre condition signifie que les fluides virtuels appelés en
comparaison ont, en chaque point, méme probabilité. En effet celle-ci
a pour logarithme :

H—— [ flogfdw—— [ fologfodo— [ fo(1+n)log(L+r)do

or Iqu-ffo log fodw est le mdme pour tous les fluides comparés,

en raison des conditions adjointes 1°) et 2°).
La condition de minimum s’écrit :

; i
log (14-7)== [_ (:’t log (¢ fo)+ 7+ ¢*+au'+ bv'+ cw'J
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Tyly1y a,b,c, sont des multiplicateurs de Lagrange qui peuvent, en
général, étre fonctions du point (z,y,2z) et méme du temps ¢.

Nous attirons I'attention sur la grandeur =, qui a les dimensions
d’un temps et qui confere au corpuscule aléatoire une propriété «tem-
porelle» qui n’existe pas chez le point matériel de la Mécanique.

Le probléme de minimum que nous nous sommes posés est entidre-
ment déterminé puisqu’il suflit maintenant de caleuler les multiplica-
teurs de Lagrange par les conditions adjointes. Cependant ce problime
est difficile a résoudre directement en termes finis, a cause de la forme
log(14-7). On doit procéder par approximations. Nous nous conten-
terons ici de la premiére: celle ol » étant assez petit, on peut rem-
placer log(14-7) par =.

Les conditions adjointes donnent alors:

1°) 1 +3pk=

S _ D ologk l(r.’ % _ 7 !gﬁ b Wil s
=% 2 0 B\ a i o i %
3% - %— +30+dpk)=0

Ces équations déterminent ), p,a,b,c, par les formules :

B g
2°) @ comme ci-dessus.
2 14d 2
i

Et l'on trouve:

T LAY u, 1o f 0W, 00,
i —_— ) — +Fw [ — F+ =) -
T [(u 3)dw (ay &z) ]

b dlog
+S (2 2»‘) dx ]

Quant & 7, on peut en avoir une expression au moyen de la condi-
tion 4°) qui, a4 l'approximation consentie, s'éerit :

H,—H= Jjur dm_—
)
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Cela donne:

3 u.\* ou doaNY B ok
H-H=—| = LR — 4+ 2 ) -0 —
sleS (w8l r e atral )]

C’est—aux coefficients prés—la formule donnée par Boltzmann, dans
ses Lecons sur la théorie dynamique des gaz (traduction francaise,
tome I, 1908, p. 182).

La quantité entre crochets est la somme @ des fonctions dissipatives
mécanique P, et thermique ®,. On voit qu'elle est essentiellement
positive (ou nulle), en la mettant sous la forme:

o, : ou, dv,\* Ok /dlogk\*
- e
3S< )+S<d_y d.r) 2( dx )
Une expression approchée de = est:

v 2(H,—H)
= i

.

Caleulons 'expression approchée de

“; pour cela prenons la

ot
moyenne de la condition de minimum, avec la fonction f. On obtient:
fflog(l +n)do=1 g g'm 1+3uk

Prenons d’autre part cette moyenne avec la fonction Jo; cela donne:

fj'a log(14-n)do=)+43 pk

d’olt par soustraction :

'_;ft ~—fjo nlog (1+n)do=xr"4.

Le second membre est, en tous cas, positif car 4 log(1 +n) >0 quel
que soit le signe de ». Mais cela ne nous permet pas de conclure sur

le signe de W car, rien dans notre calcul ne nous permet de déci-

der du signe de 7. C'est seulement en invoquant le Second principe
que nous reconnaissons que 7 doit étre positif.
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De =, on peut encore donner I'expression aprochée suivante :

2 (H,—H)
a '6’"{)
ot

Enfin ‘@,, et la fonetion dissipative ® sont liés par la relation :

136.

T ot =g

ce qui légitime d’appeler: principe de moindre dissipation, un principe
qui consistait au début & écrire le minimum du taux de variation de la
transformation non compensée.

Le principe de moindre dissipation qui, appliqué a chaque particule
du fluide, nous a permis de déterminer la fonction de distribution des
vitesses dans un état dérangé, peut ensuite étre appliqué au fluide

entier (minimum de l'intégrale -—;-f-."bdodm), moyennant des condi-

tions adjointes convenables. Il permet alors de déterminer le champ
macroscopique des vitesses (u,,v, ,w,) et le champ du module d'éner-
gie (k) du fluide'.

16. Moindre dissipation et maximum de probabilité. On sait que les
questions d’extrémum liés (c’est-a-dire avec des conditions adjointes)
donnent lieu & plusieurs problomes mathématiquement équivalents lors-
qu'on assujettit I'intégrale qui doit étre extréma, a garder une valeur
constante donnée et qu'on décide que sera extréma une des intégrales
qui, dans le probléme primitif, devait garder une valeur donnée fixe.

Par conséquent, nous aurions pu, sans en changer la solution, pré-
senter ainsi notre probléme de calcul des Variations:

L’intégrale :

[ £o(1+ ) log (1+7) do

! Voir a ce sujet:

G. Dedebant, Ph. Schereschewsky et Ph. Wehrlé: Sur une classe de mouvements
naturels des fluides visqueux caractérisés par un minimum de puissance dissipée.
Cas du soleil (CRAS — 3 déc. 1934).

Théorie de la Circulation générale de 'Atmosphire — Le champ moyen de tempié-
rature (CRAS — 29-7-1935).

Théorie de la Circulation générale de 'Atmosphire: La loi de rotation et le
champ de pression (CRAS — 19-8-1935).
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qui représente (//,—I/) est marima, avec les conditions adjointes
suivantes :

5 [_ﬁ,‘ndmzo
2.9) ff:) ne” dw=0

3.9 ff“ nu do= f.,ﬁ, v dw= /fu ! do=0

. d e l“ %HC
4.9) ""f-f“""liz log (¢ fy) o =c"= "

d

Le probléme ainsi posé signifie que I'état dérangé réel représente un
maximum de probabilité par rapport & tous les états dérangés virtuels
admettant le méme état de Maxwell (; f,) tangent et le méme taux de

3 G

variation ( 5t ) de la transformation non compensée.

C'est cette dernitre condition adjointe qui est cause que la loi de
Maxwell ne peut réaliser le maximum de probabilité (car pour elle
O—-g—"—‘ =03 elle ne satisfait donc pas & la condition adjointe posée).

Le probléme etant pris sous cet aspect, il saute aux yeux que le
maximum de probabilité réalisé par un état réel (et que I'on doit con-
sidérer, comme une évidence statistique — cet état étant alors énormé-
ment plus fréquent que les autres, done le seul i se manifester effecti-
vement & notre observation — ) est une propriété absolament étrangore
i I'évolution d’un systéme vers des états de plus en plus probables
(ce qui n'est en aucune manitre une évidence, et qui, plus est, est
inexact).

Nous avons vu que I'on peut écrire, pour le maximum de probabilité
(état réel) :

H=H,— + 0—8—

-

d’olt — & supposer méme < indépendant du temps — :

ot ot 2 oF

Si la particule garde une densité et une énergie (k) constantes, on
a seulement :
i + 306,

ne

% 2 AT
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L’évolution vers des états de plus en plus probables correspond
donc a:

s
r) ne

Cette condition n’a rien & voir avee le Second Principe qui réclame :

. =
g Ouc
——>{
ot —
mais n’impose aucune espéce de condition A la variation seconde

de ‘6"&

17. Explicitation des équations du mouvement. En possession de la
fonction de distribution des vitesses dans un état dérangé, il nous est
facile d’expliciter complétement les équations du mouvement et 1'équa-
tion d’énergie du corpuscule aléatoire, qui ne sont autres d’ailleurs que
les équations des fluides.

Rappelons d’abord pour mémoire l'équation de continuité pour
laquelle il n’est pas besoin de connaitre f:

duIOgE‘_r_S’)L{n:O
dt 2 ox

Pour les équations du mouvement, il nous faut calculer le tenseur des
moments rectangles des composantes de la vitesse. On trouve:'

N, 3
v : - d 3 Yox

On a posé:

Cette grandeur s’identifie avec le coefficient de viscosité cinématique.
Les équations du mouvement sont:

! Tous ces calculs nécessitent la connaissance des moments de la loi de Maxwell.
Voiei les formules nécessaires :

JZCR=5t Cli=1512.

c
I
<
1

=
I
Q
I

2
g
i
=
o
2
]

|
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£ﬁ=1+3@+1{26ﬁ9+1Gﬁg+16ﬂg]_%1@)
dt ¢ dx g lox\ or ay\ dy 0z \ 9z 3 ox
1[0 / du J [ ov Jd [/ ow
Ko B WS PRl _I. — Y Zid + ol ¥ sl
g e ) EpCamd e o de

et deux analogues.
On a posé:
p=ke
D’aprés les équations du mouvement, p s’identifie avec la pression
et la formule qui la définit n’est autre que la formule des gaz parfaits.

u
B 258
S o
est la dilatation cubique.

A’ s'identifie & la force extérieure.
Dans les cas oli v ne dépend pas de (x,7,z2), les équations dn mou-
vement prennent la forme de Navier-Stolkes:
— 3 1 f]
Aty 108 ¥ L@l
3 p or

dt o dr ¢

L’équation d’énergie nécessite le calcul de U/C*; on trouve:
- v dk

VP —=
p or

d’olt I'équation :

d,s D o/ dlogk v I') ou,\* du,  dr,\* 2
Juk 2 EOON et | PN, i QRO P S
( ) S S 0y oz 3 ] *

dt 25 gx o 7L dx
Dy (0 log I.-)"'
F ox

Le second membre est la fonction dissipative.
S'il n'y a pas de mouvement d'ensemble: u,=v,=w,=0, et que v
soit constant, on retrouve 1'équation de la chaleur de Fourier:
ok by

= Al
v

ot .'l?

S LR 3] — . i
Le coefticient de conduectibilité est les Ty du coefficient de viscosité

On eut trouvé évidemment d’autres rapports avec un corpuscule aléa
toire doué de plus de 3 degrés de liberté.
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Les équations qui viennent d’étre écrites, ne sont pas nouvelles dans
leur forme. Les méthodes de I'énergétique, d’une part, de la théorie
cinétique d’autre part, permettent de les établir.

I’intérét de la Mécanique aléatoire, outre son élégance, est son
extréme généralité.

Si T'on y réfléchit, deux hases seulement ont été mises en oeuvre :

1°) une base mathématique, qui est 'hypothdse de la dérivabilité en
moyenne quadratique.

2°) une base physique: le principe de moindre dissipation. Imitant
en cela la Mécanique Statistique de Gibbs qui se refuse i adopter la
représentation concréte des molécules comme étant de petites sphéres
¢lastiques et raisonne sur des «systtmes», les résultats obtenus, sont
entitrement indépendants de la nature des objets étudiés et s’appliquent
en particulier aux mouvements des fluides comportant des «étages tur-
bulents». Ils s’adaptent aussi bien & une structure intime continue que
discontinue, des flnides.

Pourtant I'extension des équations de Navier Stokes aux mouvements
turbulents a généralement peu réussi. Nous en voyons trois raisons
principales :

1°) la mauvaise définition de la turbulence et la confusion de ses dif-
férents étages. Avant d’appliquer des équations, il est indispensable de
disposer d’instruments qui mesurent correctement les grandeurs physi-
ques qui figurent dans ces équations.

2°) la grande variabilité dans l'espace, du coefficient de viscosité tur-
bulente, principalement & partir d’une paroi. Il faut donc prendre garde
i ne pas remplacer systématiquement v par une constante.

3°) la non-isotropie de la turbulence au voisinage d’une paroi, qui a
pour conséquence que le module d’énergie & qui est un scalaire, doit
étre remplacé par une grandeur de caractére tensoriel.

18. Equation du «son» pour le corpuscule aléatoire. Soit un corpus.
cule aléatoire dans 'état de Maxwell. Son état est défini par les para-
métres maeroscopiques ¢, et k,, qui sont uniformes dans tout le fluide
équivalent.

Imaginons que nous fassions subir au corpuscule une «perturbation
sonore», c'est & dire que nous modifions en chaque point g, et k,, de
sorte que les dérivées d’espace soient négligeables par rapport aux déri-
vées de temps.
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Dans ces conditions, la loi de Maxwell subsiste: ses paramétres sont
seulement devenus des fonctions du temps. IL’équation d’énergie se sim-
plifie alors considérablement car toutes les variations par rapport i
a,y,z sont négligeables.

d,

11 reste —ti =0 qui se réduit a i: =0 puisqu’on néglige les déri-
d

vées d’espace devant les dérivées de temps.
On a donc: L e
ke =k o' =c"
dans tout I'espace.
Considérons d’autre part, I'équation aux dérivées partielles du 2.°
ordre en g, que nous avons obtenue dans la 1** Partie, comme consé-
quence de la double dérivabilité de X ,Y , 7, soit:

{}?P
ot

0 T I (_-_;‘G

)
d ax
Les X étant nulles dans l'état de Maxwell, I'équation se réduit i :

78 - §L (ke

ot ot

D’autre part, en vertu de I'équation d’énergie, & est proportionnel i

¢"* done:

b
P’: =p ‘("u 2= ? "":U (? = 90)

d’ell finalement :

Ainsi la perturbation de densité se propage avec la vitesse:

aom [

Dans le cas de la théorie cinétique, on reconnait li, la vitesse du
son de Laplace (& étant proportionnel a la température absolue). Mais
nous voyons de plus qu'une perturbation de densité, apportée dans un
«étage de turbulence», se propage avec une vitesse correspondant au
module d’énergie de 1'étage.

Ce fait est susceptible d’offrir i la Météorologie dynamique une expli-
cation de la vitesse de déplacement des grandes perturbations qui est
de l'ordre de 60 /m/h. Ces perturbations seraient considérées comme
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une «turbulence de grande échelle» de la Circulation générale de
I'Atmospheére et leur vitesse de propagation serait alors de l'ordre de
la vitesse des vents. L’hydrodynamique classique ne connait que les
ondes sonores proprement dites, ces dernitres ayant une vitesse d'un
ordre de grandear énormément plus grand que celui qu’il s’agit d’ex-
pliquer.

VIII— LA CONNEXION DU CORPUSCULE ALEATOIRE

19. Sens physique et définition de la connexion. On sait qu'il n'est
pas possible d’ittribuer aux gaz une structure intime continue, sans quoi
on n’expliquerait pas leur compressibilité. Le plus ou moins grand
degré de «cohésion» d'un gaz peut se concevoir comme mesuré par la
distance moyenne qui sépare ses molécules, notion qui se rattache i
celle de temps de libre parcours 7, temps moyen séparant deux chocs
successifs. Les coeflicients de diffusion, de viscosité, de conductibilité
d’un gaz, dépendent essentiellement de ce temps =. La conception de
milieur continus (comme les liquides incompressibles et les solides rigi-
des) exclut entiérement une telle notion (= étant alors nul).

Au contraire, elle est naturellement incluse dans la conception du
corpuscule aléatoire oil, sous le nom de «connexion», elle apparait dans
toute sa généralité et se préte & une analyse détaillée.

La connexion est intimement liée aux lois de probabilité en deux
points, comme on s’en apergoit tout de suite en se référant au «schéma
des libres parcours» cité en exemple dans la lére Partie, pour lequel on
a établi que

r(h)=1—0(|2|)
r(h), étant le coeflicient de corrélation entre les vitesses du corpuscule
en deux instants séparés par lintervalle 7, et ®(7), la fonction de
répartition des libres parcours.

Définissons d’une maniére générale ce que nous entendons par conne-
xion de deux variables aléatoires.

Soient I, (x,) et I,(u,), leurs lois de probabilité individuelles.
On crée une dépendance de probabilité entre U, et U, en choisissant
la loi conjuguée:

Py (g y ) =T, (u,) Fy () + L (u, , u,)

L (u,,u,) s’appelle la fonction lien.! Lorsqu'elle est identiquement
nulle, les variables aléatoires U, et U, sont indépendantes et réci-
proquement.

! Cette dénomination est due i Mr. Kampé de Fériet.
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Nous dirons que la fonction lien exprime la connexion entre les
variables aléatoires U, et U,. La loi conjuguée F, contient bien
I'idée de connexion, mais pas a l'état pur: elle la mélange avec les
lois de probabilité individuelles.

Pour obtenir une mesure de la connexion, nous considérerons le
coefficient de corrélation :

ro . UiUy
VORYAE

20. Lois de probabilité dans un fluide, Nous ne diminuerons pas la
portée des idéees qui vont suivre et nous en faciliterons la compréhen-
sion, en réduisant l'espace i une seule dimension, ce qui revient en
somme & employer une notation abrégée consistant & condenser I’écri-
ture de plusieurs coordonnées en un symbole unique.

Soit X/t un corpuscule aléatoire et U=X/t, sa vitesse, dérivée en
moyenne quadratique de la fonetion aléatoire X .

Représentons par: (x,,u,,,,u,) la loi de probabilité conjuguée des
positions et des vitesses aux instants ¢,,¢, c’est & dire la probabilité
pour que le corpuscule se trouve & I'instant #, dans la ccellule» (z,, %)
et a l'instant ¢, dans la «cellule» (z,,u,).

C’est une fonction :

Gm:G ('r! y Uy 3oy Uyt tx)

de 4 variables x,,u,,,,u, qui sont les valeurs courantes de 4 varia-
bles aléatoires, et de deux parametres certains: t, et t,. Pour bien
distinguer les caractéres de ces deux sortes de variables, nous avons
écrit d’abord les valeurs courantes des variables aléatoires et les avons
sépardes par un point-virqule des paramétres certains, écrits ensuite.

Lorsque nous utiliserons la notation «parenthdses» —(, , u, , @, , u,)—
sans nommer par une lettre la fonction envisagée, nous omettrons
d’écrire f, et ¢,; on saura cependant par les indices des autres varia-
bles que ces paramétres figurent dans la fonction.

De la fonction G, on peut faire dériver toutes les lois de probabilité
en deux points relatives au corpuscule (ou a son fluide équivalent),
soit en supprimant une ou plusieurs variables — nous obtenons ainsi
les autres lois conjuguées et, quand il ne reste plus qu’une variable, les
lois individuelles —, soit en donnant & une ou plusieurs variables des
valeurs fires (c’est i dire en considérant ces variables non plus comme
les valeurs courantes d’aléatoires, mais comme des paramdtres certains)
et alors nous obtenons les lois lides.

PORT. PHYS. 16
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Tout un tissu de relations obtenues par 'application du théoréme des
probabilités totales et du théoréme des probabilités composées, unit
entre elles les diverses lois de probabilité dans un fluide. En parti-
culier, toutes peuvent s’obtenir & partir de la loi génératrice G, par
application répétée de ces deux théorcmes.

Il est commode de voir comment cette application opére sur les nota-
tions que nous avons introduites.

1°) Le théoréme des probabilités totales se traduit par I'opération de
«contractiony.

En sommant une loi par rapport & une variable courante, on obtient
une loi ne contenant plus cette variable.
Ainsi:
(w5 uy ;J:J:f(ut y Uy y @y 5 ) dix,

Cette rogle est 1a méme que celle du Calcul Tensoriel, de la somma-
tion par rapport aux indices muets. On peut en effet convenir d’omettre

le signe f et d'intégrer par rapport aux variables répétées dans I'élé-

ment différentiel, ce qui donne la notation simplifiée :
(2, 5 85 2) = (0, s 0y, 255 ,) dv,

En appliquant plusieurs fois le procédé, on fait dériver de G n’im-
porte quelle loi conjuguée ou individuelle.
Exemple:

(@)= (2, x,) day=(x, , @, , w,)dz,du,= (2, , @y, u, y u,) dy du, du,

29) Le théortme des probabilités composées se traduit par le franchis-
sement du point virgule.

Dans le quotient de deux lois, toute variable qui figure en haut et
en bas & gauche du point virgule, passe a droite du point virgule dans
la loi qui exprime le quotient.

Exemples :

(w5 Uy w

() 8y 5 2,) = W)

(H] y Ugy Ty X))
(w52,
(u,y uy, @, ,)
(,,@,)

(ulaug;ww‘rﬂ):

(g uy52,,2,) =
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Toute relation existant entre les lois de probabilité dans un fluide
peut s’obtenir par combinaison et répétition des deux opérations qui
viennent d’étre décrites.

Exemple :

i
(ul 3 Uy a:,)r_-(ul g Ug y Ty y m:) d.r,_,=(u1 s Uy 38y w&) (.1?2 3 .’L‘,) d"ﬂg

21. Nature des diverses lois de probabilité dans un fluide. Au point
de vue de leur signification physique, les lois de probabilité dans un
fluide sont de trois natures différentes :

a) les lois corpusculaires sont les lois conjuguées (non lides). Elles
expriment la probabilité d’avoir un certain état cinématique (ou seule-
ment géométrique) du corpuscule.

Elles dérivent toutes par contraction de la loi:

hon (g y 2y, u,)
Ainsi:
(xl ’ xﬂ)z('ri s Uy s Ly ﬂﬁ) duﬂ d“a
(x)=(=, ,x,) d,

b) les lois de champ sont les lois lides correspondant i des valeurs
fixées des coordonnées. Ainsi:

(u: s Uy 3 wg)) (“1 3 ml)

c) les lois de «transition» ou de «passage» concernent la probabilité
d'une certaine transformation de 1'état du corpuscule: ce sont les lois
liées dans lesquelles les variables situées d’un coté du point virgule ont
toutes l'indice 1, et celles situées de l'autre coté, toutes I'indice 2.

Exemples :

@y ugs2,u,)  (2,;2)

Les lois de champ correspondent au point de vue d’Euler en hydro-
dynamique, et les lois de passage au point de vue de Lagrange.
Examinons un peu en détail les propriétés de la probabilité de
passage :
(xi;:r,)——-P(a', 3T by ty) =P,

Pdx, est la probabilité pour que le corpuscule qui, & linstant ¢, se
trouvait au point a, se trouve a l'instant ¢, dans un domaine dir, entou-
rant le point x,
On a:
5
(ws;m|)= ('l",' %)

()
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La probabilité de passage est une notion pleine d intérét, largement
utilisée dans la théorie du mouvement brownien et plus généralement,
dans le probléme des probabilités en chaine.

Voyons sa signification hydrodynamique. Dans un fluide «certain»,
la méthode de Lagrange considére la position 2, d’une particule a
I'instant ¢,, comme une fonction certaine: x,(x,1,,t,) de la position
2, occupée & 'instant ¢, par la particule.

En vertu de la continuité du fluide certain, la relation :

= (o 8 1)

établit une correspondance biunivoque entre x, et x,, de sorte que les
parambtres x, et ¢, permettent de repérer et d'identifier sans ambigiité
la particule dont on parle.

Au contraire, dans un fluide aléatoire, a la particule située en , au
temps ¢, correspond au temps ¢, non pas une particule, mais un sous-
ensemble de particules dont la coordonnée x, est une fonction aléatoire :
x,Jr,,1,,t, et qui se particularisera au sein des autres ¢léments du
fluide par sa fonction de distribution:

P (22,1 ,1)

tandis que celle de '’ensemble des particules situdes en a;, au temps ¢,
est:
p(xy3t)

La probabilité de passage P nous permet donc de connditre parmi
toutes les particules situées en x, au temps ¢,, la proportion de celles
qui émanent de », ol elles étaient au temps 7,.

La correspondance x,—, n'est plus univogue et c’est en cela que
consiste la diffasion du fluide en lui-méme, propriété essentielle des
fluides naturels, que I'hydrodynamique classique passe sous silence, ce
qui est la cause principale de ses insucces.

22. Moyennes de lagrange. ). Soit d’abord une fonction certaine

de a et de t:
Y i, )

Considérons la comme attachée & l'élément fluide ayant la coor-
donnée @« i linstant .
Au point a,, & linstant ¢, cette fonction a la valeur:

W ()=,
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Au temps t,, les éléments fluides qui étaient concentrés en x, i
Uinstant ¢, ont diffusé et possédent une coordonnée aléatoire X,.

Nous appellerons moyenne de Lagrange de ¥, la moyenne de ¥ prise
sur ces éléments X, qui émanent de x, .

C’est done:

Y= [P, ¥ (x,,1,)dx,

W est finalement une fonction de x,, t, et de t,

La variation (¥ —Y,) représente visiblement la variation de ¥ due
a des actions extérieures, puisque fous les éléments ont été suivis dans
leur diffusion.

Si l'on fait en particulier W=ux, on obtient la position du centre de
gravité des éléments fluides qui ont diffusé & partir de ,:

X= [P, ,da,
Quant & leur dispersion, c’est:
X (Xy= [P, (@—X)dz,
b). Considérons maintenant une fonetion certaine de (z,u,?):
Y(@,u,?

On peat définir sa moyenne de Lagrange dans 'espace généralisé

[en considévant (x,u) comme un point], par l'intégrale:

Y= f"?m ¥ (z,, u,,t,)dx,du,

ot m,=(x,,u,;2,,u,) est la probabilité de passage d’une cellule de

espace position-vitesse, & une autre. ¥ est une fonction du point ini-
tial (2, ,u,), de l'instant initial ¢, et de I'instant final ¢,.

Si I'on fait maintenant la moyenne de ¥ pour toutes les vitesses ini-
tiales u,, on obtient la moyenne de Lagrange proprement dite :

?:qu.(ef,;w,)dul='[ng Y, d, du,

le::(' ‘I!ui;‘rl) '

Lorsque ¥ ne dépend pas de u, on peut effectuer l'intégration par
rapport & u, et I'on retombe bien sur la moyenne de Lagrange définie
plus haut pour une fonction de x et de ¢ seulement.

avec
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Si ¥ ne dépend pas de x, on peut — au contraire — intégrer par
rapport & x, et I'on obtient cette nouvelle forme de la moyenne de
Lagrange d’une fonction des vitesses seulement :

V= [0,¥,du,
avec
D, =(uy; x,)

¢). On comprend sans peine l'intérét physique considérable que pré-
sentent les moyennes de Lagrange: elles permettent littéralement de
suivre A travers le fluide — et cela malgré leur diffusion — tels éléments
fluides que 1'on désire. Ainsi, placons-nous en un point : en ce point
se trouve i un instant donné une particule. Plus tard, cette particule
aura diffusé, & cause du caractére aléatoire de la vitesse et cessé d’étre
ponctuelle, ses éléments constituants (les microparticules) s'étant dis-
persés a travers le fluide. Pourtant, les moyennes de Lagrange per-
mettront de calculer la valeur prise par une fonction qui lui était pri-
mitivement attachée, tout comme si 'on n’avait pas perdu de vue les
éléments maintenant éparpillés de la particule.

Si au lieu d'un point x de 'espace, nous considérons un point (z,u)
de l'espace généralisé, nous aurons une cellule. Les éléments qui la
constituent (molécules) diffusent parce que 1'aceélération (pour une posi-
tion et une vitesse donnéde) est encore aléatoire'. Les moyennes de
Lagrange dans l’espace généralisé donnent cependant le moyen de cal-
culer la valeur d’'une fonction de « et de u attachée i ces élements.

23. Diverses sortes de moyennes. 1l importe naturellement de bien
distinguer les moyennes de Lagrange (symboles ~ et ™) des deux sor-
tes de moyennes que nous avons déja employées :

1°) Moyennes liées en un point de I'espace (symbole "), ou de l'es-
pace généralisé (symbole "), ou encore en deux points de I'espace
(symbole —'), que nous pouvons appeler des moyennes d’Euler.

2° Moyennes étendues & tout le corpuscule, ou moyennes corpusculaires
(symbole ).

Les moyennes corpusculaires sont d’un ordre supérieur aux moyen-
nes de Lagrange et d’Euler, puisqu’elles suppriment toute condition
liée ; elles s’en déduisent par intégration.

' Ce n'est pas le cas pour une Mécanique aléatoire de Lagrange, dans laquelle on
sait que X est nne fonction certaine de X, X, ¢.
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Ainsi :

¥ =Y, .(u,2)dz du=Y,. (u4;x)(2)dz dy, I () d@"i:E
D’autre part, soit:

¥ =Y. .(z;2)dn,
on

®

Pt

’I.If: = lFI 4 (wl) d'rl :qfﬂ £ ("rl) (‘Te ) E’,) d, d‘”a=qf-z . (;1?1 3 3:‘.,) da’: d'riL:Ti

24, Développement des moyennes de lagrange. Les moyennes de
Lagrange et celles d’Euler sont du méme ordre; leurs relations sont
compliquées et ne peuvent s'exprimer que sous forme d’un déve-
loppement.

La moyenne de Lagrange d’une fonction de x,u,t:

Y(x,u,t)
est, ainsi que I'on vu plus haut :
qu:lpe (g vy 5 @) daey du,

Changeons ici légérement nos notations pour abréger I'écriture : l'ins-
tant initial ¢, sera linstant zéro et l'indice 2 relatif au second état sera
supprime.

Supposons X/t analytique, de sorte que ¥ soit développable en série
de Mac-Laurin :

h - . e
¥(X,U,)=Y+t¥ + =¥ (0)+...

ou, symboliquement :
WX, U;t)me I,
L’opérateur «point» () est la dérivation totale aléatoire par rapport
4 ¢t (ou dérivation de Lagrange).
Il ne doit pas étre confondu avec I'opérateur s
t
La différence entre ces deux opérateurs est en effet (pour une fon-

ction de x et de u):
(-5 =S@a-12
dt Ju
Elle disparait seulement dans une Mécanique aléatoire de Lagrange

(car alors A, fonetion certaine de X, U, ¢, est égale a K')
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Prenons les moyennes des deux membres du développement de W
pour un point initial donné.
On obtient ainsi:

A —

?=?0+5W0 + t) lyuT‘ "'Z‘;!‘Ijq—"‘o

On peut done écrire d’'une manidre générale :

’{I'}*m (_&,.ﬁ?
It /s

:E]: ((}q‘r)
at =0

Cette formule nous conduit & une interprétation physique claire du
second membre de I'équation de transfert :

et, en particulier :

(} —_ (j ——— =
— (¥ (o WU) =¥
)4 § (0¥l =

Ja

Considérons a I'instant initial zéro, une particule ponectuelle, concen-
trée an point x,. A l'instant postérieur 7, infiniment voisin, cette par-

ticule a diffusé autour du point moyen 7 parce que les microparti-
cules qui la composent n’ont pas la méme vitesse. De plus, les élé-
ments (molécules) qui composent une microparticule n’ont pas la méme
accélération : les points représentatifs ont diffusé dans l'espace des
vitesses. Le point de vue de Lagrange consiste i suivre dans l'espace
généralisé les éléments (molécules) qui composaient initialement la par-

—

Jt
est la variation de la moyenne d’une fonction de 2 et de u attachée i
ces éléments. Notre analyse suivant strictement ceux-ci dans leur indi-
vidualité — c’est-d-dire sans en perdre un seul de vue ni en laisser
pénétrer d’étranger —, il va de soi que les causes de la variation

. WV
ticule ponctuelle 2,. La dérivée 0% de la moyenne de Lagrange
p } U. L=]
0

oY * . s
—— mne peuvent provenir que d’agents extérieurs (par exemple champ
at /,

de forces extérieur; molécules échangeant de I'énergie avec le milien
ambiant).

Il faut bien souligner ce que l'analyse (aléatoire) de Lagrange a de
remarquable: en dépit de la diffusion s’effectuant non seulement dans
l'espace des positions, mais aussi dans I'espace des vitesses, elle per-
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met de reconnaitre au milieu du troupeau, tels individus antérieurement
spécifiés. Dans la mécanique statistique classique, 1'étalement de 'ex-
tension en phase finit par donner i la cellule initiale une forme extré-
mement compliquée, mais qu'il est cependant possible d’enfermer dans
une frontiére. En Mécanique aléatoire, les éléments constitutifs d'une
cellule initiale, se dispersent dans tout ’espace généralisé et s’imbri-
quent dans les autres d’une maniére inextricable: seule la méthode
purement statistique des lois de probabilité lices permet de les distinguer
et de les soumettre au Calcul.

La relation:
q‘ru £ (‘) qr.)
ot /

va nous donner toutes précisions sur les principes de conservation impli-
citement contenus dans la Mécanique du corpuscule aléatoire deux fois
dérivable. L’équation de continuité qui correspond & ¥=1, est une
évidence qui n'entraine l'introduction d’aucun principe physique.

Dans les équaticns du mouvement, si I'on identifie la moyenne liée

de Dacecélération: A’ i la force extérieure F,, on exprime la loi phy-

sique :
Jt /.

qui signifie que la variation de la quantité de mouvement des éléments
constituant une particule et suivis dans leur individualité, est égale i
la force extéridure.

Enfin, I'équation d’énergie exprime que :

P~
S - ST R L ST S8 u ST
Jt 0

Quand nous avons posé que: S A'U" = 0 nous avons donc admis que

les éléments du corpuscule satisfaisaient au théoréme des forces vives
autrement dit qu’ils étaient parfaits. Cela s’écrit, si I'on veut:

gt 0
c’est & dire que l'énergie cinétique d’agitation (ou énergie interne) de

la particule concentrée initialement en x,, se conserve lorsqu’on suit
la particule dans toute son individualité.
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Il pourrait ne pas en étre ainsi, par exemple, si cette énergie d’agi-
tation s’échangeait avec une autre forme d’énergie (telle que le rayon-
nement) contenue dans le milieu ambiant.

———
SA‘U’ représente une «quantité de chaleur». mais alors que les

quantités de chaleur considérées jusqu’a présent dans la Thermodyna-
mique du Corpuscule étaient de l'énergie d’agitation qui sortait d'une
particule ou y entrait par diffusion (ou perte d’'individualité de cette
particule) et demeuraient cependant de I'énergie d’agitation, la nouvelle
_quantité de chaleur correspond — maintenant que la particule conserve
toute son individualité — & des transformations en une autre forme
d’énergie :
En théorie cinétique, avec des choes parfaits,
2 1)
(dt 2 i
est bien nul; en effet les molécules qui ne subissent pas de choes con-
servent leur énergie cinétique et il en est de méme pour les paires qui

se choquent car, dans le point de vue de Lagrange, les molécules cho-
quées continuent i appartenir i la méme particule.

25. Champ aléatoire — Connexion cinématique a) Fonction aléa-
totre de deux paramétres.

Abandonnant pour un moment le corpuscule aléatoire dont les coor-
données n’étaient fonction que d'un seul paramétre certain: ¢, nous
allons maintenant considérer une grandeur aléatoire @ (un vecteur par
exemple), qui soit fonction aléatoire de ¢ et d’un point de l'espace.
¢ constitue un champ aléatoire.

Pour simplifier 'exposé, supposons I'espace réduit & une seule dimen-
sion: .

La notion de champ aléatoire nous améne a dire préalablement quel-
ques mots d’une fonction aléatoire dérivable de deux paramétres cer-
tains ax et ¢.

®/x,t admet une dérivée par rapport a x et une dérivée par rap-
port & ¢, s'il existe des fonctions aléatoires ®_ et ¢, telles que:

(fl)_/q-_p/.:,;t-—@/fz:,?—d)r)‘ ot (@;’;P,i—i—?—‘wm,t_@r)-
v 1

tendent vers zéro en méme temps que 4 et 2. Dans le cas de fonc-
tions stationnaires analytiques, le coefficient de corrélation entre deux
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valeurs de ® se développe ainsi:
"U’J")‘—‘l—%(s'*k%?p ST hle+T2 %)+ - -
=T

¢ étant 'écart type de @, S et T ceux de d et &, et ¢ le coefficient
de corrélation entre ®_ et @,
La forme quadratique entre parenthises est toujours définie positive

car
<l

Comme cela se passe dans lo cas d’une fonction aléatoire d’un seul
paramdtre, on s’apercoit que les conditions de cohérence sont satisfaites
a la limite par la fonction:

r(h, k)= cos (wh—pk)
et on en déduit que le coefficient de corrélation de la fonction Ana.
Stat. la plus générale peut se mettre sous la forme:

r(h, k) =cos (Qh—ME) = [ cos (wh—pk)du, u F (0, 1),

F étant une fonction de répartition, ce qui étend au cas de plusieurs
paramétres la forme que Khintchine a donnée pour un seul paramétre.

La fonction aléatoire la plus simple donnant un coefficient de corré-
lation de cette forme est l'onde aléatoire (extension bien naturelle de
I'oscillateur aléatoire) :

®—A cos (Qt—Mz+Y)

ol A est une Cte aléatoire de valeur probable nulle, Q et M des cons-
tantes aléatoires, ¥ une cte aléatoire de distribution uniforme. A et ¥
sont indépendantes entre elles et indépendantes de & et de M. Ces
derniéres peuvent étre corrélées,

b) Connexion cinématique.

La connexion de la fonction @, que nous appellerons connexion
cinématique, peut étre sommairement décrite par le moment rectangle :

__| £
O :J(:-r,?,;w,t,m:,t.)??.d?d?.

Si ® était un vecteur de l'espace a trois dimensions et de valeur
probable non nulle, on considérerait le tenseur de connexion cinéma-
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tique, associé i la forme bilinéaire :

(@8)@,A,)— (@4) (8, A4) = SAA, 5+ S, 1w, + 1B, p)

A et A, sont deux vecteurs certains arbitraires.

(PA) est un produit scalaire et A'zA—Aletc., sont les composantes
purement aldatoires du vecteur @ .

Les moyennes: —! sont des moyennes d’Euler, c’est-a-dire prises
avec la fonction de distribution:

(9:9525t,2,1)
qui jouit des propriétés suivantes :
1% (232,t)=(2,9,;2,t,2,,1)d?,

c’est-d-dire qui est telle que l'intégration par rapport & o, fait non
seulement disparaitre z,, mais encore le groupe de parameétres certains :

("T"l H tl) "
2°) Lorsque x,—x et t,—~t,(p,9,;2,t,2,,t) tend vers (v;x,7).

L’intérét physique de la connexion cinématique est qu’elle nous est
donnée — expérimentalement parlant — par la méthode d’observation
«en réseaur (celle qu'emploient les services météorologiques par exemple)
et qui consiste a placer des instruments enregistreurs ou statistiques,
en des points fixes.

Soit par exemple des enregistrements «fins» obtenus en deux points

O et O,. Le moment rectangle AA, s’estime par la somme des pro-
duits des valeurs successives de A en O, autour de l'instant ¢ par les
valeurs successives de A en O, autour de linstant ?¢,: c’est une
«corrélation différéer.

Si l'on considére un seul instrument, celui placé en O par exemple,

) =

les moyennes A ou A* sont celles des valeurs de A (ou de A*) autour
de l'instant ¢. FElles sont identiques aux moyennes que nous avons
déji désigné par A et A%, (Clest cette identité qu’exprime la propriété
signalée en 2°) de la fonction (0,9, ;2,t,2,,t).

La connexion cinématique comprend deux cas particuliers, soit que
les points O et O, sont confondus, auquel cas nous l'appellerons
connexion locale (ou connexion dans le temps), soit que les instants
t et t, sont confondus et elle devient alors la connexion géométrique
dont le tenseur a déja été envisagé par de Karman,
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Il importe de remarquer que la donnée de la connexion géométrique
et de la connexion locale ne suffisent pas i faire connaitre la conne-
xion cinématique, pas plus que la connaissance de ses dérivées par
rapport & x et par rapport & ¢ n’équivaut i celle d’une fonction de
deux variables (z,t): il faut encore connaitre les dérivées mixtes par
rapport a x et & t.

¢). Exemple de Uonde aléatoire.

La connexion cinématique s’exprime par:
q p P

_— A—
PP, = % cos (Qh—MFk)

connexion locale: cosM/k. On voit bien que la donnée de ces deux
connexions (qui ne contient que les lois individuelles de Q et de M) ne
suffit pas & faire connaitre la connexion cinématique (qui contient la loi
conjuguée de Q et de M).

9

] A G e = .
Pour 2—+0, k-0, ®®, tend vers = c’est-d-dire vers ®* (qui est
aussi ®* en raison de la stationnarité).
AN - , O "
Un cas particulier intéressant est celui oli: M = =y e étant une

constante certaine.
Alors:
le
:'(k,;’.'):t:ﬂ&!.l(ki—)
¢
Et 'on voit qu'étant donnés deux points a et x,, si 'on choisit les
instants ¢ et ¢, de sorte que:

wi_mzic((l_t)’

le coefficient de corrélation restera constamment égal a l'unité. Les
enregistrements de la grandeur ® en a et en x, coincident avec un
" . r—a
décalage de temps égal & j—( 'c )
® est donc une fonction aléatoire de la combinaison (- ct): c’est une
grandeur qui se propage par onde.
Le coefficient de corrélation est une fonction de la combinaison

; o 4
(ki—‘): c’est une onde — l'onde de corrélation — qui se propage
c

avec la vitesse c.
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Inversement, cherchons la condition pour que le coefficient de corré-
lation puisse prendre la valeur 1 (en dehors du cas h=/k=0). Nous
savons, d’apres les propriétés spéciales des «r» (voir lére partie: con-
ditions de cohérence) qu'il faut et suffit pour cela que le terme du second
ordre de son développement soit nul (les autres I’étant alors nécessai-
rement), c’est-a-dire ici:

Q'R —2 OM hk+M?k*=0
Or OM" < Q*M?*; il faut done d’abord que QM’= Q*M?, ce qui entraine
que M et Q soient proportionnels, soit:

O

— ¢

Alors la forme quadratique devient un carré parfait :

ﬁ*(ﬁ%—ﬁ)g
C

k
h

et elle est nulle si
- —|_— c

On peat considérer ¢ comme un nombre aléatoire susceptible de
prendre les deux valeurs ¢ et —c, avec des probabilités « et 1—a.
On obtient alors ainsi la forme générale suivante, pour le coefficient
de corrélation d'un champ admettant une onde de corrélation :

c

r(h,k)=acosQ (k~ %) +(1—a)cos Q (k - l—c)

En particulier pour «=

| =

2 e e ¢

.2
_—-1—9"(}3—#"'—'1)4----
C

c M
r(h,f.')=-1—|:cos£2(k—-"—) +cosQ<k+ i)] =ccos‘_’..Q.kcos?ﬁ

¢). Comnexion stationnaire ; connexion homogene; connexion isotrope.

Plagons-nous dans le cas général d’un espace a trois dimensions.
Le tenseur de connexion cinématique est dit stationnaire, s’il n’est
fonction des instants ¢ et ¢, que par la différence (¢,—1).

En ce cas, la connéxion géométrique (obtenue pour {=t,) est perma-
nente et la connexion locale, stationnaire.
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La connexion cinématique est dite homogene lorsque son tenseur de
connexion n'est fonction des points O et O, que par les différences de
leurs coordonndes: x,—x, ¥,—y, 2,—z. La méme propriété appar-
tient ipso-facto & la connexion géométrique. Quant a la connexion locale
(que V'on obtient pour 0=0,), elle est uniforme dans tout le fluide.

La connexion cinématique est dite isotrope quand son tenseur admet
la symétrie de révolution autour de OO, et reste invariant quand la
distance OO,=d reste constante. On a vu (1'* partie) qu'alors elle
s'exprime au moyen de deuxr fonctions de d seulement: f(d) et (g(d)
par les formules:

_fd)—g(d)

n & @z, + g(d)9;

f(d) est le coefficient de corrélation entre les composantes des vecteurs
® et ®, portés par la droite OO, et g(d) le coefficient de corrélation
entre les composantes normales & 00, .

26. Connexion cinématique dans |'espace-temps, Nous venons de
voir que dans un espace, et un temps distincts, un coefficiont de conne-
xion cinématique stationaire est fonction de (x,—x) et de (¢,—t), I'ho-
mogénéité n’étant autre chose que la stationnarité dans la dimension
«temps».

Dans un espace-temps relativiste, 'espace et le temps ne sont plus
séparés et I’on doit appeler stationnaire un coefficient de connexion qui
ne dépend que de l'invariant:

¢ (t,—t)—(x,—x)’

¢, étant la vitesse de la lumibre.
Alors:

2 )2 2
r(h, k) =_f[<h*— L)] = -L-(}f’— i ) 20
¢* 2 ¢’

Le fait qu’il est toujours inférieur & l'unité se traduit par la condi-

a

tion : ;—;Sc"' qui exprime qu'aucun élément corpusculaire ne peut se
2

mouvoir plus vite que la lumiere.

I1 est facile de former une fonction aléatoire qui posséde un coeffi-
cient de connexion de cette forme. Nous allons pour cela définir les
Jfonctions trigonométriques d’un vecteur s. lLes fonctions trigonométri-
ques d’un scalaire (arc du cercle unitaire par exemple) pouvent étre
considérées comme définies par des séries qui ne sont qu'une suite
d’additions et de multiplications algébriques.
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Substituons & ces opérations algébriques la somme vectorielle et le
produit scalaire. Rien ne sera changé, ces opérations vectorielles
Jjouissant exactement des mémes propriétés que les opérations algébri-
ques correspondantes (associativité, commutativité ete.). Et il est facile
de voir que l'on obtient :

cos s=—=cos | s| (fonction paire)'

8

sin s= (fonetion impaire)’

||

Soit maintenant la fonction aléatoire élémentaire :
® 0f o9
=0 J—
¢ sk 5 -+ )

Elle admet pour coefficient de connexion :

@9, = cos (ﬁl?!:J?) zcosg|-5’i—'5"| = co8 (Q \/h*- 2)
(4] C P

Prenons alors:
o= [0/ \/dF ()

les ®/w étant normalisées (et indépendantes (P/o, ®/w,=3,) on obtient
le coefficient de connexion :

r (k,.?.')=fcos (m\/kg— i;)dF ()

qui est la forme générale d'un «r» stationnaire dans l'espace-temyps.

27. Corpuscule aléstoire plongé dans un champ. Nous venons
d’étudier la connexion d'un «champ aléatoire», c’est & dire d'une gran-
deur aléatoire @ attachée en chaque point de l'espace, et en outre

1 . & : i . .
st Le lecteur friand de curiosités mathématiques, verra combien simplement on
“4abli¢ 1a formule fondamentale de la trigonométrie sphérique i I'aide de ces notions.
La formule d'addition des lignes trigonométriques :
€os (8;--8)=C08 § COS 5, -+5in § sin §,
donne en effet:
. . i e -
cos | s;—s|=cos |s]|cos|s |+ —————sin |s|sin|s|
18] 8]
Or s.s;=|s||s|cos(s,s) donla formule souhaitée:

€05 | 5;—s |=cos | s | cos | s |+sin|s|sin|s [cos (s,s)
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fonetion du temps, et nous nous sommes ainsi provisoirement éloignés
du point de vue du corpuscule. Nous allons maintenant plonger un
corpuscule dans ce champ; pour cela il suffit de remplacer la coor-
donnée @ par une fonction aléatoire X/t. ® cessera alors d’étre une
grandeur de champ pour devenir une grandeur attachée a un corpuscule.

Inversement si nous donnons, pour un instant ¢ déterminé, i la varia-
ble aléatoire X't une valeur fixe =, ® est encore une variable aléatoire,
mais une variable liée dont le champ de probabilité dépend de la fixation
qui a été faite de la coordonnée . On peut la considérer comme
engendrant une function aléatoire de deux paramotres: ®/z,t, c'est
dire un champ aléatoire.

Eremples .
1°) Soit l'onde aléatoire :
®=A cos (Qt—Mz-+V¥).

Remplagons le paramétre certain #, par la fonction aléatoire :
X=Ut,

U étant une constante aléatoire.

On a ainsi «plongé» dans le champ de I'onde aléatoire, un corpus-
cule — d’ailleurs particulicrement simple : ses éléments se meuvent en
ligne droite avec une vitesse constante.

La grandeur @ attachée i ce corpuscule, devient une fonction aléa-
toire du temps, qui est l'uscillateur stationnaire :

‘I'/tv—.:\cos[ﬁ (p%l) ¢+11f].

L’onde aléatoire était enticrement définie par la loi de probabilité
conjuguée (a,m,p)—% étant d'autre part un angle de probabilité uni-
forme. Pour définir le corpuscule, il faut y ajouter la loi de proba-
bilité liée:

(wsa,o,p)

qui se réduit a (u) si U ne dépend pas des autres constantes aléatoires.
2°) Soit le corpuscule stationnaire:

X =A sin (Qt— V).

PORT. PHYS. 17
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Considérons la fonction aléatoire attachée a ce corpuscule —:
O =AQcos (Qt—Y)

(qui est d’ailleurs la vitesse de ce corpuscule).

Si 'on fixe la valeur de X: X=a, on peut éliminer une des cons-
tantes aléatoires, par exemple ¥ . Il se trouve que le temps s’élimine
en méme temps, et I'on voit que ® devient la fonction de champ per-
manente :

Ofr——+QV A*—a*

®/x est connu par la loi de probabilité (w,a).

27. Connexion physique du corpuscule. La connexion cinématique
est la connexion décrite du point de vue du ckamp : elle correspond au
point de vue d'Euler en hydrodynamique. Mais dans les applications,
c'est la connexion physique qui intervient; elle correspond au point de
vue de Lagrange. Soit X/t un corpuscule. Choisissons une position
initiale O et un instant initial ¢. L’élément du corpuscule qui, & cet
instant, se trouvait en ce point, se trouve i I'instant postérieur dans la
position O,, fonction aléatoire de ¢,?, et de O. Soit @ la grandeur
attachée au corpuscule: @, est aussi une fonction aléatoire de ¢,¢, et O.

La connexion physique est la connexion antre @, et la valeur de @ &
linstant ¢ au point O. Nous la représenterons par le tenseur dérivé
de la forme bilinéaire :

TN, e
((])_.’\) ((I,I At)—(q)"\) (q)t A,)

le symbole de moyenne 7, indiquant qu'il s’agit d’une moyenne de
Lagrange.

Les lois de probabilité & introduire dans ces moyennes sont:

(9 ,9,; x) lorsqu’interviennent & la fois ® et ®,, et (9;2)=(2,%,;%)(3,)
(3, 32)=(2,9,;%)(2), lorsque ¢ (ou ®,) interviennent seuls.

La connexion physique se distingue de la connexion cinématique, par
le fait que @, n’est plus une valeur attachée a un point fixe, mais en
un point aléatoire dont la position (incertaine) se déduit de O, ¢ et ¢, .
On peut dire qu'elle est la connexion entre les valeurs successives
de @, attachée 1 un méme élément, suivi sur sa trajectoire.

I’importance de la connexion physique vient de ce qu’elle régit les
phénomenes de diffusion. La diffusion consiste en effet, en ce qu'un
petit nuage de fumée, émis au temps ¢ an voisinage de O, se trouve au
temps ¢, dispersé i I'intérieur d’'un volume fini (point O, aléatoire). La
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distribution des grains de fumée a l'intérieur de ce volume dépend
essentiellement de la connexion entre les vitesses successives prises par
les grains de fumée.

Les phénomenes de wviscosité et de conductibilité, qui sont des trans-
ferts de quantité de mouvement et d’énergie, sont également commandés
par la connexion physique.

Le tenseur de connexion physique G se relie bien simplement aun
tenseur de connexion cinématique, par l'intermédiaire de la probabilité
de passage.

On a, en effet:

(w,u;2)=(u,u;2,n)(;z)de,
d’oli:

6= f (2, ;@) O dx,

Cette formule est trés éloquente: elle sépare en deux parties les pro-
priétés du corpuscule aléatoire :

1° les propriétés du champ dans lequel il est plongé qui sont repré-
sentées par le tenseur de connexion cinématique © .

2° les propriétés mécaniques du corpuscule, qu'exprime la probabilité
de passage (x,;x).

Ces considérations entrainent une conséquence fort importante pour
I'organisation des recherches expérimentales sur les fluides turbulents.
Se fiant & P'analogie fournie par ’hydrodynamique certaine, on pourrait
croire qu’il suffit d’explorer un champ fluide par des instruments placés
en un série de points fixes (réseau) pour tout connaitre de la Mécanique
du Fluide. Il n'en est rien: cette recherche expérimentale (statistique)
fournira seulement le tenseur O, et il est encore nécessaire de connai-
tre la probabilité de passage (a,;2) pour obtenir le tenseur de connexion
physique G qui régit, lui, toutes les aplications.

Pour que la connexion physique soit stationnaire [G fonction de (&,—1)]
il ne suffit pas que la cunnexion cinématique le soit; il faut de plus
que la probabilité de passage (x,;x,) ne dépende que de (f,—17).

28. Relations entre le corpuscule et le champ. a) Point de vue clas-

sique.

Dans le point de vue classique ol I'espace et le temps sont distincts,
la connexion du champ lorsqu’elle est stationnaire et homogdne est une
fonction de (z,—x) et de (t,—t) séparément, car ces deux grandeurs
sont chacune invariantes.
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Prenons d’abord le cas ot il existe une onde de corrélation de vitesse
certaine ¢. Le coeflicient de corrélation est alors

cos&l(fz—f—g)
\ e

Plongeons dans le champ le corpuscule aléatoire :
X=Ut+B

U et B étant des constantes aléatoires, indépendantes de £ soit u, la
valeur probable et S, I'écart type de U.

Nous eréons ainsi une fonection aléatoire de ¢, dont le coeflicient de
corrélation physique est:

J .
r(h)=cosQ| 1— 2 h=cos Q' h
¢

Entre la pulsation «physique» Q' et la pulsation du champ L, nous
avons entre autres, la relation:

s (-1) 9]

Cette formule peut étre considérée comme la généralisation de la formule
de Doppler, que 1'on retrouve quand Q et U sont des constantes cer-
taines (L'=0%;8=0).

Dans le cas général, le coefficient de corrélation cinématique se déve-
loppe ainsi:

1_1)(52;;—_ iz_ibﬂ-+:\_l*1;*>+---.

En multipliant par la probabilité de passage (z,;x) et intégrant par
rapport i x,, on obtient le coefficient de corrélation physique. Or, u,
et S étant la valeur probable et l'écart type de la vitesse du corpus-
cule plongé dans le champ, on a

k= u,
P =(u2 + S A
d’olt
il .’7_‘. (&z —20M u,+M? uﬁ—l—M"'SQ) dees
et

Q= [1— &i}* u+ (H +S]J
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b) Point de vue relativiste.

Nous avons vu que:

SN o/ i
r (b k)=cos Q \/h‘—- - m 1— B) kk-_.— E:ﬂ_) G

Si Pon plonge un corpuscule, dans le champ précédent, on a entre
la pulsation physique et la pulsation cinématique, la relation :

v | ]
Or— (1—“" g \
c- 4

qui, pour Q certain (S=0) redonne la formule connue de transfor-
mation des fréquences pour un systéme en mouvement relatif (u,) par
rapport au systtme de référence.

29. L'onde associée au corpuscule. Nous allons tenter de donner une
interprétation de I'onde de Louis de Broglie, grace au schéma aléatoire.

a) Point de vue classique

Un champ dans lequel existe une onde de corrélation, de vitesse ¢,
a pour connexion cinématique :

r(h,k)=eacos (k-—’%) +(1—a) cos Q (la—k'%) -

=1~w[m+2(1_2a)’?’f+gj+...

Au voisinage du point i=/k=0, les courbes d’égale corrélation sont
des ellipses concentriques. Un rayon vecteur de coefficient angulaire
k ¢ ;
;;zu,o, représente la vitesse d’un corpuscule plongé dans le champ.
(]

Si, 4 partir du point (%,%) on se déplace suivant la direction V con-
Juguée de u,, le coefficient de corrélation reste stativnnaire, puisqu’on
se déplace sur la tangente & l'ellipse qui passe par le point (A,k).
Nous dirons que V représente la vitesse d’une onde de corrélation.
A chaque vitesse u, du corpuscule est associée une vitesse V de 1’onde.
Ces deux vitesses sont lides par la relation :

e+ (1—2a) u,

Honig. o
c+1 2

V=
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] 1 3
Dans le cas de a= = elle se réduit i :
2

Vi =

u,

qui est la formule de lL.ouis de Broglie, sauf que V étant de signe con-
traire 4 u,, 'onde voyage en sens inverse du corpuscule.

b) Point de vue relativiste

r (k,f.-)wf(}f— ’z)

Les courbes d'égale corrélation sont, non plus des ellipses, mais des
hyperboles.

Pour que » reste stationnaire, il faut se déplacer & la vitesse V
telle que:

Cette fois:

]

V= <
Uy
qui est, maintenant, en grandeur et en signe, la Telation méme de
Louis de Broglie.
Nous donnons cette interprétation pour ce qu'elle vaut. Il est en
tous cas curieux que le schéma aléatoire suggére directement l'idée
d’associer une onde a un corpuscule.

30. Connexion corpusculsire. La connexion physique concernait les
éléments du corpuscule qui, & un instant ¢, se trouvaient en un point
déterminé O. Si 'on s’affranchit de cette condition, on obtient la con-
nexion corpusculaire, définie par le tenseur Gc rattaché i la forme
bilinéaire :

le symbole de moyenne: étant étendu o tous les éléments du cor-
puscule, c’est & dire que la moyenne est prise avec la fonction de dis-
tribution :

(9:9)
La relation :

(9,9)=(2,9,;2)(x)dx

Ge= [ ()G dae

montre que l'on a:

L’on a également :
Ge— f(sc y ) O dedr,
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La connaissance de la connexion corpusculaire nécessite, en plus de la
connexion cinématique ©, et de la probabilité de passage (z;2), la
donnée de la probabilité de présence ().

31. Lla conceplion aléatoire d'une grandeur physique. Un des plus
grands bouleversements qu’apportent les Nouvelles Mécaniques dans
nos idées traditionnelles, est & coup sir de cesser de concevoir une
grandeur physique comme un simple nombre et de la représenter par un
opérateur ou une matrice. Cela semble décourager par avance toute
tentative d’explication tant soit peu concriéte. Pourtant, nous allons
voir que la conception d’une grandeur physique comme fonction aléa-
toire — notion que 'on doit considérer comme naturelle et fondamentale
au méme titre que celle de fonction au sens habituel du terme — coin-
cide avec celles de la Mécanique ondulatoire et de la Mécanique quantique.
(Pest ce qui constitue, & nos yeux, une explication conerote du symbo-,
lisme de ces mécaniques.

Sans s'attacher i une rigueur que le sujet mériterait cependant, on
peut présenter la question de la maniére suivante.

On a vu qu'une fouction aléatoire équivaut & une fonction d’une infi-
nité de variables : la fonction de distribution conjuguée :

(@5 @y -2,

des valeurs de X i n instants successifs—pour tout n — . Cette fonc-
tion ne peut 4tre choisie arbitrairement a cause des conditions de
cohérence dont nous avons parlé dans la premitre partie. Mais elle peut
atre construite i partir des lods lides, par application répétée du théo-
réme des probabilités composées :

(,'r| 1 w-.')m:l"')z("l"i)(‘rz 3 'rl)(‘r'.i;"cl ] 3'9)'” »

Chacun des facteurs du produit est une loi de probabilité a une seule
variable et peut étre choisie arbitrairement sous la seule condition de
vérifier le théortme des probabilités totales ; ainsi:

(‘r:i'! Iy -'1?1] d.’.t'__‘.—_: 1

quels que soient r, et x,.
On peut dire que la snite des fonctions :

("-"1} 3 (me H '7"1) ’ (‘7":' 18y 'L"J) i

équivaut & une fonection aléatoire.
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Considérons maintenant les valeurs successives prises par X, au
cours d'une épreuve faite au voisinage du temps ¢, c’est a dire i des

instants :
t+9t, s t40t,, -+

appartenant a l'intervalle (¢, ¢+ Af), soit

L3 L
Ly gy ytory

comme les composantes d’un vecteur dans I'espace de /filbert. On peut
le faire, car la série:

o0

= (ay

représente une «estimation» de la moyenne quadratique X*(t) et con-
verge par conséquent (sauf sur un ensemble de mesure nulle). Lorsque
At—0,0t ,dt,,--- tendent aussi vers zéro et les lois de probabilité lides
tendent vers des limites qui ne dépendent plus que de linstant :

.
I, (2, 1)
F,(x,2,,1)

Il importe ici de remarquer que dans ce gue devient une fonction
aléatoire a linstant ¢, i y a plus qu'un simple nombre aléatoirve. 1l y
a aussi la limite vers laquelle tend la connexion (figurée par exemple,
dans le cas d’une fonction indéfiniment dérivable par la loi de proba-
bilité conjuguée de la fonction et de toutes ses dérivées).

Le produit scalaire de deux vecteurs X et Y sera:

o0
2 (=1 9)
estimation du moment rectangle: X ()Y (7).
A la notion de vecteurs orthogonaux correspondra donc celle de
vecteurs non corrélés.
Remarquons maintenant que la suite des fonctions I',,I',, - repré-
sente une application de I'espace de /lilbert sur lui-méme. On peut d’ail-
leurs donner i cette transformation une forme canonique remarquable.

Posons :
X

.P . 1
= @5

—o0

Xe 1
miﬂhmﬁ“;
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On a:
dy, dy, - =(x,) (xy;2,) - -~ dir, day- - =(z, vy )da, dr,.

Ainsi, le jacobien de la transformation est la loi de probabilité con-
juguée des valeurs successives de X et, i ce titre il est positif ou nul
(cotte derniére éventualité ne se produisant pas, au moins & l'intérieur
d’un certain domaine). La transformation admet par suite un inverse.

ki ; 1 1
Les y sont des nombres aléatoires, compris entre — = et —=, de

.

valeur probable nulle et non corrélés entre eux. Done, les vecteurs
,,0,0--9), (0,%,,0--+) forment une base orthogonale de l'espace de
Lilbert.

Nous admettrons que les propriétés précédentes restent vraies quand
on passe & la limite (At—0). les y tendant alors vers des z et la trans-
formation qui fait passer des x aux z, ne dépendant plus que de
Pinstant ¢.

Ainsi, on peut faire correspondre i chaque instant ¢, a une fonction
aléatoire, une transformation ponctuelle du domaine de l'espace de
Hiltbert dont les points ont des coordonnées cartésiennes comprises

1 1 ; S .
entre —— et < Chacune de ces transformations définit une fonction

aléatoire a I'instant ¢.

Or. lespace de Ililbert étant isomorphe i I'espace fonctionnel des
fonctions de carré sommable, une application de cet espace sur lui-
-méme équivaut i un opérateur A transformant une fonction f en une

g=A(f).

C'est précisément le point de vue de la Mécanique ondulatoire selon lequel
une grandeur physique est un opérateur et non plus un simple nombre.

Il est certain que les considérations précédenres mériteraient d’étre
développées et améliorées dans le sens de la rigueur (limites, conver-
gence, etc.). Telles qu'elles sont cependant, elles permettent d’espérer
qu'un jour, les Nouvelles Mécaniques pourront &tre exposées commes
des Mécaniques aléatoires particulitres, ce qui contribuera beaucoup &
leur con.férer un caractére concret.

fonction ¢:

IX — LA DIFFUSION

33. La diffusion en général. La diffusion est un phénomene banal et
pourtant essentiel, qui se produit au sein de tous les fluides naturels ;
cependant 'hydrodynamique classique n’en tient pas compte (notion
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trop rigide de «surface fluide»). La théorie cinétique, qui est en somme
une Mécanique aléatoire basée sur un schéma particulier, corrige cette
imperfection et donne une expression de la diffusion moléculaire. Mais
les fluides naturels, dont le mouvement est toujours turbulent, diffusent
a des échelles bien plus grandes que l'échelle moléculaire et les phéno-
ménes de difusion y prennent une importance énorme. Nous allons,
dans ce chapitre, étudier la diffusion dans un corpuscule aléatoire, déri-
vable en moyenne guadratique; les résultats obtenus seront indépen-
dants de l'échelle des phénomenes et applicables par conséquent aux
fluides naturels.

Soit O, un point fixé, a lintérieur d’un fluide. A linstant ¢, s’y
trouve une microparticule. La méthode de Lagrange consiste i suivre
cette microparticule dans son mouvement. L’hydrodynamique classique
admet qu'au temps ¢,, cette microparticule occupe la position O,,
telle que:

ay=ay (2,1, 1,)

ax, étant une fonction analytique continue et dérivable des paramétres
x, 1, ,t,, qui s’inverse d’une manitre univoque, de sorte que l'on a

également :
Ly =2, (.rg ) 4y tg) .

Dans un milieu aléatoire, et non plus continu, les coordonnées de O,
sont des fonctions aléatoires, que nous supposerons généralement déri-
vables en moyenne quadratique, des coordonnées de O, et des instants

t, et 1,
‘\gzke:!‘rl sty

L’inversion de cette fonction n'est évidemment pas possible d'une
manieére univoque; tout ce que l'on peut dire, c'est que X, est égale-
ment une fonetion aléatoire que nous admettrons étre aussi dérivable :

X=X jy, 8,1

Au temps t , la microparticule qui, a I'instant ¢, se trouvait en O,,
peut se trouver n’importe oi dans le fluide et, en chaque point, il existe
une certaine probabilité (x,:x,) pour que cefte microparticule y soit
située. '

Il résulte de ce schéma mathématique que si I'on considére a l'ins-
tant ¢,, une particule entourant le point O,, comme cette particule se
compose d'un grand nombre de microparticules dont le sort est aléa-
toire, la particule aura, au temps ¢,, répandu dans le fluide toutes les
microparticules qui la constituaient et, vu le grand nombre de celles-ci,
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elles seront distribuées selon des fréquences conformes a la probabilité
de passage (x,;x,).
Le probleme de la diffusion va consister essentiellement en 1'étude de
la fonction aléatoire :
Xx/"rl slsly

c’est-A-dire d’un fragment du corpuscule aléatoire X, équivalent au
fluide, sélectionné par le fait qu’a un instant donné, ce fragment occupait
une position ponctuelle dérerminée.

Une image physique d'un pareil «sous-corpuscule» est le nuage de
fumée émis par une cheminée d’usine au sein de I’atmosphére.

Le sous-corpuscule X, peut avoir des propriétés fort différentes du
corpuscule. Soit par exemple l'oscillateur stationnaire a fréquence
certaine : '

X =A sin (at—9).

La moyenne quadratique X° de X, est constante. Ce corpuscule ne
manifeste done, macroscopiquement, aucune propriété périodique. Mais
portons notre attention sur le sous-corpuscule X, formé par les élé-
ments qui au temps =0, avaient la coordonnée X=0. Ce sous-cor-
puscule peut &tre matériellement réalisé en disposant un écran percé
d’une ouverture et en démasquant cette ouverture pendant un temps
trés court; ce sera par exemple une bouffée de la fumée émise par une
cheminée. Pour le sous-corpuscule X,,® cesse d'étre un angle aléa-
toire de probabilité uniforme ; il devient 'angle certain ®=0, ds sorte
que:
X,=A sin ot

et

[

X: = Alsin*ot = %(I—COS 2 wt).

Ainsi la dispersion du sous-corpuscule X,, présente une variation pé-
riodique. Em particulier, X, redevient périodiquement ponctuel. On
peut dire que ces phénoménes périodiques, s’ils étaient contenus en
puissance dans le corpuscule X (dans sa connexion, qui est périodique),
n’avaient pas l'occasion de se manifester: ils ont été en quelque sorte
«liberés» par la sélection qu'une expérience a opérée sur les éléments
de X.

Un autre genre de diffusion nous est donné par le corpuscule aléa-
toire libre.

X=A:+B.
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Considérons les éléments qui, au temps t=0, ont I'abscisse X=0.
Pour ces éléments, B cesse d’étre un nombre aléatoire et devient le
nombre certain zéro. Comme tout & I'heure, le sous-corpuscule X,
ainsi défini peut étre matériellement isolé par un dispositif convenable.
Lion a:

X_Aig

o, =Xl =(X.—X,==A"¢,
Ainsi I'écart type de la diffusion est proportionnel au temps. Le cas

du corpuscule libre est évidemment aussi celui d’un corpuscule (dériva-
ble) quelconque pour un temps infiniment petit.

34. Forme générale du probléme de la diffusion., Ce probltme est,
nous 'avons dit, I’étude de la fonetion aléatoire:

Xyt 5t

c’est 4 dire le calcul de ses moments principaux:
T Voat X
X, X; et X,X,.

Les moyennes de Lagrange donnent une solution du probléme sous forme
d'un développement de Taylor faisant intervenir les moments liés,
pour un point donné, de toutes les dérivées en moyenne quadratique
de X. Cette solution est évidemment toute théorique et n’offre d’intérét
pratique que pour des intervalles de temps trés petits. Aussi allons nous
poser maintenant le probléme en termes finis.

_ gt wye
Les moments X, et X se calculent au moyen de la probabilité de
passage (x,;x,), par les formules:

)

= /‘;r,_,. ryyep,t, L t)da,

= f“té gy, .t t)da,

Lorsque la probabilité de passage ne dépend que des différences (#,—¢,)
et (x,—mx,), ces moments sont indépendants du point initial x, et ne sont
fonetions que de lintervalle de temps (f,—t,). La diffusion est alors
lomogine et stationnaire.

)

LA
"

—
Pour obtenir le moment rectangle X, X,, il est nécessaire de faire
intervenir une loi de probabilité en trois points:

X }*-.;':J By &y ulily ity By b s gt d aydiay.
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Ces notations sont surtout formelles. Pour faire un pas de plus, sou-
venons nous que, dans les fluides, 'expérience atteint non la coordonnée
du corpuscule, mais sa vitesse et que celle-ci est la dérivée en moyenne
quadratique de celle-la. Le probléme de la diffusion se pose ainsi comme
un probléme d'intégration aléatoire, la fonction X, s’exprimant par:

£
Xy=a, +_[U/sds.
fl

La valeur probable de X, est:

—

f!
ngwt-i-jdsju.(u;.r:uti,s)du.
t

Son calcul nécessite la connaissance d’une loi de probabilité en deux
points (t,,5). Un cas particulier intéressant est celui ol cette loi ne
dépend que de la différence (s—t) et ne contient pas la coordonnée
initiable , . Alors le chemin ﬁ:—.r, , parcouru par le point moyen ne
dépend pas du point de départ ni de I'instant initial, mais sealement de
Uintervalle de temps (f,—t,).

Voyons quelles restrictions entrainent nos hypothéses. Lorsque (u;a,)
ne dépend pas de ,, il en est de méme en particulier de (u,;,), fone-
tion de distribution des vitesses en un point: celle-ci est donc uniforme
dans tout le tluide. De plus, comme (u,; &) ne contient pas ¢, , la dis-
tribution des vitesses est permanente. Par contre il n'y a aucune res-
triction sur la loi de densité (). Ainsi nous avons affaire & un fluide
sans mouvement d’ensemble, avec un module uniforme et constant de
la vitesse d’agiration, mais pouvant avoir une densité dittférenciée, comme
celle qui résulte de la présence d'un champ de forces. Une atmosphére
isotherme en équilibre vertical sous l'action de la gravité, donne un
modétle d'un tel fluide.

Par contre les hypothises précédentes ne conviennent certainement
pas, & I’échelle de la turbulence, pour représenter convenablement la
diffusion dans les couches basses de I'atmosphire ol la vitesse d’ensem-
ble et le module de la vitesse turbulente sont systématiquement diffé-
renciés. Ceci montre la difficulté qu'on doit rencontrer dans l'étude
théorique de phénombdnes en apparence aussi simples que la diffusion
de fumées ou de fumigénes dans les couches d’air voisines du sol.

/-'_‘-\
Passons maintenant au calcul du moment rectangle X, X, qui con-
tient comme cas particulier le moment quadratiyjue Xj. On a:

S = ;
(X,—a,) (Xu—*”‘-'.)=J wb . (w, by, t,8,t)dsdtduds.
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L’intégrale (double) par rapport aux variables s et ¢, est étendue au
rectangle ayant pour sommets :

(tl 3 tl) 2 (t'.'ﬁ tl) 3 (tﬁl t:l) (tl 3 z:!) °

Il intervient une loi liée en trois points, et ceci reste vrai pour le mo-

. /-—\ o5 . .
ment quadratique (X,—x )" qui se calcule exactement par la méme for-
mule, sauf que I'aire d’intégration a cette fois pour sommets :

(ta ’ iJ ’ (t,_‘ H t[) H (1'.2 ] te) (f1 ’ Z_.,)

(U'one des diagonales du rectangle est la bissectrice des axes de coor-
données).
En dérivant la formule précédente, on obtient la relation :

@ T
X, X
oty ot

ﬁ - 2

qui étend, aux moyennes de Lagrange, une formule que nous connais-
sions déja pour les moyennes corpusculaires.

35. Diffusion stationnaire et homogene. Intéressons nous plus spé-
cialement an cas ol une loi en deux points serait suffisante pour le
calecul du moment rectangle. Il faut pour cela que la loi (u,%;2,) ne
contienne pas x,. Il en résulte que:

(w3 ) =(u, %) d
ne contient pas x, non plus.

Comme tout & I’heure, la fonction de distribution des vitesses en un
point : (u,;x,) est uniforme dans le fluide. Ajoutons encore I'hypothise
que la loi (u,%;x) ne dépend des instants que par les ditférences
(s—t,) et (t—t,). Le moment rectangle ne dépendra alors que des
différences (t,—t,) et (¢,—t,). Cette nouvelle hypothése entraine comme
conséquence que la loi (u,;x) qui déja ne dépendait pas de x,, ne
dépend pas non plus de ¢,.

Nous qualifierons la ditfusion dans ce cas particulier de stationnaire
et d’homogéne. Insistons sur le fait que la loi de densité reste absoli-
ment quelconque.

Ce cas comporte d’importantes simplications. On voit, en effet, qu'en
général le probléme de la diffusion est ramené au probleme de la con-
nexion physique de la vitesse, c'est-a-dire & 1'étude des propriétés du
moment :

P o 8
U,0.
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Or, quand la connexion physique ne dépend pas du point initial x ,
elle est identique a la connexion corpusculaire, car:

2 — —
U U= J (x)U,Ude,=UU,

puisqu’on peut faire sortir cette dernitre quantité—indépendante de o, —
du signe d’intégration.

La connexion cinématique revét aussi une forme particulidre. Con-
sidérons en efet, la relation :

Lo > =
U,U = J (,;2) U, U, de, g ¢

La diffusion étant stationnaire et homogene, le premier membre est
fonction de (t—s); (x ;) est fonetiun de (f—s) et de (z,—z,). Il en

est donec de méme par conséquent de l' U,: la connexion cinématique
est, elle aussi, stationaire et homogéne.

Désignons par S* le carré de l'écart type des vitesses d’agitation :
U"';, qui en pareil cas est aussi bien égal 4 la moyenne corpusculaire
U”, qu'a la moyenne de Lagrange a7,

Soit »(t—s), le coeflicient de corrélation physique entre les vitesses
U/t et U/s d’'une microparticule aux instants ¢ et s.

[’on a:
=8 [[r(t—s)dst

Pintégrale étant étendue au carré (0,0), (¢,0), (0,¢), (¢,¢,), si Von
prend zére comme instant initial. On trouve:

4

XP= S’fr 8)r(s)ds.

Nous étudierons tout i l'heure le comportement de cette intégrale.
Avwparavant, faisons la remarque que s’il s’agit d’un probléeme théorique,
c’est-a-dire que si 'on connait a priori la Mécanique du corpuscule, on a
sans peine r(s) qui est & la fois le coeflicient de corrélation physique
et le coeflicient de corrélation corpusculaire.

Au contraire, s’il s’agit de I'étude expérimentale d’un fluide turbu-
lent au point de vue d’Iuler (observations en des points fixes), I'expé-
rience atteint seulement le coeflicient de corrélation cinematique ¢. Pour
remonter de la au coefficient de corrélation physique, il est nécessaire
de connaitre la probabilité de passage (x,;2,), qui est d’ailleurs ici de
la forme P (Z,7) ol % est la différence des deux coordonnées et s la
différence des deux époques. Il semble donc qu'on ne soit que tros
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médiocrement avancé, puisqu’aussi bien la connaissance de (z,;x,) nous
et fourni aussitot X* par une moyenne de Lagrange.

Mais on peut dire d'une part, que des expériences directes sur la
diffusion, combinées avec 'exploration du fluide au point de vue d'Eu-
ler, nous permettent inversement, de déterminer (i, ;x,) c’est-i-dire en
somme la Mécanique du corpuscule. Kt d’autre part, ou peunt obtenir
une valeur approchée de la corrélation physique a partir de la corré-
lation cinématique, sans connaitre exactement (z,;2,).

Nous avons. en effet,

Posons Z=u~; il vient:

r (*)-:f.:: (ur %) P(ur,7)zdu.

Or P(ur,7)vdu, tend vers (u)du, lorsque =— 0, (u) étant la fon-
ction de distribution des vitesses. Une premitre approximation consis-
tera a remplacer P par cette limite, ce qui donne:

r(z)|l=ptru,7).
Consentant encore une approximation, on peut réduire » i sa valeur
probable w, et 'on a la formule :

7 (7)=[]=8(7ug,s7)
qui donne des résultats suffisamment approchés, dans la mesure oil
S*=U" est faible devant u,. C’est le cas des souffleries aéro-dynami-
ques dans lesquelles la vitesse de la veine (u,) est de l'ordre de 107/,
et S de l'ordre de 0,1%/ ..
En admettant 'existence d’une onde de corrélation de vitesse ¢, on a:

:-(r):cos&l(l—:ﬂ)*:,

(&

ce qui donne pour la moyenne quadratique de la pulsation physique :

T “l} :
e (1-2).
C

Or, dans les études de la turbulence en soufflerie, faites par divers
auteurs, on étudie la connexion géométrique, ¢’est-a-dire la connexion
entre les vitesses, au méme instant, en deux points séparés par la dis-
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tance x, comptée dans I'axe de la veine. C’est donc:

p(x,0)= cos.Q%

et 'on admet comme évident que la connexion physique s’obtient en
substituant 7w, & @, ce qui donne:

g
r, (t)=cosQ ol

On voit bien qu’en général », n'est pas égal au véritable coefficient
de corrélation physique ». Cela n’arriverait que pour e¢=2wu,, mais il
n’y a évidemment aucune raison pour cela.

La comparaison des mesures expérimentales directes de la dispersion
et du coefficient de connexion géométrique permettrait, au contraire, de
déterminer la vitesse ¢ de I'onde de corrélation.

36. Coefficient de diffusion. Dans la théorie du mouvement brownien,
le rapport:
Xr*.'

2t

Z:

est une constante indépendante de ¢, que I'on appelle le coefficient de
diffusion.

Mais en général, le précédent rapport est une fonction de ¢. Il arrive
que cette fonction tende vers une limite finie lorsque ¢->co et méme
que, pratiquement, cette limite soit déja presque atteinte pour des va-
leurs de ¢ relativement faibles. On pourra encore dire qu’il existe en
pareil cas un coefficient de diffusion.

Représentons »(z) par l'intégrale de Fourier :

r (") jFCOS wt dP (m) 1

Nous traitons donc seulement des fonctions aléatoires analytiques sta-
tionnaires.
7 a pour expression :

D’apres la théorie des intégrales de Dirichlet, la valeur asymptotique
de y(t— o) dépend, & cause du dénominateur »* du comportement de
® (w) a lorigine.

PORT. PHYS, 18
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® (w) est, rappelons-le, une fonction non négative, non décroissante,

nulle pour w=0, égale a 1 pour w infini. Elle peut présenter une
discontinuité de¢s l'origine, de sorte que ®(-+0) ne soit pas nul. Par
exemple :

P (0)=2, pour D<o <o,

P (»)=1 pour o, <
ce qui donne:

r(7)=a,+(1—=,)cos0, ¢,

qui est bien le coefficient de corrélation d’une fonction ana-stat.
Trois cas sont done & envisager:

a.) ‘1’(-}-0):%)0.
On démontre alors que:
7.=S"t[a+4(4)]
4 (?), étant une fonction qui tend vers zéro avec 1— , par valeurs posi-

tives.
7 angmente donc indéfiniment: il n'y a pas de coefficient de diffusion.
Un exemple banal de ce cas est le corpuscule aléatoire libre, pour
lequel :

Xls___s‘l t}.
done
— Se t
V4 Ty
I1 correspond i:
%=1

b) @ (+0)=0.

On démontre que y a pour partie principale: A¢" avec m<1. I peut
donc arriver que:

« tende vers l'infini (mais moins vite que ).
7. tende vers zéro.
¥ tende vers une limite finie.

Un cas particulier intéressant est celni olt ® () est continue et déri-
vable (spectre continu).
Alors y a pour expression asymptotique :

Z=Sg[f?‘(s)ds-i-it‘J:sr(s)dst.
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On aura done un coefficient de diffusion si:

a0
fr (s)ds  a un sens
i.l
f

y . 4 !
et si  lim— | sr(s)ds existe.
t+o0

Le crochet qui muitiplie S* a les dimensions d’un temps et peut
étre considéré comme une sorte de «temps de libre parcours».

¢) ®(0)=0 tant que o <a.

7 a alors toujours une limite pour ¢ - co ; il existe toujours un coeffi-
cient de diffusion.

Donnons quelques exemples de spectres et des coefficients de diffusion
correspondants.

1°) Une seule raie de pulsation w,.
C’est le cas de l'oscillateur & fréquence certaine :
X=A cos (w,t4P)
qui admet pour coeflicient de corrélation :

r(t)=cosu, 7,
ce qui correspond i:
P()=0 sim<on,
P(w)=1 siwn>0,.

Le coefficient de diffusion est:

La limite pour ¢- oo est nulle.

Imaginons de la fumée émise en un point, au sein du fluide représenté
par un tel corpuscule et supposons S petit devant la vitesse d’ensemble
u,, de maniére que les phénoménes qui se produisent dans le temps,
se retrouvent dans I’espace par la transformation #=uw,¢. La diffusion
a lieu suivant deux sinusoides, les éléments diffusés se rassemblant pé-
riodiquement en des noeuds. Si 'on ajoute i cette diffusion périodique
une diffusion générale «en paraboloide», on obtient un aspect fréquem-
ment réalisé dans les fumées émises par les cheminées d'usine : émission
par «bouffées».
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20 Une bande limitée

‘I’(w):Z sl o< o

D (o) =1 8l o >a.

On a: .
sin a7
4 e
et
x(ﬂ=$gf3in“8ds—sz 1—cosat
’ o 8 o t
. ©S?

3°) Spectre continu (et ® dérivable)
@) B/ (m)=aeo.

On a: a’

r(z)=

a+t
9 o 2
7. (1)=aS" arctg ; — -‘-I—t-b— log \/ Lo i
<t
2 @ | i
b) O (w)=-

™ 1+Ui(n'2.

(Pest le cas complémentaire du précédent: r(7)=e o

130

2©=510-22 (1)

limy ()) =S*0.

o0

Ro?

o) ;
¢) ' (w)= \/? 0 e ;
T2
On a: r(9)=€
5 SR

;"(t): 2 S‘EG—- _t

limy () =S0y/Z.

)
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La courbe 7 (¢f) se rapproche trés rapidement de son asymptote, de
sorte que la valeur limite du coefficient de diffusion est pratiquement
atteinte au bout d’un temps trés court.

37. le schéma des libres parcours, Ce schéma qui joue un réle fon-
damental en théorie cinétique peut se décrire ainsi:

Des points matériels quelconques (Molécules, granules browniens,
bulles de savon équilibrées soumises a la turbulence d’une souffle-
rie' ete.) décrivent a vitesse constante des trajets rectilignes (libres
parcours), troublés accidentellement par de brusques déviations (les
choes) causant une discontinuité de la vitesse. Les vitesses avant et apros
le choe, sont supposées indépendantes en probabilité.

Nous désignons par:

P (9)
la probabilité (I) pour que la durée d’un libre parcours soit inférieure
ou égale & 0, qui est aussi celle pour qu'un choc au moins survienne
pendant la durée 0.

On a fait implicitement 'hypothése de l'homogénéité du temps et de
lespace, c’est-a-dire que l'on admet que @ ne dépend pas de linstant
ni du lieu oit débute le libre parcours.

b (6) est une «fonction de répartition» ou «fonction des probabilités
totales», jouissant par conséquent des propriétés suivantes :

1°) @ (9) n’est jamais négative ni décroissante.
2°) ¢ (0)=0,P()=1.

De la connaissance de ®(9), on déduit un certain nombre de probabi-
lités intéressantes dont nous allons parler.

(IT) Probabilité pour que la durée d’un libre parcours soit supérieure
ou égale & 0, ou encore qu’il n'y ait pas de choe pendant la durée 0;

c'est:
-[;(0):1—@(0). :

(III) Probabilité pour que la durée d'un libre parcours soit comprise
entre 0, et 0,(0,>0,), qui est aussi celle pour qu’il y ait au moins un
choc entre les instants ¢, et 9,, mais pas avant 0,.

Pour la calculer, nous appliquerons le théoréme des probabilités

' M. Kampé de Fériet, Directeur de I'Institut de Mécanique des Fluides de Lille a
imaginé d’étudier la turbulence d'une soufflerie par la diffusion de bulles de savon.
I1 a, avant la guerre, exécuté de tris nombreuses expériences dans la grande soufflerie
de Lille.
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totales. L’éveénement contraire de 'événement considéré est que la durée
de libre parcours soit:

Q) <9,

b) >0,.

Ces deux circonstances s'excluent mutuellement, done la probabilité de
I'éviénement contraire est d’aprés (II) et (III):

@) +1-0(%,).

Par suite. celle de 1'événement cherché est :
1[0 (0)+1—@ ()] = ()~ (3,

(LV) Probabilité pour qu'une molécule ayant déja accompli un libre
parcours de durée 0,, accomplisse un libre parcours total de durée
inférieure a 9,(%, >0,). (’est aussi la probabilité pour que la molécule
n’ayant pas subi de choc pendant la durée 0,, en éprouve au moins un
entre 9, et 0,.

Elle se déduit du théoréme des probabités composées.

L’événement envisagé dans la probabilité (III) résulte des deux sui-
vants :

@) un libre parcours de durée supérieure ou égale i 7
accompli: probabilité 1—®(9)).

L, a déji été

b) le libre parcours suivant a une durée inférieure & (9,—0,); c'est
la probabilité de cet évinement que nous cherchons et nous la désigne-
rons par:

P(@,,9,—0).

2
On a done:

® (‘32)_@ (g') =-—=[1—(I) ©p]P,,9,—0)
d’ol
B0, 0~ 200D 0,
10 (0)

(V) Probabilité pour qu'une molécule ayant accompli un libre parcours
nul accomplisse ensuite un libre parcours de durée 0, c’est-ii-dire pour
qu'une molécule qui vient de recevoir un choe, en éprouve au moins
un autre pendant la darée 0. Clest:

P(0,0)=9 ().
Ainsi, lorsqu’une molécule vient d’étre choquée, la probabilité liée d’un

libre parcours inférieur & une durée donnée est égale i la probabilité
a priori.
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Lorsque (9,—0,) devient infiniment petit, et supposant ®(0) dérivable,
les probabilités revétent les expressions :

(111) o (9) d0
v (O)d)
(IV) P, ‘m)_ifb(éj

(VOB s V@0
l—‘l)-‘b”(())dﬁ’ si @(0)=0 et 9"(0)0.

V) P(0,d))=>(d9)=

On remarquera en outre que la probabilité pour qu’il se produise un
choc dans l'ensemble du «gaz» est égale i la probabilité pour qu’une
molécule subisse au moins un choe, donc a @ (6).

38. la connexion dans le schéma des libres parcours. Pour un
intervalle infiniment petit, le nombre des chocs est proportionnel i
¢ (d9), donc de l'ordre de df si #'(0)5£0, et de I'ordre de d9% si
' (0)=0 mais ®"(0)0.

L’intérét que présente le schéma des libres parcours est qu'il permet
grice & la fonction ®(0), de construire la connexion du gaz. La liai-
son entre ®(0) et le coefficient de connexion (corpusculaire) entre les
vitesses d’une molécule aux instants ¢ et ¢4, s'établit en effet, avec
une grande simplicité par le raisonnement suivant:

a) les molécules dont la durée de libre parcours est inférieure a | k|

n’apportent aucune contribution & la moyenne U, U,, car U, et U, sont
par hypothese indépendants.

b) les molécules dont la durée de libre parcours est supérieure i |1 |,

qui sont en nombre relatif :
14 (| 2])
apportent la contribution :
U'[1-9(|2])

car pour elles: U ,=U,.

Finalement :

r(B)=1—0(R)=Y (7).

Le raisonnement n’est pas altéré si, au lien de considérer toutes les
molécules du gaz, on P'applique & celles qui & un instant donné se trou-
vaient en un point donné; r (%) représente donc aussi le coeflicient de
connexion physique; on se trouve dans le cas d’une connexion station-
naire et homogone.
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Cette liaison entre (%) et ® () entraine une double conséquence :
r(h) est soumis aux conditions qui dérivent du fait que P (9) est une
fonction de répartition et ® (0) i celles qui résultent du fait que 1—®|k|
est «un r».

Ainsi 7 () est une fonction qui n’est jamais croissante ni Jjamais néga-
tive; elle tend vers zéro pour k->co. Elle représente donc une forme
trés particuliore de la corrélation.

[1—®(9)] doit satisfaire, elle, aux conditions de cohérence. Ceci
entraine entre autres, que les libres parcours offrent nécessairement
une dispersion. En effet, s'ils étaient tous égaux & 0,, on aurait:

{IIJ(U)=0 pour 0 <0,
® (%=1 pour 6,<0
et par conséquent :
{r(?z):l pour |k|<f,
r ()=0  pour 9,<|k|.

Or ceci est impossible, en vertu des conditions de cohérence: r» ne
saurait étre égal a 1 sur un intervalle ayant la puissance du continu,
sans étre égal 4 1 pour toute valeur de 4.

En outre, il n’est pas possible que ®"(0) soit nul car sinon » serait
toujours égal i 1.

39. Dépendance des libres parcours successifs. La probabilité (Iv)
nous permet d’étudier I'influence du libre parcours déja accompli, sur
la probabilité du prochain choe. Introduisons pour cela la probabilité :

(VI) Probabilité pour qu'une molécule ayant déja accompli un libre
parcours de durée 0,, accomplisse un autre parcours de durée totale
supérieure & 9,(9,>0,) ou encore pour que la molécule qui n’a pas subi
de choc pendant la durée 0,, n’en éprouve pas entre 0, et 1,.

C’est la complémentaire de la probabilité (IV), soit:

¥ (9,)

Q65 9,—0)=1—P 6, ,8,—8 )= 1.

20,0 —0)=1=P (0, 0,—0) =g ot

Il faut comparer cette probabilité & la probabilité a priori :
w(gﬂ_ﬁl)

qui est la probabilité pour qu’une molécule n’éprouve pas de choc dans
Pintervalle (9,—0,), quand on ne sait rien sur son passé.
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Q et W s’expriment facilement au moyen du coefficient de corrélation:

0 0 _7'(09)
Q(BHJE J‘)_?’(Oi)

¥ (9,—0,)=r(0,—9).

Lorsque les probabilités Q et ¥ sont égales, cela veut dire que la
durée du trajet déja accompli sans choc, est sans influence sur la pro-
babilité du prochain choe. On est donc dans le cas que la théorie
cinétique appelle: «indépendance des libres parcours».

I’équation fonctionnelle :

r(9,)

dotermine le coefficient de corrélation qui est I'exponentielle simple :
r(@)=e* (>0).

Le corpuscule aléatoire représentatif du gaz n’est alors pas deux fois
dérivable en moyenne quadratique.

Mais, dans le schéma de la théorie cinétique oit nos points matériels
sont en réalité de petites sphiéres de rayon fini se choquant entre elles,
cette hypothése de I'indépendance des libres parcours n’est pas admis-
sible.

11 est net en effet qu'une molécule qui vient de subir un choc (9, nul)
est, tant qu'elle reste voisine de la molécule choquante (9,—0,, petit),
protégée par elle comme par un écran, contre les choes des autres
molécules. Elle a donc moins de chances de subir un nouveau choc
dans Dintervalle (9,—0,) qu'une molécule qu'un libre parcours notable
déja accompli (0, rélativement grand) aurait dégagée de la molécule qui
I’a choquée pour la dernitre fois.

Cette condition de dépendance, imposée par I'image précise des mo-
lécules, se traduit dans nos notations par:

Q(Oia :c_e)'(Q(O "91)

= (Gi'_ 01}

c’est a dire
0
( 2) <r(0,—9,).
(@)
Cette inégalité doit avoir lieu pour (9,—9,) assez petit. On doit donc
pouvoir trouver (9,—0,) assez petit pour que:

' (9,) L0
(6)< '(0)4 5 ©).
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a) Lorsque r'(0)==0 (corpuscule non dérivable), cette inégalité en-
traine la suivante:
! M

o)
{j

r(%)

qui porte sur la forme du coeflicient de corrélation, et qui signifie que

la courbe »(U) s’amorce au-dessous de 'exponentielle simple.

<#'(0) etaussi: +"(0)<r?(0)

b) Lorsque ' (0)=0 (corpuscule dérivable), I'inégalité peut toujours
étre satisfaite pour (0,—0,) assez petit. _

Ainsi le schéma des choes entre molécules non ponctuelles est com-
patible aussi bien avec un corpuscule dérivable qu’avec un corpuscule
non dérivable, mais dans ce dernier cas une restrition est apportée a
la forme du coefficient de corrélation.

LEaxemples :
1) Soit r(k)=¢", forme qui entraine la dérivabilité.
On a:

r(0,) i 5 (03—03)

r(6,)

r (G'J_QI) =g 2 (ﬂ'l _'ﬂl)-j

d’ot pour le rapport de la probabilité d’'un choc pour une molécule
ayant déja accompli un libre parcours a la probabilité d’un choe pour
une molécule qui vient d’en subir un:

e 200 (b2—0y) |

Ce rapport, inférieur & l'unité, n’atteint cette valeur que pour (9,—9,)
infini. Les chances d'on choc augmentent constamment avec la durée
d’un libre parcours.

2) Soit »(h)= - (corpuscule non dérivable).

+| k
On a:
r(@)_s+9%_; %0
r(9,) =+6, 740,
g —0
e et e
i +40,—0, 74+0,—0,

Par conséquent:
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c'est-ii-dire que la probabilité d’un choc est plus petite pour une molé-
cule ayant accompli un libre parcours de durée 9, que pour une mo-
lécule qui vient d’étre choquée: cette forme » ne convient done pas a
la théorie cinétique.

T Ly
3) r(h)=e T (corpuscule non dérivable).
Le rapport des deux probabilités est:

8_."'-'91 (8.—0,) )
Il est inférieur & 1: cette forme de » convient i la théorie cinétique.

40. La diffusion dans le schéma des libres parcours, Le coefficient
de corrélation physique étant égal au coefficient de corrélation corpus-
culaire, la diffusion est donnée par l'intégrale :

X2 S"_/:(Z——s)r(s) dsuQS"’f(t——s)[l—-‘I’ (s)ds.

Supposons @ (9) dérivable et soit v (0) sa dérivée.
La dispersion peut s’écrire :

Xi=§? [zu_f (t—8)" 9 (s)ds].

Admettons, ce qui est bien naturel, que les moments de »(s) existent
— au moins jusqu'a ordre 2—On voit alors que la valeur asymptotique

de X3 (pour ¢ grand) est

[2 S‘ffsq,(s)ds] t—S* [ g(s)ds=at+b .

La valeur asymptotique du coefficient de diffusion est :

o0

Xi
y=—=S"| 89 (8)ds=8%6.
2t
(1]
Il est possible d’ailleurs, dans le schéma des libres parcours de calculer
le moment d’'un ordre quelconque de X et 1'on montre que si tous les
moments de o (0) existent, X est équivalent & linfini & £v¢,% étant
une variable aléatoire gaussienne, ce qui généralise le résultat classique
de la théorie du mouvement hrownien.

Pour t petit, X? est infiniment petit de l'ordre de ¢*.
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X —EXEMPLES DE CORPUSCULES ALEATOIRES
42. Corpuscule aléatoire libre. Le plus simple des corpuscules aléa-
toires est le corpuscule aléatoire libre, qui vérifie 'équation différentielle :
X=0.
Celui-ci correspond au systéme différentiel canonique :
X=U U=0.

L’inconnue du probléme est la fonction de distribution conjuguée

de X,X. C’est une fonction de deux intégrales premiéres du systéme
différentiel associé :

df = d_u —dt

u 0
soit:

R (u,x—ut)

On peut la déduire de son expression initiale R(u,,x,) pour =0,
L’expression formelle de X est simple:

Kl 14X

X, est la position initiale, U, la vitesse initiale. Ce sont deux constan-
tes aléatoires dont la loi de probabilité R (x,,u,) est considérée comme
une donnée.

Le moment conjugué général de X et de U est:

X&F ff:r"‘ uP R (u,x—ut)de du— ff(E-I- ut)* ub R (u, %) du ds .

C’est un polynéme de degré « en t, dont les coefficients sont des
moments initiaux.

En particulier : X=X,+1U,

X=Xt 42X U, 14+ T3¢
XU=X,U,+Uit.
Rapportons le corpuscule & ses ares propres, c’est-a-dire par rapport
auxquels : -
X,=0 U,=0.

Alors, & tout instant :

X=0 U=0.

La position et la vitesse sont par rapport i ces axes des variables
purement aléatoires.
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Supposons maintenant que X, et U, soient indépenduntes.. En par-
ticulier, I'on a:

X =0
Posons : oy _n e -
=X 0 =X3; 8=10=U;
" XU, . % X
b‘f? i g -

Les formules de tout & I’heure deviennent avec ces notations :

On peut se représenter le corpuscule aléatoire libre comme une espéce
de «nébuleuse» dont la densité est égale i la probabilité de présence:

¢(x,0) =fR (u,x—ut)du .

La nébuleuse se déplace d'un mouvement d’ensemble rectiligne et uni-
forme, mais en outre ses éléments sont doués d'un mouvement d’agita-
tion dont 1'énergie est constante. '

Ainsi, le principe d’inertie appliqué i un corpuscule aleatoire libre
(X=0) ne donne pas seulement comme conséquence que son centre de
gravité est en mouvement rectiligne et uniforme, mais y ajoute que
énergie d’agitation est constante. On s’explique de cette manitre qu’il
est tout i fait naturel que les molécules d’un gaz soient douées d’un .
mouvement d’agitation statistiquement permanent.

Si l'on regarde l'énergie d’agitation comme étant l'énergie interne du
corpuscule, on peut énoncer que I'énergie interne d’un corpuscule aléa-
toire libre (donc isolé) se conserve. Avec le temps, le corpuscule se
dilate et son énergie se dilue, comme le montre I'expression de la dis-
persion :

’=a+ S

- . ; ) . i /
Si l'on appelle incertitude le produit Sz et que l'on désigne par et

l'incertitude initiale (Sz,), on a:

S?=S\/a§-1- i “>£-
dr o,/ ~ 4=
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L’incertitude va toujours en croissant au cours du temps. La formule :

h] a }lt 5
g =a,+ -
LLREST )

est exactement celle qu'on obtient en traitant le probléme du corpus-
cule libre par l'équation de Schrodinger. Cette analogie n’est par
fortuite car la Mécanique ondulatoire est vraisemblablement une Méca-
nique aléatoire en général non lagrangienne, mais 1’étant accidentellement
pour un probléme aussi simple que celui du corpuscule libre.

Particularisons encore le probléme en posant que R (u,z,) est une loi
de Gauss: '

x2 u;
3ot T 28:
R(“u 3 @) = ~ e
28 g,
d’ott par suite:
_ T _.E_’!__Q.rat_'__a'-'ﬁ‘!
2 [ % 73 Ch Uﬁ]
R(w,x—ut)= e
2% So,
et
- ‘re
25
(@, t)=- L ©
V2r o

avec: o'=a S8,
La vitesse de I'équivalent hydrodynamique est la moyenne liée :

- 2
U= 1fRudu= L%
. @

On vérifie facilement que ¢ satisfait bien i 1’équation de continuité :

o roge 1 90—

dt o

0

d, o St 9

i R Ll % —r—

dt Jt a  Jx

La vitesse quadratique moyenne d’agitation est:

2.2
Uﬂ

U% = %fR—(u—F)’dtt==

a
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et 1’équation du mouvement de I’équivalent hydrodynamique :

t_?.._Ti_ 19 -'—..r_____-[;,-.s'd_fgfgg__v__?ii S
dt ¢ Ja ox G

|

-
—_—
s

La force de pression:

coincide avec la force quantique:

Ii rJ_ 1 {ﬁ;
8= o \/.: ox

A laquelle est soumis le «fluide de probabilité» de la Mécanique ondu-
latoire.

Le corpuscule aléatoire libre est doué d'une entropie. Si on la cal-
cule au sens de Boltzmann, c’est-a-dire par la formule:

H—— [[RlogRdwdu
ou trouve:

H=log(s,5)+C".

Elle est donc constante. résultat conforme & ce que nous avons vu dans
la Thermodynamique du corpuscule aléatoire (deux fois dérivable) — car
il y a évidemment ici conservation de l'extension en phase.

Or ceci est choquant car si I’énergie du corpuscule libre se conserve,
par contre elle se dégrade car le corpuscule se dilate et 'on a ordinaire-
ment 'intention de mesurer par 'entropie le degré de dilution de I'énergie.

L’explication est la méme que celle déja donnée & propos de la Ther-
modynamique. Pour calculer 'entropie, il faut imaginer une transfor-
mation virtuelle, composée d’une suite d’états de maximum de probabi-
lité tangents aux élats réels (suite réversible) et non pas prendre la suite
des états dans I'évolution réelle.

Un état de maximum de probabilité tangent i 1'état réel défini par
les paramdtres macroscopiques S et o, a pour fonction de distribution
la loi de Gauss:

: 3 n?
972 982

5L

° _f;)'..:o'S

L’entropie (conforme i la conception de la Thermodynamique) est:

H,—— [[RlogR, dedu.
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On voit qu’elle est égale a:

T =log (aS)+C"

et quelle croit par conséquent avec le temps. Conformément i un
résultat déja trouvé, elle est égale (A une C" additive prés) au logari-
thme de l'incertitude.
La variation d’entropie entre les instants 0 et ¢ est:
g
log (Ss)—log (Sa,)=log — > 0.
“0
C’est la valeur de transformation non compensée entre les instants O et ¢.
Ainsi, le corpuscule aléatoire libre est-il doué uon pas seulement des
propriétés d’un simple point matériel mais de toutes celles, bien plus
riches, d'un systéme thermodynamique.

43. Rotateur plan aléatoire. Traitons maintenant d’un corpuscule & deux
dimensions : le rotateur plan, c’est-i-dire un corpuscule aléatoire dont
les deux coordonnées sont des oscillateurs aléatoires de méme pulsation.

Ses équations diférentielles sont:

X+0'X=0
Y4+0'Y=0
ou encore:
X=U;U=—0*X
Y=V;V=—0Y.

Le systéme différentiel associé est:

dthd_.rfzﬂ;_: diz dv

2 2
u v —wr —w'y

Il représente le mouvement d’un point matériel attiré par un centre
proportionnellement & la distance. Il admet quatre intégrales premibres
que I'on peut choisir de maniére que trois ne contiennent pas le temps
et que la quatricme soit linéaire par rapport au temps.

Ce sont :

ot ut=2 [ ., . - .
T équation d’énergie
o’y vt =12,

:)"

ve—uy=—, équation des aires
0]

(A% 4

1 .
t——aresin —=————=¢, équation du mouvement .
o Vole+u* ' 4
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On peut exprimer aussi les quatre intégrales premitres en fonction des
coordonnées et des vitesses initiales :

u .,
rcos wt—— Sin ml=ux,
03]
ox sin wt -+ u cos ol =u,

2
yeosmt—— sin wi =y,
0]

oy sin ot + v cos wt-=1,.

La trajectoire est I'une des deux ellipses:

' +6,y + 2y VEI Sy ==t

C'est un cercle si

.".I—;._.';| ;l.

La fonction de distribution conjuguée de X,Y,U,V, & linstant ¢
est une fonction des quatre intégrales premitres du systdme différentiel
associé. Mais si le rotateur est stationnaire, elle n’est fonction que des
trois intégrales indépendantes de ¢ :

o'z ut P+ e,
— (v —uy).
g’ 3 ' ( Y)

Elle dépend en outre — explicitement — de , bien entendu.

Cherchons maintenant a introduire des condition d'ésotropie qui, pour
le probléme de Mécanique aléatoire, soient 'analogue du mouvement cir-
culaire en Mécanique certaine.

La probabilité doit étre indifférente & une rotation autour de Uori-
gine. Silon fait tourner autour de O, le point (x,y), accompagné du
vecteur vitesse (u,v), la probabilité ne doit dépendre que de la figure
formée par ces deux vecteurs. Une fois Z=a"+} 5, fixé, elle ne dépend
que de n=u’4v", et de l'angle des deux vecteurs, représenté par le

produit vectoriel :
D

Ty TR ;a_.l_'y :_:::_ .
0]

Mais, d’autre part, la stationnarité lui impose d’étre une fonction de:
2y=0'2"+u’, 2, =0y 07, ¢
ou, ce qui revient an méme, de:

L _otidn
Ej T Eg= — 9 &4 E.
2

PORT. FHYS. 19
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La confrontation des deux sortes de conditions imposées montre que la
fonetion de distribution du rotateur plan stationnaire et isotrope, a la

forme:
e ST W L T R
R [ [ (:L “]’ _t'fq) T u J— ii. 5 % (f{_‘_p_ ?fff) 3 m] .

- -

Elle ne dépend que de 'énergie totale, de la constante des aires et de « .
La loi de probabilité des constantes aléatoires :
4, B, EL ¢

est :

On peut retrouver ce résultat par une voie différente. R vérifie d’abord
I'équation aux dérivées partielles des multiplicateurs du systéme diffé-
rentiel associé. Si R ne dépend pas de 7, on a donc:

=0,

= (O
dx dy Ju v

JR oR , OR , OR

U—F+r——r— —0 Y —:

Comme la force ne dépend que de la position, il y a conservation de

l'extension en plase et R est non seulement un multiplicateur, mais un
invariant intégral du systéme différentiel associé.

D’autre part, R doit rester invariante par les rotations. C’est donc
un invariant intégral du systéme différentiel qui a pour solutions les
équations d'une rotation d’axes. R vérifie par suite la seconde équa-
tion aux dérivées partielles :

JR oR ~0R  JR
y——a— tv— —u—=0.

WES dy  du o

La premitre a pour solution générale:

e | 2 . P 2
WX +U WY v ) .
R=9¢ l: == y—uy o | =P0,p,v,0).

9

e ad

1l existe des fonctions de ce type satisfaisant 4 la seconde; il suffit
pour cela que:
P _
(.} . o0 —0
Jr  du
® est done finalement fonction de 2-4-p,v, 0.
Ainsi la forme de R a été précisée par le fait que ce devait 8tre une
fonetion invariante par les transformations de dewx groupes.
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Le premier est Je groupe i un parametre, attaché a I’équation fonda-
mentale en R, qui exprime la conservation de la probabilité et résulte
de la dérivabilité en moyenne quadratique. Il est défini par la trans-
formation infinitésimale :

doe=wudt du—=—o"xdt
dy=wvdt dy=—uw'ydt.

C’est dans les équations de ce groupe qu’intervient la force extérieure.

Le second groupe est un groupe a un paramotre qui représente les
rotations simultanées du méme angle, des vecteurs position et vitesse.
Ses équations en termes finis sont:

x'=xcosa—ysina u'=ucosz—vsina
y'=xsina|-ycos o v'=usinatvcosa
et ses équations infinitésimales :

| de=—yda du=—vdo
| dy = do {dvzudcx.
Il correspond & des propriétés purement internes du corpuscule, ou a
I'on veut, & des relations entre le corpuscule et 'espace dans lequel il
est plongé, indépendamment des actions extérieures qui donnent &4 son
mouvement sa physionomie particulitre. L’isolropie n’est qu’une forme
particuliere des conditions de ce genre dont les plus usitées en Méca-
nique gquantique sont: l'invariance aux permutations, & la symétrie par
rapport & un point ou a un plan, etc...

D’une fagon générale, on voit que les conditions physiques imposées
4 un corpuscule aléatoire, qui sont de deux sortes (externes et internes),
imposent & l'inconnue R du probléme de Mécanique aléatoire d’étre un
invariant commun i un certain nombre de groupes; Ces conditions, i
elles seules ne déterminent pas R, mais on peut souvent tirer de la
forme ainsi restreinte, des conclusions intéressantes sans avoir besoin
de préciser davantage.

Nous allons maintenant poursuivre la solution de notre probléme en
supposant que R est une loi de Gauss:

1 e . :
Ta8I(1-r7) [“”'-ﬁ +i?) +ut+ 0?4 Qrtﬂ(v.t'-uy}_
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314
i

On trouve pour les moments du Z° ordre:

U=V X Y2 =8
XY =XU=YV=UV=0
OV =-—VX=21=g".

)

11 en résulte immédiatement la vitesse de 1'équivalent hydrodynamique =

[T - ;.l'r.}_}’t \"r = —Tur
et sa densité : o

— a5 (F*H47)

C’est done um fluide, fortement concentré autour de son centre et qui
tourne comme un solide avec la vitesse angulaire wr, donc différente
de la pulsation » du rotateur. Si »=0, le fluide est au repos.

Il cet certain que I'adoption de la loi de Gauss entraine des simpli-
fications excessives. D’une manitre plus générale, on pourrait obtenir
une rotation différenciée, chaque élément fluide tournant avec une
vitesse angulaire fonction de la distance.

XI—-SYSTEMES DE CORPUSCULES ALEATOIRES

44. Forme générale du probléme. La simple notion de corpuscule
aléatoire, qui ne fait que généraliser le point matériel de la Mécanique
Rationnelle, n’est évidemment pas suffisante pour répondre aux exigen-
ces de tous les problémes que pose la Physique. Il est clair, par
exemple, que le gaz que représente un corpuscule aléatoire posstde
les degrés de liberté et les symétiries d'un gaz mono-atomique. Pour
représenter un gaz biatomique, il faut imaginer deux corpuscules aléa-
toires dont la distance soit une constante (certaine ou aléatoire).

Considérons aussi le mélange de deux gaz monoatomiques. Chacun
est représenté par un corpuscule aléatoire et, en général, ces deux cor-
puscules ne seront pas indépendants. La présence de l'un influe sur la
probabilité de 1'état de l'autre. Aux corrélations internes de chaque
corpuscule (diffusion des gaz en eux-mémes) s’ajoutent des corrélations
réciproques — jouant le role de liaisons plus ou moins rigides — qui
réglent la diffusion des gaz 'un dans l'autre.

(Citons encore le cas des systemes atomiques. L’électron périphérique
de Patome d’hydrogéne ou de I'atome d’hélium ionisé, peut bien &tre
représenté par un corpuscule aléatoire unique. Mais, dts que I'atome
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contient plus d’un électron, il faut tenir compte des liaisons de proba-
bilité entre électrons et faire appel & la Mécanique des Systémes de
corpuscules aléatoires.

Un systtme de corpuscules aléatoires est représenté par un certain
nombre de paramétres aléatoires, généralisation des paramotres de
Lagrange, en Mécanique Analytique. Il est soumis de la part de tout
ce que lui est cextérieur» (ce mot ne voulant plus dire: de tout ce qui
n’occupe pas le méme espace) i des forces. Les états sont solutions
d’un systéme diférentiel, compte tenu de conditions de structure (symé-
tries, isotropie, indiscernabilité, etc.).

En Mécanique classique des systémes de points ou de solides, il
existe des [iaisons, caractérisées par des forces de liaison. En Mécanique
aléatoire, la notion de liaison prend un caractére plus général, qui
rapproche les systémes aléatoires des fluides naturels. Elle devient
équivalente & la notion statistique de corrélation. Nous dirons en effet
qu’il existe une liaison entre deux corpuscules aléatoires dés que la
présence de l'un modifie la probabilité de la position ou de la vitesse
de l'autre. Une telle influence est exactement ce que la statistique
appelle une «liaison de probabilité» ou plus briévement une «corréla-
tion», et les liaisons rigides envisagées par la Mécanique ne sont autre
chose que des cas limites de la corrélation.

On étudie, en Mécanique Rationnelle, des Systémes constitués par
des points (ou par des sous-systémes) mécaniquement indépendants, c’est
a-dire tels que le mouvement de chacun d’eux puisse étre déterminé
comme si les autres n’existaient pas. Les parameétres et les équations
différentielles du mouvement se séparent en groupes dont chacun n’in-
téresse que I'un des sous-systémes constituants.

En Mécanique aléatoire, une telle séparation peut aussi exister dans
la forme, mais ne correspond pas nécessairement a I'idée qu'on se fait
des systémes indépendants. Elle n’exclut nullement, en effet, la possi-
bilité de corrélations entre les corpuscules indépendants au sens méca-
nique. Il suffit pour que ces corrélations existent entre les corpuscules
que les positions et les vitesses initiales soient des constantes aléatoires
dépendantes en probabilité, circonstance qui est absolument incom-
préhensible en Mécanique classique. Pour qu’il y ait en Mécanique
aléatoire une véritable décomposition d'un systéme en sous-systémes, il
faut non seulement que les équations differentielles du mouvement se sépa-
rent en groupes (indépendance mécanique) mais encore que les données
initiales correspondant i ces groupes soient indépendantes en probabilité.

Une réflexion s’impose au sujet de la notion de force. Les systémes
aléatoires sont, comme les systémes certains, soumis de la part du
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monde extérieur, 4 des forces. Mais, par contre, les liaisons entre les
constituants que la Mécanique classique traduit par des forces intérieu-
res, apparaissent maintenant comme des corrélations. Ces corrélations
peuvent aussi parfois s’exprimer par des forces: tel est le cas des for-
ces de tension dans un fluide, qui se déduisent de la corrélation entre
les vitesses d’agitation. Mais l'inverse n’est pas toujours vrai. Pour
prendre un exemple, il est possible que les taches solaires exercent une
action sur la Météorologie de notre Atmosphére. Cette action, qui
pourrait se constater par 1'étude empirique de la corrélation entre le
mouvement des taches solaires et celui de nos cyclones, et qui s’expli-
querait par le fait que les taches peuvent influer sur le rayonnement
recu par I’Atmosphire, done sur la distribution des températures et des
pressions, est bien trop complexe pour &tre traduite par une force. La
notion de corrélation apparait ainsi comme une notion plus générale et
certainement moins métaphysique que celle de force; il y a donc tout
avantage & substituev celle-la a celle-ci, et & dire: nous constatons que
la présence du systtme A modifie la probabilité de I'évolution du sys-
ttme B, donec A exerce une action sur B qui peut s’exprimer en tous
cas par des corrélations, mais ces corrélations ne pourront pas toujours
étre représentées par des forces.

Une remarque est encore i faire en ce qui concerne la possibilité de
définir U'interaction de deux corpuscules grice au concept aléatoire.
Ces deux corpuscules étant considérés comme un systeme unique, leur
ensemble est représentable par un fluide dans l'espace de configuration,
et I'on peut dire que, sommairement, il y a équivalence entre les cor-
rélations et les tensions du fluide fictif. Celles-ci, en ce qui concerne
les coordonnées relatives & un des corpuscules, expriment donc les
actions qui s’exercent sur les éléments de ce corpuscule en tant que
constituant du systéme. Mais d’autre part, ce corpuscule est équivalent
2 un fluide dans l'espace ordinaire & trois dimensions et les tensions de
cet équivalent hydrodynamique représentent les liaisons intérieures an
corpuscule, quand il est seul. Les tensions ne sont donc pas en général
les mémes dans les deux cas et leur différence exprimera l'action du
second corpuscule sur le premier, c’est-d-dire linteraction entre les
constituants du systeme.

45. Equations du mouvement d'un systéme de points aléatoires. Con-
sidérons n corpuscules aléatoires O,(X,,Y,,Z), soumis & des forces
ayant pour composantes :

‘;\i (Xt 2 \r}; ? ZI. 3 r) ; ];; (XF. ] \:.ﬁ ] ZL‘ ¥ t) ;' Oi (XJ‘.‘ H \:’f. ? Z.f. 3 t) i
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Ces corpuscules peuvent avoir des masses différentes, que nous suppo-
sons certaines. Les équations différentielles de leur mouvement sont:

m, X,=A,
m,Y,=B,
m, 7, =C,.

Soit (U,, V,, W) la vitesse; on peut écrire le systéme de 62 équations :
XU, Y=V, Z%=W,
U=A, V=B W=0C.
La force donnée, dépend en général des positions de tous les corpus-
cules. S'il se trouve que la force appliquée au corpuscule ne dépend
que des coordonnées de ce corpuscule, I'intégration formelle du systéme
est identique i celle des mouvements de n corpuscules isolés.
Mais, en Mécanique aléatoire, I'inconnue du probléme est la fonction

de distribution conjuguée des positions et des vitesses :
Rz, %y W,, 1)

On voit done que le concept statistique introduit des liaisons la, ol en
Méeanique classique, il y avait indépendance totale. Pour déterminer
la fonction R, il faut par exemple se donner la fonction de distribution
conjuguée des positions et des vitesses initiales des corpuscules. En
Mécanique classique, ces éléments constituent 62 constantes numeriques.
En Mécanique aléatoire, ce sont 6z nombres aléatoires. Parler de leur
fonction de distribution conjuguée c’est admettre qu’elles peuvent étre
reliées par des corrélations, c’est-i-dire qu’il existe une interdépendance
entre les données, méme lorsque les mouvements des corpuscules cons-
tituant satisfont 2 des équations analytiquement indépendantes entre elles.

46. lisisons en Mécanique aléaloire. Le point de vue aléatoire peut
introduire des liaisons d'un genre nouveau.

11 existe des liaisons entre les corpuscules aléatoires qui constituent
le systome, si les coordonndes et les vitesses des différents corpuscules
sont liées par des relations a priori, autres que les équations du mou-
vement. Ces relations — et c'est la ce qui est nouveau — peuvent bien
entendu &tre des relations de probabilité, c’est-i-dire des corrélations.

1l peut arriver que les liaisons s’expriment par des relations fonction-
nelles certaines entre les coordonnées, les vitesses et des constantes
aléatoives. Si les vitesses n’y figurent pas, on peut utiliser ces relations
pour réduire le nombre de paramdtres nécessaires i définir le sys-
tome. Ce sont des liaisons holonomes aléatoires.
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Enfin, si ces relations fonctionnelles ne contiennent pas de paramétres
aléatoires, elles sont analogues aux liaisons de la Mécanique certaine.

Lorsque les distances mutuelles des corpuscules sont des constantes
certaines, on a un solide aléatoire.

Prenons comme exemple le systtme constitué par deux corpuscules
libres & une dimension. I.e systtme différentiel de leur mouvement est :

{ X,=U, TU,=0
K=, U,=0
dont la solution formelle est:
X,=A, t4B, U,=A,
X,=A,14B, U,=A,

A, A, B, B, sont quatre constantes aléatoires ayant pour fonction de

distribution conjuguée :
R, 5 6y0,505)

Ila loi de probabilité conjuguée des deux corpuscules est :
R(a,,a,, e, —u,t,2,—u,f).
a) Liaison aléatoire générale

L’exemplle le plus simple est I'absence de liaison de probabilité entre
les deux corpuscules que 'on exprimera en écrivant que R(e,,a,,b,,5,)
est le produit d’une fonction de (a,, b,) par une fonction de (a,,b,).

b) Liaison lolonome aléatoire
Eecrivons que la distance (X,— X)) est une constante aléatoire I :
X,=A, t+B,
X,=A,t+B,+E.
[.e probléme a pour solution une loi de probabilité &4 3 variables:
R (e, 4 Uy €)-s

Le systéme primitif de quatre équations différentielles est remplacé par
deux équations différentielles et une équation en termes finis:

X=U,U=0,X,=X+E.
I’équation en termes finis a une influence sur la corrélation entre les
intégrales premiéres du systéme différentiel.
¢) Liaison holonome certaine

La distance (X,—X,) est une constante certaine. L’ensemble des
deux corpuscules constitue un solide aléatoire entitrement défini par
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X,,U,. La solution du probleme est une fonction de distribution &

deux variables :
R(u, ,a,—u,t).

47. Equalions de Lagrange — Principe de Hamilton. Introduisons la
force vive aléatoire 2T, D'action hamiltonienne £, I'hamiltonien H,
fonctions certaines de paramétres aléatoires Q, de Lagrange dont
dépend le systtme aprés réductions, de leurs dérivées Q, et de ¢.

En Mécanique certaine, si le potentiel F' peut s'exprimer & l'aide des
paramétres Q, (cas des systdmes sans résistances passives), les équa-
tions de Lagrange sont simplement l'aspect invariant des équations
différentielles du mouvement. On les obtient par changement de varia-
bles & ’aide des opérations élémentaires du calcul différentiel, qui s’éten-
dent formellement au Calecul aléatoire. Donc, les équations de Lagrange
et les équations de Hamilton sont valables en Mécanique aléatoire.

Par suite, le principe de IHamilton s’aplique i la valeur probable de

la fonetion aléatoire £(Q,, 0. t). Parmi toutes les fonctions aléatoires
qui, pour t={, et t—¢,, sont égales & des constantes aléatoires données
(par leur loi de probabilité conjuguée), celles qui conviennent au mou-
vement vrai rendent maxima ou minima l'intégrale certaine:

_flfdt.

H est une fonction certaine des 2n variables Q, et P, (coordonnées
dans D'extension en phase), elles-mémes fonctions aléatoires du temps-
Le systéme différentiel canonique est:

M

Qi e *

9P, Q,
La fonction de distribution conjuguée R des 2n variables Q, et P,
vérifie 'équation aux dérivées partielles:

.| el iy
ot op, 0q,  0g; 9P,

ce qui montre que R(Q,,P,,?) est une constante aléatoire (la diver-
gence A dans l'extension en phase est nulle).
Nous sommes dans le cas de la Mécanique statistique de Gibbs. La

fonction J de Boltzmann:

H—— [RlogRdg,--dp,
ne peut varier.
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Pour trouver une variation de l'entropie, il faut comme nous l’avons
dit & propos de la Thermodynamique substituer & F l'expression :

H,=— [RlogR,dg,--dp,

R, étant la fonction de distribution de l'état de maximum de probabi-

lité tangent & 1'état réel, soit
H

R,=A e LD

L’entropie, conforme & la conception de la thermodynamique, est a

une constante prés :
—log .

48. Interaction de deux corpuscules. Ltudions le systéme formé par
deux corpuscules aléatoires C, et C,, de masse unité, mécaniquement
indépendants, c’est-i-dire soumis & une force qui ne dépend pour cha-
cun que de sa propre position et du temps.

X,=A (X,,?)
X2=A-:(X-s ’ t) :

Elles consistent en deux groupes mécaniquement indépendants, en ce
sens que les équations différentielles s’intégrent séparément. Pourtant
les deux corpuscules peuvent dtre lides par des corrélations si la fonetion
de distribution :

Les équations de leur mouvement sont :

R0 5055055 %)

correspondant aux données initiales ne se décompose pas en le produit
d’une fonction de (x,,u,) par une fonction de (z,,u,).

Cette fonction de distribution est celle d’un corpuscule fictif C, & deux
coordonnées X, X,. A C, équivaut un fluide fictif & deua dimensions qui
est soumis en chaque point (z,,x,) & une force ayant pour composantes :

I —]
d,U, d,U,
dt ’ dt
1 I
. U=— Ru,du,du_.:g::fRda,du.
P
i —
g d_ 9 U.i-I*Uﬂ /
dt ot Ja, o,

La résultante de cette force pour I'ensemble du fluide a pour premitre
composante :

=i | —
f‘ﬁ‘p_‘odar, d.v_.:ﬁfUlpd.r, d.:r.'ﬂ=d“ U, .U,=A,.
dt Coodt dt
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Le fluide fictif est done soumis, dans son ensemble, & une force de
commosantes A, s -A_ .
Mais le corpuscule C,, considéré seul possdde un équivalent hydrody-
namique & une dimension déduit de la loi de probabilité individuelle de C, :
B, (m%5 t)-:fl{ dr,du, .

Ce fluide est soumis en chaque point & une force égale a:

4T,_ 0 g, 500
dt Jt dx
avec
— 1 1 - 1 *—o]|
U,=— | R u,du,=— | Ru, du,du,dx,=— | U,de,
? ] #i

o= [ R, du,— [Rda,du,du,= [ ¢ dz,.

Cette force est, en général, différente de la composante correspon-
dante de la force qui s'exergait sur le fluide fictif & deux dimensions.
Leur différence peut étre interprétée comme étant dans le systéme,
'action du corpuscule C, sur le corpuscule C,.

Si l'on prend la moyenne de la force intérieure & C,, pour tout ce
corpuscule, on retrouve évidemment la force A,, la méme que la compo-
sante correspondant & C, de la force qui s’exercait sur le corpuscule C.

Admettons maintenant que les corpuscules C, et C, sont indépen-
dants en probabilité. Alors :

Rz, ,u 2, u,0)=R, (@, ,%) . Ry(s,%,1).
U, devient:
- | 1 1 —
U= fuj R, R, du, du, = - fu, R,du,~U..
1 ¥2 il
C’est donc aussi la vitesse du fluide représentant C,. Voyons ce qu’il

en est des accélérations. Comme U, ne dépend plus x,, on a:

4,0, _dU, U, _4T,
dt 9t oz,  dt

Par conséquent, la premiére composante de l'accélération du fluide
fictif correspondant & C est identique & l'accélération du fluide fictif
correspondant & C,.

On peut donc dire que, si deux corpuscules aléatoires sont indépen-
dants (en probabilité), le fluide fictif équivalent i leur ensemble con-
tient séparément les fluides qui représentent chacun d’eux. On mesure
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donc les actions réciproques de deux corpuscules par la différence
entre l'accélération du fluide équivalent i l'ensemble des deux et les
accélérations des fluides équivalents aux corpuscules individuels. Cette
différence est nulle lorsque les corpuscules sont indépendants.

On peut donner de I'action réciproque de deux corpuscules aléatoires
la description physique suivante :

1°. Le corpuscule C,, pris dans son ensemble, peut exercer sur
Pensemble du corpuscule C,, une action qui est une force au sens de
la Mécanique classique. Ainsi, I'attraction newtonienne exercée par le
Soleil sur la Terre.

2°. Le corpuscule C,, toujours pris dans son ensemble, peut exercer
sur les particules du fluide équivalent & C,, une action qui est encore
une force et dans 'exemple du Soleil-Terre, ce serait la force des marées.

3% Enfin, et c’est la un genre d’action étranger i la Mécanique, on
peut observer des corrélations entre les vitesses d’agitation des fluides
€quivalents aux corpuscules C, et C,. Par exemple, entre la vitesse
des taches solaires et celles des cyclones de notre Atmosphére. Ces
corrélations traduisent des actions complexes impossibles i représenter
par des forces.

49. Systemes d'oscillateurs, Soit X un oscillateur aléatoire. Suppo-
sons qu’il soit le centre de gravité d'un systme de n corpuscules aléa-
toires définis comme suit :

Chaque corpuscule X, est un oscillateur aléatoire. Tous les X, ont

A - . . . ; siis
méme masse — , méme pulsation certaine w, méme loi de probabilité
n

stationnaire. Il existe entre eux des corrélations. La loi de probabilité
conjuguée de leurs positions et de leurs vitesses est une loi de Gauss :

R@;u;zt).
On a: _— ?11 S %,
Appelons: o, D'écart type commun aux X,: o*= X:
>, Déeart type de X : zﬁEXQ
8, lécart type commun aux X;: s*=X:=0u'c"
S, lécart type de X s X .

L’incertitude sur un oscillateur élémentaire est le produit

0]

87 = —
[0}

qui mesure la dispersion du corpuscule dans 1'espace généralisé.
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La dispersion de l'oscillateur X est:
S-loexx -~ oy
n* o

1= -1—1?('5 X,, désignant le coefficient de corrélation entre deux oscilla-
g

teurs élémentaires (r,=1).
Par conséquent:
a) Si tous les X, sont indépendants: r,=0(t£)

g2,
n
b) Si tous les »,; sont positifs :
k3
— 173
X —
n
¢) Si tous les », sont négatifs :
Al e
n

d) Si tous les X, sont égaux: r,=1

u
X=g¢"

Combinons l'indépendance et la liaison fonctionnelle, par le schéma
en grappes de Borel.

Groupons les n oscillateurs en k grappes de p oscillateurs rigide-
ment liées. Dans une méme grappe, les r,; sont égaux & 1. Deux
grappes sont indépendantes : entre deux oscillateurs appartenant a deux
grappes différentes, 'on a: r,=0.

Il y a, parmi les _1:_(113—— ) nombres r,(E£J) ;s 'ﬂ%_—l) nombres
égaux & 1, tous les autres étants nuls.
Done :
= o° . 7 . . 5
X‘=-; [n+kp(p~1):l = [-n—rn (p-—l)] i
et
TR
i 4

L’énergie de l'oscillateur complexe est:

!

Pl s
=X =l
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s | - . i : 87 s
Désignons par 0 l'incertitude élémentaire: — = -

=T n it
On a:

L M .
& =ph = phs  (v=fréquence).
L’énergie est donc quantifiée dans le schéma des grappes égales.

50. |Interprétation de la quanlification de ['énergie. Nous venons
de voir que le schéma en grappes conduisait &4 la quantification
de l'énergie; nous allons montrer maintenant que, parmi toutes les
organisations molaires qui peuvent s’établir au sein de notre systéme
d’oscillateurs, les associations en grappes égales sont les plus probables.
I1 en résulte quelles seront les seules a se manifester réellement.

Pour rendre les notations homogénes, posons:

X.=0X

nti v
I’oscillateur élémentaire étant stationnaire, 1’'on a d’ailleurs :
=0

mais cette particularité n’a aucune importance.

Soit A,, le déterminant des r,. La loi de Gauss qui représente la
probabilité conjuguée des positions et des vitesses des oscillateurs élé-
mentaire est:

!

[ o

R= _1 et exp —_—1— .R.-f,"m").
S, 8,:-+ 8, (2m) VA, 2A S, S,

La probabilité d’une configuration donnée, c’est-i-dire d’un ensemble
donné de »; est, d’apris Boltzmann, proportionnelle au nombre 5 tel que:

log o= —leong:rl eeday,
ce qui donne, tous calculs faits :
logg=n-+nlog2x +logVA,, +1log(S,--S,).
Dans le cas d’oscillateurs indépendants (A, =1) on aurait:

log 9,=n |- nlog 2r-+log(S,--S,).
D’oii:
. ST

(1

W *

Le nombre P = " mesure la probabilité de la configuration envisagée.
7o
Rappelons les propriétés du déterminant des coefficients de corréla-
tion, établies dans la 1" Partie,
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A,, est compris entre O et 1; il ne peut augmenter avec 2n. Il tend
vers zéro avec 2n, sauf si, & partic d'un rang fini les coefficients de
corrélation sont tous nuls.

Nous dirons bridvement que A, --0 pourva que les coefficients de
corrélation ne soient pas «presque tous nuls».

Etudions les valeurs de la probabilité P pour n tendant vers infini.

1" cas. Laloi de Gauss est définie, c’est-a-dire que 'exposant peut
se mettre sous la forme de la somme de 2n carrés de formes linéaires
indépendantes.

Pour que la configuration ait une probabilité non nulle, il faut que
presque tous les oscillateurs soient indépendants. Ceux qui sont corré-
lés entre eux étant en nombre fini, représentent une fraction négli-
geable de 'ensemble. ‘

2 cqs. La loi de Gauss est dégénérée, c’est-i-dire que l'exposant
se décompose en moins de 2n carrés.

On peut alors réunir les variables en groupes linéairement indépen-
dants,

La loi de probabilité i envisager est celle des groupes. Il se pré-
sente deux sous-cas:

a) Les groupes sont tous 'assemblage d'un nombre fini d’éléments ;
leur nombre % est done forcément infiniment grand. Alors A — 0 sauf
si les groupes sont presque tous indépendants.

b) Certains groupes contiennent un nombre infini d’éléments. Alors
A, 0, sauf si le nombre de ces groupes reste fini.

Ceci posé, on peut toujours répartir les oscillateurs élémentaires en
k groupes de p,,p,---p, oscillateurs, tels que:

1°) Les oscillateurs d’un méme groupe ne soient jamais indépendants
entre eux.

2°) Les oscillateurs pris dans deux groupes différents soient toujours
indépendants.

Les cas limites sont : un seul groupe ou des groupes d’un seul élément.

La loi de Gauss est le produit de / lois de Gauss définies, relatives
chacune & un groupe. Soit A” le déterminant relatif au ¢ éme groupe.

On a: PE—AVA®... AW

Les A™ sont en général inférieurs a l'unité : ils n’atteignent cette va-
leur que lorsque les oscillateurs d'un méme groupe sont soudés en grappe.

Lorsque 2n —+co, deux cas peuvent se présenter :

a) le nombre d’oscillatenrs de chaque groupe reste fini.

(k)

Alors & tend nécessairement vers l'infini et A" tend généralement
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vers zéro, done P aussi. Il n’y a d’exception que lorsque les A” sont
presque tous égaux a 1, c'est-i-dire lorsque presque tous les groupes
sont des grappes.

a) le nombre d'oscillateurs de certains groupes devient infini.

Alors, pour ces groupes A” -0, & moins qu'ils ne soient des grap-
pes. Si ce sont des grappes A”=1 et P ne sera différent de zéro que
si le nombre d’oscillateurs non associées en grappes est fini.

Finalement (lorsque 2n— <) on peut dire que:
a) les «organisations molaires» ont en général une probabilité nulle.

b) seules ont une probabilité finie — done une existence possible —
les organisations dans lesquelles les oscillateurs sont inclus dans des
3 . ;% T 1?
grappes, sauf un nombre fini (donc negligeable) d’entre eux.
Cherchons maintenant parmi les groupements de = oscillateurs en
grappes, ceux qui sont les plus fréquents. Le nombre de maniéres de
réaliser la distribution dans laquelle la ¢ grappe contient p, oscilla-

teurs est:

n!

plptop!
Ce nombre est maximum pour :
i

Py Py
Pi=1 Be=

Ce sont donc les grappes égales qui sont les plus fréquentes.

C’est en cela que consiste notre interprétation de la quantification.

Un oscillateur aléatoire complexe étant considéré, a priori, comme
susceptible d'une suite continue d'états réalisés par des corrélations
entre les oscillateurs élémentaires qui le composent, on démontre que
dans cette suite continue, seule une suite discréte correspond i une
probabilité appréciable (les groupements en grappes égales). Les états
de cette suite discrite sont les états quantifiés. 1l leur correspond des
énergies de l'oscillateur complexe qui sont des multiples du produit de
leur fréquence par une grandeur ayant les dimensions d’une action et
caractéristiqne des oscillateurs élémentaires composants.



