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| —PRELIMINAIRES

(‘e mémoire a pour but d'introduire dans la physique un principe
cosmologique qui permet de faire la synthése de la Relativité générale
et de la Mécanique ondulatoire, suivant une voie nouvelle.

Pour comprendre ce principe, d'aprés lequel i y a identité entre
existence physique et existence mathématique non-arbitraive, il faut expli-
quer tout d’abord ce que nous entendons par étre mathématique non-
-arbitraive,

1. les étres mathématiques complels. L'existence mathématique
n'est conditionnée que par l'absence de contradiction. La non-contra-
diction, qui assure la compatibilité des différentes opérations par les-
quelles on peut obtenir (exprimer) un étre mathématique, pose dans
Uexistence mathématique non seulement les étres déja construits ou défi-
nis effectivement et les étres simplement «nommés» (au sens de Lebes-
cue), mais aussi une infinité d’autres étres non encore envisagés par la
science et qui ne le seront jamais. On voit par la quelle est la richesse
du «monde» mathématique, dans lequel tout ce qui jouit d'une seule pro-
priété (la non-contradiction) se pose automatiquement dans l'existence
(tout possible existe).

Considérons un exemple d’étre mathématique : une fonetion f(x) de
la variable réelle & dans lintervalle fermé e«ZLz=b. lLe champ de
variation continue de a peut étre appelé un cadre ou un contenant,
apte 4 recevoir une quantité transfinie (transfini dont la puissance est
ici supérieure a celle du continu) de fonctions, c¢'est-a-dire de contenus.

(e cadre ou contenant est un ensemble de nombres réels dont les
éléments ont entre eux des relations de simple juxtaposition, mais qui
obéit cependant & un plan ou & un ordre. Sile contenant est un espace
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non-euclidien, il posséde, en plus de cet ordre interne, une structure
(qui se révele immédiatement en plongeant I'espace en question dans
un espace non-euclidien). Ceci sans parler de la forme de la surface
frontidre du domaine spatial d’existence d'une fonction ou contenu.
Aprés ces remarques, nous dirons qu'un étre mathématique est complet
lorsqu'on peut y distinguer un contenant et un ou plusieurs contenus.
FEn d'autres termes: lorsqu'il est formé par une fonction ow par un
ensemble de fonctions ayant toutes le meme domaine d’existence.

2. les étres mathémaliques arbitraires. Si nous considérons a nou-
veau une fonction queleconque f(a) de la variable réelle & dans I'inter-
valle aZx<b, on voit immédiatement que cet étre mathématique com-
plet est arbitraire, en accordant i cette expression la signification
suivante : — D’une part, le domaine de definition de f(z), c’est-d-dire
le contenant, est apte i recevoir une infinité d’autres fonctions, de sorte
que le contenu [ensemble des valeurs de f(x)] existe arbitrairement
dans le contenant, sans qu’il y ait une raison quelconque pour que ce
contenant «contienne» un certain f(x) plutét quun autre. D’autre
part, la connaissance de f(z) ne détermine pas le contenant (sa forme
et sa structure), car si = désigne par exemple un parametre de posi-
tion entre les points « et b sur une ligne d’un espace a un nombre
quelconque de dimensions, la connaissance de f(x) ne donne awcun
renseignement sur la forme (ni sur les autres propriétés) de cette ligne.
1l v a une infinité de contenants géométriques pour une méme fonction
abstraite f(x).

On voit que les étres mathématiques arbitraires, tout en étant non
contradictoires, n’ont en eux mémes aucun principe de «self-explication»,
aucun propriété de «self-eréation». Leur existence leur est en quelque
sorte conférée du «dehors» par la «foree» du non-contradictoire, qui
fait que tout non contradictoire se pose dans I'existence mathématique.

Tei, une analogie sera utile a la compréhension claire de ce qui va
suivre. Donnons-nous un vase ou récipient ayant une certaine capacité
et une certaine forme, susceptible d'étre rempli de toutes sortes de liqui-
des. Le fait de connaitre la nature du liquide (ou contenu) qui se
trouve & un moment donné dans le vase, ne suffit pas pour déterminer
la forme et la capacité du vase. Inversement, étant données seulement
cette forme et cette capacité, on ne peut rien dire sur le liquide qui
peut se trouver dans le vase i un certain moment. En d’autres termes :
entre le contenant ou récipient et le contenu il n’y a aucune relation
intrinséque. 1. «étre» formé par l'ensemble vase + liquide est done
un étre arbitraire.
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3. les étres mathématiques non-arbitraires. Poursuivons notre ana-
logie en imaginant un vase idéal doué des deux propriétés tout-a-fait
spéeiales suivantes: 1.°) il suffit de connaitre la nature et la structure
du liquide pour déterminer la forme et la capacité du seul vase qui peut
le contenir; 2.°) inversement, il suffit de connaitre la forme et la capa-
cité du vase pour déterminer la nature et la structure du seul liquide
quil peut contenir. Il existe alors entre vase et liquide, entre conte-
nant et contenu, une dépendance intrinséque absolue et nous dirons que
Iensemble vase 4liquide est, dans ces conditions, un étre non-arbitraire.

11 est facile de passer de cette «analogie» a la définition d’étre mathé-
matique non-arbitraire. Nous dirons qu'un etre mathématique est non-
-arbitraive lorsqu'il est complet et satisfait awe conditions suivantes:
1.%) les propriétés intrinstques de la structure et de la forme du conte-
nant sont entierement déterminées quand on connait les fonctions-con-
tenus ;  2.°) inversement, les fonctions-contenus sont entierement détermi-
nées quand on connait les propriétés intrinseques de la structure et de la
“ forme du contenant; 3.°) les dewe premivres conditions déterminent com-
pletement Uensemble contenant - contenus.

Faisons ici la remarque évidente que cette définition d’étre mathéma-
tique non-arbitraire ne peut entrer en jeu que sile contenant est un espace
continu, puisque c¢’est seulement un espace continu qui posséde une forme
et une structure intrinséque.

4. l'existence physique. Si l'on croit que le cosmos est d'essence
mathématique, c’est-a-dire que I'Univers physique est un étre ou un
ensemble d’étres mathématiques, une question fondamentale se pose
inévitablement, a savoir: — Quelle est la propriété qui distingue 1'étre
ou l'ensemble d’étres mathématiques qui forment (et qui sont) 'Univers
physique de tous les autres étres mathématiques? IEn d’autres termes:
— Quelle est la propriété qui confere I'existence physique & 1'étre ou
a 'ensemble d’étres mathématiques qui forment I'Univers ? Nous répon-
drons a cette question par le principe de base suivant:

Llexistence physique est identique & Uexistence mathématique non-
-arbitraire.

En d’autres termes :

Tout étre mathématique non-arbitraire possede Uexistence physique.

En partant d'un ensemble d’espaces trés général (ensemble des espa-
ces continus pouvant étre «plongés» dans des espaces A une dimension
de plus et pour lesquels le carré de la distance de deux points infini-
ment voisins est une forme quadratique des différentielles des coordonnées),
nous montrerons plus loin qu'dl 2’y a, dans cet ensemble, qu'un seul
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étre mathématique non-arbitraive. Griace au principe fondamental. on
peut donce dire que dans Uensemble défini ci-dessus un senl étre mathé-
matique possede Ueristence physique. Nous verrons d'ailleurs qu'il est
trés probable qu'il n'y ait qu'un seul étre mathématique non-arbitraire
dans l'ensemble de tous les espaces continus. Si tel est réellement le
:as, alors on arrive immédiatement a4 la conclusion suivante :

L’ Univers physique est le seul étre athématique non-arbitraive qui
waviste dans le «nondey mathématique.

Nous avons dit plus haut que les étres mathématiques arbitraires
n'ont en eux mémes aucun principe de self-explication, aucun propriété
de «self-création». Par contre, I'Univers physique (qu'on peut définir
comme étant 'ensemble des étres mathématiques non-arbitraires, un
tel ensemble n’ayant trés probablement gu'un seul élément) contient
en lui méme une telle propriété (le caractére non-arbitraire), néces-
saire pour le poser dans lexistence d'une maniére absolument auto-
nome et le faire subsister en tant qu'existence physique indépen-
damment de toute « cause» extérieure. L'existence physiquen’est quel’exis-
tence mathématique marquée par le «sceaur intrinséque du non-arbitraire.

5. La Physique Cosmologique. Nous donnons ce nom i la théorie
mathématique qui peut étre construite, par voie purement déductive,
avec la définition d’étre mathématique non-arbitraire et le principe de
I'identité de l'existence physique et de l'existence mathématique non-
-arbitraire. Le but idéal de cette théorie peut étre résumé comme suit:

Sans faire appel 4 des hypotheses, postulats ou axiomes de nature
physique (ou métaphysique) en dehors de la définition d’étre mathéma-
tique non-arbitraire et du principe de l'identité de I'existence physique
et de Dexistence mathématique non-arbitraire, et sans utiliser aucune loi
de nature expérimentale ou suggérée par I'expérience, déterminer, par
voie purement mathématique: 1.°) la structure métrique, la forme et
le nombre de dimensions du contenant de I'Univers (I'espace-temps),
2.9 les valeurs des propriétés de I'Univers (c’est-d-dire les valeurs de
tous les contenus) en chaque point du contenant.

Les pages qui suivent exposent une premiére tentative pour réaliser
une partie de ce programme. Nous y verrons que le probléme cosmo-
logique de la Relativité générale se pose constamment en Physique cosmo-
logique, sous une forme généralisée. Cela se comprend facilement si
I'on pense que la Relativité générale, par ses équations du champ de
gravitation, établit en somme des relations entre une propriété intrinse-
que de la structure métrique du contenant de I'Univers (de I'espace-temps)
et une propriété (densité d’énergie-quantité de mouvement) du contenu.
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Il — ANALYSE DE L'ETRE MATHEMATIQUE NON-ARBITRAIRE

1. Définitions. Soit &y, l'ensemble des espaces continus (€y41) &
un nombre quelconque (N4-1) de dimensions, pour lesquels le carré
de la distance de deux points infiniment voisins est donné par la forme
quadratique :

(1) A3 =TudX*dX* (p,v=1,2,...N+1),

des différentielles des coordonnées X*, les T'yy=1I"y, étant des fonetions
finies quelconques des X* possédant des dérivées premiéres et secon-
des. (Lorsqu'un ey, est euclidien ou pseudo-euclidien, nous le désigne-
rons par [y, et alors on conviendra que les X* sont des coordonnées
cartésiennes rectangulaires, c’est-d-dire I'yy=+1 pour p=v et I'yy=0
pour g.L:,":'.;l. Soit &y l'ensemble des espaces (ey), & un nombre quel-
conque (.\N') de dimensions, qui peuvent étre considérés comme des
sous-espaces d'espaces €y a4 N+41 dimensions de l'ensemble &yyy.
[ne variation virtuelle des paramétres qui figurent dans toute expression
analytique de 1'équation F(X', X? ... XV*1)=0 d'un espace ey, plongé
dans un espace €yyy, peut étre considérée comme une déformation ou
un mouvement de ey dans €y, . Désignons alors par #', 2% ... 2V des
coordonnées générales intrinséques dans un ey, c'est-i-dire des coor-
données telles que leurs valeurs en un point quelconque de ey sont
invariantes vis-a-vis de toute déformation et de tout mouvement de ey
dans ey.1. La forme métrique interne d'un ey quelconque s'éerit :

(2) dy’ = ¢ dixt dx® (Zk=N 2 V)

les gu=gi: (coefficients métriques internes) étant, comme les I'yy, des
fonctions finies quelconques des ' possédant des dérivées premieres
et secondes. La forme (2) est invariante et gy est un tenseur cova-
riant symétrique du second ordre qui satisfait aux conditions de con-
servation (divergence nulle):

A J et i i
3 =2 Vg9 +er] tlmo
¢ étant le déterminant des ¢y et { : } le symhole de Christoffel de
JE )

seconde espece formé avec les g .

Considérons un espace ey de &y plongé dans un espace eyy de &y,y.
Nous appelons forme de ey par rapport & ey, : 1°—I'équation
F(X' oo, XYY =0, de la variété ey dans eyy, déterminée aux coor-
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données et a lorientation prés d'un de ses éléments; 2° — I'équation
g(x'y .., 2V)=0 de la variété (N—1)-dimensionnelle, frontiere de ey-
(Rappelons ici qu'un ey est dit de classe 1 s'il peut étre considéré
comme un sous-espace d'un espace euclidien ou pseudo-euclidien &
N+1 dimensions).

A coté de la forme métrique fondamentale (2), nous envisagerons
aussi la forme métrique externe de l'espace ey (supposé plongé dans
un €y.). Cette forme quadratique peut étre déduite comme suit.
Désignons par X[ la «dérivée tensorieller («dérivée covariante géné-
raler) seconde des X™ par rapport aux x'. Comme les X* sont des
invariants vis-a-vis de tout changement des 2, on’a ici simplement :

32 "ih . -1 E 'F'i - =
(4) xt -9 A* { J }_fk\. ‘ { » }r).\‘ PASS
. : dix' gack il Jaxi =7 dx gat

(Les symboles de Christoffel avee indices grees et latins se rapportent
respectivement & la forme (1) et a la forme (2)). On sait cue les

-—
XY sont les composantes contravariantes d'un vecteur \X.; de ey.,
normal & ey. Si 2 représente les composantes de la normale uni-

=

taire 2 a ey (dans €yy). on a done:

ey Lt .
(2) Xi=opn?* ,

v .7 _3 g '
“]J W= -\ :'r-f. “P. —= -\ :-.u’, I‘.I'L'.r ny = .\ gik s N,
La forme métrique externe de ey par rapport & €y,; est alors définie par:
(7) A = da' dat,

La relation () montre que les w; sont les composantes d'un tenseur
covariant symétrique du second ordre (dQ* est done un invariant
comme s*) et nous supposerons qu'ils sont des fonctions quelconques
des x' possédant des dérivées premitres et secondes. Ce tenseur o,

satisfait d’ailleurs, comme les g, , & des relations de «conservations»,
(ui s’ecrivent maintenant :

1 9

,H — /o |]”: fﬂ'jk .’I = ” .
l j Vl‘ﬂ (}-I‘k (‘ ot )+ {J}" }51 i

I'indice & rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé ici

= | :
avec les @y de (7), et: o=|wz|, & = — > mineur de o relatif i v .
o ; [}




=1

LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE

En remarquant que l'on a:
== —=
dX.n=0,

AX étant un vecteur infinitésimal reliant deux points infiniment voisins
de ey, les relations (4) et (6) donnent encore:

. FX = 1 0XB 9 X7
] I'J‘;L-=‘—.-—-H+{,}IJ_}---—I-'—-JJP,,

ox' gt 7 ) gt ok
= ; . .
\ étant le vecteur (de €eyyq) de composantes X* en un point de €y
situé sur ey. La forme métrique externe de ey dans ey,q s'écrit done

aussi

. s = oa [ p 10XP 0XY ity
10 A0 —n.d* X { p 1927 047 dafdzt
(10 " s {37} gai gat
ou bien, par suite de la relation : ndX=—dn.dX:
I 8 e 3 X8 X1
(11) n-d*N=—dn-dX+ { " }ﬂ L2 ny, da’ dx®
. i"/ (}.I." t)n!,'k i .

Si Tespace €y est un espace euclidien oun pseudo-euclidien, la forme
métrique externe se réduit done a:
(12) dQ = de’ det = — dn- d.-\:: . cﬂ\h i

Quand on se donne les coordonnées Xj, XT,..., X§ d'un point
arbitraire P, (!, a2, ..., 2Y) de ey (supposé plongé dans un ey,1), la
normale unitaire d'un élement de ey dont P, est le centre, ainsi que
la métrique de eyy; (c'est-i-dire les I'yy de la forme (1)), alors la
connaissance des ¢, et des wy, en chaque point de ey, détermine cet
espace (par rapport i €yyu), lorsque les g et les oy satisfont aux
conditions de compatibilité de Gauss et de Codazzi.

Considérons maintenant une forme quadratique :

(13) d () =y d’ dc®,

dont les coefficients 7 sont des fonctions des gu et de leurs dérivées
premiéres et secondes, ne faisant intervenir d’ailleurs ces dernitres
que linéairement. Nous dirons alors que les 7 représentent une pro-
priété intrinseque de la métrique d'un espace ey, lorsqu’ils satisfont aux
mémes conditions que les gy, c’est-d-dire lorsqu'ils sont les composan-
tes d'un tenseur covariant symétrique du second ordre (ce qui est équi-
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valent & I'invariance du d(} vis-i-vis d'un changement de coordonnées)
(qui satisfait aux relations de conservation:

1 0, 7
= USRS IR B
(4 Vy da-"(ﬁ" St {.;fa' } e
l'indice s rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé avee
les g, et y*=g¥g" 1.

De méme, soit:

(15) dP?=1I1; da'’ da¥,

une forme quadratique dont les coefficients I[I; sont des fonetions
des o, de leurs dérivées premicres et secondes, ne faisant intervenir
d’ailleurs ces derniéres que lindairement. Nous dirons alors que les IT;;
représentent une propriété intrinstque de la forme d'un espace ey
(plongé dans un eyy), lorsqu’ils sont les composantes d’un tenseur
covariant symétrique du second ordre (ce qui est équivalent & I'inva-
riance du d/”*) qui satisfait aux relations de conservation :

R S e , ;
(10 tvemna{ 4 o,

Vo ox Jh

Uindice & rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé avee
les w;. de la forme (7), et " =¥ e II;.

Un théoréme bien connu du caleul tensoriel nous permet d'affirmer
que l'expression analytique générale des propriétés intrinséques de la
métrigue d’un espace ey est nécessairement la suivante :

(17) % I:Rm- — E Hir U‘J‘f‘}ﬂ:}:l;

#, et 7, étant deux constantes (provisoirement arbitraires), £ le ten-
seur de Ricci-Einstein, et 22 I'invariant de courbure défini par: R=g™ 2.
Lle méme théoréme nous parmet d’affirmer que I'expression analytique
générale des propriétés intrinséques de la forme d’un espace ey (supposé
plongé dans un ey,;) est nécessairement la suivante:

A

-

%o et Jo étant deux autres constantes (provisoirement arbitraires), Sy le
tenseur de Ricci-Einstein qui correspond & la forme quadratique (7)
et & un invariant défini par S=w'* 8.
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Cleci étant dit, définissons finalement ce que nous entendons par étre
mathématique non-arbitraire : ¢’estun ensemble de fonections, ayant toutes
le méme domaine d’existence, appartenant a &y, et telles que : 1.°—les
propriétés intrinséques de la métrique et de la forme du domaine d'exis-
tence (ou contenant) des fonctions (ou contenus) sont entitrement
détermindes quand on se donne ces fonctions; 2.9 inversement, les
fonctions-contenus sont entierement déterminées quand on se donne les
propriétés intrinséques de la métrique et de la forme du contenant:
3.9 les deux premitres conditions déterminent complétement 'ensem-
ble eontenant 4 contenus.

2. Equations de I'étre mathémalique non-arbitraire. Considérons un
otre mathématique non-arbitraire a N dimensions. Il est trés facile
d’écrire les équations qui traduisent la propriété de «non-arbitraire»
que nous venons de définir. Fn effet, comme (17) est I'expression ana-
Ivtique générale des propriétés intrinséques de la métrique du contenant,
i faut nécessairement 'égaler, d’aprés la définition d’étre mathématique
non-arbitraire, & une fonetion contenu tensorielle bien définie, que nous
désignerons par Ty . De méme, comme (18) est I'expression analytique
aénérale des propriétés intrinséques de la forme du contenant, il faut
aussi 'égaler & une fonction-contenu tensorielle bien définie, que nous
désignerons par U;. On a done le systéme d’équations suivant:

( 1 ik e
(@) ‘ Ry — 5 T (R+3y)=%y T,

(19) S :
(;‘] ‘ ‘S’H; T '.) f-')a'k(\h“r }N =%w {.—;J';.

Par suite de la symétrie des R, gu, Sa et o ce systébme se compose
de N(N+41) équations. En multipliant (19 @) par ¢g*, (19b) par »™ et
en introduisant les invariants T'=g* Ty et U=w®* Uy, le systéme (19)
prend la forme équivalente :

. 7. . i
("_) I Ry + ‘\'_!_2{’{"‘ :zr.l'( Tie— ‘\_.'__2:' f'k)r

(20) ; ‘
. (.b) ] Sa + = s 0= et ,f'r-.— L t;
ik ‘\7_ > ik ] ik v 2 i)

— -

N N, ¥
I (___)_1) R+ hy=—n T,

@ [ A
' (:3 __1) O+ E Jo=—%a U.

4 -

et I'on a:
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Au systéme (19) il faut nécessairement ajouter les équations de Gauss
et de Codazzi, car les gy et les w; que l'on déduit de (19) ne sont
compatibles que si les conditions de Gauss et de Codazzi sont satisfai-
tes. Pour un espace ey plongé dans un ey, les équations de Gauss ont
la forme:

dX* 9P YNT 9.XD

STR 3 ( ; Donn
(23) L2y 0= (g o — oy, ;) 4+ £058+3 — -3
% y K] S 7] LIy, + B4 (,LI." (}.f‘." ()Jf"" n\’}.i.

dans lesquelles 25 sont les composantes du tenseur covariant de
courbure de l'espace ey (contenant) et R,3y3 les composantes, prises
en un point de ey, du tenseur covariant de courbure de 'espace €y,;.
En désignant par mg; la dérivée covariante de w; par rapport a a2/,
les équations de Codazzi s’éerivent comme suit :

o X% QXY o X?°

et )
ot gxt Pt

{.24] W — 0 i+ R 28y8 1

5

n* étant les composantes de la normale unitaire en un point de ey.

Comme le tenseur /2 a N*(N*—1) composantes linéairement

19
indépendantes et différentes de zéro, on voit facilement, en tenant
compte de la forme du dernier terme de (23), quil ¥ a:

T TN S .
F;\- HAP=1) NN —1)(N41)+ 2\

dquations de (Gauss indépendantes. D’autre part, grice a la symétrie
des wy . il est facile de voir qu'il y a:

] e 2 5

S NN=)(N+4)+ N
équations de Codazzi indépendantes. Le systeme (19)+4(23)+(24) se
compose done de:

N(N+1)+ % N (N*-1)+ 2 N(V=1)(Ve-4)+ l, N(N-1)(N+1)+ N*+ N

[}

équations dans le eas oiv ex n'est pas de classe un.
Si le contenant est un espace ey de classe un, les dgqnations de Gauss
I N : 1
et de Codazzi se simplifient et deviennent respectivement :

(25) By ji=tog i — g 0
6L

(2' i) 0k — ;=0 .
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En explicitant les dérivées covariantes des oy, les équations de Codazzi
peuvent s'érire comme suit :

i ):;‘ Jff'l"l. f ! -
(211 !rr'I; (LALLHE +ﬁ‘;ﬁ-{{"'}_—m”{ﬁ;}:”'

ot T oxd

: . 1 s . .
Il n'y a plus maintenant que "1“_,‘\2{-‘\ *—1) équations de Gauss et

— N(N—1)(N+4) équations de Codazzi indépendantes, de sorte que
‘ ,

le systome (19)4(25)+-(26) de I'étre mathématique non-arbitraire se
compose de:

.~y 11, M= 1 = ,
N(N+1)+ o5 F(N?—1)+ i—..\ (N—1)(N+4)
- 1 ]
équations indépendentes si le contenant est un espace ey de classe un.

3. Théoréme:. Le contenant d'un élre mathématique non-arbitraire
est un espace de Riemann & quatre dimensions et de classe un. Pour
démontrer ce théoréme, cherchons quel est le nombre des inconnues
qui interviennent dans le systéme (19)+(23)+(24). On a dabord

évidemment les }—).\'(.\'—{w 1) fonctions g, les ~1—‘\'(‘\’+1;} fonctions

Wi, les -.1—)—‘\'{_;\-'—1-1) fonctions 77 et les -;1;-.\'(‘\'-]-1) fonctions Uy,

¢est-d-dire 2N (N+1) inconnues. Nous avons ensuite N autres incon-
nues qui sont simplement les N fonctions (X', XP, - XY), qui défi-
nissent, en fonction de N des N+1 coordonnéas X*, un systéme de
coordonnées intrinseques dans le contenant de l'étre mathématique non-
-arbitraire. (Il est impossible de prendre =X a'=X%..., 2¥=X7%,
parce qu'a de telles coordonnées dans ey ne correspondent pas a priori
des ¢ essentiellement finis). Iinalement, nous avons 2N autres incon-
nues qui proviennent du fait que la frontitre (¢), & N—1 dimensions,
du domaine d’existence des fonctions-contenus, n'est pas déterminde
quand on ne connait que I'équation F/(X', X* ... X¥1)=0 du conte-
nant. En effet, pour déterminer 1'équation o (', 2V)=0 il faut
connaitre les N quantités i}a— ainsi que les N coordonnées xi d'un
Fria
point de s. Les 2N (N+1)+3N inconnues que nous venons de mettre
en évidence déterminent le contenant et sa frontitre o quand on se
donne les coordonnées X? de I'un de ses points, ainsi que la normale
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unitaire en ce point et la métrique de ey,y. Cependant, comme ces
inconnues doivent étre déterminées nécessairement par le systéme
(19)4(23) +(24), ou figurent les constantes J,, z,, Jo et ze, ces
quatre constantes sont de nouvelles inconnues, car il ne saurait y avoir
des constantes arbitraires dans un étre mathématique non-arbitraire.
(La métrique et la forme du contenant dépendent d’ailleurs en grande
partie des valeurs de ces constantes). On a done en tout:

ON(N+1)+3N+4

inconnues dans le probléeme de I'étre mathématique non-arbitraire.
Pour que ce probléme soit bien défini, ¢'est-d-dire pour qu'il existe,
dans T'ensemble &y, un étre mathématique non-arbitraire, il faut
que le systéme (19)4(23)4(24) soit un systtme complet (avec le
méme nombre d'équations que d'inconnues). Si le contenant de
I'étre mathématique non-arbitraire n'est pas de classe un, il faut
done poser:

e ) (e | SN e S ’
A {-‘\“)*F‘\'('\ =)+ S NN (N + S VY1) (V4 1)+
por ) Pt
+ N+ N=2N(N+1)+3N+4.

Comme cette relation n'est vérifiée par aucune valeur entitre et posi-
tive de N, il fant égaler le nombre d’équations au nombre d’inconnues
dans le cas d'un contenant de classe un. D’aprés le §3 on doit done
IIUH{'I' -

N(N+ 1)+ % N3 (N?*—1)+ {I N(N— 1)(.\'-E——l-):‘.?.\'(.\-'-{-].)—} 3N+4.
& )

Comme cette relation est satisfaite par N'=4 et seulement pour N=4
le théoréme est dont démontré.

4. |l n'existe qu'un seul étre mathématique non-arbitraire dans I'en-
semble &v. En effet, le systtme (19)+(25)+(26) est un systéme
d’équations aux dérivées partielles du second ordre qui ne peut avoir
(u'une seule solution ne faisant pas intervenir des fonetions arbitraires
donnant la distribution des inconnues et de leurs dérivées normales
sur la frontiére o du contenant. Or, dans un étre mathématique non-
arbitraire il ne peut y avoir de telles fonctions arbitraires, car celles-ci
n'auraient aucun rapport avec la métrique et la forme du contenant et
ne seraient done pas des fonetions-contenus.
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5. Tableau des inconnues du probléme de I'étre mathématique non-
_arbitraire. Comme nous avons démontré que le contenant est un espace
de Riemann & quatre dimensions et de classe un, le systéme (19)-+(25)+
+(26) se compose de DG équations indépendantes et contient 56 incon-
nues, i savoir:

Fi 10 inconnues: ¢ .
métrique et forme du contenant . . o

10 inconnues : o .
e b 10 inconnues : 7.
fonetions-contenus . . . ... ... ; -

10 inconnues: 7.

. a5
g Lk 4 inconnues: ——--
frontiére ¢ du contenant. . . . . . : 0x
4 inconnues :
coordonnées cintrinséques» . . . . . 4 inconnues : (X', \? X?, XY).

constantes absolues. . . . ... .. . 4 inconnues: 7. %y, le,to.

56 inconnues au total.

07 . ‘ : .
Rappelons que les ” fournissent les cosinus directeurs de la fron-
da'

tiore tridimensionnelle ¢ du contenant et que cette frontiére passe par
le point x; .

6. Détermination des fonctions-contenus tensorielles Ty et Ug.
La détermination compléte de ces fonctions, en tant que fonctions des
x', fait partie de D'intégration du systéme fondamental (19)+(25)+(26).
Il est cependant trés important d’exprimer ces memes tenseurs en fon-
ction de certaines fonetions-contenus de base: ¥ (pour les Ty) et
@ (pour les Uy). (Nous verrons que l'indice m varie de 1 a 4 et
'indice n de 1 & co). Les nouvelles expressions de T3 et de U
montrent immédiatement que ces fonctions satisfont identiquement aux
conditions de divergence nulle exigées par le systéme (19), et l'on peut
en déduire le caractére (hyperbolique normal, anormal ou elliptique)
de la métrique, indépendamment de I'intégration du systeme (19)+4
+(25)+(26) .

Désignons par € (i=1,2,3,4) quatre opérateurs matrices, i quatre
lignes et quatre colonnes, satisfaisant aux conditions :

(28) e et ei=25%.1 (I=matrice unité),

ot formons, avec quatre fonctions ¢ (m=1, 2.3,4) des /, linéairement
indépendantes, une matrice a quatre lignes et une colonne. Considérons,
en un point P (x',a*, 2", 2") quelconque de 'espace de Riemann qua-
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dridimensionnel qui est le contenant de I'étre mathématique non-arbitraire
(dapreés le théoréme du § 3), un systéme de coordonnées géodésiques
-orthogonales locales ¢/(i=1,2,3,4), et imposons aux fonctions 4" la
condition de satisfaire au systéme suivant de quatre équations aux déri-
vées partielles du premier ordre :

fr.M

[2”] ef- e Va ,] "

oy ]
(’r

dans lequel 2 est une constante réelle, les opérations e’ 4 étant défi-
nies par:

{:;”} e! ,‘1{"! o (E—'Iim.f 'I’I 5

En appliquant & ces équations Vopérateur e —‘— > on voit immédiatement,
dy'

par suite de (28) et de 0%/dg'd¢" =0%/d¢* o', que chaque ¢m satisfait A
I'équation :

1 12 m

(31) A &

— ol
P et
Par suite des propriétés des coordonnées géodésiques locales rectangu-
1 }“.'
. N [/ .
laires, 'opérateur B —— est le laplacien :
1 dg”

1 .4 i o
A=- Vgg*—],
‘/f} dak ( d 1"')

de I'espace de Riemann, et I'équation (31) s’éerit donc:
L:}g) A !‘I)m s z,{fﬂ :

On voit que les solutions du systéme (29) sont les fonctions propres
de Popérateur laplacien et que la constante « est la valeur propre
correspondante. Pour qu'il existe une solution ¢', ¢* ¢*, 4* du systéme
(29), lorsque « est I'une des valeurs propres du laplacien, il faut done
quil existe, pour cette valeur propre, quatre fonctions propres linéai-
rement indépendantes de cet opérateur. Inversement, il est facile de
voir qu'étant données quatre fonctions propres linéairement indépen-
dantes ¢', ¢*, 4", 4* du laplacien, relatives & une méme valeur propre,
ces fonctions sont des solutions du systtme (29) pour une certaine
orientation du quadripode des ¢’ bien définie en chaque point. En effet,
en introduisant des fonctions propres du laplacien, préalablement déter-
minées, dans le systéme (29), on obtient quatre équations qui permet-
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tent de déterminer les quatre paramétres (par ex. les angles d’Euler)
qui fixent Dorientation des g'. D’ailleurs, I'orientation du quadripode
des ¢ qui correspond, en un point, i un systtme donné de fonctions
propres linéairement indépendantes du laplacien, est invariante vis-a-vis
d'un changement quelconque des matrices €', pourvu que les nouvelles
matrices satisfassent aussi aux conditions (28) et n’introduisent aucune
nouvelle quantité arbitraire. 1’aprés les propriétés du groupe des
rotations et des symétries, un tel changement de e’ est en effet équiva-

X . . ) K *
lent A une rotation simple (Il angle —)—) accompagnée ou non d'une

A
symétrie des axes locaux g'.
Effectuons maintenant un changement des coordonnées géodésiques

locales et désignons les mnouvelles coordonnées céodésiques par o',

o s AT .
Les — sont les composantes covariantes de Popérateur gradient, et

et
g
l'on a:
0 rl}k 0
e e S 5
dg' do oc*

¢’est-a-dire :
s ) jo' o
{\3;{‘! L _'_ .

0d 0 0y

La transformation (33) appliquée i (29) donne done:

. d? d" i =
¢ -;J f-' =—Va U

e dg
ou bien :
A —: f) 1 .
(34) e =—Vain,

0%
en pusamt:
=

o Tl o3
(3D) ¢ =ez5

Comme les L" sont des invariants, par suite de leur définition (32),
on voit done que les équations (29) sont invariantes vis-i-vis d’'un
changement ¢ — ¢ de coordonnées géodésiques, quand on admet que
les e se transforment comme les composantes contravariantes d’un
vecteur. Or, on peut admettre cette loi de transformation puisque

les € transformés satisfont aussi aux conditions (28):

=j =g —fi=f samn
e ke e=23%.1,
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En effet :

ik i ) - =
detree (¢ '+ €' e) 02 02 985 . 08 03 97. % 09 0%
™= = —_—— = Y o —— = . j o — Y
: 0¢ 0 0§’ d¢' “ o og
et
)o' 0p"
O3 o Rk
Eysas =,
ny -
Al 1

pour des coordonnées orthogonales comme les coordonnées géodésiques.

Nous désignerons dorénavant par W (m=1,2,3,4) les fonctions
propres non-arbitraires du laplacien, ¢’est-a-dire celles qui son entierement
déterminées quand on connait les g, du contenant de 'étre mathé-
matique non-arbitraire ainsi que I'équation o (2!, 2% 2", 2#")=0 de sa
frontiére tridimensionnelle. (Lindice », qui varie, comme on le verra
plus loin, de 1 & co, sert & numéroter les valeurs propres du laplacien
pour lesquelles il y a quatre fonctions propres linéairement indépen-
dantes et non-arbitraires. Nous montrerons plus tard qu’aucun speetre
continu n'intervient dans notre probleme). Choisissons maintenant,
" parmi les matrices & quatre lignes et quatre colonnes qui satisfont aux
conditions (28), un systéme de quatre matrices €, dont trois sont réelles
et hermitiques et I'autre (par exemple €,) purement imaginaire et her-
mitique. De plus, les éléments de ces 6] seront uniquement les nom-
bres 0, £1 et *7/. Les matrices suivantes satisfont i ces conditions :

[ Qs g 1 1L 0o 0 0
] 1
| G 0 D) 0 1T 0 O
(36) €= e
=0, ; o I 9 0 ! 0 0=F ©
(=T 0O 0 0 ] o R § ISR |
0 0 1 ﬂ‘ [n 0 0 i
O R | e i == 0
1 4
€, = €, =
1 0 0 0 [ O i N
0 —1 0 l_’)‘ —z 0 0 0 |

Aux fonetions W, et pour une valeur donnée de n, correspond. en
utilisant les matrices €], une orientation du quadripode des ¢’ bien
définie en chaque point, pour laquelle ces W™ sont des solutions du
systéme (29). Nous dirons que l'orientation des ¢/ ainsi définie est une
orientation principale. et nous désignerons alors les coordonnées géo-
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désiques correspondantes par o' . Les fonctions W satisfont donc au
systeme d'équations suivant :

. . dll:m" o Wmn
(37) 6o~ ol

A la suite d'un changement quelconque g — ¢ des coordonnées géodé-
siques les équations précédentes deviennent:
, t}‘y:‘ i
{:;8} G:' — = —‘/1" l}umn'
. 0

en tenant compte de la transformation (35) qui s'éerit ici;

2 )o'
g i k0%
(39) € =€ TF

i

Par sunite des définitions :

{:u)} e; l!:ramr =[.6'“']'"f lF;p . l{,-""" E;z (e;-)pm 1};;.-.-

il est évident que les matrices réelles €], €}, €, commutent avec les
Wmn tandis que la matrice imaginaire € anti-commute avec les W
En posant:

(41) W= el
on déduit done immédiatement de (37) les équations :
.. e e
l'l':')) = )': - 6.3 =‘/d,, ‘}/;ri 4+
0o

Le changement g, — <" donne alors, grace & la transformation (39):

(43) o ot W,

a3
(égquations adjointes des équations 38).

G o . 3 i
Désignons par = les composantes contravariantes de l'opérateur
08,
4] 3

i

eradient, et formons avec les ¥ et les ¥, le tenseur suivant:

@) Trmn et e

'

e" l.FtNFi +q;'_ E"‘ f)lym” = ()l.lf';"

ek l{fmu.
n

" - it - 3 't
0% 0% 98; 09;

(une sommation doit étre effectuée par rapport aux indices muets m
et n). Les T sont symétriques et le caractére tensoriel contravariant,

2

PORT. PHYS. 2
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pour une transformation ¢ —gi, est évident par suite de (35). Comme
les W et les W), satisfont évidemment aux équations

I }2 Womn " i )2 ‘P:N f+
(45.)) &'lp'mn___._ziffvmaul[)mn; Al};’mzzif r)p;g_ :.-duq’mn:
¢ v

on vérifie sans peine, en utilisant les équations (38) et (43), que le ten-
seur 1'% a une divergence nulle, c¢’est-a-dire:

T oT*
(46) —— = 0,

99

car les ¢ sont des coordonnées géodésiques. (Comme le ds* en coor-
donnédes géodésiques s'éerit simplement :

dst= ¥, (d5',

dans le voisinage infinitésimal d'un point, on aici: Ty=1T"%, Ty étant
le tenseur covariant «complément» de 7'%). 1l faut remarquer qu’a
I'invariance des orientations principales du quadripode des ¢ corres-
pond évidemment I'invariance des composantes du tenseur 7'* vis-d-vis
d’un changement des matrices €/ respectant toutes les conditions aux-
quelles satisfont ces €.

Nous avons ainsi trouvé un tenseur qui satisfait aux mémes condi-
tions que le tenseur (17) des équations fondamentales (19«); en effet,
T est symétrique, sans divergence et ne dépend que des gy . Or, le
tenseur (17), étant le seul qui satisfait & ces conditions et devant étre
égalé, comme nous l'avons vu dans le § 2, a une fonction-contenu uni-
que bien définie, il est évident que cette fonction n’est autre que le
tenseur (44) quand on éerit (19a) en coordonnées géodésiques, et 5"/
existe des valewrs propres du laplacien pour lesquelles il y a quatre
fonctions propres linéairement indépendantes.

Ce que nous venons de dire sur le tenseur (44) peut étre répété,
mutatis mutandis, pour déterminer le tenseur U* qui doit étre égalé
au second membre de (195). A la forme métrique externe (7) corres-
pondent des coordonnédes «géodésiques» locales ¢/, c'est-i-dire dQ°=
=2 (dg’?, et on peut définir des fonctions ¢ satisfaisant aux
équations :
= [ P, (m=1,2,3,4),

()2 (pmn
ey

(47) e
1 f)q'2
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c'est-a-dire :

':\"I'S] Do @rmn — _ !-: i .{)_ (V;,- Wk @) = .E’n ¢,m-n,

o ga* Jat

Aux fonetions @7* et aux matrices e; correspondent aussi, pour une
valeur quelconque de lindice n, des orientations principales du qua-
dripode des ¢', pour lesquelles on a:

) a¢mu —
(-“]'] €l —_— = _‘/iI’:pi q]mn,
o
Ol encore :
e : t'j(!)mn e,
(})l_]'] e:'q —_— = Vli{:’"- q)um..
dq’
grace a la transformation :
5 i "}'T‘
(d1) sl
g,
En posant :
{.:'12 (I);m == i.'g‘pum E.;

on aura aussi les équations adjointes :

t) (p:—m

(53) Jgi 6 VB O,
n
et:
. 1 i e
(1}-&-} 'r— — _i Eltfj ZV:E:r q]mu 0
dq'

Le tenseur UF a done l'expression :

R L .k 0®m 0L,
l‘:)')_.' { m:(b;rru Euq e o euri q)m"'}'q,lﬁu Efiq R N ehq ¢m“ .
g 0% 9, 99

Pour les raisons expliquées plus haut au sujet de 7%, ce tenseur U%*

est le seul qui peut étre égalé aux seconds membres des équations (19b)

éerites en coordonnées «géodésiques» ¢, s'il existe des valeurs pro-

res (2, de opérateur A pour lesquelles il v a quatre fonctions pro-
1 h !

pres linéairement indépendantes.

7. les fonctions propres de |'opérateur laplacien et le caractére de
la métrique du contenant. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

La métrique du contenant de Uétre mathématique non-arbitrairve est
hyperbolique normale et il y a un ensemble dénombrable de valeurs pro-
pres du laplacien pour chacune desquelles il existe quatre fonctions pro-
pres linéairement indépendantes de cet opérateur.
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Avant la démonstration de ce théoréme, signalons un important
corollaire :

Le lenseur Ty . défini par (44), est égal & la fonction-contenu ten-
sorielle Ty qui figure awa seconds membres des équations fondamen-
tales (19 a), lorsque ces équations sont écrites en coordonnées géodésiques g'.

En effet, si le théoréme annoncé est vrai, le tenseur (44) existe réel-
lement et d’aprés les résultats du paragraphe précédent il est alors le
seul qui peut étre égalé au tenseur (17) lorsque les équations (19a) sont
écrites en coordonnées g'.

Remarquons ici qu'un ds* hyperbolique normal et a quatre dimen-
sions, comme celui de I'étre mathématique non-arbitrairve, peut étre éerit
en coordonnées géodésiques de deux maniéres: 1.° avec trois carrés
positifs (par exemple (dg')’, (do*) et (dg°)') et un carré négatif ((dg*)*<0);
2.° avec trois carrés négatifs et un carré positif. L’expression (44)
du tenseur 7'%* suppose implicitement que le ds* est écrit en coordon-
nées géodésiques, avee les trois carrés (dg'), (d3°)* et (dy")* positifs et
(dg'y* < 0. Les composantes 7' et 7'* pour 7,k=1,2,3 sont alors
réelles, tandis que les composantes 7'"=7" sont purement imaginaires.
Nous adopterons toujours cette manieére d’éerire le ds* géodésique.
Si, pourtant, le ds* géodésique avait été éerit avec trois carrés négatifs,
il suffirait de diviser par I'unité imaginaire le tenseur (4) pour avoir le
tenseur correspondant 77 . c'est-d-dire: 77 =~ Tj . ce qui revient

/

‘ocomme nous 'avons

v?

4 poser Wi, =¥"e! au lien de ¥}, =i¥Y"e
fait en (41).
On peut envisager « prior! trois cas essentiellement différents :

1°.  La métrique est elliptique. Autrement dit, il est possible d’écrire
le ds* en coordonnées géodésiques avec quatre carrés positifs (ou néga-
tifs). La forme métrique est définie et I'équation (49) des fonctions
propres du laplacien est une équation linéaire aux dérivées partielles
du second ordre et du type elliptique. Soient P (2', 2" x' x') et
.-1[{__‘5_',;.,‘: ', %% deux points queleonques du contenant et (3, P) la
fonction de Green (s'annulant aux limites) relative ao péle I” et au
domaine d’existence I” des fonetions propres W du laplacien. En appli-
quant la formule de Green aux fonctions (7 (M, ) et ¥, on obtient
facilement, par un calcul classique en théorie du potentiel et en remar-
quant que les fonctions propres, par leur définition méme, s’annulent
aux frontiéres de 17, I'équation intégrale suivante :

¥ (P)= 4: |G QL Py (e,
)
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Des propriétés évidentes du noyau de cette équation de Fredholm mon-
trent qu'a chaque valeur propre «, du laplacien ne correspond qu'une
fonetion propre. Si la métrique était elliptique, il serait done impossi-
ble de former un tenseur (44) avec les fonctions propres du laplacien.

20 La inétrique est hyperbolique normale.  Autrement dit, il est pos-
sible d’éerire le ds* en coordonnées géodésiques avee trois carrés posi-
tife et un carré négatif. La forme métrique est indéfinie et 1'équation
(45) des fonctions propres du laplacien est une équation linéaire aux
dérivées partielles du second ordre du type hyperbolique normeal.

Le laplacien est maintenant un dalembertien O généralisé relatif &
la métrique (2) et nous éerirons comme suit I'équation (4):

(96) aY¥=a¥.

Pour chercher s'il v a des valeurs de o pour lesquelles 'équation
préeédente a quatre fonetions propres non-arbitraires linéairement indé-
pendantes, décomposons le contenant quadridimensionnel en une famille
infinie et continue de variétés tridimensionnelles 17, & métrigue ellipti-
que, définie par un paramétre T=a' qui sera I'une des coordonnées '.
Parmi les systémes de coordonnées ', 2, 2%, = que I'on peut considérer

nous prendrons ceux pour lesquels :
(H7) ga=0  pour i£k.
La métrique pourra done se mettre_sous la forme:
3
(0T @) ds*=yg,, d=°+ }: i (n‘/‘LuJ-_
1
avec: ¢, <0 et g;>0. Désignons par y le déterminant des g,
des 17,. On peut alors écrire:
{38] 9=9u7

et Péquation (D6) des fonctions propres du laplacien (dalembertien)
prendra la forme suivante :

" ) B — oV 1 dif a¥ 1 9 — a¥
59) — (t/- e e e L —) —a¥,
W, V7 ox® 4 o 20, d da* gz~ Vg ot 24 g

Iindice p. pouvant varier de 1 & 3. En désignant par A, le laplacien
1 Pour que cette décomposition ne soit pas arbitraire, il faut naturellement pren-

dre la famille de 17 qui donne, en chaque point, la contribution (positive) maxima
au os?* du contenant.
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relatif aux V5 et par v, l'opérateur hamiltonien (gradient) pour les
mémes variétés, 1'équation précédente s’éerit :

(60) 8.+ 5 (v 92 - Vy ‘F+ 3 (V f‘_’_)=a1y

"'. i

(Si la métrique était pseudo euclidienne, on aurait g=—¢* (¢ étant une
constante, égale i l'unité imaginaire quand le ds* est éerit sous la forme:

4
ds®=3 (dp)?, et gt=— l", de sorte que le premier membre de (GO)
1 c”

deviendrait identique au dalembertien classique de ¥).

Admettons, dans ce qui suit, qu’il est possible de choisir un systéme
de coordonnées a',a?, a7 satisfaisant aux conditions (57) et tel que
I'une des hypersurfaces a‘=const coincide avec la frontiére 7 du con-
tenant. Supposons provisoirement que les g; d'un tel systéme de coor-
données satisfont aux conditions suivantes :

(61) Ju=9u(7)
et:
(62) ga=Ff (@) (252’ a’)  pour ¢, k=1,2,:

L’équation (60) devient alors:

©3) s LY, 1--(3‘“ bl "“’“) -"-—z,r'(:)‘*

Ju o7 20 dz gy ds

L - ‘/;.f-' ot .
t/ra.r- dr"’

Par suite de (62) et de (19‘1) les fonetions ¥, sont ici de la forme :

avec:

A4

(64) ' P, e B Yo (e, &, &) .
Comme le second membre de (GES) peut étre écrit sous la forme :
— Bk () viaf () W+ Do) () v
on obtient pour les v, 'équation :
(65) Ayvi=—hk; v,
D’autre part, les fonetions ) (%) satisfont aux équations :

: t‘fm‘} 1l ( df 1 a'r;“> dul)) Yt

363 1 0]
(66) ds f Az o = Az ,t( ) '-!"‘ JE) k] ws
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dans laquelle nous avons posé a=k,, puisqu’il s’agit des fonetions
propres non-arbitraires ¥, du laplacien. Ces fonctions sont unifor-
mes, bornées, continues, possédent des dérivées premidres continues,
des dérivées secondes bornées et intégrables, et s’annulent nécessaire-
ment sur la frontibre s. En désignant par G'(M, P) la fonetion de
Green attachée i lopérateur Aj et ¢'annulant sur @, I'équation (65)
donne done: '

(67) 03 (P) = i_‘ (G Qr, Pyn DV,

e a
Va

Cette équation intégrale a une infinité dénombrable de valeurs propres
ki, toutes positives, et a chacune de ces valeurs propres correspond
une seule fonction propre v (z',z',2"), solution de (65). Aux fon-
ctions v, correspondent les solutions de I’équation (66) pour la méme
valeur de lindice 7. Il y a évidemment deux solutions non-arbitraires
ot linéairement indépendantes de (66) pour des valeurs données des
indices [ et n: nous les désignerons par uffl) et 1;Ef2).

Remarquons maintenant que les expressions (64) des fonetions pro-
pres du laplacien ne peuvent étre absolument non-arbitraires que si la
sommation fait intervenir, ou bien tous les v, ou bien un seul v;, et
dans ce dernier cas on doit évidemment avoir [=mn. Formons done
les fonetions :

l lFf.-" = 21’ ”Ei” (-] Ui ('T": 35"&.! m“J lyh',u = 2! "E’:z) (7) L’ (‘T"i! 're: m:l)
1 1

(68)

l '-l"”,:.,.=?~'-5:”)(7) v, (lrl, a, m-.i); ‘1";1-,,,,——-1:&‘” (,_) Ty (.I?l, at, :1.""} ]
Ces fonctions sont les seules fonctions propres linéairement indépen-
dantes et absolument non-arbitraires du laplacien (pour a,=k,), lorsque
la métrique satisfait aux conditions (61) et (62), etlorsque la frontiére
du contenant coincide avec une hypersurface '=const.

Faisons maintenant subir 2 la métrique une variation virtuelle ne
respectant plus les conditions (61) et (62). Les quatre fonctions ey
Yiins Yrn ot Yiva se transformeront alors respectivement en quatre
fonetions propres non-arbitraires et linéairement indépendantes du lapla-
cien général, que nous désignerons par Win, Yo, Y et Wiin «
Inversement, les fonctions Vi, Yo, Vo et V¥, tendront respective-
vement vers Win, Wua, Wrrm et Wi lorsque G gu(T) et
gie— () ma (@', 2% %) . Si la métrique est hyperbolique normale et si
la frontiere du contenant est un lieu de lignes coordonnées orthogo-
nales & des variétés tridimensionelles & métrique elliptique, il existe
done une infinité dénombrable de valeurs propres (positives) du lapla-
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cien, & chacune desquelles correspondent quatre fonctions propres
absolument non-arbitraires et linéairement indépendantes. De plus,
le caleul préeédent montre clairement quil n’y a pas, pour ces
valeurs propres, d'autres fonctions propres linéairement indépendantes
et non-arbitraires en dehors de celles dont nous venons de démontrer
I'existence.

Nous donnerons plus loin (§ 12) un exemple de calcul effectif des
valeurs et fonctions propres du laplacien, dans le cas on Fopérateur A
est attaché a un «espace-temps» de De Sitter.

3% La métrigue est «hyperbolique anormale». Dans ce cas, le ds?,
en coordonnées géodésiques locales ¢/, comporte deux carrés positifs
et deux carrés négatifs, L’équation AY,,=a,¥,, des fonctions ot
valeurs propres du laplacien est alors une équation aux dérivées par-
tielles du type hyperbolique anormal. Un caleul tout-i-fait analogue i
celui que nous avons fait dans le cas hyperbolique normal, montre alors
(qu'aux valeurs propres «, du laplacien correspondent, soit moins de
quatre, soit plus de quatre fonctions propres non-arbitraires et linéaire-
ment indépendantes. S'il v a moins de quatre fonctions propres, il est
impossible d'écrire avec ces fonctions un tenseur 77 symétrique, du
second ordre et sans divergence, pouvant par conséquent étre égalé
aux seconds membres des équations (19a). S'il y a plus de quatre
fonetions propres du laplacien, il est évidemment impossible de former
avec ces fonctions un tel tenseur 7 ayant une expression absolument
non-arbitraire. En effet, & chaque combinaison quatre a quatre de ces
fonctions propres (le nombre de ces combinaisons étant au moins D)
correspondrait un tenseur partiel 77, quil faudrait associer linéaire-
ment aux autres tenseurs partiels. Comme cette association comporte
toujours un choix arbitraire de facteurs, elle est inadmissible et empé-
che d’identifier les tenseurs qui en résultent avee le tenseur qui figure
aux seconds membres des équations de I'étre mathématique non-arbi-
traire,

En résumé, on voit que c'est seulement dans le cas hyperbolique
normal qu’il existe un tenseur 77 formé avee les fonetions propres du
laplacien, ayant une expression absolument non-arbitraire, et satisfai-
sant aux conditions qni permettent de I'identifier au tenseur fondamen-
tal 7% des équations de DI'étre mathématique non-arbitraire. Comme
un tel tenseur existe nécessairement, puisque nous avons démontré dans
le § 3 qu'il existe un étre mathématique non-arbitraire, et comme d’au-
tre part il ne peut avoir plus d'un tenseur satisfaisant aux mémes con-
ditions que 7%, la métrique du contenant de I'étre mathématique non-
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_arbitraire doit étre nécessairement une métrique hyperbolique nor-
male. Le théoréme énoncé au début de ce § est done démontré.

Nous savons, d’apros les caleuls faits dans le eas hyperbolique
normal, que la surface frontiére o (z', 2% a’, 2')=0 du contenant de
’étre mathématique non-arbitraire est un lieu de lignes coordonnées
orthogonales & des variétés tridimensionnelles a métrique elliptique.
Comme les coefficients ¢; de la forme métrique interne sont essentiel-
lement des fonctions finies en chaque point du contenant, le résultat
(que nous venons de signaler entraine la conséquence que la frontiere o
ne peut étre fermée, c'est-d-dire que le contenant de Uetre mathématique
non arbitraive doit étre {llimité dans les deuva sens le long de certaines
lignes coordonnées, orthogonales a des variétés tridimensionnelles & métri-
que elliptique.

8. Les fonclions propres de I'opérateur Ao el le caraclére de la
métrique externe du contenant. Les raisonnements du § préeédent
peuvent étre répetés sans aucun changement au sujet de 'opérateur Aw
et de I'équation Aw Py, =0, Pun de ses fonctions propres 0, et de ses
valeurs propres £,. On a done le théoréme suivant : '

La métrique externe du contenant de l'etre mathématique non-arbitraive
est hyperbolique normale, et il y a un ensemble dénombrable de valewrs
propres de lopératenr Ao pour chacune desquelles il existe quatre fonc-
tions propres non-arbitraives linéairement indépendantes de cet opérateur.

On voit done que le tenseur {7 défini par (5D), est égal a la fone-
tion — contenu tensorielle qui figure aux seconds membres des équations
fondamentales (19b), lorsque ces équations sont écrites en coordonnées
séodésiques locales ¢ relatives & la métrique externe (7).

9. le principe variationnel qui correspond aux équalions (193, b)
(38, 43) el (50, 54). Considérons la fonetion de Lagrange suivante :

Y * S | i Jll;m" JIP-J: i r : » ,
(69) L= N Vgt (Yhen —— gomt gl W) 4 W a, W, Wt
ilemn { f&' fj;:!.'
= A : '(]]mu j(l);i— :
"E' ‘/ﬁ} mm (q’r-«u Euq {j— e ¢ il
e o

61 O™)+2V/B, 0L 0],

et désignons par xi-—g¢ Dlopération qui fait tendre, en un point
P (', 2% a',x') quelconque du contenant de I'étre mathématique non-

_arbitraire. les coordonnées générales ' vers des coordonnées géodési-

ques locales orthogonales ¢'. De méme, soit ' —¢' 'opération qui
fait tendre les coordonnées générales ' vers les coordonnées «géodé-
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siques» locales orthogonales ¢'. Les équations (38) et (50) s’obtiennent
alors en égalant i zéro la dérivée variationnelle de £ par rapport aux V5,
et aux @}, respectivement, et en soumettant ces dérivées aux opéra-
tions ' —¢' et &'—¢'. On a en effet:

1 -a.-t‘ 3 aq)-'mn. C
'2- (’3 l-if_:;,-.),.\-i o & eat )T + Van llfmu = L]

b

3L ' = .
_1_ 7] - E:‘ o q)mr_: _!__ ‘/;6" q)m" = “ 5
R el PO AL i

of

puisque, pour @' —gi on a: g*—3d; et g—~1, de méme que o*—dy
et w—1 pous @' —¢'. Pour ce qui est des équations adjointes (43)
et (4) des équations (38) et (50), on a simplement, d'une maniére
analogue :

oL i _+ %
]. 3_ Bl L ()lyn-.-i E:n + ‘/.'Z__.‘ l[;:" ) U :
2 6“1{;11 ai— By

fjf:‘
ef:
1./ 3 W th! |
o = " €ng + VP Pru=0.
2 6 q’nm ai— g dql

Finalement, en prenant les dérivées variationnelles symétriques de £
par rapport aux g* et aux o’ qui y entrent explicitement, on obtient
{cf les expressions (44) et (DD)):

V’E ?wk = (___07 + _0_) J_!.-

Jgik | Jgki
4 o

- b
P 7] 7] .
Vo Uk = (— + = -).4..

dw®  Ju*

et:

Ceci étant dit, considérons la fonetion:
pri 3 18, S 1 o —
(70) G (+3,)Vyg + ?—(b +iu)V o
] “er
et formons sa dérivée variationnelle par rapport aux gy . On a:

.5.-;;-"5 = (_)g”‘ i rf.r—*: 3 ( d"_l" 37 dad da! ) 0* "E‘ )
{}.'f"" L r)-I,'JI d:ﬂ/ A

9§ 9§ d 08 o? e =

.

D’autre part:

(Jg d - f)§ ’ 3 r)?; =5

dot  owk  dai dw™* & dzd dat 0" o'* '
() s
ol ) dxt g’ | |
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On obtient done:

1 3§ 1.5 A2 piss
V’E ;c.;ix- B -1: U‘ ik ._.__;II.-;- (£2+12)] 5
et
L8 . Ao il T
i L CAEDIE

et ces fonctions ne sont autres (ue les premiers membres des équations
(19a,b). Les «principe» variationnel qui correspond aux équations
(19 a) s’écrit done (pour ' —¢'):
s & is Eall
(11) : —(6—£)=0,

Ugrf.'
en convenant que la dérivée variationnelle de £ est la dérivée symé-
trique. Au systtme (194) correspond aussi la relation variationnelle
analogue (pour x'—¢):

(12) — (6—4)=0,

dans laquelle la dérivée variationnelle de £ est la dérivée symétrique.
On peut d’ailleurs mettre ces relations sus la forme intégrale :

Oy f (§—L) dz' da? da’ d, |
i.
pour (71) et:
O f (§— L) da' do* d’ da',
lf

pour (72). Dans ces relations J7 est le contenant de I'étre mathéma-
tique non-arbitraire et les variations doivent s’annuler aux limites de 17
¢’est-a-dire sur la frontiére o.

10. Les fonclions-contenus et les nombres contenus de |'éire mathé-
matique non-arbitraire. Soit o (z', 2%, 2", ") une fonction dont le domaine
d’existence est le contenant de I'étre mathémique non-arbitraire. D’accord
avec la définition de cet étre, nous dirons que la fonetion ¢ est une
fonetion-contenu de I'étre mathématique non-arbitraive lorsqu'elle satis-
fait aux deux conditions suivantes:

1°. La valeur. de 2 en chaque point du contenant est enticrement
déterminée par les propriétés intrinséques de la métrique et de la forme.

2°. Les propriétés intrinséques de la métrique ou de la forme du
contenant sont entierement déterminées par la fonetion o seule ou
associée i d'autres fonetions satisfaisant a la premiere condition.
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Considérons maintenant un opérateur 2 et éerivons 'équation de ses
fonetions propres ¢ et de ses valeurs propres «:

=l

(13) v

-3
-2

Supposons que les fonetions propres de 4 sont des fonctions-contenus
de l'étre mathématique non-arbitraire. L'ensemble }a . des valeurs
propres, dénombrables ou non, de l'opérateur .1 est alors un ensemble
de nombres non-arbitraires, puisqu’ils peuvent étre déterminés, comme
les fonetions propres o, par les propriétés de la métrique et de la forme
du contenant. Nous dirons que les valeurs propres d’un opérateur dont
les fonetions propres sont des fonctions-contenus, sont des nombres-con-
tenus de 1'étre mathématique non-arbitraire. C'est évidemment le cas
des valeurs propres o, de l'opérateur laplacien A et [, de l'opéra-
teur Aw (nous verrons que les «, et les 5, jouent un grand rdle dans
I'interprétation physique de la théorie).

Les nombres-contenus qui correspondent a un opérateur .1 sont évi-
demment des propriétés de 1'étre mathématique non-arbitraire qui
doivent étre attachées & certains points du contenant, marquant ainsi
dans cet espace un espace discontinu (si le speetre de A est discon-
tinu), dont nous dirons que chaque point est un point singulier de I'étre
mathématique non-arbitraire. Nous verrons plus tard quelle est l'in-
terprétation physique des points singuliers et quels sont les points du
contenant ou doivent étre attachés les nombres-contenus.

Désignons par ¢* la quantité conjuguée d’une quantité donnée . Con-
sidérons alors 'équation (73) et son équation conjuguée. On déduit
immédiatement de ces équations :

(T4) [9* A (3)--94* (3*)] dv=(a—a*) [3* 9dv,
‘ i ¥
les intégrales étant étendues a tout le domaine d’existence des fonctions
propres de .1, c'est-a-dire i tout le contenant de I'étre mathématique
non-arbitraire. Il faut distinguer deux cas: '
1°. L’opérateur .1 est réel, ainsi que ses fonetions propres. La rela-
tion précédente montre alors immédiatement que a=a®, c'est-d-dire
que les valeurs propres de .l sont réelles. Dans ce cas, les «
seront des propriétés réelles des points singuliers du contenant.
20, L’opérateur < est complexe. Alors, la relation (74) montre que
ses valeurs propres ne peuvent étre réelles que s'il est un opérateur
hermitique. Dans ce cas, comme les 9 sont des fonctions-contenus,
les a, seront aussi des propriétés réelles des points singuliers. Les
fonetions propres, par contre, tout en étant des fonctions contenus, ne
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seront pas en général des propriétés réelles de 'étre mathématique
non-arbitraire, mais on peut former des combinaisons des 2 essentielle-
ment réelles, la plus simple étant la fonetion qui figure sous le signe
d'intégration du second membre de (74). Il est intéressant de remar-
quer que si le spectre d'un opérateur .1 est simplement discontinu, les
propriétés correspondantes des points singuliers ne peuvent prendre
quune suite discontinue de valeurs. Cette distinction entre propriétés
réelles et propriétés imaginaires de I'étre mathématique non-arbitraire,
joue, comme on le verra plus loin, un role important dans Uinterpréta-
tion physique de la théorie,

Les opérateurs les plus importants dans Panalyse de I'étre mathé-
matique non-arbitraire peuvent étre rangés en trois classes, i savoir :

1°. Opérateurs dont l'expression est formée uniquement avec les g,
(ou les wy), les ' (ou les ¢ et ¢) et les symboles de dérivation ou
d’intégration par rapport aux o, ¢’ ou ¢'. Tels sont par exemple les
importants opdrateurs A et Ag, déja utilisés dans les paragraphes
précédents.,

2% Opérateurs dont I'expression ne contient aucun des symboles de
nature géométrique qui interviennent dans les opérateurs de la pre-
miere classe, Tels sont par exemple les opérateurs matrices €’ et tous
les autres que I'on peunt former par des combinaisons des €'

3°  Opérateurs mixtes, faisant intervenir a la fois des symboles
appartenant aux opérateurs de la premiére et de la deuxiéme classe.
o : . ) 0 1
Tels sont par exemple les importants opérateurs e; et (;) €'
dont nous avons vu le réle dans le § 6. . 3

Dans chacune de ces trois elasses dopérateurs on peut encore dis-
tinguer les opérateurs complets, faisant intervenir toutes les variables
a' (ou ¢ et ¢), des opérateurs Zncomplets qui ne font pas intervenir
toutes les variables 2/, Nous dirons que les nombres-contenus (valeurs
propres) qui correspondent aux premiers sont des propriétés intrinse-
ques des points singuliers, tandis que les valeurs propres qui corres-
pondent aux seconds seront appelés des propriétés non-intrinseques des
points siguliers.

Considérons en particulier les opérateurs de la deuxiéme classe qu'on
peut former uniquement avec ¢ et les e/ définis par (39) et qui satis-
font aux relations (28). En ajoutant aux e/ la matrice unité 7/
(2 quatre lignes et quatre colonnes) on peut former les seize opéra-
teurs suivants :
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I-ell#-e?i-elfl:e}si$__"‘:(.u‘=] 32:"':))7

—(efe’ —ekel): | i€, €, , 1€ €} ,1€,€,, 1€, 64,760 €),16, 6, | =

L, om T
(75) = (p=6,7,...11),
dejH efttelt | dey e en s 1n €n €1 5 165 €, €5, U6, €, € | =

En Eu Eu eu = 7" .

Ces opérateurs sont linéairement indépendants et de plus sont hermiti-
ques lorsque les €/ le sont, c'est-a-dire lorsque ces nmtricesf se con-
fondent avec les matrices de base e} définies dans le § 6. Eecrivons
I'équation des fonctions propres d'un 7p formé avec les €f;

0

10 Fmy =0 Py -
On trouve alors que pour tous les 7% il ne peut v avoir que les deux
valeurs propres +1 et —1,

11 est possible de former d'autres nombres-contenus différents des
nombres-contenus valeurs propres d’opérateurs. Nous allons indiquer
les prim'ipau\; modes de formation de ces nouveaux nombres-contenus.
Soit f(a', 2%, 2", 2') une fonction-contenu queleconque et A un opérateur
dont les fonctions propres o sont aussi des fonctions-contenus. Suppo-
sons, ce qui est vrai sous des conditions trés générales lorsque A est
hermitique, que f peut étre développée en série absolument et unifor-
mément convergente suivant les fonctions propres de A:

.')f' = s Cmn ?m" 6 me'bm L”_l?m l”] da = Emn Conn Parn +
a-da =
+ E rir_.xu bm (“} f P (“ } da o,
oa

la sommation se rapportant au spectre discontinu de A (I'indice n ser-
vant & numéroter les valeurs propres correspondantes) et I’ intégrale
au spectre continu. Si l'opérateur A est complet, alors les ¢,, et les
by (@) sont des constantes ; dans le cas contraire, ces quantités sont des
fonctions des variables x‘ qui n’interviennent pas dans 'expression de
Vopérateur 4. Remarquons que si A est hermitique, les fonetions pro-
pres sont orthogonales. En effet, on déduit de Ag”*=a" ¢ larelation :

[Cren A* )5, A gt —) [, Pl
b
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I'intégrale étant étendue i tout le domaine défini par les variables dont
dépend A . I orthogonalité :

f 9 Oma dv=0
Ly

de deux fonctions propres relatives a des valeurs propres différentes
(a"+a) résulte donc immédiatement de la relation précédente si A
est hermitique. Pour des valeurs propres possédant plusieurs fonctions
propres linéairement indépendantes on peut encore supposer I'orthogo-
nalité si A est linéaire, car alors on peut former une combinaison
linéaire a coefficients constants des ,, qui sera encore solution de
A% =a, 9., et qui satisfera a la relation :

f’m* o =0 pour pFm.

s s pn
i

Grice A Vorthogonalité des o,, ot des «différentielles propres»

1 at+da
- = f Dy (u:] da, on a:
ot -
f f S @0
Cinn = e
» T
f?ﬂl]i w‘ﬂ“;l r!J:
bl
es: )
a-+ m.
f 2% (a)da | fdv
J(f l
J"J ; _ —
i (U-} 1 T+ Su “at+da = 4
"";:_ [ ’.‘,jm {-.”) da .{l ?m LaJ ({t& dtf
b G ] ¥

relations qui se réduisent a:

ff e
Can ””(

I at+de .
b () = [ -\1-- f o (a)da | fdv,
b Gl - 3§

si les 9,, et les «différentielles propres» sont normalisées i unité.
Comme les fonctions f et o,, sont des fonctions-contenus, on voit que
les coefficients ¢,, et b,(a) sont des nombres-contenus, si A est
complet.
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In plus de ces nombres-contenus. relatifs & une fonction-contenu f
et & un opérateur complet A, on peut former par exemple les nom-
Lres-contenus suivants :

(76) A(f)= [ A(f)ar,
Il est facile de voir que 1'on a

A(f)=3, a]enl
In effet :

el
* AV L~ [P W A o Ny et 2
f‘_f A(f) luf-,r”lf-;f“]””rh 2 rr,i.

Appliquons maintenant un opérateur £ a 'nne des fonetions propres
g™ d'un opérateur .1 et supposons que la fonction B(g"") soit
développable en série absolument et uniformément convergente suivant
les g s

—
mn].‘-_, Yuy*

{;l?m“] :2 (h

wYy

(Nous ne tenons pas compte du spectre continu). On déduit de la
relation préeédente :

(Oun)yy = f.‘j B (@un) dv .

Ces nombres (4,,),, sont les éléments de la matrice engendrée par
I'opérateur B dans le systome des fonctions propres orthogonales de
Popérateur 4. Comme les " sont des fonctions-contenus, les fone-
tions B (9™) sont aussi des fonctions-contenus (si 'opérateur 75 ne
fait pas intervenir des contantes arbitraires, ou, ce qui revient an
méme, si ces fonetions propres sont des fonetions-contenus). La matrice
(D), est done une «matrice contenu» de I'étre mathématique non-
-arbitraire.

[En résumé, de toute fonction-contenu f, associée a une paire d’opé-
ateurs (A, 3) hermitiques dont les fonetions propres sont des fonetions

-contenus, nous avons déduit les nombres-contenus suivants :

Al (AN eanCd, ) AT [Bapl (A Y.

Lo Jy 4

Les nombres A(f) les plus importants dans Danalyse de I'étre
mathématique non-arbitraire sont ceux qu'on obtient en prenant pour

P W L SRR LT Y e R o 7
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£ T'une des fonctions propres yun Je 'opérateur A ou ¢ de I'opé-
rateur A, pour .1 1'un des opérateurs iey7* et en remplacant dans (76)
I'intégration par une sommation par rapport a l'indice m qui sert a
quméroter les fonetions propres relatives i une méme valeur propre
(cet indice est en somme la seule variable sur laquelle agissent les opé-
rateurs 7). Nous formons done les quantités :

(7 ab) AW =Wagt e A@™)=0h7, 0,

I il

et 'on peut aussi envisager les quantités :

(18 a,b) A (¥)=¥5. 7" Yo ¢ a (@)=, 7

ny

avee sommation par rapport aux indices m et n. On peut ranger ces
(quantités en plusieurs catégories suivant leurs variances vis-a-vis d'un
changement de coordonnées géodésiques locales ¢f (pour les quantités
(17, a) ou de coordonnées «géodésiques» ¢° (pour les quantités (17.0).
On a ainsi le tableau suivant:

M = :)— ¥, (e:} 6 2 gk ef.') e _1)'”":2,, MF i tenseurs

“ antisymétricues du second ordre,

Vi =Y. Yo s VieX, V. : quadri-
vecteurs,
ri L il 2 il gym v ri
(79) - Wi =Vt el e e Ya . Wi=X, W. : tenseurs
completement antisymétriques du 3™ ordre,
(I;)u == ‘rtru :T : 11= Eu (Ii}n. . inva-
riants (scalaires),
(Ig.']u - \!:";:" e:r, e?{ G‘:sr e.:l q"‘: 3 !2‘; Eu (L‘,),l . in\"il‘

riants (pseudo-scalaires),

De méme:

ik Gl ik E iy ik i
(.l[r_-):!: o _) q}mn (enr} Em,- . Euq em;_} q’: H -ll’t_; ] Ln t‘llw):l : fenseurs
> antisymétriques du second ordre,
Ivl‘l ]:1 = q);:lu e;rr (l]‘: H .(:I: 2;1 I'm :; L uﬂdri'
_ 1 1
vecteurs,
% i e U r- i+l 42 i3 mm i ]
®0) 1 (Wo)u= Wi, 6l €ng Eug Dn . Wi=a(Wen : tenseurs
completement antisvmétriques du 3 ordre,
(19), = §o P c =X, : inva-
riants (scalaires),
(I?;)u T q):—m e:lq e: iq E:q eiilq (DT: H _!;".-: 2"_ (j:r)“ : ill\'!.l.-

riants (pseudo-scalaires).

PORT. PHYS. 2
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Les vecteurs 17, , 17, 170, (7). sont conservatifs (divergence nulle).
Par suite des équations (38) et (43) on voit en effet immédiatement que

oV: 1 9 —
2 L s Va =0:
et: (
V) JaaeeE ety
83 S = )] =0.
(83) T L GO

D’autre part, on a:
1oME* 1 Ja ok g
- 50 = = J[n . JINJZ’
(84) SR )‘/ s (t/( )+ = {A‘J}

e iVa Vi g L (gm0
d* ot )’

oq -I*';TF—-[Vm(uw) g . {1;} (L=

. () ¢Imu {0 f) q):“
= — ," o Iy " q)‘;:n : )

l'indice Q rappelant que le symbole de Christoffel est formé avec les
oz de la forme métrique externe (7).

Il est important de calculer aussi la divergence des vecteurs 17
et .. Pour Wi on trouve:

oWi_ 10

(86) o = vz 9 W) =—2Va L,
et pour W, :

= d (Wo), 97 (I
‘\8‘) (_()q"'_" = (‘/m l: ” )n) = _3‘(/(511 (!2 ,}" ™

. P ik . Ep® .
Finalement, désignons par B, un tenseur antisymétrique sans diver-
gence satisfaisant a la condition :

i y " " .
0B | 0By | 0B MY )M oMy

fote] B, .- : x
(88) ok e 0p: * 09; a0r 08i 0g; -

et par (5,)* un tenseur antisymétrique sans divergence satisfaisant i
la condition :

(89) (B, )=

0(Bu)) o(Bu)Y o(B,)¥ o(M,)7 o) o(M,)
o ¢ om TP T TR P s e
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On peut alors poser : _

_ & oAy A& A
90 :U,:L - no i B“.
S 0% 0% s

AL étant un vecteur, et:
0(4,) 0(4,),

91 M)k = ——— —
( ] ( w)“ 0 gk

+ (Bo )y

(4,); étant un autre vecteur (par rapport & un changement des ¢')-

11 va de soi que l'on peut assujettir A, et (Ao), aux conditions :

aA‘.l r}(“1&1}"
[._}2 ——I’ = i ——'—.—"—' =
(92 a,b) P 0 37 0,
ce qui entraine :
i 641[lik
93 ‘4" S e
et
) (M)
C USRS m L
(94) O, (4s); o

Toutes ces relations sur les Wy Y at les @F, v* O™ nous seront

(7}

indispensables plus tard dans I'interprétation physique de la théorie.

11. Solution approchée des équations de |'étre mathématique non-
_arbitraire. Le systéme d’équations complet formé par la réunion des
systémes (19), (29) et (26) se compose de 56 équations indépendantes
faisant intervenir D0 inconnues (ue nous avons appris & distinguer plus
haut (§5). Lasolution de ce systéme de D6 équations aux dérivées partiel-
les du second ordre (non linéaires) constitue un probléme trés difficile
qui ne peut étre attaqué de front actuellement. Il faut trouver des
solutions approchées en utilisant la méthode des perturbations.

Nous partirons d’une solution de base des équations (19), (20) et (26),
qui définit une hypersurface £, (X", X2 X XY X*)=0 de l'espace E,
pseudo-euclidien hyperbolique & cing dimensions o le contenant de
I'étre mathématique non-arbitraire peut, d’aprés nos résultats précé-
dents, étre plongé. Nous admettrons ensuite que les écarts entre les
valeurs des inconnues qui correspondent exactement a 'étre mathéma-
matique non-arbitraire et les valeurs qui correspondent i la solution
approchée sont, ou bien nulles, ou bien des quantités trés petites dont
on peut négliger les carrés et les produits. Désignons par G et Qu
les coefficients de la forme métrique fondamentale et de la forme
métrique externe de I'hypersurface de base F,(X*)=0 a quatre dimen-
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sions. Nous supposerons que cette hypersurface (dont la métrique est
hyperbolique normale d’aprés le théoréme du § 7) admet un ds* de la
forme suivante :

(99) ds':== —dz*4-P? (7) [d6*+ sin® 6 (d%*+ sin® pdu®)],
dans lequel le coefficient de P* est & symétrie sphérique (les coordon-
nées angulaires orthogonales 0, 2, u, ayant la signification habituelle).
Les univers statique d’Einstein, ceux de De Sitter-Lanczos et de Lemai-
tre admettent tous des ds* qui sont des cas particuliers du ds* précé-
dent. Pour qu'une telle hypersurface de base F, soit acceptable, il
faut qu'elle satisfasse aux équations (19), (25) et (26) du probléme.
Remarquons que tous les R pour i/ sont nuls, par suite de la forme
du ds*. 11 en est évidemment de méme des 73 correspondants. D’ail-
leurs, en conséquence de I'homogénéité du ds® et de la symétrie sphé-
rique de sa partie elliptique, les 7% non nuls ne peuvent dépendre a
priori que de = et de 6, et nous admettrons (ce qui caractérisera la
premiére approximation) qu’ils ne dépendent que de =. Alors, comme
les fonctions propres non arbitraires ¥, du laplacien s’annulent néces-
sairement sur la frontiere tridimensionnelle s du contenant de 1'étre
mathématique non arbitraire, et comme d’autre part nous savons (§ 3)
que cet étre doit posséder une telle frontiere (c’est-a-dire qu'il ne peut
avoir un contenant fermé), l'expression (44) montre que les contenus
tensoriels 7% s’annulent aussi sur ¢. Or, comme nous devons admet-
tre que les 77 ne peuvent dépendre que de 7, on voit qu'en réalité
ils doivent s’annuler en chaque point du contenant. Il ne reste done,
dans le systeme d’équations (19 a), que les deux inconnues P (z) et 7).
Dans ces conditions, si nous introduisons les £2; formés avee les Gy
de (99) dans les équations (19 a), ces équations se réduisent i deux
seules équations qu'on peut mettre sous la forme suivante, 4 la suite
de quelques transformations simples :

l d'P o r_f} p

d* 6
l (ﬂ); faps_1 .
dr 6

On en déduit immédiatement la solution suivante, en désignant par P,
la valeur de P pour =0 (valeur minima):

a) [ P(x)=P,ch (P;) ;
: 6
b) by = F ’

1]

2

(96) ]

(97)
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ce qui montre qu'en premiere approximation le contenant de I'étre mathé-
matique non-arbitraire est un espace-temps de De Sitter-Lanczos.
Un tel contenant a une courbure moyenne constante et satisfait aux
conditions Qu=y Gy, ¥ étant la courbure moyenne. On a d’ailleurs
ici 7= P~ \/ 7 D’autre part, les équations (19 5), o l'on pose

A " o ! .
Qup=yGq, cest-d-dire: Sh=R} et S°=— R’, montrent que l'on a

ici Ug=0 et que =1, /y .

La solution (97) semble donner & 7; une valeur arbitraire puisqu’elle
exprime cette constante en fonction de la constante arbitraire P,. Or,
comme il est évident que l'intégration effective du systéme fondamental
(19 a)+4(19 b)4(24)+(25) ne peut déterminer complétement les incon-
nues que lorsqu’on a fixé préalablement I'unité de longueur dans 1'es-
pace pseudo-euclidien /£, ol I'étre mathématique non-arbitraire doit étre
plongé, il est clair que la relation (97 b) ne doit pas étre interprétée
en disant que 2, est une constante arbitraive. Il faut dire, au contraire,
que P, est une longueur caractéristique de I'étre mathématique non-
-arbitraire, jouant le role d’unité naturelle de longueur déterminant la
valeur numérique de 7, . Un changement de P, est donc en réalité un
changement d’unité de longueur. Dans le cas général de l'intégration
du systeme fondamental sans aucune hypothése sur la forme du ds*, on
doit aboutir évidemment & une relation généralisant la relation (97 b) et
faisant intervenir aussi une longueur caractéristique, qui jouera le réle
d’unité naturelle de longueur.

Nous savons (§ 3) que le probléme posé par le systéme d’équations
(19)4(25)4-(26) n’est bien défini que s’il existe une variété tridimen-
sionnelle ¢ bornant le contenant de 1'étre mathématique non arbitraire.
Nous devons done limiter I'hypersurface de base /), qui constitue la
premiére approximation dans la solution du systéme fondamental, par
une variété tridimensionnelle g,. D’aprés les résultats du § T cette
variété doit d’ailleurs étre un lieu de lignes coordonnées «temporellesy,
et comme la partie elliptique du ds* (95) est & symétrie sphérique., nous
devons prendre ici une variété frontiére ayant pour équation 6= const=10, .
Pour définir complétement notre premiére approximation il nous reste
done a déterminer la valeur qu'il convient d’adopter pour cette cons-
tante 6,. Considérons la section de /|, par I'hyperplan ==0. La
variété o, limite cette section (ZE) par une surface sphérique enfermant

. . .o 0 . L . .
un volume v, qui, ajouté & X, forme un espace tridimensionnel sphé-
rique fermé dont le rayon est P, et dont le volume est 27*P]. En

O T W T,
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désignant par 3, le diamétre de v,, on a ¢,=2P,0,, l'origine des 0
étant le centre de v,. Pour les raisons que nous indiquerons plus loin
(Chap. III, § 8) on doit poser d,=0,, g, étant la plus petite longueur
dont la mesure ait un sens. IL’espace Zﬁ tout en étant géométrique-
ment ouvert, est donc «physiquement» fermé et illimité, en ce sens
qu'aucune mesure ou observation ne pourrait déceler I'existence d'une
frontiére de X, .

Pour trouver une solution plus approchée des équations de 'étre
mathématique non arbitraire, nous allons placer en chaque point de
I'hypersurface de base I, un quadripode géodésique ¢’ orienté tangen-
tiellement aux lignes coordonnées orthogonales 0.2, p.7 de F,. Dési-
gnons par ((p)x les coefficients métriques relatifs & ces quadripodes,
c’est-a-dire ((7;) =13y et considérons la différence entre I'hypersurface
I qui correspond i 1'étre mathématique non-arbitraire et 'hypersurface
de base F,. D’aprés les hypothéses caractéristiques de la méthode
des perturbations, cette différence peut étre considérée comme une
déformation infiniment petite de Fj, a la suite de laquelle les coordon-
nées 0,9.p,7 de F, se déforment et deviennent des coordonnées
générales a' (que nous avons appelées «coordonnées intrinséques» dans
le § 3). En méme temps les quadripodes des ¢’ se déforment aussi et
deviennent tangents aux lignes coordonnées x', de sorte qu'en désignant
par r;*;, les coefficients de la forme métrique interne de I’ écrite en
coordonnées locales ¢ déformées (que nous désignerons par ¢'), on
peut poser:

(98) gn=0u+7ya; d8=(u+ya)dg dg’,

les 7 étant des quantités infiniment petites par rapport aux ((/)y.
Les gy de la forme métrique interne de F' écrite en coordonnées géné-
rales x' seront done donnés par la transformation :

. .! o
¥ == 1] v
99 : = i
t ) ")‘I k .{L"’ d*r' dml. 7
et I'on a:
J' >
e 5 e
100 L
(RE0) dxt  98%’

9 étant celle des coordonnées 6,7,p,7 qui devient z' & la suite de
la déformation de /). Il va de soi que I'on peut aussi considérer sur /'
des coordonnées 0.v,u, 7 intersections des hypersurfaces 0,2, u, 7 de
E, avee F. Nous désignerons par (7 les coefficients métriques de #
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relatifs & ces coordonnées. c'est-a-dire:

dad gt

(101) Ga=gi— e

En posant Ry=RY%+ R, R} étant les composantes du tenseur de
Ricei-Einstein pour F), le systtme (19 «) se scinde en deux systémes
qu'on peut écrire comme suit, grace a (98):

s 1 S
(102) R — T)—(R"-{- 1) 0a=0
(ce systéme est équivalent aux équations (96) déja étudiées), et:

- 1 - -] L ad
(103) Ri— L [E+3) 7+ (R 4+7;) dal=, T
7, étant la perturbation de %) qui correspond a la déformation de 1.

In tenant compte de (98) et de (21) ce systéme se transforme facile-
ment par un calcul bien connu en Relativité et devient

b
(10'1') O, 7 = 27‘-9( I:‘k T 5 H 1 ) — Ay Qix—hg fik »

0, étant l'opérateur dalembertien attaché a la forme métrique interne
de Fj.

Considérons maintenant les quadripodes «géodésiques» des ¢ (forme
métrique externe) et orientons—les aussi, en chaque point de F,, tan-
centiellement aux lignes coordonnées 0,9,p,7. On sait que l'on a:
Qu=% Gy, de sorte quaprés la déformation infiniment petite de F, on
peut poser:

(lﬂi‘)) ;I;k = a,';.- - m}k \ dQ= (;fj";‘- + fl):';-)f!-;; (lde .

les wy étant des quantités infiniment petites par rapport aux ydu. Les
wz de la forme métrique externe de I écrite en coordonnées généra-
les x seront done donnés par la transformation :

Ak — ¢ 9p
(.IOU) 0k ‘“'mﬂ aﬁ" ()_éi'}%

et l'on a:
og’ _og’

(107 e
(107) 0-’33‘ I



40 = ANTONIO GIMNO

De méme, en désignant par Q; les coefficients métriques externes de /'
relatifs aux coordonnées 9,5.u,%. on aura:
dx g’

i =ag——

o0 9o+

=]

(108)

En posant 8;=83-+S4, Si étant les composantes du tenseur de

Ricci-Einstein associé & la forme métrique externe de F), le systéme
(190) se scinde, comme (19«a), en deux systbmes qu'on peut éerire
comme suit:

(109) st— Lm0 nhu=o,
et
(110) Sk — = [(8°+18) obe-+(8'+3,) 1 =20 Ui

b, étant la perturbation de 7!, qui eorrespond i la déformation de £ .
Ce dernier systéme se transforme facilement et prend la forme:

(A1) O ek=2 ke (U — 3 U)— Yy, 30 — a7
O, ¢tant lopérateur dalembertien attaché & la forme métrique externe
de Ij.

Aux équations (104) et (111) il faut naturellement ajouter les équa-
tions de Gauss et de Codazzi. En tenant compte de (98) et de (105)
ainsi que du fait que les wj sont ici des infiniment petits, les équations
de Gauss donnent :

. 4 . - ’ i [ . i . i
(11_).) }:’;Ukﬁ)” 01 Wi —E-‘/. ik Oj—F, Duke Wiy — Y D j g

avec :
e »
1 'J.‘iji.' =1 |Jh';‘.t' — K F'r'_ﬂ.' .

De méme, les équations de Codazzi donnent:

Yoy, j doige " (5 | * 7 L
113 TR il R 8 v =0,
i 07 of +"°"[u} . H '

l Al ._i[ Sih 5?“’ + a./'-_"‘ : f)}_’”i ;
. ) ' i b) "i' "ﬁ' ~h
Lkfz 2 %  dp  0p

Le systtme (104)4(111)4(112) 4 (113) est un systéme complet de 56
¢quations & D6 inconnues. Les solutions non-arbitraires de ce systéme

avece
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sont évidemment les seules qui nous intéressent. de sorte que l'on a
nécessairement les conditions aux limites suivantes :

n 6tant la normale i la frontitre ¢ du contenant de 'étre mathéma-
tique non-arbitraire et u l'une quelconque des 40 inconnues 7, i,
T‘,‘j- et Uy.

Les équations (104) et (111) permettent d’exprimer les 7, et les o
en fonction des 7% et des U7y, ce quiélimine 20 inconnues. En intro-
duisant ces expressions des 7; et des oy dans les 20 équations de
Grauss, celles-ci déterminent les 20 inconnues 77 et Uy sous la forme :
Ty, } T

N }(9-"_,5,;_;}_,};_,.}' 5y ia) s
'Iilk

L]

ik

Finalement, ces expressions des 7 et des Uy, introduites dans les
solutions de (104) et de (111), transforment les 16 équations de

Codazzi, écrites en coordonnées 06, en équations aux dérivées partiel-

i s ” 48 o L .
les pour les 16 inconnues a'(9*), o iy Y93 das % €h Zu. Qnafre
0!
des équations de Codazzi. par suite de (103). sont des équations aux
dérivées partielles du second ordre déterminant les quatre inconnues

x'(9*), les valeurs aux limites (sur o) de ces inconnues pouvant d’ail-

= N " ; ; ; oG L
leurs étre exprimées en fonction des inconnues x; et — . ‘de méme que
e

. ox' 5 ! . ]
les valeurs des dérivées normales n sur ¢. La détermination des
1l

' (9*) est indispensable parce que la connaissance des 7, et des oy ne
détermine 'hypersurface /' de [ & un déplacement et i une symétrie
pres que si P'on connait aussi les fonctions ' (6*). puisque les dz’ ne

sont pas intégrables., Ces fonctions »/(6*, — &y byt s Ry s %w) . intro-
ol

duites dans quatre autres équations de Codazzi, déterminent alors les

. k] v . .
quatre inconnues —=, et les autres huit équations de Codazzi donnent
0

les valeurs qu'il faut attribuer aux huit constantes 7. 7, . %, %, et x;
pour qu'elles soient satisfaites.

Remarques. 1°). 1l est intéressant de remarquer que les équations
(104) et (111) deviennent des équations de Laplace-Poisson quand on
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peut négliger les variations des 74 et des wy avee 7 ainsi que les ter-
mes en A' et 4. Dans les mémes conditions leurs solutions deviennent
naturellement des «potentiels newtoniens», et des «potentiels newto-
niens» attachés a la forme métrique externe de F'.

2%). Quand on a fait la détermination préalable des fonctions pro-
pres non-arbitraires des opérateurs [, et [J, attachés a /7 (nous ferons
cette détermination dans le § suivant), les inconnues 77 et Uj sont
données aussi par les expressions (44) et (5D).

3%). Les calculs de ce § montrent la voie & suivre dans les essais
d’intégration du systéme fondamental (19 a)-+(195)4(25)4(26) sans
aucune hypothése restrictive sur les inconnues. On peut partir encore
de la méme hypersurface de base [, que précédemment et I'on écrira
aussi les relations (98) et (103), mais les 7, et les wy ne seront plus
des quantités infiniment petites par rapport aux quantités correspon-
dantes de Fy. Les coordonnées 6.9,p,.7 de [, définissent encore
des coordonnées 6 dans FE, et sur F et les systétmes (102) et (109)
restent évidemment inchangés. Par contre, il faut remplacer les sys-
témes (103) et (110) respectivement par :

il E A = =
(114) Ry — == [(Rc*-}-}.y) Y+ (R +1g) (O;;-—:—'/;;,-)J-:}::_. Tas

ef:

(11-)] i — o [(-\O—i- ":.;) w.-;,.+{-5 +!.le (/ U;k+0\;k)i=?¢n U s

12. le spectre el les fonclions propres des opérateurs 0, el Do -
Le caleul du spectre des opérateurs laplaciens 0O et 0, dans le cas
général, plus exactement la détermination des valeurs des « et des 3
pour lesquelles les équations (45) et (48) possédent quatre solutions
non-arbitraires et linéairement indépendantes est trés difficile quand on
ne fait aucune hypothése simplificatrice sur le contenant de 1'étre mathé-
matique non-arbitraire. Bien que la véritable solution du probléme
posé par l'analyse de l'étre mathématique non-arbitraire ne puisse étre
atteinte, par suite de la nature méme de la question, dés que 'on intro-
dunit des hypotheéses simplificatrices arbitraires, il est cependant trés
important dans linterprétation physique que nous ferons plus tard des
résultats de cette premieére partie du mémoire, de déterminer le spectre
et les fonctions propres des opérateurs O et O, comme si le conte-
nant de l'étre mathématique non-arbitraire était une hypersurface a
métrique et forme simples, ou bien, ce qui revient au méme, comme si
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ce contenant pouvait étre approché par une hypersurface simple (point
de vue du probléme cosmologique de la Relativité) . ]

Nous avons vu, dans le § précédent, que l'étre mathématique non-
-arbitraire est, en premitre approximation, un espace-temps de De Sit-
ter-Lanczos, que nous avons désigné par F; . Cherchons donc le spec-
tre et les fonctions propres des opérateurs laplaciens O et O, attachés
a F,, plus exactement cherchons les valeurs des « et des £ pour les-
quelles les équations :

LIIG] O, "an =2, lifmu s
et
tl 1 T‘} Dz, q’nm _ rjil q)mu s

ont quatre solutions non-arbitraires linéairement indépendantes.
Par suite de la symétrie sphérique des sections Y, de F, par les
hyperplans 7=Const., il faut chercher des solutions de (116) qui ne

P

dépendent que de 9 et de =. En posant £=—, cefte équation

devient :

13 2
4 T + 2 cotg 0 (—j% — (eh*E) % — 3(shE)(ch E)%%—F =aP}(ch*E)¥

(1) =

<

par suite des valeurs des G de (95) et de la forme de la fonction
P(r). Comme on a ici les conditions (61) et (62), c’est-d-dire:

Go=—1; Gu=P'()na(8,7,p) pour ¢,k=1,2,3,
on doit chercher des solutions de la forme :
(119) V.=, 40 (z) v (9).
Le second membre de (118) peut étre écrit sous la forme:
P53 u® v+ Py (ch*E) W4 P 3, ke u v,
de sorte qu'on obtient pour les v,(9) I'équation diférentielle :

vy
d9

+ 2 cotg 0 31’91 =—P v

(120)

qui est un cas particulier de I'équation aux dérivées partielles (65) du
§ 7. D’autre part, les u!)() seront les solutions des équations :

@ u® du® Jen P E+ K
9 Y ST O 0 ORI S Sl R I ) |
(121) e + 3tht d@ P; T ul!
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Il est nécessaire d’assujettic les v, (9) & la condition aux limites
v(9)=0 sur g,. Nous savons, d’aprés les résultats du § 11, que 1'é-
quation de cette frontiere est 6=6,, ou bien: 6=4,/2P,, de sorte que
la condition aux limites s'écrit: v,(6)=0 pour 6=0,. Dans le voisi-
nage de l'origine, I'équation (120) est une équation de Bessel :

v . 2 d dr,
d? 6 dj

=i P:. kv
dont les solutions hornées non-arbitraires ont la forme :
. 1 . =
v (9) = —sin (P,Vk, 9).
0 )
Les solutions bornées non-arbitraires de (120) sont done:
g w J:J . ——
v () = T() sin (P,Vk, 9)
i}
les w; (0) étant des fonctions bornées qui satisfont & la condition w, (0)=

et que l'on détermine facilement par (120) sous forme d'un développe-
ment: w,=31b,9". De plus, on doit avoir évidemment :
«l

(122 Vit= o (1=1,2,3,...c0)

o

0

pour que la condition aux limites v,(0,)=0 soit satisfaite.
Les équations (121) ont deux solutions bornées non-arbitraires et
linéairement indépendantes pour des valeurs données des indices n et /.
I 1
En tenant compte de 9—4Pjk, <O, ainsi que de la condition géné-
rale :

(123) 2 Woun—~0 pour n-—oco

conséquence de (116) et de (122), on voit immédiatement que les for-
mes asymptotiques (pour z--+4oo et pour — <o) de ces solutions
sont les suivantes :

pour s-—s4oo:

o o
r(”l—le 2P, 8in /_P*.*'.“ ) ul?) = 1—e ‘P'.LU"-i( ——V—lP*a{,l—.).
1 --Pu P

n n =r,
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pour T——oo

of
) = -1 .3, sin ( V4P ke, —9 ; Wil e, c08 (—— VAPLk,—9
g 2p o _’Pu

n =g

D’autre part, dans le voisinage de l'origine (z=0) I'équation (121)

prend la forme :

d* u®) d. ) : :
i g e R TR

et ses deux solutions bornées, non-arbitraires et linéairement indépen-
dantes sont les deux séries :

ul — _1 \‘\ () o= ) — i,, ﬁ (au"]gf‘-’)"'_f }

n® P‘, =3 6

aveoe :
A = — %‘—W&
v+1)(v+=)
et les conditions :
{ (a)=0, —
(@) =PVt ke, (a)=

Nous avons d’aprés (68) les expressions suivantes des quatre fonctions
propres linéairement indépendantes et non-arbitraires du laplacien
attaché & T'hypersurface de base [ et qui correspondent & chaque
valeur prspre (positive) de I'opérateur — Aj:

W= Bl () sin (PVE )y W= D (= )%@siu(pom)

(124) t" ©

=l (7) 22 gin (P,VEn 0); Win=uli® () E n(P e 8) .
Les valeurs propres «, du laplacien qui correspondent i ces fonctions
propres, se déduisent de (122) et sont évidemment données par la
relation :

4ir*n?

%

(125) o = (n=1,2,:.-00)
(avee 0,=2P,9,), puisque & =4k;.

La détermination des valeurs et fonctions propres (%, et ®@,,) de
Vopérateur 0!, est maintenant immédiate. En effet, par suite des rela--
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tions Q;=y (73, qui sont valables pour F,, on a évidemment :

(126) ¢mu e ‘*;mu
et:
1 ﬁ }_0
12" I = — =y u:\/-'._‘ u,=-._m i e
(127) ¢ 7 e P, % o o a,

Nous ferons plus loin (Chap. III, § 8) d’importantes applications de
ces relations dans I'interprétation physique de la théorie.

Il — LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE

1. Nature du probléme. D’aprés le principe fondamental posé deés
le début de ce travail et selon lequel il y a identité entre 1'étre mathé-
matique non-arbitraire et 1'Univers physique, il v a aussi identité entre
le probleme cosmologique généralisé et le probléme de lintégration
compléte et effective du systéme d’équations (19)4-(25)+(26). La solu-
tion rigoureuse de ce systéme donnerait done immédiatement la métri-
que, la forme, I'équation de la surface frontiére et les coordonnées
normales du contenant de I'Univers, de méme que les fonctions-contenus
tensorielles 7% et Uy et les valeurs des constantes absolues zo, %,
%, et 3,. D’autre part, la solution approchée de systéme (19)+4(25)+
+(26) que nous avons développée dans II, § 11 est aussi une solution
approchée du probleme cosmologique généralisé.

Indépendamment de la recherche de la solution du systeme fonda-
mental (19)+(2D)+(26), le probleme cosmologique généralisé comporte
aussi, bien entendu, I'importante question de l'interprétation physique
des différentes grandeurs qui interviennent dans les équations (19)+
+(2D)4(26) et qui ne sont pas de nature manifestement géométrique
comme les gy et les o, de méme que linterprétation physique des
autres résultats de l'analyse de 1'étre mathématique non-arbitraire.
11 faut cependant souligner que cette interprétation, malgré son impor-
tance évidente, est une question en quelque sorte accessoire vis-i-vis
de l'intégration du systéme (19)+4(25)4(26) et dont & la rigueur une
théorie cosmologique pourrait se passer.

Nous commencerons naturellement par Uinterprétation physique des
équations (19 a) et (19 b), mais tout d’abord il faut indiquer, d’apres
le principe de l'identité de l'existence mathématique non-arbitraire et
de l'existence physique, les équivalents cosmologiques de quelques
propriétés générales de I'étre mathématique non-arbitraire :
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11, § 3: Le contenant de I'Univers est un espace de Riemann &
quatre dimensions et de classe un.

II, §§ 7 et 8: La métrique du contenant de I'Univers est hyperbo-
lique normale. En d’autres termes: ce contenant est un espace-temps
(trois dimensions spatiales et une dimension temporelle). La métrique
externe du contenant est aussi hyperbolique normale.

La frontiere de l'espace-temps est un lieu de lignes coordonnées
temporelles orthogonales & des variétés spatiales (tridimensionnelles &
métrique interne et externe elliptique) de cet espace-temps.

I ’espace-temps est illimité dans les deux sens le long des lignes
coordonnées temporelles.

II, § 11: L’espace-temps réel est. en premiére approximation, un
espace-temps de De Sitter-Lanczos & courbure moyenne constante.

2. Gravitation et «matiere». L'interprétation physique du systéme
(19 @) ne peut faire aucun doute si on le compare au systéme des équa-
tions d'Einstein du champ de gravitation. La forme des équations
d’Einstein est en effet la méme que celle des équations (19a). Il y a
cependant entre les équations d'Einstein et les équations (19 «) une
différence essentielle : ¢’est que dans les premiéres les composantes du
tenseur 775 d’énergie-quantité de mouvement doivent étre considérées
comme des données & priori du probléeme cosmologique parce que les
équations d’Einstein ne forment pas un systéme complet, en ce sens
qu'elles ne permettent pas de déterminer la métrique et la forme du
contenant de 1'Univers ainsi que son contenu 7% . Par contre, dans
nos équations (19@), qui ne sont qu'une partie du systéme complet
(19a)+(19D) 4+ (25) -+ (26), les composantes du tenseur 773 peuvent
et doivent étre considérées comme des inconnues du probleme, au
méme titre que les g, et les w; . Cependant, 'interprétation physique
du systéme (19a) est évidente. Le tenseur 77 qui figure dans ces
équations est forcément le tenseur d’énergie-quantité de mouvement,
tandis que les g, déterminent, comme en Relativité générale, le champ
de gravitation. De méme, la constante %, ne peut étre que la cons-
tante de la gravitation et 7, la constante cosmologique d'Einstein.
Leurs valeurs ne sont pas arbitraires et résultent de l'intégration des
équations (19 a, b) +(25)+(26).

Nous ne développerons pas ici les conséquences des équations (19 «)
quon trouve dans tout traité sur la Relativité générale. Nous nous
bornerons a remarquer que les relations de conservation :

()"r‘m i

ok
og
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auxquelles satisfait le tenseur d’énergie-quantité de mouvement, expri-
ment d’une part la conservation de I'énergie (en posant /=4 dans les
relations précédentes) et d'autre part la conservation de la (uantité de
mouvement (Impulsion) (en posant ¢=1,2,3) Nous savons d’ailleurs
(II, § 6) que le tenseur d’énergie-quantité de mouvemente peut étre
exprimé en fonction de certaines fonctions-contenus de base Y. qui
sont les fonctions propres de I'opérateur laplacien. On peut done
soupconner qu’il doit y avoir un rapport étroit entre les valeurs propres
a, de cet opérateur et I'énergie. Pour préciser ce rapport, considérons
la_contribution des fonctions propres d'indice » (relatives i la valeur

T

propre =, du laplacien) & la somme des composantes diagonales de 7;:

Ly SO ) o L o
— N Ty=Wh el 220 OTRn
©) | j i n
2 F 0% 09;

ce qui peut s’écrire comme suit, grice aux équations (38) et (43):

;_ x} Tji=—Va, (1),
(f1). étant linvariant défini dans le tableau (79). Etant donnée la
signification de X} 7% on voit que —Va, (1), est la contribution de la
valeur propre 2, du laplacien a la densité d’energie en un point de
I'Univers. Nous verrons d’ailleurs plus tard que les Va, sont (& un
facteur constant prés que nous apprendrons i déterminer) les masses
propres cosmologiques des corpuscules élémentaires de I’Univers.

Considérons maintenantles vecteurs 17, définis aussi dans le tableau (@925
On sait que ces vecteurs sont conservatifs :

IVa_y.

Comme nous avons déja une relation de conservation pour Iénergie,
il faut interpréter la relation précédente en disant qu'elle est uné équa-
tion de continuité généralisée, de sorte que V=, 17, est la contribution
de la valeur propre o, du laplacien au courant de «masse cosmologi-
que» (cf. les resultats du § 8 de ce Chapitre).

Pour trouver aussi la signification physique du vecteur ¢, remar-

quons que 'on a:

%': 9 x,,(fs)ra :
de’
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Cette relation est analogue (en coordonnées g') a la relation d’Uhlen-
beck et Laporte sur la divergence du vecteur densité de spin dans la
mécanique de Dirac. On doit donc interpréter W' comme la contribu-
tion de la valeur propre «, du laplacien au vecteur spin généralisé
W= W} et la fonction —2Va, (12)n est done la contribution de «, a

"
I'intensité des sources du vecteur spin généralisé.
. i g ik :
En ce qui concerne le tenseur antisymétrique 3/, , nous lui accorde-

rons la signification d'un tenseur des moments de «rotation» et de

- —
«translation»! et en déduirons deux vecteurs d'espace =, et u, en posant:
: I

“'n = iJL H 4-;21 = "];— J{,::'; ':Ti = é‘“‘,:] y
128 - < :
( ) 1 __l S AT =i M :!=_1‘ Vi
= Pt o ARy a T

- - -

Affectons d'un indice s les opérateurs d’espace, désignons par une
fleche les vecteurs d’espace et posons :

™
I)}. (al}(:wu "l’rm awle)
=y o= wn *
(129) Hox op
ﬂi fl _|__1 314 i'( + 1 I'N ? —'\;iz a [)):‘!;s
u'yu, ' étant les vecteurs unitaires des axes ¢',¢% 2% Les relations

(84) et (88) s’éerivent alors comme suit :

I’)).u';_t — rot; ':‘::l =i ‘/'I_u I:u_ j;u H lli"., f_-’:r.:" ‘ ‘/;: -:: = I):r s
oG
(130) P N
Tn ST ==t 4 i Vs Ton= 4
—(—_)—?;‘- -+ rot, Pu = N div, 7, A\u ]
et les relations (90) prennent la forme :
pa—=grad, A,‘;— - i" —!— B}
(131)
7_-‘:¢= rot, A‘I& += ‘”n
avec:
_*1= ”i:i = )xll
(132) B, w4+ B u? + B

Bi=Bl '+ B ut+ B u

L On peut aussi interpréter M comme étant les tenseurs du «ehamp mésigue»
(forces nucléaires). Nous développerons de point ce vue dans un travail en préparation.

PORT. PHYS. 2 4
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II va de soi que I'on peut assujettir le vecteur d'Univers ., (vecteur
«potentiel des moments») & la condition (92 «) qui s’écrit avee les nota-
tions actuelles :

04} . o
+ + div, 4,=0,

3-?

(133)

et I'on a aussi la relation (93).

Le systtme (130)+4(131)+(133) est formellement égal au systéme
des équations électromagnétiques pour un miliea diélectrique, mais il
est essentiel de remarquer que toutes les grandeurs qui interviennent
dans ces équations (130), (131) et (133) sont formées avec les fonctions
propres de l'opérateur laplacien dont les valeurs propres sont, comme
nous le montrerons plus loin, les masses propres des corpuscules
élémentaires de 1'Univers. Le véritable systéme d’équations électro-
magnétiques doit done étre formé avee d'autres fonctions-contenus de
I'étre mathématique non-arbitraire.

3. le champ électromagnétique. Pour les raisons que nous indi-
querons un peuw plus loin, nous interprétons le tenseur symétrique qui
figure aux seconds membres des équations (19 b) comme étant un ten-
seur d’énergie-quantité de mouvement électromagnétique, qu’il ne faut
cependant pas confondre ‘avec un tenseur de Maxwell généralisé. Dans
ces conditions, les équations (19 b), qui sont le «pendant» des équations
(19 a) du champ de gravitation, expriment l'influence des contenus
¢lectromagnétiques de 1I'Univers sur sa forme (¢’est-d-dire sur sa métri-
que externe rapportée a4 l'espace pseudo euclidien & cing diemensions
ou I'Univers peut étre plongé), de méme que les équations (19 a) expri-
ment Uinfluence des contenus «matériels» de I'Univers sur sa métrique
interne,

Comme les gy de la forme métrique interne décrivent le champ de
gravitation, on doit admettre que les w; de la forme métrique externe
décrivent les «forces électromagnétiques». Considérons un corpuscule
électrisé se déplacant sous l'action d'un champ électromagnétique.
I’équation de sa ligne d’Univers sera done 1'équation des lignes «géo-
désiques» qui correspondent a la forme métrique externe (7), c'est-i-
dire:

(134) LA { ¢ } de/do?
d$? ik Ja dQ dQ

Considérons le calcul bien connu qui permet de déduire, comme une
premiére approximation, les équations newtoniennes du mouvement et



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 4% |

I'équation de Laplace-Poisson des équations du champ de gravitation
@’Einstein (ou, ce qui revient au méme, des équations (19a)). Si la
métrique externe est quasi-statique, ce calcul peut étre appliqué sans
changement aux équations (190) et aux équations (134) et donne les
résultats suivants :

1°. Les équations des géodésiques de la forme métrique externe
deviennent :

(@ L L, (@'t
dt* 2 99"

2°, Les équations (194) donnent:
U)) _’JE"H f)q (-l_“ _ d m&i

= 7ol —)lo
a?m ()qn {}q.m ) ~ 18

puisqu’on a ici wg=y¢s-+o0y, ¥ 6étant une constante convenablement
choisie et o} des petites quantités par rapport aux w; . Il faut remar-
quer que ces équations sont écrites en coordonnées géodésiques loca-
les ¢' relatives a la métrique externe. Elles ne deviennent done com-
parables aux équations classiques pour le chamyp électrostatique que si
Pon a:

(135) we=ygx, pour ¢,k=1,2,3
car alors (b) devient:

o PR oy, 0w
(1-‘3‘!) -d';,'.:-‘ _()_C._ﬁj T 20 ;i / o I—h-)/

b 1 1

et les (a) prennent la forme :

ey f_?lg.' - c 60)_‘?
) = T2y o8

Les équations (136) sont les équations du mouvement du corpuscule
électrisé sous l'action du champ électrostatique pur dont le potentiel

est £ 0u . I'équation (136) est I'équation de Laplace-Poisson pour ce

21
champ de Coulomb. Le fait que le champ électrostatique satisfait aux
équations (136) et (137) prouve que la métrique externe de I’espace-
-temps satisfait presque rigoureusement aux conditions (135), de sorte
que les lignes de courbure des variétés tridimensionnelles 77, & métrique

interne et externe elliptique sont «presque indéterminées». Remarquons
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que la constante z, des équations (190) est, d’aprés 1'équation (136),
la «constante de Coulomb» du champ électrostatique, tandis que 7 %o U7
représente, dans les limites de I'approximation qui permet de passer
de (194) & (136), la densité de charge électrique, en un point des 17,
multipliée par un facteur constant que nous apprendrons i déterminer.

Le tenseur UU#* satisfait, comme on sait, aux relations de conservation:

20 _o.

od"

Comme U™ n'est pas le tenseur de Maxwell, nous dirons que les rela-
tions précédentes expriment la conservation de l'énergie-quantité de
mouvement électromagnétiques externes. Nous savons d'ailleurs (11, § 6)
que le tenseur U® peut étre exprimé en fonction de certaines fonc-
tions-contenus de base ®"* qui sont les fonctions propres de 1'opérateur
laplacien Aw relatif & la forme métrique externe. Il doit done y avoir
un rapport étroit entre les valeurs- propres £, de cet opérateur et
I'énergie électrique qui intervient dans U*. Pour préciser ce rapport,
considérons la contribution des fonctions propres d'indice » (relative
a la valeur propre 5, de Aw) a la somme des composantes diagona-
les de Uj':

i 008 0%k
“og 0g;

1 4 p .
L ow. rrii 4 J gy
o LJ‘ 'n =¢'mu € €y o, ,
o L

¢e qui peut s'éerire comme suit, grice aux équations (50) et (54) :
1 o =
‘I 2 I,'".:"= _“/r:u (Itm)n 3
1

(1¢), étant Dinvariant défini dans le tableau (80). Etant donnée la
signification de X U4 on voit que—VB, (I1?), est la contribution de
la valeur propre [, de Ao & la densité d’énergie électromagné-
tique externe en un point de I'Univers. Nous verrons d’ailleurs
que les V[, sont (i un facteur constant prés que nous détermi-
nerons) les charges propres (cosmologiques) des corpuscules élémen-
taires de I'Univers.
Considérons maintenant les vecteurs (17,)) définis dans (80). On sait
que ces vecteurs sont conservatifs :
a(]'m):: = ().

o4
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(C'omme nous avons déja une relation pour la conservation de 1'éner-
cie électromagnétique externe, il faut interpréter ce résultat en disant
qu'il s’agit d'une «équation de continuité» généralisée exprimant la con-
servation de l'électricité, de sorte que Vf,(Va), doit représenter la
contribution de la valeur propre £, de Ae au «courant électrique»
total d'Univers. (Voir le § 8 de ce Chapitre).

Quelle sera maintenant la contribution de (5, au tenseur antisymétri-
que du champ électromagnétique total ? Ce ne peut étre que le tenseur
antisymétrique (J,)* défini dans (80). De ce tenseur nous déduisons
done comme suit deux trivecteurs réels d'espace qui représentent le
champ électrique partiel f-,:,; et le champ magnétique partiel 1, (ui cor-
respondent a la valeur propre (£, de Ay:

Hi= —S(Oh)R; Hi= — < (Mai; 2= —— (M)
(138) B &
| Ju = ( ]{U "3 I:rf — 1 (1.{(\} ?;‘ . H;: == -1_;'(].{0))» .

Les relations (8)) et (89) donnent alors avec ces notations :

i i “J.}f?; —rote Hy=VBn (Vo)u+(Po); dive Bn=2V/Fn (Va)h+ ¢(Po)s
ac )q
(139) ¢ =

¢ d(;:;: + 10t ;"‘En = (,.\ym);, H i.li\'m it;,, =1 (.\m):. 3

oit nous avons désigné par lindice » les opératenrs d’espace formés
avec les ¢f et posé:

(Poim (i a7, f””*f—)
2\ o¢" 9q*

(140)
(Ra)a=(Bo) ul, + (Bo)i us + (Bu)2 u ; (Ao)h=—1(Bu),

wy ,wy uy étant les vecteurs unitaires des axes ¢', ¢ ¢'. D’autre part,

les relations (91) s’écrivent maintenant :

S A Né o (4:1:!1)” A
}l}l —= v{» (J(im)n = (}Q‘i + (!}w)"

I, =—i[rote(Au), +(Bu)] 5

(141)
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avec :

(Bo)u=(Bo)2ul + (Bo) w + (Bo)2ut;  (Bu)s=(Bo) b +(Bo)i ot + (Bo)ie

et il va de soi qu'on peut assujettir le quadrivecteur (Aw ), potentiel du
champ électromagnétique aux conditions (925) et (94) qui s’écrivent
avee les notations actuelles :

a(lm

(142a,0) =35

'+ dive (do)s=0; Ouw(de)h=:VE (Vo )i+ i(Pu)h.
Le systéme (139)4-(141)+ (142 a), dans lequel toutes les fonetions sont
formées avec les fonctions propres ® de 'opérateur laplacien A rela-
tif & la forme métrique externe (7), est le systéme d’équations du champ
électromagnétique partiel que correspond a la valeur propre [, .
Le champ électromagnétique total s’obtient naturellement par une sim-
ple sommation par rapport a I'indice = .

Les équations électromagnétiques que nous venons de déduire sont
écrites en coordonnées ¢'. Cependant, comme les relations (135) sont
trés sensiblement réalisées dans I'espace, on peut, en premiére appro-
ximation, remplacer les opérateurs rotw et dive, par les opérateurs rot,
et div,. Une comparaison de nos équations électromagnétiques aux
équations de Maxwell, montre alors que, conformément & l'interpréta-
tion que nous avions donnée plus haut des vecteurs (1), , ;.’if_;s,;(lv-':,,)"
est bien la contribution de la valeur propre (£, de l'opérateur Aw au
courant électrique total d’espace, tandis que V[, (V)i est la contribu-
tion de (3, a la densité de charge électrique en un point de l'espace.
D’autre part, on voit que (!jl.,),. et 7(Py), sont la contribution de f,
a la «polarisation électrique» intégrale de 1'Univers, tandis que
(:{m),, et 7(Aw), doivent étre interprétés comme représentant 1'«ai-
mantation» intégrale de l’Univers. On déduit d’ailleurs facilement des
équations en rotw i, et dive <, , grice & (83), la relation qui exprime
la conservation de la polarisation électrique :

() (1I {u)n
99"

(143) + dive (1 m),, =0,

— —
tandis que les équations en rotw #, et dive /4, conduisent immédiate-
ment & la conservation de I'aimantation :

(144) t}(&\m)n + dl‘ lu(\m)"—
7
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11 est intéressant de faire apparaitre dans les équations (139) la con-
tribution (Ea.),, de (. & linduction électrique &, ainsi que la contribu-

i induction magnétique. Pour cela, il suffit de poser :

—
tion (8,), de {5,

*;;;I = . ‘};N

(145) o s e c
()l]i aﬁi

On a alors:

(146) (@Byu=Ft&a; (Baa=Ho+3, .

et les équations (139) prennent la forme suivante, grice aux relations
(143) et (144):

-

(&B,),, 5 o
it} {._}qt‘l — rotw 1!"-;: _._v,’/:‘:“ L I m)“ div "‘k ),, = l‘/ ),,( ] m)u q
[#
(147)
i ‘")“ + rotw £,=0; divis (#)a =0
o fj

Nous avons déja écrit plus haut (équation 1420)) I'équation de pro-
pagation des potentiels (4w). . Un caleul facile donne aussi les équa-

tions de propagation des champs I, et 11, sous la forme :
(148)

-

lgm Eyei VolV ,J,,L[..,),,,(za..),,]_m:m(Am),‘—a Ma,,(l Jat (P )]

¥ ) -\-l') }n
I D"‘ I[M:;vlll (Am)f,-—?'( (d;j" -}

rote [¥/-E‘_N [_;(u ),; —{—(f’m )n]

Ces équations se réduisent aux équations habituelles pour le «vide»
lorsiue le courant électrique, la susceptibilité électrique et l'aimantation
sont nuls.

Considérons maintenant les fonctions :

So=BoocH: TG B Va)n-

e o
(S, est le vecteur de Poynting et .J, la «chaleur de Joule»). Désignons
par %/ une longueur mesurée sur la géodésique de (7) issue d'un point
tangentiellement & ¢/, et formons les quantités suivantes :
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ot

(149)
U = = (B (T @]+ [ { § S
3 &

: i o (zg"‘c)u t‘)j-‘ n -‘- () (:!Em)n () ﬁ,, ;: o
ED 9 [bn ()q_ — ( )n] [ ,,--——r}fj_i — E}T.(hm]"]}d" ;

‘:"'ﬂl = a{IJ _’(ILNX IIH)J qj (}_}011].' J:-"'1 H ‘3 ! :5)

24 i = —
i~ [(k‘;f)w (Hiy— ﬂ] —if { VB [Bui( V)l Ly <( Vi) ] +

El
=i

+ Bui(P)i— Bus<R o+ Hi(A S+ Ti<(B ) Vaz (pour j—1,2,3)

J

W' =)= i[EL En +HyHY ] (pour k,j=1,2,3; kj).

" . @ ik ] e .
Ces fonetions 2, satisfont aux relations de conservation :

ik
150 iy
(150) dq* -

2

qui expriment, pour /=4, la conservation de 'énergie électromagné-
tique «interne» et pour ¢=1,2,3 la conservation de la quantité de
mouvement (ou impulsion) électromagnétique «interne». Lorsque les
inductions électriques et magnétiques se confondent avee les champs,

tk . ] ryw
les 9, se réduisent aux composantes du tenseur électromagnétique de
Maxwell pour le «viden.

-

Considérons finalement la «force de Laplace-Lorentz» [ qu’on peut
mettre sous la forme suivante, en éerivant seulement la contribution
de f5,:

(151) t/,,,(l m),.L(U.\,)“ 1 (t=1,2,3,4)
AM,)% étant le tenseur ulltif-i}']llétl'iqu(.‘ réel suivant:
152 (J!;_:,):Js = jr,:i* : (] = ln: ( /4 ¢)n — Jn-

(192) ()8 = (s (LR = (85 (U —— (-

L’expression (151) de la contribution de £, & la force de Laplace-
-Lorentz peut encore s’éerire comme suit :

(153) { j"n.'i i T VE:: ( ]—M)» - I'J‘n — ')TN

— — - —
}“n = ien ( ]"ll):i h‘n - ‘/i(:u ( ]'&!)nx(éam)u .
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Les valeurs propres 5, de 'opérateur Aw tendent vers 'infini quand »
augmente indéfiniment; par contre, les fonctions propres ® tendent
vers zéro quand n—co plus vite que les %, ne tendent vers 0. Toutes
les fonctions précédentes, que nous avons formé avec les @,,, ten-
dent done vers zéro quand n—oo ; ce sont done seulement les premiers B
du spectre de I'opérateur Ae qui contribuent d’une maniére sensible &
la valeur d'une fonction formée avee les @™ et comportant une somma-
tion par rapporte i lindice n (valeurs totales). Les @ pour des
valeurs méme relativement petites de u, n’ont done que trés peu d’in-
fluence, aussi bien sur la métrique externe de I'Univers (c’est-i-dire
sur sa forme relativement & 'espace pseudo-euclidien & cing dimensions
ou il peut étre plongé) que sur le champ électrique et le champ magné-
tique. On peut répéter ces remarques au sujet des fonctions propres ¥
du laplacien, qui tendent aussi vers zéro quand n—co. Le champ de
gravitation (et la métrique interne de I'Univers) dépendent done pres-
que seulement des premiers termes spectraux de 'opérateur laplacien.
(e sont li des circonstances qu'il est essentiel de ne pas perdre de vue
pour bien comprendre la signification des formules de notre théorie
cosmologique.

4. les masses propres des corpuscules élémentaires, Considérons
un opérateur complet. Nous avons expliqué dans II, § 10 que ses
valeurs propres sont des propriétés intrinséques de points singuliers
du contenant de l'étre mathématique non-arbitraire, les points singu-
liers étant précisément ceux auxquels doivent étre attachés les valeurs
propres des opérateurs complets. Nous interprétons physiquement les
points singuliers en disant qu’ils sont les corpuscules élémentaires de
I’Univers. Deux importantes questions se posent alors immédiatement :

1°. Quel est Vopérateur complet dont les valeurs propres représen-
tent la propriété intrinséque la plus importante des corpuscules élémen-
taires, c’est-a-dire leur masse propre ?

2°, Quelle est la condition analytique nécessaire et suffisante pour
déterminer a priori les points de I'espace-temps ol se trouvent les cor-
puscules élémentaires ?

Occupons-nous d’abord de la premiére question. Considérons I'équa-
tion d’onde du second ordre que la mécanique ondulatoire déduit pour
tous les corpuscules élémentaires libres. Cette équation s’éerit avec
nos notations :

2 A
(154) O qfwm = :l:’_}}(_ (ih‘-")i lFm" 2
. *-
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¢ étant le rapport des unités électromagnétique et électrostatique de
charge électrique, % la constante de Planck et (m,), la masse propre
d'un corpuscule élémentaire. Comparons cette équation a notre équa-
tion (96) :

(:)[:1) a "F.mu =y 'P-HIN

On voit done immédiatement qu'on est en droit de poser :
1

= ¢’

(155) oy = —

() »

2

¢'est-a-dire :

(156)

dans la théorie cosmologique s’il est possible d’introduire dans cette
théorie, d'une maniére absolument non-arbitraire, les deux constan-
tes ¢ et 2. Or, nous verrons un peu plus loin (§ 7) que cela est pos-
sible en effet.

Daprés (156) les masses propres des corpuscules élémentaires sont
proportionnelles aux racines des valeurs propres de l'opérateur lapla-
cien relatif & la métrique interne (2) de I'Univers. Or, nous savons
(§ 7, chap II) qu'il y a une infinité dénombrable de valeurs propres du
laplacien pour chacune desquelles il existe quatre fonctions propres
linéairement indépendantes. Les corpuscules élémentaives de I Univers
ont done une infinité dénombrable de masses propres, entierement déter-
minées par la métrique interne et la forme de la frontitre de Uespace-
-temps, d’aprés les résultats fondamentaux du § 7, chap II. Cette
importante liaison «macrocosme-microcosme» sera développée plus loin (§8)
Jusqu'aux résultats numériques. ILa relation (156) montre aussi que
les masses propres des corpuscules élémentaires augmentent indéfiniment
quand n-»co, puisque o, tend aussi vers l'infini pour n-—>co. Cepen-
dant, la contribution des corpuscules élémentaires & la métrique interne
de I"Univers et aw champ de gravitation diminue et tend trés wvite vers
zéro quand n—co, puisque tel est le cas des fonctions propres W,, du
laplacien dont dépend exclusivement, d’aprés (44),le tenseur 77 d’éner-
gie-quantité de mouvement des équations (19 «). Cette circonstance est
I'une des principales raisons qui expliquent pourquoi les corpuscules
élémentaires de grande masse propre sont restés jusqu'ici inapercus
(cf. les résultats du § 8).

Il est utile de remarquer, avant de finir ce paragraphe, qu'en mul-
tipliant, d’aprés (155), les composantes (44) du tenseur d’énergie-quan-
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" i he .
tité de mouvement par le coefficient constant — on obtient une

expression de ce tenseur ayant les dimensions physiques d'une énergie.
D’autre part, en multipliant les vecteurs 177, étudiés dans les §§ 10

- h ,—
du Chap II et 2 du Chap III, par les coefficients (m,).c = —‘)—l/cx,,,
on obtient la contribution de Ve, au «courant de masse» avee les
dimensions classiques d'une quantité de mouvement.

5. Lla propagation des actions électromagnétiques et les lignes de
«longueur» nulle associées aux formes mélriques externe et interne.
Considérons les équations de propagation des champs ou des potentiels
électromagnétiques déduites dans le § 3, par exemple I'équation (142 0)
de propagation des potentiels :

D(u (All) ):,I = !l ‘/i_f:; {: ]rm):: + T.(l){r:):‘: .

I.’équation de propagation des potentiels du champ électromagnétique
total dérive de celle-ci par une simple sommation par rapport a U'indice »:

- e _ 1 0 (= 046\ R rua ok :
(15”) ijlmE = (1'(" ¥ '_“_-) =12 En [‘ Ir:" ( Vs u + (P{")HJ s
Vo g ox’ 1

et un théoréme bien connu de la théorie des équations aux dérivées
partielles lindaires du second ordre et du type hyperbolique normal,
comme 'équation (157), nous apprend alors que les «rayonsy» de la pro-
pagation des actions électromagnétiques (rayons lumineux, par exemple)
sont les bicaractéristiques de Cauchy de Uéquation (157) et que ces bica-
ractéristiques sont les lignes de «longueur» nulle qui correspondent i la

Sorme quadratique :
dQ* =i dz; dx;

c’est-d-dire & la forme métrique externe. Contrairement i ce qu'on admet
en Relativité générale, les rayons lumineux ne sont pas les lignes de
longueur nulle du ds°, sauf dans le cas particulier trés important ou
I'on a en chaque point de 'espace-temps :

(158) O =" ffir (f-', k=1 ) 9 ) B 3 -l-) ’

¥ étant un invariant (courbure moyenne en un point de I'espace-temps).
Les lignes de courbure de l'espace-temps sont alors indéterminées et la
formule de Gauss (25) prend la forme:

R; ikt -——=‘/_‘2 (,'j';k Git—Ya !jﬂ-) .
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Un théoréme connu de Schur nous apprend alors que y est une cons-
tante en chaque point de I'espace-temps. On arrive de la sorte au
résultat suivant:

Pour que les rayons de la propagation des actions électromagnétiques
(les rayons lumineuzx, par exemple) soient les lignes de longueuwr nulle du
ds* (de la forme métrique interne), il faut et il suffit que Uespace-temps
soit une hypersurface it courbure moyenne constante.

Nous savons qu'en premitre approximation I'espace-temps réel est
un espace-temps de De Sitter-Lanczos qui satisfait & (158), mais en
toute rigueur les rayons lumineux sont les lignes de «longueur» nulle
du dQ* et leur marche doit dépendre essentiellement du champ électro-
magnétique, d’aprés les résultats du § 3. Refaisons done, en partant
des o de la forme métrique externe, le caleul, aujourd’hui classique,
qui donne la formule einsteinienne de la déviation des rayons lumineux
par la gravitation des grandes masses, comme le soleil. Pour cela,
considérons un champ électrostatique pur & surfaces équipotentielles
sphériques. On déduit alors I'équation (136) des équations (19 5), et
cette équation (136) donne, en dehors des charges :

(159) = B -+ 2 s
Tw
avee :
ro=V (g P+ + (¢ _
(on néglige ici, comme dans le caleul d’Einstein, Jo et la courbure des
sections spatiales de I'espace-temps, de sorte que les dg, pour i—1,2,3
sont intégrables) et

(160) o= f; 74
{7 étant la «charge électriquer totale qui produit le champ.
2 | jutr p . I

Pour les autres ;, on obtient la solution suivante i symétrie

sphérique :
qi i

y . Pt b i)

(“)1) o ?Jm ik Qw 3 Jr =] e ’J

)
o=t =0.

Considérons un rayon lumineux venant «de linfini», appartenant
au plan des 2',° et orienté perpendiculairement i I'axe des z' quand
il passe le plus prés du corps qui produit le champ. La vitesse de la
lumiére est donnée par 1'équation :

(162) dQ* = vy da dact = 0.,
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Soit 7 le module de cette vitesse, c¢’est-d-dire :

e dx dx*\* [dx’
{159) \/(ﬁ".r) ('d.z-;"') T((E}
On déduit alors de (162), avec une approximation suffisante, pour le
rayon défini ci-dessus :

\/ 0y
y 0y

et la courbure totale de ce rayon sera donnée!, avec une bonne appro-
Ximation, par:

, i ;}/ 3

ou bien :
i s % 4s
(164) ¢ _‘] L,

par suite des relations (135). qui sont toujours valables, en premiere
approximation, sur les sections spatiales de I'espace-temps dans le cas
d’un champ électrostatique pur. Comme by doit s’annuler lorsque
I'espace-temps tend vers un hyperplan, il faut poser: by =y, de sorte
que (164) donne en tenant compte de (159) et (161):

i 5 Eﬂ'm
(165) o .
b 4 | ¥ ‘”m\

D, étant la distance naturelle minima du ravon lumineux au centre du
champ.

Considérons maintenant le cas particulier trés important ot le champ
électrostatique & symétrie sphérique est produit par une masse électri-
sée dont la gravitation est si importante qu'on peut négliger tout-i-fait
la gravitation des autres masses. Supposons encore que les surfaces
de niveau du champ de gravitation coincident pratiquement avec les
surfaces équipotentielles du champ électrostatique. Tel est le cas du
soleil et de toutes les étoiles simples. Dans ces conditions, les poten-
tiels de la gravitation sont donnés, au méme degré d’approximation

1 Cf. A, Einstein: «Les fondements de la théorie de la relativité généralen,
Hermann, Paris.
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que les expressions (159) et (161) des o par les expressions bien
connues 3

a
y“=—‘1 -+ pe
(166) ] @ @
r,--——-a ] L —
Jit: =0+ ¢ » Vi, k=1,2,3.
Ju=g5:=0
avec:
r=V @ +@ )
et
e J[ . il i S i
e (%= constante einsteinienne de la gravitation) .

M étant la masse totale qui produit le champ de gravitation. En com-
parant ces valeurs des g, aux expressions (150) et (10'1) des vy on
voit immédiatement que I'on a ici wy=%Lgs pour t,k=1,2,3,4,
Dans ces conditions, la formule (165) pour la déviation des rayons
lumineux par le champ électrostatique devient identique i la formule
einsteinienne de la déviation des rayons lumineux par le champ de gravi-
tation :

2a
167 O =
(167) .

On voit done que, grice a la condition (135), la déviation einsteinienne
est égale a la déviation (16D) daus le cas d'un astre comme le Soleil,
bien que cet effet doive étre attribué toujours au champ électrostatique.
Dans Despace environnant le Soleil ou toute autre étoile simple, les
rayons lumineux sont donc, en premiére approximation, & la fois les
lignes de «longueur nulle» du dQ* (de la forme métrique externe) et
les lignes de longueur nulle du ds*.

6. les charges éleclriques propres des corpuscules élémentaires.
Considérons I'équation (48) des fonctions et valeurs propres de I'opé-
rateur laplacien Ao relatif & la métrique externe (7):

(48) = _(l/;m”" l?%") = Bu b -

Vo gt gxt '

Comme cet opérateur est complet, ses valeurs propres (3, représentent
(voir § 10 du Chap II) des propriétés intrinstques des corpuscules élé-
mentaires. D’aprés les équations électromagnétiques (147), il est évi-
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dent que les VE, sont, & un facteur constant prés que nous allons
déterminer, les valeurs absolues des charges électriques propres des
corpuscules élémentaires. Considérons par exemple I’équation :

(168) Qives (B)u =1V B (Vo )o=—V B P €} €1 P1 -

En la comparant & 'équation de Maxwell correspondante, on voit faei-
lement qu'en multipliant ses deux membres par un facteur constant

1
ayant les dimensions M/* I* 7' on obtient au second membre la den-

1 4
sité de charge électrique avec les dimensions classiques M/* L* 7™

(en unités électrostatiques), quand on convient de donner aux P, les
3

dimensions L *. Ce facteur constant doit évidemment étre formé uni-
quement avec les constantes fondamentales %, ¢ et d,. En désignant
par e, les valeurs absolues des charges élémentaires, il faut done
pt)sel‘ H
(169) en==B, hefsn ,
c¢’est-d-dire :
(170) en=£(V/ @, he)V o 5
& étant une constante positive sans dimensions (nombre pur) que nous
déterminerons plus loin (§ 8).
La transformation (51) montre que le second membre de (168) peut
i
varier entre la limite inférieure négative —v 3, 3. 02, et la limite supé-
1
rieure positive V[ 2k P - Il y a done des charges electri-
1
ques négatives et des charges électriques positives pour tout e
4
et il est clair qu'd la limite inférieure —v[3, oo correspond la
1

charge propre élémentaire négative :
—e, =— (\!"E! 9y ."'w) VB
. - L gt M f Ll 3 2 1.0 )
et & la limite supérieure /7 3 ®.. la charge propre élémentaire
1
positive :
R et (" aauk{.‘) V?"u .
En d’autres termes : aux corpuscules élémentaires de masse propre (my),
et de charge électrique propre —e«correspondent toujours des corpus-
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cules élémentaires de méme masse propre et de charge électrique égale et
de signe contraire (4-e,). On sait expérimentalement que tel est le cas
des électrons, mais la théorie cosmologique montre qu’il en est de méme
pour tous les corpuscules électrisés véritablement élémentaires.

La relation (170) montre que les charges électriques propres des cor-
puscules élémentaires tendent vers l'infini avec l'indice de numérotage
des valeurs propres des opérateurs A et Aq pour lesquelles ces opé-
‘ateurs ont quatre fonctions propres linéairement indépendantes. Mais
les e, tendent vers 'infini moins vite que les masses propres (m,), .
Nous devons insister & nouveau sur le fait important que, malgré I'exis-
tence de corpuscules élémentaires de charge électrique propre infini-
ment grande, leur influence sur le champ électromagnétique est nulle.
Plus exactement: l'influence des corpuscules élémentaires de charge
+e, sur le champ électromagnétigue diminue et tend vite vers zéro
quand lindice » tend vers I'infini, puisque tel est le cas des fonctions
propres ®,,, dont dépend exclusivement le champ électromagnétique.
En rapprochant ce résultat du résultat correspondant de la fin du § 4
sur le champ de gravitation, on comprend maintenant parfaitement
pourquoi les corpuscules élémentaires de grande masse propre et de
grande charge électrique propre sont restés jusqu'ici rebelles i I'obser-
vation et doivent méme probablement le rester par suite de leur nature
méme. Kn effet, un objet, un phénoméne physique, n’est observable
que par les actions, en derniére analyse gravifiques et électromagnéti-
ques, qu'il exerce directement ou indirectement sur les sens de I'obser-
vateur. Si done les actions gravifiques et électromagnétiques des cor-
puscules élémentaires tendent vers zéro quand leurs masses cosmolo-
giques et leurs charges électriques propres tendent vers linfini, leur
«observabilité» (physique) tendra aussi vers zéro dans les mémes con-
ditions. On peut done affirmer que notre monde physique habituel,
celui qui est facilement accessible i nos sens, aidés ou non d’instru-
ments scientifiques, tout en étant celui qui modéle presque entiérement
la métrique et la forme de I'Univers, n'est qu'une toute petite partie,
qu'une partie infiniment petite, de l'ensemble des contenus de 1'étre
mathématique non-arbitraire, c¢’est-i-dire de l'ensemble de ce qui est
doué d’existence physique dans I'espace-temps (cf. les résultats du § 8).

La théorie des corpuscules élémentaires comporte évidemment la
détermination a priori des points de l'espace-temps ol doivent étre
attachdes les masses et les charges électriques propres ainsi que les
autres propriétés intrinséques des corpuscules élémentaires. Mais ce
probléme de la «position des corpuscules» ne sera traité que plus loin
en méme temps que d’autres questions qui ont un rapport étroit avec lui.
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7. les constanles ¢ et /i, La présence des constantes ¢ et % dans
la théorie cosmologique n’est admissible que s'il est possible d'en donner
des expressions absolument non-arbitraires dans le cadre de cette
théorie. Considérons d’abord la constante ¢, qui est le rapport de I'unité
électrostatique & I'unité électromagnétique de charge électrique et aussi
la vitesse de propagation des actions électromagnétiques dans une région
o leffet de la «matiére» électrisée sur cette propagation est insensi-
ble. Si nous considérons I'expression (163) du module de la vitesse
de propagation des actions électromagnétiques, expression qui devient:

—r

=
en placant I'axe des «° parallélement i la divection de propagation en
un point, alors la constante ¢ peut naturellement étre considérée comme
la limite de 7 lorsque les o, tendent vers leurs valeurs pour un espace-
-temps pseudo-euclidien plan, c’est-i-dire lorsque w; —0. On a done:

(171) ¢ lim \/__u
W =>0 ")-‘ug

en sous entendant que les axes 2/ sont ici des axes orthogonaux et
que I'axe des «, par éxemple, est tangent i la direction de la propa-
gation. Cette définition de ¢ introduit, sans aueun arbitraire, cette
constante dans la théorie cosmologique.

Pour introduire aussi la constante % dans cette théorie, considérons
un phénoméne (rayonnement) se propageant & la vitesse des actions
électromagnétiques.  Désignons par u les vecteurs unitaires des rayons
de cette propagation et par / une constante (arbitraire) ayant les dimen-

; i N n . + ; ;
sions d'une longueur. Posons w— — et formons Uinvariant 2 w;, les u;

étant les composantes covariantes de «. On peut alors éerire :
(172) W (%) = Op (@ i)+ f e (227) .

Posons d’ailleurs #'—ct et considérons aussi les composantes contra-
variantes 7" du tenseur 7% qui forme les seconds membres des équa-

tions (19«). Formons alors les fonctions —_f?."" dv, v étant le petit
tti.
volume autour de chaque corpuscule (photon) ou 7%=£0 dans le phé-

nomeéne (rayonnement) déerit par (172). Envisageons les limites de ces

PORT. PHYS. 2 &
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rapports lorsque les fonetions f,,(z") de (172) tendent vers zéro et
les 9,, vers des fonetions périodiques de VUinvariant 2w;., en méme
temps que la métrique de 'espace-temps tend vers une métrique pseudo-
-euclidienne ds*—(da'f +(da®) +(da*)—c* df , dans une certaine région
de I'Univers. Dans ces conditions, les I TYdv tendent vers les com-
posantes d'un vecteur de Uespace-temps pseudo-euelidien et I'on a néees-
sairement :

(173)

=

T - ] T de -lim-l—J 7% dv = lim -.1_‘ 7™ =it - ’ T% dv=h,,
Uy

" ", "

Joowe e .'ll_

h, étant une constante universelle et le passage a la limite étant celui
qui vient d’étre défini. En nous reportant aux formules (177) et (17R)
du § 8 de ce Chap.. on voit que 'on peut éerire :

=0} 8=i
& I T dv 4 .

o
i

A étant la constante newtonienne de la gravitation et m la masse
pesante des photons du rayonnement déerit par (172) avee f,, (/) — 0.

- ¢ ", ! .
En posant v= -—: la derniere relation de (173) donne done:
/ ¢

fro
me* = —L 2L ¢y
8= K

d'on I'on déduit la définition de la constante /i :

g % i
174) hh— 2L
( 87 K
qui est ainsi étroitement reliée i la structure corpusculaire du rayon-
nement.

8. Masses et charges des corpuscules, gravitation et électromagné-
tisme dans |'espace-temps. Nous savons (Chap. II, § 11) qu'en pre-
mieére approximation l'espace-temps réel ne differe que par une petite
perturbation d’un espace-temps F) de De Sitter-Lanczos. Les masses
et charges propres des corpuscules élémentaires doivent donc étre, en
premiére approximation, les masses et charges propres qui correspon-
dent & une petite déformation de /,. Dans le § 12 du Chap. II nous
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avons déduit que le spectre de I'opérateur laplacien A est donné pour
un I, peu déformé, par la relation :

250

F =
Va, =—:=-

o

Oy

En utilisant la relation (156), nous aurons done le spectre suivant de
masses propres des corpuscules élémentaires qui sont compatibles avee
une petite déformation de /7

I

{1 T:}:} (Hf"\:l“ =—n.
3

0
Rappelons-nous que ¢, est le diamétre (3,—2P, 6,) de la surface
frontiere o (’équation 6=0,) du contenant /. Nous savons (Chap.II,§3)
quune telle frontidre existe nécessairement dans 1'otre mathématique
non-arbitraire au point de vue géométrique. Elle doit cependant atre
«physiquement» inexistante, en ce sens qu'aucune observation ne doit
pouvoir la déceler, car il est clair que seul un espace fermé et illimité
est physiquement admissible. Dans ces conditions, &, doit étre la plus
petite longueur dont la mesure ait un sens. Cette longueur est la «lon-
gueur d'onde de Compton» 9, —/h/(m,), ¢=2,245<10™"" em , (m,), étant la
masse propre (pesante ou d'inertie) de I'édlectron. En remplacant cette
valeur de g, dans (175), on voit immédiatement que I'électron corres-
pond exactement au premier terme spectral de I'opérateur laplacien 2y
de U'espace-temps [, c'est-i-dire (m),—=(m,).. Toutes les autres mas-
ses propres des corpuscules élémentaires compatibles avee une petite
perturbation de £ sont alors données par (m,),—(m,). n et sont done les
multiples entiers de la masse propre de I'électron.

Pour comprendre ces résultats, il est absolument essentiel de ne pas
sconfondre la notion de masse propre (m,), des corpuscules élémentai-
res, que nous avons utilisée jusqu'a présent, avee la notion classique
de masse propre pesante (ou d'inertie) des mémes corpuscules. Consi-
dérons en effet I'équation de Laplace-Poisson généralisée qui corres-
pond & (104) lorsque le champ est quasi statique :

(176) e
On sait, d"aprés la théorie de la Relativité générale, qu'il faut poser :
(177) R

g étant la densité de masse pesante ou gravitationnelle et », la cons-
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tante einsteinienne de la gravitation, qui est reliée & la constante clas-
sique (A7) newtonienne par la relation :

(178) P,

On sait d’autre part que p=p;,. g, 6tant la densité de masse d'inertie.
L’équation (176), appliquée dans le voisinage d'un corpuscule dont la
masse pesante est m,, donne la valeur suivante du potentiel gravifique
propre v, créé par le corpuscule :

(“’”) 7-111 S Lo ?

r ¢tant la distance entre le centre du corpuscule et le point o l'on
détermine le potentiel. La constante 7, est, comme nous I'avons dit
plus haut (chap IT, § 11), la différence entre la constante cosmologique 7,
qui correspond a I'Univers et la constante cosmologique 2, qui corres-
pond & lespace-temps /. La fonction 7" est donnée par (44), et il
est clair, comme nous lavons déji fait ressortiv plusieurs fois, que sa
valeur ne dépend que des premiers termes du spectre de l'opérateur
laplacien, c’est-d-dire des premiéres masses propres (m,), compatibles
avec une petite déformation de F,. Comme 7}, tend trés vite vers zéro
%

T

quand n->co, on peut, en premiére approximation, poser 7'= 3 1), —
I

=1, ee qui revient & dire qu'en premiére approximation la masse
pesante m, de (179) est égale a4 la masse propre de l'ensemble des
électrons qui forment le corpuscule m, ., cest-a-dire: m,=v,(m,),=

Y (m,). . v, étant le nombre d’électrons dans m,. Autrement dit, la
masse propre pesante (ou d’inertie) de I'électron est presque identique i
sa masse propre (m,), qu'on déduit de notre théorie cosmologique.
[Pour ne pas confondre les masses propres (m,), des autres corpuscu-
les avee leurs masses propres pesantes (ou d’inertie) qui, pour n—-co,
tendent vers zéro alors que les (m,), tendent vers co quand n-»oco.
nous dirons que les masses propres qui ont été et seront désignées par
(m,)n sont les masses propres cosimologiques des corpuscules véritable-
ment élémentaires (ponctuels)].

Considérons maintenant la moitié en contraction de I'espace-temps de
De Sitter-Lanezos, c¢’est-d-dire, d’aprés (97), 'hypersurface F, pour

«o=7=0, et donnons-nous la petite perturbation qui représente la
différence entre [ et le contenant /' de I’étre mathématique non-arbi-
traire (contenant de 1'Univers). A cette perturbation correspondent,



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 69

nous I'avons déja montré, des corpuscules élémentaires dont les masses
propres cosmologiques (m,), ne different que peu des valeurs (175).
Par suite de la contraction de F, pour —o0<z<0 et du champ de
gravitation créé par les corpuscules élémentaires, ceux-ci doivent néces-
sairement se rapprocher pendant cette phase en contraction de F, et
se réunir pour former des corpuscules complexes non-élémentaires.
Pour analyser ce processus, dont I'importance est énorme dans 1'Uni-
vers, remarquons d’abord que, du fait que la contribution 7}, des cor-
puscules élémentaires de masse propre cosmologique (im,), a la fonetion 7'
tend trés vite vers zéro quand n-—»co, le champ de gravitation qui
existe autour de ces corpuscules tend trés vite vers zéro quand la
masse propre cosmologique (m,), croit. Il est done clair que la ten-
dance & la réunion des corpuscules élémentaires pour former des cor-
puscules lourds non-élémentaires diminue trds vite en importance quand
n—co. On peut done se borner, en premiére approximation, i consi-
dérer seulement la formation de corpuscules lourds non-élémentaires
par réunion des corpuscules élémentaires qui correspondent aux tous
premiers termes du spectre de I'opérateur laplacien (et spécialement
par réunion d’électrons, qui sont les seuls corpuscules véritablement
¢élémentairves dont la masse propre pesante ou d’inertie est appréciable).
Lie processus que nous analysons s’arréte forcément quand le corpus-
cule non-élémentaire qui résulte de la réunion de corpuscules élémen-
taires n’a plus autour de lui de champ de gravitation, ce qui arrive
lorsque la masse pesante du corpuscule lourd compense la masse fictive
qui correspond a la constante cosmologique 7,. Nous pouvons admet-
tre que le processus est achevé partout dans I'Univers i la fin de la
phase de contraction du #) correspondant, ¢'est-i-dire pour =0 (voir
la formule (97). A ce moment li le champ de gravitation 7,, est nul
w(r)
en chaque point de lespace. Désignons par - ; - la solution élé-
w(r) )
mentaire de I'équation de Laplace aj[-}—} 0, A} étant 'opéra-
teur laplacien relatif & I'espace 3! (section de I'espace-temps /) par
Phyperplan ==0). Alors, de I'équation (176) on déduit, en tenant
compte de (177) et (178):

o 2K it Y E )
(lh”,} ?-\:z‘CTfV"leu"EJ _j___-dl'd!
v V3

I} étant le volume de 3., clest-a-dire 17=2%*P}. Soit N, le nom-
bre d’électrons de I'Univers pour =0 et J, sa masse pesante totale
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pour £=0. On a done M;=N,(m,).. Remarquons qu’a la valeur de
la premiére intégrale de (180) ne contribuent évidemment que les
oints ol se trouvent les corpuscules, de sorte que l'on a. pour 7=0:
1 I : l I

Q9K (F wir OSRM w [J} & et (7
s | o ") ave - ":,” ]1,,, —dV)= ‘?‘-%— I ,( avy.
L r > 0 .

i i et

Si done, pour £=0, il n'y a pas de champ de gravitation, la relation
(180) donne immédiatement :

KM, 7,

J-El‘” :: ™
ou bien :
e =e'P,a .
(181) M =" (avec: a=P});).

4K

La relation (181) est analogue & la relation d'Einstein pour un Univers
sphérique et statique, avec cette différence que la constante cosmolo-
gique d’Kinstein est ici remplacée par la constante cosmologique qui
correspond & la différence entre I'espace-temps réel et 'espace-temps /)

Considérons maintenant I'équation électrostatique qui correspond &
Péquation (111):

(182) A:‘: m(ﬂ=)'_;: o U- ‘}""‘ Lo

De cette équation on déduit:

— . Y ke L (rl s }.:.f j" by .
(183) ol =25 [ av,— 42 | = an
13 Vi

Pour calculer la valeur de la premitre intégrale, posons :
(184) [var—1,

v, étant le petit volume sphérique autour de chaque électron ot la
valeur de U differe sensiblement de zéro (conception classique de
I'électron, globule d’électricité). Eerivons maintenant Iéquation clas-
sique du mouvement d'un électron de charge e et de masse pesante
(). sous laction d'un champ de Counlomb électrostatique pur, créé
par une charge dégale :

f* pt 2 A = ¢ Z >
! g, 0 = (Ko). —-%cog(r,;l

Sl o
a (m,). 05’ (my).

(185)
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A étant le potentiel et (A%). la constante de Coulomb. De I'équation

0, ¢

(136) on déduit immédiatement la valeur suivante du potentiel
! 2

en tenant compte de (184)

i 2] C‘z 7 ('-" Loty (_,""_
| Bl SR
56) 2 8 r

L’équation (137) du mouvement de I'dlectron sous I'action du champ
de Coulomb pur (¢'est-d-dire en faisant abstraction de Jw) s'éerit done :

> -

v

g e goy, ye & e 2
= — — Ly — CO8 (7, 07) .
’”> LR

187 - :
(487 dt 2y, 0¢f =

En comparant cette équation & (185) on déduit :

St {':'.; e

::H‘,'_—- i

(188 e ¥ ——
' I} (-"\m)va’ € ‘_JH.J!‘ 3

Les corpuscules lourds non-élémentaires qui résultent de la réunion
des électrons pendant la phase en contraction de F possédent foreé-
ment, ou bien une charge nulle, ou bien une charge e égale i celle de
I'électron. - En tenant compte de (18%) on peat done éerire comme suit
la premicre intégrale de (183):

(189)

?

Lo . wr) 2y (Ke)a & w(r:)d:
oo [0 0) gy, B0 E 0

dw r ' (m,). ¢ F r;

vy

en désignant par N, le nombre de corpuscules lourds qui existent
dans 1, et 4; étant égal & zéro ou & =1 suivant qu'il s’agit d’un cor-
puscule neutre, ou positivement ou négativement électrisé. Nous avons
vu que lorsque le processus de réunion des électrons pour former les
corpuscules lourds est achevé (pour 7=0), il 0’y a pas de champ gravi-
fique autour de ces corpuscules, plus exactement 74=0 pour z=0.
Nous devons done admettre aussi que pour ==0 il n’y a pas non plus
de chamyp électrique, ¢’est-a-dire qu'il y a compensation entre le champ
électrostatique propre des corpuscules et le champ qui correspond a la
densité fictive de charge représentée par la constante 7°7, . Dans ces
conditions, la formule (183) s’applique aussi bien a la totalité dun
volume 17 qu'a une quelconque de ses parties. En posant done wj,=0
et en tenant compte de 7, >0 et de la relation (188), on voit immédia-
tement que la charge d'une partie quelconque de 17 doit étre toujours
positive, la densité de cette charge étant d’ailleurs constante dans T7}'.



72

ANTONIO GINO

Ceci signife que les corpuscules lourds sont, ou bien positivement électri-
sés (par la charge élémentaire +e), ou bien électriquement neutres, le
pourcentage de corpuscules électrisés étant constant dans 1. Le sym-
bole 9; de la formule (189) ne peut done prendre, pour t=0, que les
valeurs zéro et +1. Par suite du champ de Coulomb, les électrons
négatifs ont tendance i se réunir aux électrons positifs, de sorte que
-les corpuscules lourds non élémentaires et positivement chargés sont
évidemment beawcoup moins nombrena que les corpuscules lourds neu-
tres.  D’autre part, le fait d'¢tre neutre ou électrisé pour un corpus-
cules lourd, pris aw hasard dans I"Univers, peut évidemment étre con-
sidéré statistiquement. Si nous désignons par N le nombre total de
corpuscules lourds (dus a la réunion d’électrons) qui se trouvent dans
I"Univers pour =0, alors (189), traitée statistiquement, devient pour
cette valeur de =:

(19(“ Ez.p‘-‘ LI‘:NL_.P I: " “_I-’ '3| it " “.2) '32 o '’ t}._\_?) a‘\.:]J _

"' 2 - = o v
(7). € /i Ty rN

L{!i}(!\:r))pf ‘/:ﬂ",'-i l" w l'f') 1770

v

Comme on a o, =0 pour =0, la relation (183) donne immédiate-
ment, en tenant compte de (190) et pour cette valeur dé =:

(191) VNP il ().
Pu ' 4{’/‘—(0}'! ' e*

; : 1 . = o
Mais on a d'une part y=— et d'autre part (Aw),—1 et i=>/P,,

i

O étant un nombre pur voisin de 1. La relation (191) s’éerit done :

(192) VAP _=b (m,).c"
\ il

et est done identique, au facteur constant =0/4 prés qui ne change pas
Pordre de grandeur de N/, & la eélébre relation d'Eddington. Nous
avons done montré que cette I'(']{lti(lll est une ('“I]Sélluplll'(’? de notre
théorie cosmologique, ce qui & notre avis est un résultat trés important.
Un simple coup d'oeil sur la relation (192) montre quelle exprime
I'égalité de I'énergie de masse et de I'énergie électrique d'un électron
placé dans le champ électrostatique propre de lvnqemblo des corpus-
cules lourds de 1'Univers pour ==0.
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Désignons par m, la masse pesante des corpuscules lourds qui résul-
tent de la réunion des électrons. Pour =0, on a M,= N, (m,),=
=N/m,, (m,). étant la masse de I'électron. Appliquons alors les for-
mules précédentes pour calculer les valeurs numériques de J/, (masse
totale de I'Univers pour ==0), de N,, N} et surtout de Iimportant
rapport m,/(m,). de la masse des corpuscules lourds non élémentaires
a4 la masse de I'électron. Nous avons, par exemple dans le systéme
d'unités c.g.s., les valeurs numériques suivantes :

' K=06,6 <107 ()" (em)' (sec)™; e=3<10" (em) (sec)™
I] 93) 1 4
I (1m)e=9,02< 10 g ¢=4,85¢10""(u. e. 8.)[(gr)* (em)? (sec)™].

Quant & P,, les observations astronomiques et toutes les études cos-
mologiques d’Einstein, de De Sitter, de Friedmann et de Lemaitre, etc.,
s‘accordent pour lui assigner l'ordre de grandeur 10°—10 parsecs,
c'est-a-dire 107 ¢cm. Des formules (181) et (192) on déduit immédia-
tement :

4a et

i,

(194)

En- tenant compte des valeurs numériques précédentes on trouve done :

s iy, 4a :
(195) Ordre de grandeur de 7 — ;—! s 12,
iy ), ™0

Comme on a dP/dz—=0 pour =0, nous admettrons que la masse
totale de I'Univers pour =0 est égale & la masse totale d’'un Univers
sphérique et statique d’Einstein de méme rayon P,. La relation (181)
donne alors @—1. On connait par ailleurs la relation (to=lyly), de
sorte que - OP,=w/P}y, d’olt: b=a=1. Alors (195) donne :

(196) Ordre de grandeur de """ — 107,
: (#tg)e

et pour obtenir la valewr expérimentale exacte my/(m,), = 1847 , il suffit
de poser dans (194) la valeur parfaitement admissible :

(197) P,=530><10° parsecs =1,6><10¥ ¢m .

Les mémes valeurs numériques donnent d’ailleurs pour N, (nombre
total d’électrons de 1'Univers pour ==0) et pour N (nombre total de
corpuscules lourds non élémentaires de I'Univers pour 7=U) en utili-
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sant la formule (181) avee a=1 et les relations M, =N, (m,).= N m,, :

®CP _sctom: ap= TP _ 3,25¢10%

(198) N, = —— -
4K (m), 4+ n,

. el | ]
nombres dont Pordre de grandeur est précisément celui que 1'on admet
eénéralement,

Nous avons ainsi démontré par notre théorie cosmologique :

1° que des corpuscules lourds comme les protons, les neutrons et les
atomes d'hydrogéne (ceux-co w'étant en somme que des newtrons de plus

grandes dimensions) existent wécessaivement dans U Univers ;

2° que ces corpuscules lowrds ont précisément wne masse théorique

égale a la masse expérimentale des protons, neutrons et atomes d’hydro-

gene et doivent étre identifiés avee ewr.

3% que les protons, neutrons (et atomes d’hydrogene) ne sont pas des
corpuseules véritablement élémentaives (ponctuels) et sont formés par des

électrons véunis intimement.

12 quil w'y a pas des protons ayant wne charge électrque négative,
ow du moins qu'il w'y en avait pas pour =0, cest-t-dire lorsque P(z)
était éqal a P, .

On voit que l'existence des protons, neutrons et atomes d’hydrogine
est essentiellement conditionnée par lexistence des denz constantes
cosmologiques 7, et jo des équations fondamentales (19 «) et (195).
La constante cosmologique einsteinienne 7, est d’ailleurs insuffisante
pour démontrer l'existence et les propriétés des corpuscules lourds .
il faut Iui associer I'antre constante cosmologique jo que la Relativité
n'envisage pas, parce qu'elle n'étudie que les propriétés de la métrique
interne. Ce fait est & mon avis une raison suffisante pour ajouter le
systéme (19 4) au systéme einsteinien (19 «), indépendamment méme de
notre principe fondamental sur lidentité de Vexistence physique et de
Pexistence mathématique non-arbitraive, dont la traduction mathémati-
que est précisément le systeme d'équations (19 a)+(194).

[ia masse des protons, neutrons et atomes d’hyvdrogene, que nous
avons déduit théoriquement. est, d'aprés le raisonnement méme oui
démontre T'existence de ces corpuscules, une limite supérieure pour la
masse pesante des corpuscules lourds non-élémentaires qui peuvent
exister dans I'Univers. En parlant de corpuscules lourds non-élémen-
taires nous ne pensons évidemment pas aux noyaux des atomes, qui ne
sont que des ensembles de protons et de neutrons. reunis par Uinter-
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action d’échange (de mésons) entre protons et neutrons. Si chaque
moment du temps cosmique le processus de réunion d’électrons qui
donne liew aux corpuscules lourds (protons et neutrons) était com-
pletement achevé comme pour =0, alors il n’y aurait jamais dans
I'Univers des corpuscules de masse pesante intermédiaire entre celle de
Pélectron et celle des protons et neutrons. I.’existence, expérimentale-
ment bien établie, des «électrons lourds» (appelés aussi mésons), prouve
Justement que le processus fondamental dont il est question n’était pas
complétement achevé pour =0 (c’est-d-dire lorsque P=P,), ou bien
qu'il ne l'est plus. Les mésons rentrent done facilement dans notre
théorie et doivent nécessairement étre interprétés comme des protons et
newtrons incomplets, trés probablement en voie de désagréqation (perdant
done pew @ pew lewrs électrons constitnants).

Nous ne voulons pas développer dans ce mémoire les conséquences
cosmogoniques des résultats de ce paragraphe et passons i la détermi-
nation de la valeur du coefficient @ de la relation (169) entre les char-
ges propres des corpuscules véritablement élémentaires et les valeurs
propres de L'opérateur laplacien associé & la forme métrique externe de
I'Univers. Pour faire cette détermination, il suffit d'utiliser la relation
(192) et de se rappeler que l'on a (175) dans F, et (,=P,2,.
On obtient alors immédiatement :

) b
(199) G
TR 16 =V N?

ou bien si on pose 4 =1 comme précédemment :

1
16 =V

Il va de soi qu'il ne faut pas confondre les charges dlectriques pro-
pres des corpuscules élémentaires, données par (170), avee les charges
électriques au sens classique, de méme qu'il est essentiel de ne pas con-

(200) a

fondre les masses propres cosmologiques (), avec les masses pesan-
tes (ou d'inertie) classiques. Les charges électriques au sens clas-
sique [(e,).] des corpuscules élémentaires sont reliées & la fonetion 17
(appelée énergie électromagnétique externe dans le § 3) par la formule :

e v 1 Sl (_v,l [ ¢ ]
201 o o LU [ Ll
e 8% ; (Kol (€n)er (m,). ¢

qui est une généralisation immédiate de (188) et oit e et (). reproé-
sentent comme toujours la charge et la masse (au sens classique) de
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Pélectron. On voit done que les charges au sens classique tendent
rapidement vers zéro quand - oo, puisque tel est le cas pour U, ,
contribution de e, & la valeur de 7. Les charges ¢, (qu'on peut appe-
ler charges propres élémentaires cosmologiques) tendent au contraire
vers linfini quand » - co. Comme les masses propres cosmologiques,
les charges électriques au sens classique (¢,); ne sont sensibles que
pour les toutes premiéres valeurs de l'indice de numérotage des valeurs
propres (z,,[%,) des opérateurs laplaciens, et spécialement pour n—1,
qui correspond & I'électron. (Vest donc seulement pour 'électron que
la charge au sens classique, donnée, d’aprés (201), par:

~ 1
{\eu_)r!:x?'m (:fn.,'](- c L'I:r' L
8% I e |
se confond pratiquement avec la charge propre cosmologique ; ¢’est-i-
-dire :
e=(e)a=~e

et nous avons d'ailleurs posé e=e, dans la détermination du coeffi-
cient & de (170).
Avant de finir ce paragraphe il est intéressant de calculer le pourcen-

tage (constant dans l'espace pour 7=0) de protons, c¢’est-d-dire le
ATD

rapport -‘i_’;s N, étant le nombre total de protons dans I'Univers
Ead

pour v=0. De la relation (181) et de I'’équation (183) dans laquelle

on pose oy, =0, puisque =0, on déduit immédiatement :

A (o) _ 7 p (mo)e
N N YT 4e 4N &

et la relation (192) donne alors (a=b=1):
Ny 1
N VNG

¢’est-d-dire la valeur numérique suivante pour NJ/N7:

(202)

o N, " 0
(203) —= = 1. 75107,
. ‘\I’u
Il y avait donc environ 1 proton pour 0,6:<10" corpuscules lourds
(neutrons 4-atomes d’hydrogéne+-protons) dans I'Univers au début de
sa phase expansive.
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IV — MECANIQUE ONDULATOIRE COSMOLOGIQUE

1. Ondes et corpuscules. Principes fondamentaux de la mécanique
ondulatoire cosmologique. La dualité ondes-corpuscules, qui est fon-
damentale pour la mécanique ondulatoire «classique», se retrouve dans
notre théorie cosmologique et permet d’en déduire une mécanique ondu-
latoire relativiste et cosmologique en accord avec la relativité générale.
On doit remarquer dés maintenant qu'il y a dans la théorie cosmologi-
que deux sortes de fonctions ondulatoires pour «un corpuscule» de
masse propre (m,), et de charge électrique propre +e, (co sont d’'une
part les fonctions propres ¥, de l'opérateur laplacien A qui corres-
pond i la métrique interne et a (m,),, et d’autre part les fonetions pro-
pres ®,, de l'opérateur laplacien A, qui correspond i la métrique
externe et & +¢,), tandis que la mécanique ondulatoire classique ne
considére que des fonetions d’onde d'une seule sorte.

Les ¥, et ®,, satisfont, comme on sait, aux équations (38) et (D0).
Les équations (38) peuvent évidemment étre interprétées comme des
«équations de Dirac» généralisées, compatibles avee la relativité géné-
rale, tandis que les équations (50) sont des «équations de Diracy 2éné-
ralisées relatives a la forme métrique externe, d'oti nous avons déduit
toutes les grandeurs électromagnétiques.

Il faut attirer ensuite I'attention sur un autre point essentiel, & savoir :
tandis que l'introduction des quatre fonctions d’onde qui satisfont aux
équations de Dirac dans la mécanique ondulatoire celassiquen de 'éle-
ctron est arbitraire et ne se justifie que par ses conséquences, 1'exis-
tence de quatre fonctions d’onde linéairement indépendantes satisfaisant
& des équations de Dirac généralisées, pour chaque valeur propre a,
du laplacien ou £, de Popérateur A, est un des points fondamentaux
de la théorie cosmologique et fait 1'objet de I'un de ses théorémes.

Comme les fonctions d’onde ¥, et ®,, sont des fonetions propres
non-arbitraires des opérateurs A et A., toute opération de normali-
sation qu'on ferait subir i ces fonctions leur ferait perdre évidemment
leur caractére absolument non-arbitraire (¢’est-a-dire ferait en sorte que
leur valeur en chaque point ne pourrait plus étre entidrement
déterminée par la métrique, interne ou externe, de Iespace-temps
et par la connaissance de la surface frontiere de Pespace-temps). Les
fonctions d’onde ne pouvant étre soumises i des opérations de norma-
lisation, il est impossible de leur accorder, comme aux fonetions d’onde
de la mécanique ondulatoire classique, le caractére de fonctions de pro-
babilité de présence des masses dlémentaires (m,), ou des charges
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électriques élémentaires +e¢,). Ceci est tout-a-fait naturel, puisqu'on ne
voit pas comment pourraient intervenir des fonctions de probabilité
pour décrire les phénomenes essentiels dans un Univers que la théorie
cosmologique identifie complétement a I'étre mathématique non-arbitraire.
Il serait absurde d’accorder aux W,, et aux ®,, la signification de
fonctions de probabilité, alors qu'on forme avee les ¥, lé tenseur 77,
d’énergie-quantité de mouvement et avec les ¢, le tenseur électroma-
gnétique (7 des équations fondamentales (19 a) et (194) de l'étre
mathématique non-arbitraire,

Nous avons appris (voir les §§ 6 et 10 du chap. IT et tout le chap. 11I)
A déduire des W, et des @, d'importantes grandeurs scalaires. vecto-
rielles, tensorielles, dont nous avons donné I'interprétation physique.
En particulier, toutes les grandeurs électromagnétiques sont formées
uniquement avec les @, et les valeurs propres correspondantes [3,
(charges ¢lectriques propres). Mais nous devons maintenant chercher
4 déterminer la signification des fonctions d’onde ¥, et @, au point
de vue de la présence des corpuscules élémentaires dans un élément de
volume de 'Univers. La réponse i cette question va résoudre non
seulement la question de Iinterprétation physique des fonctions d’onde
en elles-mémes. mais encore le probleme de la «position des corpus-
culesy.

Pour résoudre ce probleme, il faut d’abord indiquer les équivalents
cosmologiques des deux principes fondamentaux de la mécanique ondu-
latoire ':

Premier prineipe. lLes valeurs que peut prendre une grandeur (pro-
priété intrinséque ou extrinséque) attachée i un corpuscule élémentaire
sont les valeurs propres de l'opérateur linéaire et hermitique corres-
pondant.

LRemarque. 11 faut distinguer, comme nous l'avons déja dit, entre
opérateurs complets (ou spatio-temporels) et opérateurs incomplets.
Dans le premier cas, les valeurs propres correspondantes représentent
des propriétés intrinséques des corpuscules élémentaires; dans l'autre
cas, les valeurs propres correspondantes représentent des propriétés
extrinséques des corpuscules élémentaires.

Comme exemples de propriétés intrinséques, on peut citer les deux
plus importantes : la masse propre (m,), et la charge électrique pro-
pre (+e,) qui correspondent respectivement aux opérateurs A et Ay

1 Cf. par exemple les ouvrages de L. de Broglie, surtout «L.’¢lectron magnétique»,
pag. 209 et suivantes, Hermann, Paris, 1934,
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et que nous avons étudié en détail. Comme exemples de propriétés extrin-
séques, on peut citer la position des corpuscules élémentaires, leur
quantité de mouvement, leur spin, les fréquences propres de leurs vibra-
tions dans un systéme, ete., chaque propriété correspondant a un opé-
rateur incomplet que nous déterminerons.

Avant d’énoncer le second principe fondamental de la mécanique
ondulatoire cosmologique, il est nécessaire de définir /'intensité des
différentes valeurs possibles d’une grandeur «attachée» i un corpuscule.
Considérons par exemple le spectre de raies de I'atome d’hydrogéne,
¢'est-d-dire le spectre des valeurs propres de I'opérateur qui correspond
4 la grandeur «fréquences propres de vibration de I'électrony dans un
systtme formé par un électron négatif et un proton. Pour caractériser
completement le spectre, il faut connaitre non seulement la fréquence
des raies mais aussi leur intensité. ceci en faisant abstraction de leur
largeur. On peut done dire qu'a chaque terme du spectre des valeurs
propres de lopérateur «fréquence des vibrations de I'électron dans
I'atome d’hydrogéne» est attaché un nombre (ou une fonetion) qui est
I'intensité de chaque valeur propre de l'opérateur fréquence. Ce fait
ost général, et on peut dire qu'a chaque valeur possible d'une grandeur
attachée & un corpuscule élémentaire, et qui correspond i un certain
opérateur, est associé un nombre (ou une fonction) qui représente l'in-
tensité des différentes valeurs possibles de la grandeur, c’est-i-dire
Pintensité des différents termes du spectre (discontinu et continu) des
valeurs propres de I'opérateur correspondant.

Considérons maintenant les quatre fonctions propres W, relatives &
la valeur pl'npro o, du laplacien. Ces fonections peuvent s'écrive : ¥, =

=V, (=',2*,a,2',m), m étant au sevond membre une variable discon-
tinue pouvant 111‘(\11(11(- les valeurs 1,2.3,4. Soit O un opérateur
complet ou incomplet dont nous dl?hl,‘;llu]lb par «a les valeurs propres
et qui peut agir non seulement sur les variables spatio-temporelles,
mais encore sur la variable discontinue w . Supposons que ¥, admet
un développement suivant les fonctions propres o de 0. En désignant
par £ l'ensemble des variables continues et discontinues que O fait
intervenir, et par » I'ensemble des variables que O ne fait pas interve-
nir, le développement en question peut s’éerire :

(204) a-kRa
L e L(Pvlf ) ous (E)+ zi‘" (a.n [\1 f 2, (:'t,E)da] da
da

I'intégrale se rapportant au spectre continu, U'indice p servant a numé-
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roter les valeurs propres du spectre discontinu de O et l'indice v les
fonetions propres linéairement indépendantes de O pour chacune de ses
valeurs propres. De méme, nous pourrons éerire comme suit le déve-
loppement des quatre fonctions propres ®,, de l'opérateur Ao suivant
les fonetions propres de O:

(205) at§a

a L ¢ 1 - ¢ 1 fx b ] =
D, (@', 2%, 2% 2 m)= 3 (i) [1]2,, () + D(cr)[a, 7] [ - ] % (a,E)da ]o« .
[T ' wyy | oa .

0

Convenons maintenant de représenter par fr/m une sommation par
rapport & lindice m lorsque »n comprend cette variable discontinue,
c’est-d-dire lorsque O n’agit pas sur m. Ceci étant dit, le second prin-
cipe de la mécanique ondulatoire cosmologique s'énonce comme suit,
pour les corpuscules élémentaires de fonetions d’onde W, et @, :

Second  principe.  1°). Dans le spectre discontinu d’un opératenr
linéaire et hermitique O qui correspond i une grandeur non électro-
magnétique (grandeur mécanique) attachée aux corpuscules, l'intensité
de I'une quelconque des valeurs possibles de cette grandeur est la

somme fz ¢y, (n) [Pddm des carrés des modules des coefficients de o,
il S .

dans le développement de W, suivant les fonections propres de 0.
Dans le spectre continu, Uintensité des valeurs de la grandeur, com-

prises entre « et a--da, est la quantité fz | ey (e, 0) [ dadm .
yl

2°). Dans le spectre discontinu d’un opérateur linéaire et hermiti-
que Oo qui correspond & une grandeur électromagnétique attachée aux
corpuscules, lintensité de l'une quelconque des valeurs possibles de

n][*din des carrés des modu-

), .H-Y -

cette grandeur est la somme f:ﬁ [ (e
')

les des coefficients de ¢,, dans le développement de ®, suivant les
fonetions propres de (),. Dans le spectre continu, l'intensité des
valeurs de la grandeur, comprises entre a et a- da, est la quan-
tite [ 3| (en),[a, ) dadm. '

Considérons, par exemple, l'intensité des masses propres des corpus-
cules élémentaires, c¢'est-d-dire I'intensité des valeurs propres du lapla-
cien. Dans ce cas, le développement (204) se réduit & :

V. (@) o, o, o, m)=Vou (2, 2%, &°, ) ,
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et I'on a pour expressiou de l'intensité de la masse propre (m,), dans
le spectre des masses propres :

| e fdm=4.
w

De méme Uintensité de la charge électrique propre ¢, dans le spectre
des charges électriques propres (opérateur Ae) est donnée par:

'f 2 i ((‘m]::m i‘-’ ({H.‘ =4,

Nous pouvons maintenant traiter le probléme de la «position des cor-
puscnlesn.  Cherchons d’abord les valeurs propres de 'opérateur qui
correspond A la grandeur extrinséque «coordonnée ' d'une masse pro-
pre élémentaive (m,),» . Cet opérateur n’est autre que la coordonnée
elle-méme et 'équation de ses fonetions et valeurs propres s'éerit:

wo=a‘y.

ILa solution est la fonction de Dirac 3 (2'—«’) dont on connait les pro-
priétés. L'opérateur 2/ a donc un spectre purement continu (ce qui est
évident, puisque les masses propres élémentaires peuvent prendre toutes
les positions), et comme les «différentielles propres» :

I )
ait-§ai
1 o~
i ’ g (wi—a)ddal

.
al

forment un systéme de fonetions orthonormales complet, on peut écrire
i (_,;-‘ ! a0, )= L i (rr" . ﬁl =" (Nf a 'ﬁ'_]

D'aprés le second principe, U'intensité des valeurs de la coordonnée !
des masses élémentaires (m,), . comprises entre a’ et aboal, est alors
donnée par :
e e : Tala - % | . : s Y ur ¥
f | en (a ) [Foaidm = 2| e (ain) [t dai = 2| ¥a(al, n) [ daf = pIL ST L
i 1) m

Cette quantité est done Uintensité de la présence d’un corpuscule élémen-
taire (de masse propre (m,),) entre r'=a’ et ri=al4da’ . L intensité
de la présence d'un corpuscule élémentaire de masse propre (m,), dans
I’élément de volume d’espace da' g 3" autour du point 2 (' S ot a)

est done la quantité }.: SN (- da*da’ et l'on peut dire
m
(ue 2 W2 est la densité d'intensité de présence d'un corpuscule élémen-

m
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taire de masse propre (m,),. Il est alors évident que les points des
sections spatiales de I'espace-temps qui sont effectivement oceupés, pour
une certaine valeur de ', par les corpuscules élémentaires de masse
propre (m,), sont les points ot la densité d'intensité de présence Ny

we
"

est maxima. Ces points engendrent. dans Pespace-temps, des lignes,
qui sont les lignes d'Univers ou trajectoires d’espace-temps des corpus-
cules élémentaires de masse propre (1) +

Le raisonnement précédent peut étre répété sans changement avec les
fonetions propres @, pour arriver a la notion de densité d’intensité de
présence des corpuscules élémentaives de charge électrique propre +e, .
Cette densité est évidemment la fonetion z'if’:':,,,. de sorte que les

w
points des sections spatiales de Fespace-temps qui sont effectivement
oceupés, pour une certaine valeur de ', par les corpuscules élémen-
taires de charge électrique propre *e, sont les points ot la fonetion
3 @2, est maxima. Ces points engendrent done. dans ['espace-temps,

m
les lignes d'Univers des corpuscules élémentaives de charge électrique
propre *e,.
] . MY 3.0 = . . .
Du fait que les maxima de X @2, ne coincident que fortuitement

n

g, -l . 5 ¥
avee les maxima de z, D, sur les sections spatiales de | espace-tenps.

”
on peut déduire de ce qui précede un trés important résultat : les points
des sections spatiales de Uespace-temps ol se trouvent les masses propres
élémentaives (mg), ne coincident que fortuttement avee les points ol se
trouvent les charges électriques élémentaires + o, . Fn dautres termes.
le corpuscule «élémentaire» électrisé classique, doué d'une certaine
masse propre non-nulle et d'une charge électrique propre est toujours
en réalité wn couple de corpuseules ponctuels véritablement élémen-
taives, I'un avee une masse propre (m,), et sans charge électrique,
lautre avec une charge électrique +¢, ot sans masse propre, ces
deux corpuscules ne coincidant qu'accidentellement mais restant en
général trés rapprochés l'un de 'autre. comme nous allons le voir
immédiatement. Considérons les deux équations (4D) et (48) des fone-
tions propres des opérateurs A et Ag:

]. f} / — (}‘ifmn I3
4[‘.} = . Jo gt —— | = Zy ll wit s
{2) Vg i (\b TI ot )
et:

(_l_H} .’1_ o . <‘/;; flI;}‘. f)mm.’_') — .,":H L
£

Vi g ot
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On sait que les =, sont proportionnels aux carrés des masses propres
élémentaires et que les [, sont proportionnels aux carrés des charges
propres élémentaires. Supposons que I'espace-temps satisfait a la con-
dition (158): wy=ygs. L’équation (48) devient.

1 d V’" i (}q)mu -
—— (Vg g*—"") =1En P,
Vg o ( gk )

de sorte que ses fonctions propres deviennent identiques aux fonetions
propres de l'équation (40) et d'autre part a,=yf,. Dans ce cas, la
densité d'intensité de présence des masses propres élémentaires est
égale en chaque point de l'espace-temps i la densité d’intensité des
charges électriques élémentaires. Kn d'autres termes, tout corpuscule
élémentaire de masse propre (m,), et sans charge coincide alors cons-
tamment avec un corpuscule élémentaire sans masse propre et de charge
lectrique propre +e, (pour la méme valeur de z), de sorte que la
notion de corpuscule élémentaire électrisé classique se confond, dans
ces conditions, avec la conception de corpuscule élémentaire qui découle
de la théorie cosmologique. Or, on sait que I'espace-temps satisfait
effectivement, en premiére approximation, & la condition wy=ygu, ce
qui permet d’affirmer qu'en général & un point ol se trouve un corpus-
cule neutre de masse (m,), correspond un point trés rapproché ou se
trouve un corpuscule sans masse et de charge +e, (pour la méme
valeur de n), 1'éloignement de ces deux points étant d’ailleurs d’autant
plus grand que les variations de la courbure moyenne de I'espace-temps
sont plus grandes.

Pour compléter 'étude de la position des corpuscules élémentaires.
il faut déterminer quels sont, parmi les maxima de la densité d'inten-
sité de présence N2, des charges électriques élémentaires, ceux qui

sont occupés par des corpuscules élémentaires de charge négative —e,
et ceux qui, par contre, sont occupés par des corpuscules élémentaires
de charge e, (égale et de signe contraire). Considérons a nouveau
Péquation électromagnétique (168). La densité de charge électrique
étant, d'aprés cette équation, égale, i un facteur constant positif pres.
i la quantité —VE, ®,, € €, P, on voit immédiatement qu'un maxi-
mum de la densité d'intensité de présence des charges élémentaires est
oceupé par un corpuscule i charge négative lorsque la fonetion @, € €5, P’
est positive et inversement. Prenons les axes cgéoddsiques» locanx
q',¢*,¢" dans leur orientation principale relative a la valeur propre Ba
de Vopérateur Ay; les supporis des axes locaux ¢' et ¢ sont alors
en coincidence et nous dirigerons ¢' vers les «temps propres» croissants
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des charges. Dans ces conditions, la fonetion ®,,elel, ® devient
¢gale en valeur absolue a la densité d'intensité de présence X 92, des

w
corpuscules, car on a maintenant €)€,,—=+ 1, ou hien, d’aprés la trans-
' .r}f,"

- 1. Un maximum de la densité d'intensité de
G {{H il

présence des charges est done occupé par un corpuscule ¢lémentaire

formation (H1):

; ] . g g’
de charge —e¢, (ou +e¢,) sil'on aen ce maximum -!"i =+1 (on 3 -f—.. ==1).
) Un M

Remarquons qu'avec cette orientation des axes locaux ¢'. la contribution
des corpuscules & la densité partielle ( Ul') d’énergie électromagnétique
«externer» est nulle, d’aprés U'expression (95) du tenseur U7*, mais il
v a forcément autour des corpuscules, et dans leur voisinage immédiat,
une surface fermée, presque sphérique, on U} est maximum. Il y a
done autour des corpuscules une sorte de «barriére» d’énergie marquant
la limite de ce que la conception classique désigne par corpuscule élé-
mentaire, alors que le véritable corpuscule élémentaire doit étre consi-
déré comme rigoureusement ponctuel.

Daprés I'équation (168), I'espace-temps peut étre divisé en régions
occupées par des charges négatives et en régions occupées par des
charges positives. Cette distribution continue de charges est en quel-
que sorte I'céehoy de la présence des charges des corpuscules élémen-
taires, mais n'est pas une fonction ou grandeur «attachée» aux corpus-
cules, au méme titre que les charges propres +e¢, (Voir § 2).

Il en est de méme pour les masses propres (m,),. Sinous considérons
en effet I'équation de continuité des masses (82), qu'on peut écrire
comme suit :

L (Vo Yo €6 W) = — div, (Va, W, 61 6, W)

E]
on voit immédiatement que tout se passe comme si des masses de den-
sité égale, & un facteur constant positif prés, & Ve, ¥, 6 el V) se trou-
vaient répandues d’une maniére continue dans I'espace-temps. On peut
du reste, d’aprés (39), admettre que certains maxima de la densité
d'intensité de présence des masses propres (ceux pour lesquels on a
V..e e, V. >0) sont occupés par des corpusculos élémentaires de
masse propre positive 4 (), , tandis que d’autres maxima (ceux pour
lesquels on a ¥,,ele, ¥, < 0) sont occupés par des corpuscules élé-
mentaires de masse propre négative —(m,),. D’une maniére analogue
a ce que nous avons fait pour les corpuscules d’électricité, prenons
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les axes géodésiques locaux ¢'.¢% " dans leur orientation principale

L
G s On s fu Telative a la valeur propre e, du laplacien: les supports des
axes locaux ¢' et ¢* sont alors en coincidence et nous dirigerons ¢ vers les
«temps propresy croissants des masses. Dans ces conditions, la fonction

¥,.ele, Wi devient égale, en valeur absolue, i la densité d’intensité

de présence X Vi, des corpuscules, car on a maintenant eje,=+1,
w
N ) . a0 09 2 i i g9 ‘o
ou bien, d'aprés (39): = =+ 1. Un maximum de la densité d'intensité
o3
L}

de présence des masses élémentaires est done occupé par un corpus-
cule de masse propre +(m,), (ou —(m,),) si 'on a en ce maximuim

4 4
0% s § ) - i
(TL‘- =+1 (ou — =—1). Remarquons aussi quavec cette orientation
..’j“ f‘su

des axes locaux ¢/, la contribution des masses propres i la densité par-
tielle (7.') d’énergie est nulle sur les corpuscules, d’aprés I'expression
(44) du tenseur 7%, mais il y a forcément autour des corpuscules et
dans leur voisinage immédiat une «barridre» d’énergie (surface fermée
sur laquelle 77" est maximum).

Les équations (130) montrent que la densité de masse (positive et
négative) joue par rapport au champ des «moments de rotation et de
translation des masses» le mime role que la densité de charge par
rapport au champ électromagnétique. Iexistence de masses propres
positives et négatives permet seule d’aillenrs de comprendre le phéno-
méne, expérimentalement bien établi, de apparition et de la disparition
par paires de corpuscules de méme masse (absolue) et de charges
électriques contraires.

La solution que nous venons de donner du probléeme de la position
des corpuscules assigne i chaque corpuscule ¢lémentaire une position
ot une vitesse bien définies a4 chaque instant. Ce fait est cependant
parfaitement compatible, comme nous le verrons plus loin, avec les rela-
tions d'Ileisenberg sur les incertitudes inévitables dans les wmesures
stmultanées de la position et de la vitesse d'un corpuscule élémentaire.
Il faut enfin souligner le fait que la théorie cosmologique établit une
distinction radicale entre masse et électricité, Il n’y a pas de corpus-
cule élémentaire ayant & la fois une masse et une charge électrique,
sauf si l'espace-temps satisfaisait rigoureusement i oy =ygu (7=cons-
tante), mais méme alors il faudrait plutét dire que les corpuscules élé-
mentaires neutres et de masse propre non nulle occuperaient les mémes
points de l'espace-temps que les corpuscules élémentaires dénués de
masse et de charge électrique non nulle.
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2. Grandeurs altachées aux corpuscules élémentaires et champs
d'espace-temps correspondants. Dans le paragraphe précédent, nous
avons déja rencontré deux champs d'espace-temps qui correspondent
aux masses propres et deux autres champs qui correspondent aux char-

ges propres. 11 s’agit des densités d'intensité de présence X W3, et

"

¥ 2, des masses et des charges et des densités de masse Vz, ¥, e'el ¥’
m

et de charge électrique t,f:" D, 6,6, P, . Ce fait est général. A chaque
opérateur dont les valeurs propres sont, d’aprés le premier principe de
la mécanique ondulatoire cosmologique, les valeurs possibles d’une pro-
priété ou grandeur attachée aux corpuscules, correspondent des champs
d’espace-temps (densités de valeur moyenne). Soit O l'opérateur qui
correspond & la propriété mécanique a des corpuscules et appliquons

Popération (76) aux quatre fonctions propres ¥, =V, (=, 2% 2", ', m) de

Iopérateur laplacien (fonctions d’onde des masses élémentaires (m,),) .
11 vient :

(206) O¥)= [Wu 0. W2 e,
1‘,

avec une sommation par rapport a U'indice muet m. Nous dirons alors
que les fonctions ¥,,.0.-¥} sont les champs d’espace-temps qui cor-
respondent & la grandeur mécanique «. De méme, soit (O, 'opérateur
qui correspond & une grandeur électromagnétique @, attachée anx cor-
puscules et dont les valeurs possibles sont les valeurs propres de .
Appliquons alors I'opération (76) aux quatre fonetions propres ¢,—
=, (', 2% 2", &', m) delopérateur Ao (fonetions d’onde des charges élé-
mentaires) : il vient:

(207) Ou(®,)= [ @, 0.9 dr,
J

avee une sommation par rapport a indice muet . Nous dirons que

les fonctions @,,-Ou-®; sont les champs d’espace-temps qui corres-

pondent a la grandeur électromagnétique o attachée aux corpuscules.

Considérons par exemple les opérateurs Vo, 6! el =Vz, - I et V, €l e} =

. \f:_"! Les champs correspondants (p:x—uz ¥, et t/zzll),’,,,l) ne
n

sont autres, aux facteurs constants Va, et 5, pres, que les densités

d’intensité de présence des masses et des charges élémentaires. De méme,
¥ . k . & . A ¢

aux opérateurs iVz,ei€, et ¥V, eie,, qui sont, daprés les équa-

. Y O - w . . . . L i d
tflons (_.-Sh‘l et (50), |dent1qut1s respectivement aux opérateurs — ae,ﬂe,’, eﬁ;——_
! "

b
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. k i () . I o
ot — i€} €n,€ny—— correspondent les champs d’espace-temps &/ , ¥,.eie¥y
o’
wi & 1 . . » PRy .
et W/E?*u D, €, €,, P, qui sont, a des facteurs positifs constants pres, les
densités des courants de masse et de charge électrique dont il a été
question dans les §§ précédents.

3. Impulsion d'Univers, spin et ¢«magnétisme propre» des corpus-
cules élémentaires. Nous allons chercher quels sont les opérateurs qui
correspondent i ces différentes grandeurs intrinséques et extrinséques
attachées aux corpuscules. Considérons d’abord I'impulsion d'Univers.
Si on désigne par Y les coordonnées cartésiennes de Minkowski de I'es-
pace-temps pseudo-euclidien, Popérateur covariant de la mécanique
ondulatoire classique qui correspond i I'impulsion d’Univers attachée i
un corpuscule élémentaire a l'expression:

h o

E}'}'. e et
2=0) k

Comme dans la théorie cosmologique ce sont les axes locaux ¢ qui
jouent le role des variables Y%, l'opérateur «Impulsion d'Universy de
la méeanigqne ondulatoire cosmologique sera le suivant:
(208) pe= 2 -

=T gt
D'une maniére générale, i tout opératenr de la mécanique ondulatoire
classique construit avec les }* correspond un opérateur de la mécani-
que ondulatoire cosmologique obtenu en remplacant les Y* par les .
Ainsi, par exemple, en associant les opérateurs p; aux opérateurs og*
(qui représentent de petites longueurs mesurées, i partic de lorigine,

f)’j.’.;‘- » .

sur les ¢f, de sorte que —}'— 1), on obtient I'équivalent cosmologi-

,
0¢

que d'une importante relation opératorielle de la mécanique ondulatoire
classique :
, fo
. ‘ - u
(209 a) S0k Pr— P 01 = 5=

(‘onsidérons maintenant I'opérateur tensoriel :

- — = —

: ; v [ ) :
(210 «) ee,jke'_f—-%e*'%——_—e’ -—€
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dans lequel les — indiquent les fonctions auxquelles les opérateurs —Ei-

¥
sont appliqués.  Les champs d'espace-temps correspondants sont les
tenseurs 7, d’énergie-quantité de mouvement que figurent dans les
équations fondamentales (19 ).

Il y a lieu de rappeler ici que la méeanique ondulatoire classique ne
fait intervenir que les fonctions d’onde des corpuscules de masse (intro-
duites d’ailleurs a priori), tandis que la mécanique ondulatoire cosmo-
logique dispose des fonctions d’onde non-arbitraires ¥,, des masses
élémentaires et @, des charges électriques élémentaires. On peut alors
faire correspondre a chaque opérateur mécanique construit avec les ¢*
un opérateur électromagnétique construit avec les ¢*. \insi, par exem-
ple, & coté de I'opérateur «Impulsion mécanique d’Univers» il v a lieu
de considérer un opérateur «lmpulsion électromagnétique» dont 1'ex-
pression est évidemment :

(2086) (Paim ==y
et dont les valeurs propres sont les valenrs possibles de I'impulsion

électromagnétique d'Univers attachée i une charge élémentaire +e, .
Le champ d’espace-temps correspondant :

.}J q'm:r 'q ‘J)::' "
2‘»‘.‘ (;iti';,-

est la densité d'impulsion électromagnétique d’Univers répandue dans
Uespace-temps.  De méme, & Uopérateur (210«) on peut faire corres-
pondre 'opérateur :

. . T 5l 2 P s
(2100 4) ietlel = e et o ot
. E Heg r}q# i d?; lhh iy F)"j,- iy

. . Py =il
dont les champs d’espace-temps sont les tenseurs électromagnétiques 7,
qui figurent dans les équations fondamentales (194). Enfin, I'analogue
électromagnétique de la relation opératorielle (209 «) s’éerit comme suit,

: . 5 " fi
{_2“” b _] :}’[ﬁ (_F?m}ﬂ' - Lpt-l)f.- 'J"fk - :" 5

Il est intéressant de remarquer que les expressions (2( 13) et (208 4) des
opérateurs p et (p,); permettent d’éerive comme suit les équations (38)
et (D0) en tenant compte de (156) e (170):
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15 .7 . W
- ? Eﬂ }'JJ- b i = (H"u'l:r L i x

€Ll
Qed, .,
bt 'Tq E;:'f [_pﬁ_\rl,' q’mu =€y q)mn .

W : L - facs,
On voit done que ce sont les opérateurs - - 6. p et —2% T'—‘ €ng(Pu)i

qui correspondent, sans coefficients constants, aux masses propres et
aux charges électriques propres des corpuscules élémentaires.

Il est utile de remarquer que, du fait que les dg' et les dg' ne sont
pas intégrables, la détermination des fonctions propres des opérateurs
qui font intervenir les ¢ et les ¢’ ne peut étre faite qu'aprés avoir
écrit ces opérateurs en coordonnées générales . (Pest ce que nous
avons fait avec les opérateurs laplacien A et Ae (opérateur laplacien
de la forme métrique externe), en passant des équations (49) et (47)
aux équations (D) et (48).

C'onsidérons maintenant les opérateurs e,77* dont les valeurs pro-
pres sont +1. Affectons ces opérateurs du coefficient constant i

4
(la raison de ce coefficient apparaitra plus tard) et formons les opéra-
teurs suivants:

I )
211" L O = (=N 8 il
(...ll) By =0g P; — o' P I:En’/," .

(es opérateurs correspondent au «moment de rotation total» des cor-
puscules élémentaires, qui est égal & la somme du «moment de rotation
orbital» (rapporté ici i un point infiniment voisin du corpuscule) et du
«moment de rotation propre» ou «spin» des corpuscules (opérateurs

T e . ; .
—ieiy'") . Les champs d’espace-temps qui corrrespondent au spin

1]

ont Pexpression — — Wi, ie) 7 W™, de sorte qu'ils sont égaux (au

_ I " : e S
facteur = prés) aux vecteurs d'espace-temps 1177 de densité de
spin, que nous avons défini plus haut (tableau (79)) et qui satisfont anx
relations (36). On a en effet
i\ ik W — ® o8 ik
” 3’_'\‘ H ("‘ LI/“ __"l*mu e,u/,: l{,”.‘

et d'autre part (30) s'éerit:

__"__(i n',:'\ = —{lm ellE)e
(j?l _‘-"_. f, - - N 4
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Il est trés intéressant de calculer les LiI."i‘(_‘l()pll(‘]l]f‘lll's de
u -L-Fn (J,’ :I," .'}ﬂ

suivant les fonetions propres des opérateurs qui interviennent dans ces
valeurs des cmnpo-‘santos de la densité de spin. Considérons, par exem-
ple, lopérateur —ie € e e, relatif i la composante de la densité de spin
suivant g, et clluuhum d’abord ses fonctions propres. qui sont les
solutions ¢, (m) de I'équation :

’JJ

—(7e,€;€,€,)

JU.‘J

(m] =y, % Ju Lm)— {e’eﬁ 6,: } By (m] .

En tenant compte des valeurs (36) des éléments des matrices € et €}

on trouve :

.*.'? (E}):—-f&’_& (1:}; rT‘{—L} =y [_.) ]

ip(D=as(3); o (2)=az(4) |
dot on déduit qu'il n’y a que les deux valeurs propres +1 et qu'il
existe, pour chacune de ces valeurs propres. deux fonctions propres

Yyy €t 2, définies par:

.”'_—-1 { ?n(.l_}=_1: “n 2:= -1 ?i1(3):"—;: '.Dn("‘):"‘
.)] ( s =_1) ?IJ(1]= —3 Zia l‘? =i : ?r‘.‘(:}): I 912(4’J=1
{ - - { P ll)z 1 P (2 =—ti3 P (‘h = I'; Zuy {‘1'):
(@p=+1) | 3., (1)==—735 o, (=1 ; 2,@)=—1 9,(4)=7.
Ces fonetions sont normées et orthogonales, car on a:

i . : : ' . 4 pour v=p'; v=y
‘ o* (m)y , (m)dmn="W <* (m)z , (m)=1)" | By
P Y S T e 0 pour pmstu'; v£v

D’aprés (204) le développement de W, (2', 2% &', 2', m) suivant les o,
s'éerit :
W, (2!, 2%, 2, &', m)= e}, (0) 9, () + e, (40) 3,5 (m) + 2, (1) 2y, () ¢ (0) 0, ().
d'ott I'on déduit, grice i (212):
_'l‘if-':{; ""(lyln - ;q;.'du) '(IP'EH_!I' Ell:-in); "l"-‘n "_‘(q;ln 'El‘]’"!u.]'I_(l};"u"i_'ily-m),
'l';cf_'la'___(ly-lquil{;ﬁn) "(Llflu*_;li"-'in:}: ‘l":" _[qu i fq'-n] (Llaln"f—{q)"iu),
En appliquant le second principe fondamental de la mécanique ondula-

toire cosmologique, on voit immédiatement que :

‘ Cay ll‘[_ | Caz

a 1 T r P 2 ; 2
= E ”llfln:_q‘-ln [-__1_!!.[,’1”_1}:_‘“ T 2 _'i"ly-'ill |-+!l["21l_‘y3!i|”l
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ost Dintensité des valeurs positives (+%/47) de la composante du spin
suivant ¢}, (axe local ¢' dans son orientation prineipale) tandis que :

e+ [enl* = % | Wa+ Wou P+ | Win—Wou [ | Wout- Wan [+ | Won—Wan
est lintensité des valeurs négatives (—//4=) de la méme composante
du spin pour les corpuscules élémentaires de masse propre cosmolo-
sique (m,),. Ces résultats, et ceux que I'on peut obtenir facilement en
répétant le calcul précédent pour les autres composantes du spin, pré-
cisent la signification physique des fonctions d’onde non-arbitrai-
res ¥, des corpuscules élémentaires.

Aux opérateurs méeaniques (211) on peut faire correspondre les opé-
rateurs électromagnétiques :

(213) (Po)s =3¢ (poY — 3¢’ (P.) — {’: ey
qui définissent un «moment de rotation électromagnétique totaly des
corpuscules élémentaires d’électricité, somme d’un «moment orbital de
rotation» (rapporté ici & un point dans le voisinage du corpuscule) et
d'un «moment de rotation électromagnétique propre» ou «spin électro-
magnétique» des corpuscules d’électricité (opérateurs 16070 - Les

champs d’espace-temps qui correspondent au spin électromagnétique

. (0 e i
ont pour expression — — ®F jelvyik@n  de sorte qu'ils sont égaux, au
A L 0 Lng n l L] 2

L

! I ’ 2 ; s b ;
facteur e prés, aux vecteurs d'espace-temps (1)) de densité de spin

électromagnétique, que nous avons définis plus haut (tableaun 80) et qui
satisfont aux relations (87).

En placant les axes locaux ¢ dans leur orientation principale en
chaque point (pour une certaine valeur de l'indice ») alors on a, par
suite des relations (28) et en tenant compte de €, ==€; pour gi=q.:

(Wo)=i®h. e e, @, (Wofi=iPm, € 6P},

(Wo)i=i® e e, @y, (Woi=iPh. eieie, 6P

Telles sont, pour ¢'=¢, les composantes de la densité de spin qui
correspond aux corpusecules élémentaires d’électricité de charge propre
cosmologique +e¢,. En répétant le caleul fait plus haut, on voit que

i1 " ) ; >
F | | lpln q’ln l- 5 ] q)lu” q’lu ]-'f_ l qlsu T (Dlhl P‘{' | .I)Qn_‘(b:in |‘ &
]
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est l'intensité des valeurs positives (| 2/4%) tandis que :

1 Bua B 1| 1By 14,00, [0, — 0

est l'intensité des valeurs négatives (—2/4z) de la composante, sui-
vant ¢, , du spin électromagnétique. Ces résultats, et les résultats ana-
logues pour les autres composantes, précisent la signification physique
des fonctions d’onde non-arbitraires ®,, des corpuscules élémentai-
res d'électricité.

[l nous reste & déterminer les moments magnétique et électrique des
corpuscules d’électricité. Nous avons étudié, dans les paragraphes
2 et 3 du Chap. III, les tenseurs antisymétriques ME et (Mu)E, et
nous avons vu quil faut attribuer aux M* la signification de tenseurs
des moments de rotation et de translation qui correspondent aux cor-
puscules élémentaires sans charge et de masse propre (m,),, tandis que
les (Mo)} sont les tenseurs des champs électromagnétiques partiels qui
correspondent aux corpuscules élémentaires d’électricité de charge +e, .
Ni les M}¥, ni les (Mo)* ne peuvent donc représenter les moments
magnétique et électrique des corpuscules d’électricité, quels que soient
d’ailleurs les facteurs constants dont on les affecte. Pour représenter
les moments magnétique et électrique il reste donc une seule possibilité,
qui consiste & former les tenseurs électromagnétiques (,)* =}, Al e

= %G};” (enex —ehel) OF. Les composantes de ces tenseurs, lorsqu’on
place les axes ¢ dans leur orientation principale, dépendent unique-
ment des fonctions contenus de base 9, et sont done des grandeurs
électromagnétiques.  En les multipliant par les facteurs constants
e, hj4w (m), ¢ (magnétons élémentaires de Bolr pour des corpuscules
de charge ¢,). on obtient les tenseurs qui, dans la mécanique ondula-
toire cosmologique, généralisent le tenseur des moments magnétique et
électrique de la mécanique ondulatoire de I'électron de Dirac. Les opé-
rateurs correspondants L gt - (’e;',' oy €,) n'ont que les deux
8z (m).c

valeurs propres +e, M-L (ntg)uc .

I est essentiel de remarquer que ces valeurs propres, de méme que
celles des spins mécanique et électromagnétique, n'ont pas d’existence
physigue réelle, puisqu’elles sont les valeurs propres d'opérateurs dont
les fonctions propres ne sont pas des fonetions-contenus de 1'étre mathé-
matique non-arbitraire. Il s’agit done la de grandeurs purement mathé-
matiques «attachées» aux corpuscules élémentaires, qu'il faut cependant
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introduire dans la théorie cosmologique parce que les champs d’espace-
-temps et les intensités correspondantes sont doués d’existence physique
et jouent d'ailleurs un réle important dans I'Univers.

4. Grandeurs simultanément et non simullanément mesurables. Con-
sidérons les opérateurs linéaires et hermitiques dont les fonctions pro-
pres sont des fonctions-contenus de I'étre mathématique non-arbitraire,
Les valeurs propres des ces opérateurs sont alors doudes d’existence
physique et représentent les valeurs que peuvent prendre les propriétés
intrinséques ou extrinséques réelles des corpuscules élémentaires. Ces
orandeurs sont en principe mesurables, en entendant par mesure précise
d'une grandewr attachée & un corpuscule une opération qui permet de
déterminer la valeur propre de 'opérateur correspondant qui est effec-
tivement réalisée sur le corpuscule en un point de sa ligne d’Univers.
Ainsi done, la condition néeessaire et suffisante pour qu'une mesure
précise d’une grandeur soit possible en un point de la ligne d'Univers
d’'un corpuscule et donne pour cette grandeur la valeur ap est que
I'intensité de toutes les autres valeurs propres (différentes de ay) de
Vopérateur qui correspond i cette grandeur soient nulles. (Test seule-
ment en de tels points que I'on peut dire que 'une des valeurs propres
est effectivement réalisée. Pour tous les autres points de la ligne d’Uni-
vers du corpuscule, toutes les valeurs propres existent simultanément,
quoique d’une maniére en quelque sorte virtuelle. Soit O, I'opérateur
qui correspond i une grandeur a, attachée aux corpuscules. En un
point de l'espace-temps ou la mesure précise de «, est possible, on a
évidemment un développement de ¥, se réduisant i:

L W (o', 2%, %,y ) =, () (21)0 ()

(2,)uv étant les fonctions propres de O, sil s’agit d'un corpuscule
dénué de charge électrique et de masse propre (m,),, ou bien un déve-
loppement de @, se réduisant a:

kzlﬁ)) P, (mlr z", '1‘;‘: a, m) =b:\l ("‘) ('ﬂ).“" ‘«?’ )

s'il s’'agit d’un corpuscule d’électricité dénué de masse et de charge
propre +e,. Soit d’autre part O, Popérateur qui correspond a une
autre grandeur «, attachée aux corpuscules. En un point de I'espace-
-temps oil la mesure précise de a, est possible, on a le développement

suivant :

(216) ¥, (@' e o 2t m)— Lﬂi (1) (2)p9 (%) 5
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s'il s’agit des corpuscules dénués de charge et de masse propre (m,),, et:
(217) ®, (', 2% *; 2', m)= bm () (@) (%)

s'il s’agit au contraire des corpuscules d’électricité de charge propre
e, . Si la mesure simultanée, au méme point de I'espace-temps, des
grandeurs a, et a, est possible, on doit done avoir en ce point:

il i N \
= (1) (20 (B) =€, () ()0 (B)
pour les corpuscules de masse propre (m,), , et

@, =By, (n) (p)ws (£)= by () (2)us (5) .

pour les corpuscules d’électricité de charge +e,. En tenant compte
des équations O, (9 )uv==(t,)p. (9, )0, €t O,(2,)un=(at,)s(2,)us des fonctions
et valeurs propres des opérateurs (), et (),, on déduit immédiatement
de (214) et de (216) la condition :

0,0,=0,0, .

Done, pour que deux grandeurs soient simultanément mesurables (en un
point de l'espace-temps), il faut et il suffit: 1° que les développe-
ments des fonctions d’onde suivant les fonctions propres des opéra-
teurs correspondants se réduisent a (214) et (216) [ou (215) et (217)]:
2° que ces opérateurs soient permutables,

Les relations opératorielles (209 «) et (2095) montrent done que la
position et la quantité de mouvement des corpuscules ne sont pas des
grandeurs simultanément mesurables. La mesure simultanée de ces
grandeurs comporte toujours des incertitudes, et I'on déduit de (209 a)
les relations d’Ieisenberg :

(218 a) Gidpi=>h

qui ne sont applicables en toute rigueur qu'aux corpuscules dénués de
charge électrique et de masse propre (m,),, tandis qu'a (2095) corres-
pondent les relations :

(2185) S d(p=h,

applicables aux corpuscules élémentaires dénués de masse et de charge
électrique propre e,.” Si l'on avait exactement wy=yg, , alors les
relations (2180) se confondraient avec les relations (218 a). On sait
d’ailleurs que dans ce cas les corpuscules élémentaires de masse oceupe-
raient constamment les mémes points de I'espace-temps que les corpus-
cules élémentaires d’électricité.
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La conception de mesure précise d'une grandeur introduite dans ce §
appelle certaines remarques importantes. La théorie classique fait une
distinetion radicale entre observateur et processus observé, entre obser-
vateur et «monde extérieur», ¢'est-i-dire en somme entre sujet et objet.
Dans la théorie cosmologique aucune distinction de ce genre n'est per-
mise et n’a de sens. EFn effet, les fonctions-contenus fondamentales ¥,
et ®,, de I'Univers, qui interviennent dans tout le développement de
cette théorie, sont les fonctions d'onde de tous les corpuscules élémen-
taires de DPespace-temps et représentent les contenus de I'Univers, v
compris tous ses observateurs et instruments de mesure. L observa-
tion et la mesure précise d'une grandeur quelconque n'est pas une
opération arbitraire agissant arbitrairement sur 1'Univers; c'est au
contraire un événement comme tous les autres événements qui se réalise
en chaque point des lignes d'Univers des corpuscules élémentaires ou
les développements des fonetions d'onde non-arbitraires W, (ou P,
il ¢agit d'une grandeur électromagnétique) prennent la forme (214)
ou (215).

5. Mécanique ondulatoire cosmologique des systemes de corpus-
cules. Les éjuations fondamentales de la mécanique ondulatoire clas-
sique ne peuvent étre éerites facilement que dans le cas d'un systeme
formé par un seul corpuscule (le champ électromagnétique agissant sur
le corpuscule jouant le role d'une donnée). Le probléme se complique
énormément dans le cas général des ensembles de corpuscules et il
faut alors avoir recours i des artifices (introduction d'espaces de con-
figuration, etc.) peu conformes a la réalité et jusqu'ici rebelles aux
exigences de la Relativité. Rien de semblable n’arrive dans la Physi-
que cosmologique parce que les fonections-contenus de hase W, et @, ,
invariantes et absolument non-arbitraives, sont les fonctions d'onde de
Uensemble des corpuscules élémentaires de I'Univers. 11 n'y a ancune dis-
tinction 4 faire ici entre le probleme d'un corpuscule et le probléme
d'un ensemble de corpuscules: plus exactement, il n'y a ici, en toute
rigueur, que le probleme de I'ensemble des corpuscules élémentaires
de 1'Univers. En admettant que l'on a résolu préalablement le pro-
plome de lintégration du systéme fondamental des équations (19 a) +
+(19 b) +(25)+(26) de I'étre mathématique non-arbitraire et déterminé
ensuite les solutions non-arbitraires des équations (45) et (48), tout
probléme que l'on peut se poser sur un systbme «matériel» quelconque
ou sur ses rayvonnements électromagnétiques et gravifiques se trouve
par cela méme résolu. Considérons par exemple un systéme quelcon-
que d’atomes complexes ¢émettant un rayonnement analysé par le
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aspectrographe», qui détermine I'énergie du rayvonnement en fonction de
sa fréquence. La détermination théorique de cette fonetion est immé-
diate si 'on a préaliblement résolu le probléme (cosmologique) de la
détermination des fonctions propres non-arbitraires @, de 'opérateur
laplacien Aw attaché a la forme métrique externe de I'Univers. In
effet. si 'on connait les ®,, dans la région occupée par le systéme d’ato-
mes dont il s’agit de déterminer le rayonnement, alors on connait aussi
dans cette région le tenseur électromagnétique du champ total M, qui,
d"apres (80), est donné par:

; P : :
W — _— Wb+ J k __ gk if i
'11(0 T L (D”'“ (efu; em; e.m; enq) ® ?

Ll ¢

d’olt 'on déduit, par les relations (133), les composantes des champs
électrique et magnétique. De la décomposition des MY en intégrale de
IFourier, qui correspond a la décomposition du rayonnement par le spec-
trographe, et qui s’éerit :

*

ke 7 SO
A= f @, (V) ers™ dy
=%

avee
u* (y) = ;..3‘ A e=2mive gy
Ve A ; L
b
on déduit 'énergie du rayonnement en fonction de la fréquence v, car
cette intensité est, d’aprés des résultats classiques, la fonetion :
?—:+ﬁe
2
oit les barres indiquent des movennes prises sur un grand nombre de
périodes.

Pour ne pas allonger démesurément ce mémoire, nous devons arréter
ici Pexposé de la méeanique ondulatoire cosmologique. Nous espérons
pouvoir reprendre sous peu cet exposé avee quelques questions impor-
tantes qui n'ont pu étre traitées dans ce travail.

Décembre 1944,
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