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1. Le systéme d'équations de la théorie des perturbations. J'ai exposé
récemment! 'état actuel de la théorie des perturbations spontandes et
montré que ses théorémes fondamentaux conduisent & une explication
rationnelle des principaux phénoménes de I’hydrodynamique solaire.
Il s’agit maintenant d’appliquer la méme théorie & I'important probléme
des perturbations atmosphériques, dont elle donne, comme nous le
verrons, une solution compléte, susceptible d’étre traduite en pratique
par une méthode simple de prévision mathématique du temps & courte
échéance (L 48 heures).

La théorie des perturbations spontanées peut &tre résumée par un
systtme de trois équations aux dérivées partielles du premier ordre
(une équation vectorielle et deux scalaires), dont la solution est équiva-
lente & la solution générale du probléme du mouvement d’un milieu
fluide quand l’effet hydrodynamique direct des actions extérieures qui
agissent sur ce milieu est considéré comme une donnée .

Soit U* une propriété quelconque du fluide. Sa valeur totale (valeur
réelle ou observable) peut étre décomposée, d’aprés la théorie des per-
turbations, en deux parties :

(1) U*=U+u,

1 «Nouvelles recherches sur les perturbations spontandes du mouvement des fluides
avee des applications & Uhydrodynamique solaire». Bulletin de la Société de Géogra-
phie de Lisbonne, 1943, Sept.-Dec. et 1944, Janv.-Avril.

2 Pour tout ce qui concerne la déduction des équations fondamentales nous ren-
voyons le lecteur & notre mémoire cité (premiére partie).
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ou U représente le champ entretenu qui correspond au mouvement entre-
tenu dans le fluide par les actions extérieures (ce mouvement étant
équivalent hydrodynamique direct de ces actions) et « le champ de
perturbation spontanée!. Nous appliquerons trés souvent aux grandeurs
une opération de moyenne temporelle :

¢
1
(2) ?fdta
=

a laquelle correspond la décomposition suivante des valeurs totales:
(3) U'=Unp+u',

Us étant la moyenne temporelle, & U'instant ¢, relative & lintervalle
de temps 7 (résultat de I'application de (2) aux valeurs U*). S'il s’agit
d’une valeur U du champ entretenu, alors nous poserons :

(4) U=U,+UT
Nous utiliserons les notations suivantes :

x z: coordonnées cartésiennes rectangulaires d’un point A quel-
2 Y s P q

conque du fluide dont le rayon-vecteur est :(:c s¥52)

- = >

keyky,ks: vecteurs unitaires des axes x,y,z.

2,9,n: longitude, latitude et géopotentiel.

£: longueurs mesurées sur les verticales ascendantes (trajectoires
orthogonales des surfaces n—=(C),

r: Distance d'un point au centre de la Terre (centre du géoide).
o: Surface du géoide.

t: Temps.

v : Opérateur de Hamilton ou opérateur gradient (v « = div).
Vit Opérateur gradient horizontal.

2 Opérateur des variations locales en un point quelconque,
V*: Vitesse des particules du fluide.

! Les valeurs totales des propriétés du fluide sont désignées par un astérisque,
celles qui correspondent aux champs entretenus par des majuscules et celles des
champs de perturbation par des minuscules.
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t—{;: Opérateur des variations individuelles (sur une particule quel-

-
Sy e V*e).
conque S + )

O: Vitesse angulaire absolue (galiléenne) du référentiel principal du
fluide [axes par rapport auxquels la vitesse et le moment angulaire
moyens (moyennes «massiques» relatives 4 tout le fluide) sont cons-
tamment nuls].

do Vi

dat

tion du référentiel principal.

: Accélération absolue (galiléenne) du mouvement de transla-

P*: Pression.

S*: Volume spécifique (¥* = :9’1; = densité).

T*: Température (9 = perturbation de température).

R: Constante des gaz pour l'air (P* 8* = RT*).

g*: Accélération de la pesanteur.

Ej: Energie potentielle de la pesanteur (par unité de masse).

E: Energie hydromécanique du mouvement entretenu (par unité de

masse), définie par la fonction: E=SP+ % V*+E,=RT+ —;— V*+E,.

Désignons maintenant par D le déterminant suivant :

Au == aa_:z Au = 662: —20, Aw 2 V:: ] 29
) D=|4,= aVb’.|_‘>Q w2y Am=3~5’—2ﬁx
o0y 0z
Asl == da OQ'y Aﬂ 2 ; + 20, Asa = 'QE

Soit y; le mineur de D relatif & I'élément Ai;(z'=w,a*=y,a’=2)
affecté du signe (—1)*, c’est-a-dire:

0D

04

) Kii =
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En posant:

= A8 - 4.V,
7 B SO P
@ dt it -
et:
(8) =2 iikikj,

on peut définir une importante fonction des champs entretenus de
vitesse et d’énergie (4 laquelle nous donnerons le nom de vecteur de
prévision) par la relation:

©) H=—y*(VE—J).

1
D
Les mineurs réduits "‘JCD;’ forment un tenseur contravariant du second ordre,
qui est symétrique lorsque la vitesse entretenue V est irrotationnelle

(rot ﬁ=0) et 3=0. On a en effot:

Vi Vi _

E - — rot; V.
ozt - gt

(10) Ayg—Age

Le systdme d’équations qui résume la théorie des perturbations spon-
tanées peut alors s’écrire comme suit:

=ﬁﬁ-vP*—P*diﬂ?*+iﬁ ( e j_ﬂ’)Jr
S* ot

oP*
ot

H F;_t — Ey),
(11)

oL (sropr e T20) o,

a5t
dt

T+ T*egS* = S*div V",

La solution de ce systéme de trois (cinq) équations & trois (cing)
inconnues P*, S§*, ?"*( Vz, Vy, V2) qui satisfait aux conditions initia-
les P*(x,y,2, t—t) Pi(x,y,2); 8% (@,y,2,t=1,)=(5/(2,¥,2);
4 (@,9,2, t—to)dl (:c,y,z) et 4 certaines conditions aux limites
(que nous indiquerons plus loin), résoud le probléme général du mou-
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vement du fluide quand les champs entretenus de pression P (z,y,2,1),

de volume spécifique S(z,y,z,t) et de vitesse f’;(w,y,z,t) peuvent
étre considérés comme des donndes.

2. le probléme atmosphérique. Au point de vue des équations de
la théorie des perturbations spontanées, ce probleme est caractérisé
par les trois conditions suivantes:

18

(12)

On a en chaque point de ’atmosphére :

0By _

-**__’.
g _g'} az

2°, Le référentiel principal de I’atmosphére a une vitesse angulaire (ﬁ)

et une vitesse de translation (I_/:,q) constantes, c¢’est-a-dire d’aprés (7):

13)
3°.

T 0

Il régne un équilibre quasi-statique le long des verticales, ce qui

permet d’écrire :

(14

— HevP* +$E-ff=-f?°m13*

Les équations de base (11) deviennent done, grice & ces conditions :

R A
oP =—H°?P"-—P“divV“'+-1—(

dt (> b

dﬁ_ﬁ.aV)’
ot ot

1

@ { e (sorr 742y

at

* — -
L S N

ot

Appliquons maintenant & ces équations l'opération de moyenne rela-
tive & un intervale de temps 7. En tenant de compte de (3) et de (4),
le systdéme fondamental précédent donne d’une part:

(16)

oo (3)]47 ()~ 57 ().
b

:;“ 4 (7% e 9.8%) = (8* div %),
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et d’autre part:

t)P! Iy ¥ 4,? i ’
H=_ﬂ-wp H'ev)p'—H' oy Pn—

~TH s Pl (u. Vi P*)a] — Pa divv/—
— ' div Vi — p/ div o/— [P div Vi — (P* div 7%),] +

(8L
E;’m—Sﬂ’in’-(%)—s’vP,; (’{> svpe (ﬁ)
__S;.vP,,:.( ) [S*vP* ( )] (%%)

R (B) -5 (B~ 1 (3) - [ ()] )
ﬁ-}-f},;.vs’—k?-v&'.ﬁ—t_;-vs'-l-

ot - - -+
+ [V o V8a— (Vi o V8%)u] = Sa divel +
+ 8 div U+ ¢/ div o' + [Sa div P — (8* div 7*)a].

(17)

3. les équations des perturbalions atmosphériques. Pour étudier
les perturbations atmosphériques, il est indispensable d’éliminer les
variations lentes (qui proviennent du champ entretenu) en prenant un
intervalle de temps = tel que les variations temporelles locales des
moyennes correspondantes :

%~ Lo - v -,

(18)
soient négligeables par rapport aux variations totales 9 U*/gt. En météo-
rologie dynamique et dans la prévision a courte échéance (£ 48 heures)
il faut admettre que ceci a lieu lorsque :

1

=10| ot

19 U
(19) |at

6U"_

Pour satisfaire & cette condition pour les trois inconnues P*, S* et V*,
i suffit, d’aprés (18), que = soit de Vordre de grandeur de 10 Jours.
Etant donné, par ailleurs, I'ordre de grandeur des variations tempo-
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relles locales de éléments du champ entretenu de I'atmosphére, les équa-
tions (16) se simplifient beaucoup et deviennent :
— Hevy By= PadivVy,

-

1 -
Va=——(Sav Pn—g)e1>
(20) 58V g)ex

- —

VaeV Sa = Sadivia.
tandis que le systéme (17) prend la forme simple :

0 _ _ Hevp — P dive,
ot

@1) J-'z_s,:vp'.(%)_s-'vp,;.(%),
08’

) Vaews +vev Satveve=_S8adivy.

ou bien, en remplagant VP, par sa valeur déduite de la deuxidme
équation (20):

L (N RN ) X
ot
e f - =
22 = Bavp el — 7 (Va—gok
(22) v VPI'D S,;( D
! e - e —
% 4 Vo8 + v e Sp + v/ ewsd = Sp dive/

.

Ce sont les équations fondamentales des perturbations atmosphériques,
tandis que le systéme (20) traduit les propriétés du champ des valeurs
moyennes lorsque =10 jours.

Le probléeme des perturbations atmosphériques, dans la théorie des
perturbations spontanées, se confond donc avec le probléme de l'inté-
gration du systéme (22) précédent de cinq équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre pour les cinq inconnues v%,v,,v.,p et §.
Il s’agit donc de trouver deux fonctions scalaires p'(z,y,z,t),
§(x,y,z,t) et une fonction vectorielle v (®,y,2,t) satisfaisant aux
équations (22) ainsi qu’aux conditions initiales :

P’(W:.?/sz;f=tu)=P3(ﬂ?;3f,z),
(23) 3:(‘r;ysz:£=tn)=3fl(msysz):

V(@,y,2,t=t)=v(x,y,2),
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—
(pi, 8, et v, étant des fonctions données) et aux conditions aux limites
suivantes :
1°. Conditions aux limites extérieures de I’atmosphére :
24) lim p'=0; lims'=0; lim v/=0.

2°. Condition cinématique sur la surface (o) du géoide:
(25) (9 =0.

Cette condition peut étre exprimée, comme nous allons le voir, par une
relation remarquable sur le champ de pression & la surface du géoide.
De la deuxiéme équation de (22) on déduit en effet, en tenant compte
de (25) et de la condition cinématique {(I,,.):] =0 pour le mouvement
moyen :

26 J R R SRR L 4 S
("" ) V.!;Pa 7)( x“ oL S;/ccg_ §
Par suite de la relation :

0
27) a—}: =—gy

qui exprime l’équilibre quasi-statique le long des verticales et de
§=—8n{, la relation précédente (26) devient :

!

. + 8
(28) SthPa'X+29XCCS—;=O,
ce qu'on peut écrire en coordonnées sphériques ¢ ,1,r:
: Yot s IWs 8
28 bis = — =—2gr
( 1 ) cos g o Xy{ 29 29 cx“ S.,

Remarquons que cette expression de la condition cinématique aux
limites permet de déduire immédiatement quelques propriétés importan-
tes des centres de perturbation de pression sur la surface du géoide.
En un tel centre on a v,p,=0 et (28) donne alors la condition :

(29) (X« 3;]¢ =0 3

lindice ¢ désignant la position d’un centre. On doit done avoir, soit
(85)e=0, soit (x,,).=0, en chaque point de la trajectoire d’un centre
de pression. Mais on peut écrire presque rigoureusement :

(30) e b.r
i e 2
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de sorte que la condition (s;).=0 est presque equivalente & la condi-
tion
Tn
(O)e = = (£)e -

Considérons, en particulier, les centres de basse pression pour lesquels
ona (ph.<0; alors (0,).<<0. Autrement dit, un centre de basses pres-
sions (de perturbation) a la surface du géoide est toujours un centre
dfroid» si ;.40 sur sa trajectoire. Sur la trajectoire de tout centre
«chaud» [(6,).>>0] de basses pressions (de perturbation) on a donc for-
cément yrr=0.

4. Equatlion spatio-temporelle du champ de pression sur la surface
du géoide. La partie de beaucoup la plus importante du probléme

météorologique est la prévision des inconnues p/, s' et v sur la sur-
face du géoide, indépendamment de leurs valeurs dans tout le reste de
Patmosphére. Avant de traiter I'intégration du systéme général (22)
dans toute l'atmosphére, il est done extrémement intéressant de déduire
une équation aux dérivées partielles spatio-temporelles pour la fone-
tion p' & la surface du géoide.

Supposons que l'atmosphére libre est en contact avec la surface du
géoide par une couche limite mince, a la Prandtl, adhérant & cette sur-
face, et pouvant étre considérée, s’il y a lieu, comme une couche fic-
tive auxiliaire. Cette hypothése est toujours permise et ne diminue en
rien la généralité des résultats, car d’une part on peut toujours admet-
tre que la pression et le volume spécifique sur la surface du géoide ont
les mémes valeurs avec ou sans couche limite et quelle que soit 1’épais-
seur et la structure de celle-ci; et d’autre part, malgré 'adhérence, le
vent & une haunteur arbitrairement petite au dessus de la surface du géoide
peut toujours étre supposé égal au vent effectivement observé.

L’effet de I'adhérence sur le champ du vecteur v' se traduit par l'éva-
nouissement de ses composantes horizontales sur la surface du géoide.
En tenant compte de la condition cinématique aux limites (v}),=0, on

a done sur cette surface o¢:
(31) v.=0.

e

D’autre part les mémes conditions (cinématique et d’adhérence) donnent
aussi évidemment :

(32) (Va),=0.
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Gréce & ces conditions, la troisiome équation de (22) devient sur la sur-
face o du géoide:

g

ds —
d—: = (S; div ‘IJ")U ’

d’olt I'on déduit, par suite de I'expression (28) de la condition cinéma-

tique sur o:
(Sm)s 1 (cLUS)
dive)y=— 52— va( =2 ) e Xo.
v 29 (aede N0t/

La premiére équation de (22) devient alors sur la surface du géoide :

ap.f =" - dp}
(33) -5-:—=—.H‘V;,pg+ﬁ'v,q(-a—;'>!

oll nous avons posé :

(34) i~ Eael (-"‘-‘) 7, M (E) s

29 \uee/y © 29 \we/, "’

}c:,,;;, étant ici les vecteurs unitaires d’axes rectangulaires @,y hori-
zontauz. On peut écrire (34) sous la forme plus simple :

(35) L fls (’i‘) R (&E) .
=g \X¢¢ [ =9\ L

L’équation (33) est I'équation cherchée pour le champ de p' i la
surface du géoide. Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles
spatio-temporelles, du second ordre et dont les coefficients sont des
fonctions simples des champs entretenus de vitesse et de la température
moyenne 7,. L’importance de cette équation est trés grande, parce
quelle forme la base de la seule méthode de prévision mathématique
du temps réellement applicable dans la pratique qu’on peut déduire de
la mécanique des fluides.

Avant de résoudre l'équation (33), il est intéressant de remarquer
qu'elle montre que la variation de pression 4 la surface de la Terre
se compose de deux parties : :

1° —une variation due & un transport horizontal (avec déformation)

dans le champ du vecteur de prévision )74 (terme—]?-v;.p{,).

e |
2° — une variation [terme A v, (if:’)] indépendante du gradient de
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ph est qui n'est autre que le creusement (ou comblement) du champ de
pression & la surface de la Terre.

I.’équation (33) présente donc la variation de pression en parfait
accord avec l'idée de l'existence de deux variations de nature différente,
idée qui est fortement suggérée par l'analyse des cartes du temps. Elle
précise complétement les notions familieres de variation par transport
et de variation par creusement (ou comblement) C’est la une circons-
tance trés intéressante et tres utile,

On peut déduire facilement de 1’équation (33) la vitesse de déplace-
ment d’un «front» & la surface de la Terre en assimilant celui-ci & une
discontinuité des dérivées premiéres de p,. La vitesse du «front»

(W), mesurée dans une direction /, est alors donnée par la formule®:
ap‘;)

s (5 :

NG
adl

Popérateur A désignant ici la discontinuité frontale de la quantité a
laquelle il est appliqué. De 1’équation (33) on déduit alors :

&Pa\]

T o [ ( s

o (apa

ol
On voit donc que le «front» est entrainé par le vecteur de prévision
[(W;). = H,] quand il n’y a pas de discontinuité du gradient isallobari-

que instantané.
Finalement, la formule:

( W}); = —

7%
ot
0P
ol
de la vitesse (W), de déplacement d’une isobare de p le long d’une
direction ! devient, grice a (33):

1 /op
(Wo=Hit 3 K v (57 )

2

(W =—

at
dl
1 Voir le mémoire de I'auteur: «La Mécanique différenticlle des Fronts et du Champ
isallobarique» — Mémorial de I'Office Nat. Météor. de France, n.° 20, Paris, 1929.
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L’isobare de p, sera donc entrainée par le vecteur 74 partout ot le
gradient isallobarique instantané est nul.

5. Solution du probléme atmosphérique sur la surface du géoide
par I'équation (33). La solution compléte de cette équation, ¢’est-a-dire
la détermination de la fonction p.(9,2,¢) qui satisfait & la condition
initiale pf (9,2,t=1)=(p.),(9,4)— il n’y a pas ici de conditions aux
limites puisque la surface du géoide est une surface fermée —, doit
étre cherchée sous forme de développement en série correspondant,
soit & des approximations successives, soit & la superposition des vibra-
tions propres physiquement possibles de p, .

A — Méthode des approximations successives. Soit 3/3t Popérateur des
variations observées en un point se déplagant constamment avec la

vitesse 7, (particules V74 horizontales), c¢’est-a-dire :
o 9

— =24 He
3t ot Va

L’équation (33) prend alors la forme :

ps = 0P
36 =— =AV .
(39) 3t ”(a;)

Nous poserons :
o]
(37) pé(?:)‘st)=¥n“ﬂ(?:}-!t):

et définirons les approximations successives =, par les équations :

(38) 3% _ Aevy (61734) : (avec ©_,=0),

et les conditions:

(39) [TF,,(&P,;\,t=fo)=p’,(qi,l,t=tu)=(p;)a,
Ta(9yd,t=2)=0, pour =aX1.

Les lignes de flux de H et leurs trajectoires orthogonales forment,
sur la surface ¢ du géoide, un systtme de coordonnées de Gauss qu’on
peut caractériser par des paramétres [ et «, !/ étant par exemple une
longueur mesurée sur une ligne de flux arbitraire & partir d’une tra-
jectoire orthogonale arbitraire et « un paramétre de numérotage des
lignes de flux. Soient /, et «, les valeurs des coordonnées 7,« des

articules H horizontales &4 l'instant initial ¢=¢,. ILa solution géné-
P 0 g
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rale de la premidre équation (38) pour n=0, s’écrit alors en coor-
données de Lagrange [,,a,,t:

(40) oo (Lo s % 5 8) = (P)o (lo s %) «

L’approximation d’ordre zéro est donc simplement le champ initial
transporté sans creusement ni comblement en chaque point de o avec

"
une vitesse égale i la projection horizontale du vecteur de prévision A .
Ce transport comporte cependant évidemment une déformation trans-
versale (due aux variations de H suivant les normales & ses lignes de

flux) et une déformation longitudinale (due aux variations de Hle long
de ses lignes de flux).

Pour déterminer les approximations =, (»X1) qui sont en quelque
sorte des creusements (ou comblements) d’ordre de plus en plus élevé,
il faut déterminer la variation locale 9w /ot de l'approximation d’ordre
zéro. Il faut donc exprimer (40) en coordonnées ceulériennes» /,«. Ona:

-
£=E‘,+fﬂ;(!o,acu,t)6t,
to

am=al,

|

'opération f dt se rapportant ici & une méme particule H horizontale.
b
Des relations précédentes on déduit :

(42) {

ly =Zo(l,a,t},

o, =,

et la solution (40) prend alors la forme eulérienne cherchée :
Ty, ) =(pe) [l(ls 2, 0) 4],

d’ou l'on déduit le champ de gw,/dt:

0%y __3__ o ]l -
?“" ot ;(P’c)u[zo('?! ’t)s ]l

L’équation de 'approximation =, s’écrit:

'3::’ _-—,.K. vh a_T:.g. 3

at dt

et sa solution, compte tenu des conditions (39), aura la_forme suivante
en coordonnées «lagrangiennes» [, «,,t:
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¢
. (zu,ao,z)=f[ﬁ.m (%)](lo,an,t)ﬁt.

De la solution correspondante en coordonnées eulériennes

w,(;,a,:)zj[ﬁ.m(%)][zn(z,a,z),a,:]dt

on déduit gw,/ot qu'on introduit dans 'équation de 'approximation Ty
et ainsi de suite.

Pour trouver pratiquement la fonction 7,(/,«,f) de (42) dont la
connaissance permet le calcul effectif des approximations successives
on peut utiliser par exemple la relation :

*3
— =ttt
H i
Iy
B. Méthode des vibrations propres. L’équation (33) étant linéaire
admet évidemment des solutions de la forme :

(43) (P& =an (!, @) sin [0 (2) €] + b (7, &) cos [wn (2) 1]

d’une vibration harmonique généralisée de fréquence o, ().
La vibration (43), introduite dans 1’équation (33), donne alors les
équations qui déterminent les amplitudes a, et b, :

{mnan-}—x‘_;- v.”;bn__A.. Vi (@ ) =0

(44) ¥ #
Wby — Hevyay,— Aoy (byo) =0,

quon peut écrire comme suit en faisant apparaitre 'opérateur 3/3¢ et

da  9b
en remarquant que 5 = =

ot
oby =
Wnlp+—— AoV, (wpa,) =0
ot
co“ﬁn—@;—;—iovh(mubﬁ)=0.

De ces équations on déduit:
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2 s L s
{aaa"+rﬂiau=wnA°Vn(wnau)—é[ii-W(wnbn)]=fv?(«,fut)

44 [ 3p > 3 =+
{ at'” +mfsbn=mnf\‘vh(mnbn)+ “—t[A'vh(‘f’-‘nan)]::f:(“a{u)t)'
0

Considérons les intégrales générales de ces équations (en coordonnées
lagrangiennes /,, «,,t):

@ (ac‘, ly,t) = a sin [w, («) t] + af cos [w, («) 1] +
+ 5 | s sinfon@) (=0t
by (e, 1, , t) = b7 sin [0, («) t] 4 b2 cos [oa (@) £] +

+%fﬁ@mﬁmﬁm@@4ﬂ“’

(44")

a}, ay, b2 et by étant des constantes. Il faut distinguer deux cas:

1°. les lignes de flux du vecteur H sont des courbes fermées sur la
surface du géoide. Alors, les valeurs des fonctions a, et b, sur les par-
ticules H sont évidemment des fonctions périodiques de ¢. En désignant
par L(«) la longueur des lignes de flux (fermées) du vecteur H, on
déduit immédiatement des intégrales (44") que le spectre des fréquences
est discontinu (dénombrable) et qu’il est donné par la relation :

9
(45) (@) = g5 @=1,2,),
dl

J Hiel)

on arrive ainsi & 'important résultat suivant:
Pour qu'il existe sur la surface du géoide des vibrations harmoniques
simples de p; (c’est-d-dire pour que les w, soient constants en chaque

‘point de cette surface), quand les lignes de flux du vecteur H sont
des courbes fermées, il faut et il suffit que l'intégrale :

L(2)

H(l,a)

soit constante pour chaque ligne de flux. En d’autres termes, il faut
et il suffit que toutes les lignes de flux de // soient parcourues par les
«particules Z/» dans le méme temps.
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Si, comme il est naturel de le supposer, la fonction p. peut étre déve-
loppée suivant les vibrations propres généralisées (43), on aura donc la

série de Fourier suivante, dans le cas ot les lignes de flux de H sont
fermées :

(46)
) 9 5
Po(@sl,t) =3, an(, 1) sin u:;ﬂ—m + bu(2,1) cos %?L ,
3 o (:
dl j dl
g,]ﬂ(ﬂ,oc) v H(l,a)
avec la période fondamentale :
L(x)
dl
47 5 ’
( ) T (o:) H(,{ : a)
0

et les coefficients étant donnés par les formules classiques :

ay(e,l) = —fpo (2,0,1)sin ('T(:;)dr;

(48) =

9
ACUEE= pa(a,z,r)oos(:f(ﬂ>dc

1 4

!.—T'

La série (46) montre que p, est, en chaque point, une fonction pério-

dique du temps dont la periode est =, lorsque des lignes de flux de i

sont fermées et lorsqu’on peut négliger les variations temporelles des

champs entretenus pendant U'intervalle (f,—=,#,+7). el
Les vibrations propres généralisées (43) ont 'amplitude Va;+0; et

I'angle de phase:
et el ay (o, 1)
Ya = arc g bﬂ(a,l)]'

Chaque vibration propre généralisée se comporte donce comme une onde
dont la vitesse de propagation C,, donnée par:

oy, (a) 2rn
| V7l y:

V! f ﬂ(z

est constante dans le temps mais variable dans l'espace; et il y a des
points amphydromiques définis par:

n(2,1) =bp(2,0)=0

(49) Ca(es ) =
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20 les lignes de flux du vecteur de prévision H sont quelconques.
Alors, les équations (44') des amplitudes des vibrations propres généra-
lisées de p_ ont des solutions pour toute valeur de » comprise entre
0 et eo. Le spectre des fréquences est done continu et il faut rempla-
cer la série (46) par l'intégrale de Fourier :

o

(50)  py(a, 0, t)=[Ta(w,a,l)sin (o) + bo, z, 1) cos (of)] dn,

(1]

avec naturellement Vw=0. Les formules classiques :

g 1 ; :
(51) a(w,x,l)= :f[p;(a, L, t)—p,(=,1, — t)]sin(at)dt,
b(w,a,l) :—}:r[;p’;(z s t) 4 py (2,1, — t)] cos (wf) dt

sont impropres ! & la détermination effective de a(w) et de 4(w),
puisqu’elles font intervenir les valeurs (inconnues) de pj(«,l,t) pour
t>0. 11 faut donc déterminer ces fonctions par le systéme (44), qui
prend ici la forme :

w(l —K-v,.)a =—Hev,b
m(l—KlV;.)b——-w f_;i Via,

par suite de Vo=0. Il va sans dire que si les lignes de flux de 7/
peuvent étre considérées comme des courbes presque fermées sur la
surface du géoide (mous verrons que tel est le cas), les fonctions
a(a,0,l) et b(w,a,l) de (50) présentent des maxima trds accentués dans
le voisinage immédiat des valeurs de w,(«) du spectre discontinu (43).

L'intégrale (50) et, en premitre approximation, la série de Fourier (46)
sont la solution du probleme des variations de pression au niveau de la
mer, abstraction faite des variations lentes dues au mouvement entretenu
(circulation générale). Cette solution, qui peut d’ailleurs otre appli-
quée simplement dans la pratique, permet de déterminer la fonction s,
par la relation (28), d’ou I'on déduit ensuite la température par la
relation (30), c’est-i-dire :

(52) T (T )'s[ (:) a { ;))] ;

1 Sauf dans le cas ol ¢t=0 est un point de symétrie de p (¢).
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6. Vibrations propres quand le mouvement enirelenu est permanent
el giratoire. Considérons I'atmosphére d'une Terre idéale dont la sur-
face est uniforme (sans contrastes entre mers et continents) et on peut
exister, par compensation entre les échanges de chaleur par rayonne-
ment et les échanges de chaleur par «conduction de turbulence», une
circulation générale ou mouvement entretenu giratoire autour de 1'axe
des poles!. Dans un mouvement giratoire permanent, chaque particule
déerit, & vitesse constante dans le temps mais variable en général avec
la latitude et l'altitude, une trajectoire circulaire qui coincide avec un
paralléle géographique. Dans ce cas, le déterminant (5) est évidemment

: ; g 3
nul, mais son mineur réduit Exls a par contre la valeur:

(53) Lee =
D QQSinw__r)(I-lcosqn)
H a?’

en coordonnées sphériques 2,9. D'autre part, le vecteur // est
évidemment horizontal et zonal, et n’a donc qu'une composante non

nulle : 77, . De la définition (9) de H nous déduisons :
o3 j e (X_u) 2
cosg\D /99

ou bien, en tenant compte de (53) et en remarquant que £ /dp = 0:

T 19V¢
(53" Hi(p,r)=— 1 (Ré__ o J )
e Togune_ d(Vacosg) |\ dg 2 o
rcosg| 2Qsing — Ty Tt
Caleulons maintenant le vecteur A dont les composantes sont denm'es
par (35). On a ici: RT:
Ay = cotg g
2r g
et Ay =0.

1’équation (33) des variations de pression au niveau de la mer

devient done :
op, ap,, a’p:.

(11-)4) _d_t 2—1[) "{—' '\? —————

1 Sur la théorie des circulations générales giratoires voir les mémoires de 1"au-
teur : — Sur les rotations des astres fluides (Beitriige z. Physik d. fr. Atmosph,, 19,
1932, p. 237-245) ; — Les circulations générales et leurs perturbations (Gerlands Bei-
triige z. Geophysik, 52, 1938, p. 20-67) ; — Nouvelles recherches sur les perturbations
spontanées du mouvement des fluides avec des applications & Uhydrodynamique solaire
(Troisitme partie: Hydrodynamique solaire) Bull. Soe. Géograph. Lisbonne, 62, 1944
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(‘onsidérons une perturbation de la circulation générale giratoire se
déplacant le long d’un paralléle. Si cette perturbation est symétrique
on peut supposer que ses isallobares sont tangentes aux méridiens sur
] !
la trajectoire du centre et que, plus généralement, ﬁ (%%") est négli-
ceable dans une zone relativement large de part et d’autre de la tra-
jectoire du centre. Dans ces conditions, (D4) montre qu’il n’y a presque
pas de creusement (ou de comblement) dans cette zone, et alors cette
équation s’intégre immédiatement et donne :

(95) FACRRUEIVARER SR ACIAE

I’évolution du champ de pression qui est traduite par cette solution
est simplement un transport, le long des paralléles, du champ initial
avec la vitesse angulaire [/, par rapport & la surface de la Terre.
A ce transport est cependant associée une déformation «transversale»
du champ initial si 7/ est fonetion de 9.

Dans I'hémisphére sud, pour |3|>-35% abstraction faite du continent
antarctique et des pointes méridionales des continents américain, africain
et australien, la circulation générale réelle de I'atmosphére se rapproche
beaucoup, comme le montrent les cartes moyennes, d'une circulation
giratoire quasi permanente. De sorte que les variations de pression
dans I’hémisphére sud au niveau de la mer sont presque exactement
déterminées par I'équation (54). Si nous considérons donc des pertur-
bations de pression a configuration symétrique et pour lesquelles on

!
peut négliger ;—g (—;?) dans une certaine zone située de part et d’autre
de la trajectoiré des centres, alors les variations de pression corres-
pondantes dans cette zone seront intégrées par (55). Quelle que soit

d! ! d !
6?‘?: vis-a-vis du terme en 0%
dans I’équation (54), la solution générale de 'équation (54) sera donnée
par la série de Fourier (46), puisque les lignes de flux de i sont ici
des courbes fermées (confondues avec les paralléles géographiques).

Cette série de Fourier prend d’ailleurs dans ce cas la forme suivante :

d’ailleurs l'importance du terme en

B6) pL(p,2,t) = g" @, (9, %) sinnlly t 4+ b, (9,2 cosntht,

puisque :
L (=) on
el di 2r

J H(x,)) ) H(g) ()

o
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Le spectre discontinu (45) des fréquences est done défini ici par la
relation :

(57) o (@) = nth (), »=1,2,...,

et Uon voit que quel que soit le creusement (ou le comblement) du
champ de p;, cette fonction est en chaque point une fonction périodi-
que dont la période et 2%/H;(3). En prenant pour I/ la valeur
20° jour qui correspond & la vitesse normale de translation des pertur-
bations de pression pendant un régime d’ouest bien établi, la période
fondamentale 2=/H; est donc de 18 jours et les premiers termes du
spectre des périodes seront les suivants:

ks
18

[ i

‘ 7 (jours)

. 8

99
-y

9

)
-

28|45
96 4,5'

10|11{12
1,8(1,6/1,5|

3 (2,6

Remarque. Dans la détermination des coefficients /5 et A, de
I'équation (54) des variations de pression au niveau de la mer pour une
circulation générale’ permanente et giratoire, nous n’avons pas tenu
compte de la condition d’adhérence du fluide & la surface () du géoide,
condition que nous avions utilisée cependant dans la déduction de
I'équation fondamentale (33). La raison de ceci est simplement que
les fonctions | 7| et | A| calculées par leurs expressions (9) et (35) en

fonction de 7 et de E sont maxima sur la surface & et il est donc
pratiquement indifférent de déterminer leurs valeurs sur ¢ méme ou i
quelques métres au dessus de cette surface. Cette remarque sera appli-
quée dans le § suivant.

7. Détermination des vecteurs de prévision /7 et A. Les expres-
sions (9) et (35) définissent ces vecteurs en fonetion des champs entre-

tenus de vitesse (17) et d’énergie (£). Il est donc indispensable de
déterminer ces grandeurs. Comme elles sont inaccessibles i 1’observa-
tion directe a cause de l'existence des perturbations, il faut éliminer
celles-ci par une certaine opération analytique. Nous admettrons que
lopération de moyenne temporelle (2), appliquée 4 une grandeur U *
quelconque, élimine la perturbation de cette grandeur et donne done
sa valeur entretenue U, lorsque lintervalle de temps = est suffi-
samment grand. En faisant abstraction des faibles variations du champ
entretenu pendant l'intervalle =, nous poserons donc:

(58) - Ua=UL=U(1)
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et ceci entraine d’ailleurs »'=wu, ce qui est en accord avec la solution
générale (46) ou (50) de I’équation (33). Nous aurons alors

B =05 Lt=1xn; E=Eg,
Dj, étant le déterminant obtenu, a partir de (5), en remplacant 4 par

—-:,,‘,, ym la dyade des cofacteurs (mineurs signés) de ce déterminant
o & ¥ - l red h ] . . .o
et K, la fonction: (SP), + _Vi*+ E,. Le vecteur de prévision

sera done donné par: AR
H=—ynev E,.

Quand on étadie les phénomeénes a la surface du géoide (niveau de
la mer), il est inutile de se servir du déterminant (5). Par suite de la
condition cinématique (V;)=0 sur la surface s, on peut en effet

remplacer ce déterminant par le déterminant
0Va oV,

2a — 20 s
% v e Qsin g |
s |
a Vy D] ¥ 6 Vy | §
= +2Qsing vy ’

des équations du mouvement, écrites en tenant compte de cette condi-
tion cinématique. Nous avons done:

. ~ ey 9V=0V, (an % o )(aV, o )
(09) Di=(Du)h= il st 2Q0sing b 2Qsing) ,
@,y désignant ici des coordonnées orthogonales et horizontales en hp
point de la surface 7. A ce déterminant D, correspond un vecteur de
prévision horizontal :

1 (aV,, Lo )w 1 9V, oF
'x=—_ — .‘Q —— -—--——-—-g——-—
;. A \dw TR S T Doy se

Nl 5 (aV, o )aE 1 9VedE
i oz T Dy oz oy

(60)

Désignons par A, et Ay les composantes du veeteur horizontal A
respectivement vers l’est et vers le nord. Comme on a Q,=0, on
déduit de (3D) en tenant compte des valeurs des ¥,;:

_ RT,Qcosgp9Vy g

i

R LT LRV RREY
g D,
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le déterminant ), ayant ici 1'expression :

oVe . Vx )& (El Vy
oN de

(62) D)= ( + 2Qsin go) (&_‘: —2Qsin q:)

oN
et de et dN étant des déplacements infinitésimaux veers l'est et vers
le nord.

Considérons les régions on toutes les dérivées spatiales horizontales

du premier ordre des composantes de la vitesse entretenue 7" sont
négligeables vis-a-vis de 2Qsing. (Pour [¢|>20° on peut considérer
que cette condition est satisfaite quand l'ordre de grandeur de ces
dérivées spatiales n’atteint pas 107'sec™). Dans ces régions, on a
D, =4Q%sin* ¢ et les expressions des composantes de i se simplifient
beaucoup. On obtient :

> 1

63 : Vi E) <k,
(%) 9Qsinw( ) i

Hl

l.y étant le vecteur unitaire de la verticale ascendante d'un point.

Le vecteur H est done, dans les régions en question, le «vent» du
gradient de 'énergie hydromécanique £ = E,, du mouvement entretenu.
Le théoréme de Bernoulli, appliqué & un mouvement permanent

horizontal, donne 1'équation des lignes de flux de 7"

1 b=t

deP"r' - "* = (Constante

~

(cette constante variant en général d’une ligne de flux a une autre ligne
de flux). Dans les mémes conditions restrictives qui permettent de
déduire (63) de (9), le mouvement entretenu permanent est un mouve-
ment géostrophique (vent horizontal du gradient) ou, plus généralement,
un mouvement cyclostrophique. I’expression du théoréme de Bernoulli
devient alors:

J"= Constante sur une isobare.

D’autre part on aura:

1 s O Vv i B W a
V* = o Q*sin ¢ =i e

2 e ?< Q.Qsmqa \/li p;&!singu[)’

aP

5}7 .

avec:

b'
lim V=V = =o—
drsco 2Qsin 3

d’apres 'équation du mouvement. Dans ces relations » est la normale
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horizontale aux isobares en un point et g; le rayon de courbure des
isobares. (Le signe - correspond aux isobares cycloniques et le
signe — aux isobares anticycloniques). De (63) on déduit done :

(IM) _ﬁ: I_I‘. -+ ]_}5.
avec :
- R’
H e V. T)x< k :
: ’.Qsm',p( e
=% 1 T -: -~
O A5y
1 : 2Ve %
_mvhipgﬂ sin ?(IT?‘Qsmq:_\/ % Qs ?)}x"'t'

Le vecteur I}: est le «vent» du gradient de la température, tandis que
1_5!" est le «vent» du gradient de I’énergie cinétique. Les lignes de flux
de I}: sont confondues avec les isobares du mouvement entretenu; la
direction de ce vecteur est celle du vent entretenu du gradient si
V V) VP>0 et inversement.

11 est intéressant de remarquer que si les conditions qui permettent
de déduire (63) de (9) étaient satisfaites sur toute la surface de la Terre,
les lignes de flux du vecteur H seraient des courbes fermées, de sorte
que la série de Fourier (46) représenterait alors la solution rigoureuse
du probléme des variations de pression, lorsque le champ entretenu est
permanent. [La condition la plus générale pour que les lignes de flux

de H puissent étre considérées comme des courbes fermées est d’ailleurs
moins restrictive que les conditions qui permettent d’écrire (63). Il suffit
en effet, d’aprés (60), que oV./ox et 9V,/oy soient négligeables
par rapport & 2Qsing, tandis que o V./dy et 9V,/dx peuvent avoir
des valeurs quelconqnes]

Dans les régions ou l'expression (63) de H est valable, c’est-a-dire
1a oil ce vecteur est, en premiére approximation (au 1/10 prés), le «vent»
du gradient de 1'énergie entretenue, le terme de creusement (ou de

Ps

t) de 1'équation fondamentale (33) est normal.

comblement) K *V, (

Les expressions (61) montrent en effet que le vecteur A ne dépasse
pas alors ordre de grandeur 10°métres, car g=10"g; d’autre part,

0
AV (%) a Pordre de grandeur normal 107" cbar.métre™. sec™., ce

qui donne pour le creusement (ou le comblement) 'ordre de grandeur
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107 cbar. sec™, tandis que le creusement (ou le comblement) des pertur-
bations & évolution rapide a l'ordre de grandeur 10~ char sec™', c'est-a-dire
10 millibar/3 heures. Pour que le vecteur A ait I'ordre de grandeur
10°métres qui donne le creusement et le comblement rapides, il faut
que D), ne dépasse pas l'ordre de grandeur 10~sec™. D’aprés (62),

ceci ne peut avoir lieu que si les dérivées spatiales horizontales de '
sont de I'ordre de grandeur de 2 Qsin g, c’est-i-dire 10~ sec™, D’apreés
(60) les régions oir ceci a lieu, et qui sont celles oir il peut y avoir un
creusement (ow un comblement) rapide des perturbations, sont aussi celles
o le vecteur I differe beaucoup du «vent» du gradient de Uénergie
entretenue. Les mémes expressions (60), comparées & (61), montrent
aussi que les lignes de flux de /7 qui traversent les régions de creuse-
ment (ou de comblement) rapide ne peuvent pas étre considérées comme
des courbes fermées, méme en premidre approximation. Pour les points
situés dans ces zones de creusement (ou de comblement) la solution de
I'équation (33) des variations de pression est I'intégrale de Fourier (50),
ou bien la série (37) des approximations successives ; tandis que pour
les points ou passent des lignes de flux de qui ne traversent pas les
zones de creusement (ou de comblement) rapide on peut se horner i la
série de Fourier (46).

Dans la pratique, pour déterminer les vecteurs H et J{, on com-
mence naturellement par le tracé des cartes des pressions moyennes au
niveau de la mer (Z,), et des températures moyennes au niveau de la
mer (75),, pendant un intervalle de temps ==1#,—¢ dans le passé
contigu & U'instant initial #, et de I'ordre de grandeur de 10 jours, pour
éliminer les perturbations. A l'aide du champ de (P,), et de la rela-
tion P,(f)=(Pn),, cas particulier de (58), on détermine le vent entre-
tenu par la formule classique du vent cyclostrophique (complétée au
besoin par un terme de frottement), d’ou I'on déduit I'énergie cinétique

1 : - . it %
entretenue par unité de volume : V?. On calcule ensuite la fonction
" . Loy s B E
E,=R(T;),+=V,; ainsi que les composantes e o as de son gra-
; e de  IN

-

dient horizontal. Connaissant les composantes |, et |7y du vent

Gy i ¢ Vo oV, oVy

entretenu, on en déduit les quatre dérivées partielles i——, : =, AL

de " dN " oe

et &_\_ ce qui permet de calculer immédiatement la valeur du déter-
o

minant 7, par l'expression (62). On a ainsi tous les éléments pour le
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calcul des composantes /., Hy, A, et Ay des vecteurs H et A par
les expressions (60) et (61).
Il sera utile aussi, comme nous le verrons dans le § suivant, de

tracer la carte des courbes de niveau de la fonction A H et celle des
courbes de niveau de la fonetion :

- .h (1), 2 cos 7 ‘o V., 20 ot P o Va\?
T S \/(‘m —20sing) + (5%)

puisque d’une part c’est en quelque sorte A qui représente la contri-
bution du champ entretenu au creusement (ou au comblement) des per-
turbations, et nous verrons d’autre part plus loin que Kol est, & un

facteur prés, le creusement (ou le comblement) intrinséque des pertur-
bations circulaires.

8. les vecteurs de prévision H et H et la climatologie dynamique.
Nous entendons ici par climatologie dynamique la branche de la météo-
rologie qui a pour but la recherche des relations qui existent entre les
valeurs moyennes (normales annuelles, moyennes mensuelles norma-
les, etc.) des éléments principaux (1%, 7%, V*) et les propriétés
moyennes des perturbations atmosphériques (trajectoires moyennes,
zones de naissance et de disparition privilégiées des perturbations, etc.)
dans les différentes régions du globe.

L’importance des vecteurs H et A est décisive dans cette climato-
logie dynamique, comme nous allons le voir. Donnons-nous par exemple
le champ des moyennes normales de la pression et de la température
(au niveau de la mer) et du vent pour un certain mois de I’année.
On peut en dédmre, comme il a été expliqué dans le § précédent, les
vecteurs moyens H, et An correspondants. L’évolution des perturba-
tions (p,) de pression de ce champ entretenu moyen sera donnée
évidemment par 1'équation (33). Considérons alors une perturbation
«normale» dont le creusement (ou le comblement) est constamment
un extrémum au centre. La trajectoire d’une telle perturbation est
évidemment indépendante de son creusement (ou de son comblement)
Or, I'équation (33) montre immédiatement que la trajectoire d’une per-
turbation sans creusement ou comblement est une ligne de flux de Vi
(la vitesse du centre étant égale i I_-}), puisque I'intégrale générale de
(33), sans le terme en K, s’éerit simplement :

Py (!u? %y s t)=(P;)u=!u!“u:?

en coordonnées lagrangiennes /,,«, (coordonnées initiales des «parti-
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cules j}n, voir § D,A). On voit donc que les «trajectoires moyennes»
des perturbations «normales» sont les lignes de flux du vecteur H moyen
(la vitesse du centre étant égale & IE})

Envisageons ensunite des «tourbillons circulaires», c’est-a-dire des
perturbations dont le champ de p., est constitué par des isobares circu-
laires. Ces perturbations appartiennent évidemment & la classe des
perturbations «normales» définie ci-dessus, et la vitesse W de dépla-
cement de leur centre est donnée par la formule :

o o

¢ 6étant une longueur mesurée sur un rayon horizontal de la pertur-
bation et l'indice ¢ indiquant les valeurs au centre. I.’équation (33),
appliquée au centre de ces perturbations, prend alors la forme :

--'ap;) ’a’p’;) S

i) Wy W.

(3¢, ( o

Mais nous savons que la vitesse de déplacement du centre d’une per-
turbation normale est égale & FH, c'est-a-dire W=1H.

Done:
.- oPq (JJPQ) = =

pour les perturbations circulaires («tourbillons» circulaires). Cette
équation montre que la contribution du champ entretenu au creusement
(ou aw comblement) du centre des perturbations circulaires est le produit

scalaire des vecteurs IT et N

Le voisinage immédiat du centre d'une perturbation quelconque de
P, présente toujours, en premiére approximation, les caractéres d’une
perturbation circulaire; d’autre part, c’est évidemment une perturba-
tion circulaire qui représente le mieux le voisinage immédiat du centre
de la «perturbation moyenne» de p, qu'on peut imaginer superposée
4 un mouvement entretenu moyen pour étudier la climatologie dyna-
mique d'une région. C’est donc 'équation (67) qu’il faut utiliser en
climatologie dynamique et cette équation montre que les zones privilé-
gides de naissance et de creusement des perturbations (foyers de cyclo-

- -
nes) pour un champ entretenu moyen sont les zones o U'on a Ao H>0,
et les zones privilégides ou foyers de comblement et de disparition des

perturbations sont celles oit, par contre, Ao 74 2= (),
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Pour étudier la climatologie dynamique, ¢ faut donc tracer, i coté
des lignes de flux de H moyen (qui donnent les trajectoires moyennes des

perturbations), les courbes de niveau de la fonction A« H.

Considérons finalement les rapports entre les trajectoires moyennes
des perturbations en dehors des zones privilégiées de creusement et de
comblement et les champs moyens de pression et de température. Le

vecteur 17, en dehors de ces foyers de crensement et de comblement,
est donné, en premiére approximation, par (63), de sorte que les
trajectoires moyennes des perturbations coincident, dans ces régions,
avec les courbes de niveau de I'énergie hydromécaniqne E du mouve-

ment entretenu moyen. On peut _poser d'ailleurq H—-H +1 ,, avec les

valeurs (65) pour les vecteurs H et Hg. Le vecteur Lr" («vent» du
gradient de la température) est prédominant dans les zones extra-
tropicales ol les variations spatiales de la température l'emportent
presque partout sur celles de l'énergie cinétique. On peut donc dire
que les trajectoires moyennes des perturbations de p.. dans les régions
extratropicales, et en dehors des foyers de creusement et de comblement,
coincident, en premiére approximation, avec les isothermes moyennes.
Dans les régions tropicales les variations spatiales de la température
moyenne sont presque partout trés faibles mais il peut y avoir d’'impor-
tantes variations spatiales de I'énergie cinétique moyenne. Le vecteur

ﬁ’, («vent» du gradient de I’énergie cinétique entretenue) sera donc en
général prépondérant et comme ce vecteur est tangent aux isobares
entretenues, on voit que les trajectoires moyennes des perturbations de
p, dans les régions intertropicales (cyclones tropicaux), en dehors des
Joyers de naissance et de creusement, coincident, en premiere approxima-
tion, avec les isobares moyennes. Ces résultats sont en parfait accord
avec des faits bien connus en météorologie empirique,

9. Solution générale des équations (22) des perturbations. La
solution de ce systéme peut étre cherchée par une méthode d'approxi-
mations successives qui est la généralisation naturelle de la méthode
utilisée pour résoudre I'équation (33) du champ de p, (Voir § 5, A).
Nous poserons donc :

PJ _— ﬁn Tu
(68) i: 2 2 ;;-:'n
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et définirons les approximations successives par les systémes :
0T

ot

Sa Tre T
uu—'_'SmVTn'_'}' (Vm_'g._>-
0%n

ot
n=1 =1

+ E w; ¢ V¢, —f—w,, -Vz gi= Sq diver,_;,

BE I}IV;.‘R,, = — P,; di\';,g_l,

T',;. * V¢, -I-w,.-vb +wn.v,n+

et par les conditions suivantes :
1° — conditions initiales :

ﬁo(m,y,z,i=fn)=pf,(m,y,z),

(70) @, y,2,t=1)= 8’(-?: ¥:2),
wu(m Y,% t‘—t‘u) ‘Ul(&E,y,Z),
T(@,y,2,t=1)=0,

(71) al@,y,2,t=1)=0, pour nX 1.
wa(@,y,2,t=10)=0,

2° — conditions aux limites: a)— conditions aux limites extérieures
de I'atmosphére :

lim =%, =0,
r—w
(72) lim s 0:
r—»0
., =
limw, = 0.
| r—w

b) — conditions aux limites sur la surface ¢ du géoide. La condition
cinématique aux limites est traduite par la relation (28) et I'on doit
avoir ici, puisque [(w.)], = 0:

-

(6n)s =0, pour m=0,1,2,...
(8a)s

La premiére équation de (69) s’intégre immédiatement et donne, en
coordonnées lagrangiennes :

(14) Ton (ly.s %o s 5 8) = (Fa)y (L5 %0 5 7o) /'1’,,. div m,._l at,

(‘3) {S,,. )a Vi (rﬂ)c * %+ C)g /CC)G
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(« est ici le paramétre continu d'une famille quelconque de «surfaces de

flux» de H horizontal, [ le paramétre continu d’une famille de surfaces
orthogonales aux premiéres, et 7 le géopotentiel. On a done:

[
= {“ i fj:j" (!U s &ys My s U ':f
ty
A =&,

N = Ny,
d’ott 'on déduit
fu“_—!o([a“;'”af)s
r‘o"“ %,

N==".

(es fonctions, introduites dans (74), donnent les =, en coordonnées
eulériennes /,z,n,t:

(14)
Tally 2y, t) = () [l (1,2, 0) 3 2370) _fp (L ey nty) 32 8]

< (div w,,_l) [l,@,a,nt);a;0;¢]dt.

(les solutions satisfont aux conditions initiales (70) et (71), puisqu'on a
d’une part (m,),=p, et d’autre part (w,),=0 pour ax1. Les condi-
tions aux limites extérieures (72) sont satisfaites aussi par suite de
lim (7,),=0 et de lim P, =0. Quant & la condition cinématique sur

r=>m r—m

, nous verrons un peu plus loin qu'elle est également satisfaite.
Définissons les opérateurs suivants :
d,‘ Gn a = ‘/ -1 —

rls . b V g =, - Sao)e
(‘t)) d“f at‘l"('m vaﬂn D+ u.ﬂq) Y.

Les troisitmes équations des systémes (69) s’éerivent alors comme suit,
en tenant compte des deuxitmes équations :

Lo d £ dﬁ n 1 ...p. sy
(76) —d—‘;J-k—g* (Fa—5ek) oo (sitTia)]eut

foe (V*_ q-%) ek = S5 div W +

185 (vrne k) ev(Si+ 2 )
Soient :

(77) Ga(9,y2,m,10)
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les solutions de ces éqnations qui satisfont aux conditions initiales (70)
ou (71), & la condition cinématique (73) et aux conditions aux limites
extérieures (71). Ces fonctions et les fonctions (74') !, introduites dans
les deuxiémes équations de (69), donnent alors les approximations
successives 1, de la perturbation de la vitesse qui satisfont a toutes
les conditions initiales et aux limites requises, puisque les =, et les ¢,
satisfont & ces conditions. La seule difficulté de la méthode d’approxi-
mations successives provient donc du terme non linéaire V¢ des
équations (76). Pour lever cette difficulté, nous poserons, dans ces
termes non linéaires :

(78) G(@yt,m, ) =[], (9,0, 8) + (9,2, m,1),

a étant une constante et les u, des fonctions qui satisfont aux conditions
aux limites (p,),==0,limp, =0 et initiales: (pu)r,=0 pour nx1

ot (o)t,=8(9,%,n)—e%(s;),. Ces fonctions (78) satisfont done &
toutes les conditions initiales et aux limites du probléme, puisque les
(¢.), sont déterminés en fonction des =, [donnés par (74')] au moyen
de la condition aux limites sur o (73),

Admettons que les p, sont des petites quantités telles qu'on peut
négliger, vis-a-vis de 7 [e*n(c,);], les vecteurs vy et 7 [ p, (Gu)3] -
Une telle condition est verifiée a priori dans la voisinage de a, mais nous
admettrons qu’il en est de méme dans toute Uépaisseur de l'atmosphére.
En posant:

o n—1
(79) fo= Spdivw,1 4 Sa (v'rrn --%) eV (Sa—+ gs Gi) —

__‘_eu?d‘ﬂ _,-:’_,_,-*.L ; ¥ g 2-—»
28, (Im q D) [V.&(C;.); "a(cn)s kn]

les équations (76) deviennent alors:

n—1

@) Gy L[ (Fa=7e5) e v sit Zhs) |a—filehshztin,

b, 4%, 20, t désignant les coordonnées lagrangiennes qui correspondent
aux opérateurs d, /d, t, définis par (75). Ce sont donc les coordonnées
cartésiennes rectangulaires initiales de particules fictives se déplacant

1 On voit maintenant que les =, satisfont aux conditions (73) si I'on contraint
les 5, & y satisfaire.
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en chaque point et & tout instant avec la vitesse

n—1
—»

»
I m “Bm vﬂ" '_‘_ 'I" Ei w,.
u

Remarquons que les f, sont, d’aprés leur définition (7V), des fonctions
connues, puisque les (c,), sont déterminés par la condition (73), en
fonction des =, .

[’intégrale générale de (80) s’écrit alors:

[}

(81) :,,(a'!‘.,s;:,zﬁ,t)={ Jel bR DL F, (oh g2, )t +
#,

+ (e [oh, 38, )] e EGRRA D ot

avec ;
n-1

1 |
(@h by 2hy )= [ (Fa—go L) ew(Si4+ Ducd |
2@ b )= oo | (Va—ge ) e v (a4 i)

Il est essentiel de ne pas oublier que 'opération fd,li se rapporte évi-

ty

demment aux particules fictives qui se déplacent a la vitesse

n—1

ftm; = S-:; VT, e % —!‘ ?i ;?; .

Les solutions (81) satisfont évidemment aux conditions initiales
[(70) ou (71)], ainsi qu'a la condition aux limites extérieures, puisque
lim (5,),= 0 et d’autre part (79) montre que lim f,=0. De plus, ces

o

Ti—»w0
solutions satisfont évidemment aussi a la condition cinématique (73) sur

la surface 5 du géoide dans la mesure ou ’hypothése introduite ci-dessus
sur les p, est verifide.

Pour passer de la solution (81) de ¢, en coordonnées «lagrangiennes»
&y, Ynszn,! aux solutions correspondantes en coordonnées eulérien-
nes (9,4,7n,t par exemple), on a les relations:

oy = .'1'1',‘ —f—f[]"—S v“n.'_‘_ "L' 2 ’U}x(mq f/;]l-ﬁuy!)dut
2 = ” n—1 -
Y= *f[ Ve — S VT 5+ g,-w,v]y (@h 28,45 D) dst;
fy
'

— - n—1 —
Zp == z‘;’l '{" [I,‘;t — "‘S'N: VT 'l- _i" zl’“:i}: ('rl:t ] ff?t y ".‘:‘:1 ] f) du { 3
A 7

L
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d’ont 'on déduit:

Irﬁ=art',(.f.r.y,z,t)-==m[ (9,2,m);9(9,2,0)52(2,2,1);¢]
I./lu -—?,,(&E,J,;,t)—:y?‘{w( "'*)?.'")'(?))‘:"}53(?’ ,'.q);!_]
V=2 (,9,2,t) =& [2(®,2,7);7(9,2,7);2(2,2,n);1]

Ces fonctions, introduites dans les <, (2, %) ,2), ) donnent les solutions
eulériennes correspondantes en coordonnées «gdéopopentielles» ¢,%,7,¢.

TABLE DES MATIERES

1. Le systtme d'équations de la théorie des perturbations

2. Le probléme atmosphérique . e 5

3. Les équations des perturbations atmosphériques. ol R
4. Equation spatio-temporelle du champ de pression sur la surface du géoide
9. Solution du probléme atmosphérique sur la surface du géoide .

6. Vibrations propres quand le mouvement cntret.enu est permanent et giratoire
Détermination des vecteurs de pw\rlswn Het A
Les vecteurs de prévision Het X etla climatologie dynamique.

9. Solution générale des équations des perturbations .

ERRATA
Pag. ligne au lieu de lire
204 18 3 ¢
Equalions
(22) mettre + avant le terme en s'
(27) derire — (g+2g) W' au lieu de — gy
(28), (28 bis), (34), (35) remplacer q par 4
(41) derire a=g, au lieu de n=z

{42] derire ap=a au lien de Ly ==ty

388

211
214

§§§§



