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LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE ET LA MECANIQUE
ONDULATOIRE RELATIVISTE

par Axrtoxio Gilo

(Regu le 15 Mars 1945)

| —PRELIMINAIRES

(‘e mémoire a pour but d'introduire dans la physique un principe
cosmologique qui permet de faire la synthése de la Relativité générale
et de la Mécanique ondulatoire, suivant une voie nouvelle.

Pour comprendre ce principe, d'aprés lequel i y a identité entre
existence physique et existence mathématique non-arbitraive, il faut expli-
quer tout d’abord ce que nous entendons par étre mathématique non-
-arbitraive,

1. les étres mathématiques complels. L'existence mathématique
n'est conditionnée que par l'absence de contradiction. La non-contra-
diction, qui assure la compatibilité des différentes opérations par les-
quelles on peut obtenir (exprimer) un étre mathématique, pose dans
Uexistence mathématique non seulement les étres déja construits ou défi-
nis effectivement et les étres simplement «nommés» (au sens de Lebes-
cue), mais aussi une infinité d’autres étres non encore envisagés par la
science et qui ne le seront jamais. On voit par la quelle est la richesse
du «monde» mathématique, dans lequel tout ce qui jouit d'une seule pro-
priété (la non-contradiction) se pose automatiquement dans l'existence
(tout possible existe).

Considérons un exemple d’étre mathématique : une fonetion f(x) de
la variable réelle & dans lintervalle fermé e«ZLz=b. lLe champ de
variation continue de a peut étre appelé un cadre ou un contenant,
apte 4 recevoir une quantité transfinie (transfini dont la puissance est
ici supérieure a celle du continu) de fonctions, c¢'est-a-dire de contenus.

(e cadre ou contenant est un ensemble de nombres réels dont les
éléments ont entre eux des relations de simple juxtaposition, mais qui
obéit cependant & un plan ou & un ordre. Sile contenant est un espace
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non-euclidien, il posséde, en plus de cet ordre interne, une structure
(qui se révele immédiatement en plongeant I'espace en question dans
un espace non-euclidien). Ceci sans parler de la forme de la surface
frontidre du domaine spatial d’existence d'une fonction ou contenu.
Aprés ces remarques, nous dirons qu'un étre mathématique est complet
lorsqu'on peut y distinguer un contenant et un ou plusieurs contenus.
FEn d'autres termes: lorsqu'il est formé par une fonction ow par un
ensemble de fonctions ayant toutes le meme domaine d’existence.

2. les étres mathémaliques arbitraires. Si nous considérons a nou-
veau une fonction queleconque f(a) de la variable réelle & dans I'inter-
valle aZx<b, on voit immédiatement que cet étre mathématique com-
plet est arbitraire, en accordant i cette expression la signification
suivante : — D’une part, le domaine de definition de f(z), c’est-d-dire
le contenant, est apte i recevoir une infinité d’autres fonctions, de sorte
que le contenu [ensemble des valeurs de f(x)] existe arbitrairement
dans le contenant, sans qu’il y ait une raison quelconque pour que ce
contenant «contienne» un certain f(x) plutét quun autre. D’autre
part, la connaissance de f(z) ne détermine pas le contenant (sa forme
et sa structure), car si = désigne par exemple un parametre de posi-
tion entre les points « et b sur une ligne d’un espace a un nombre
quelconque de dimensions, la connaissance de f(x) ne donne awcun
renseignement sur la forme (ni sur les autres propriétés) de cette ligne.
1l v a une infinité de contenants géométriques pour une méme fonction
abstraite f(x).

On voit que les étres mathématiques arbitraires, tout en étant non
contradictoires, n’ont en eux mémes aucun principe de «self-explication»,
aucun propriété de «self-eréation». Leur existence leur est en quelque
sorte conférée du «dehors» par la «foree» du non-contradictoire, qui
fait que tout non contradictoire se pose dans I'existence mathématique.

Tei, une analogie sera utile a la compréhension claire de ce qui va
suivre. Donnons-nous un vase ou récipient ayant une certaine capacité
et une certaine forme, susceptible d'étre rempli de toutes sortes de liqui-
des. Le fait de connaitre la nature du liquide (ou contenu) qui se
trouve & un moment donné dans le vase, ne suffit pas pour déterminer
la forme et la capacité du vase. Inversement, étant données seulement
cette forme et cette capacité, on ne peut rien dire sur le liquide qui
peut se trouver dans le vase i un certain moment. En d’autres termes :
entre le contenant ou récipient et le contenu il n’y a aucune relation
intrinséque. 1. «étre» formé par l'ensemble vase + liquide est done
un étre arbitraire.
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3. les étres mathématiques non-arbitraires. Poursuivons notre ana-
logie en imaginant un vase idéal doué des deux propriétés tout-a-fait
spéeiales suivantes: 1.°) il suffit de connaitre la nature et la structure
du liquide pour déterminer la forme et la capacité du seul vase qui peut
le contenir; 2.°) inversement, il suffit de connaitre la forme et la capa-
cité du vase pour déterminer la nature et la structure du seul liquide
quil peut contenir. Il existe alors entre vase et liquide, entre conte-
nant et contenu, une dépendance intrinséque absolue et nous dirons que
Iensemble vase 4liquide est, dans ces conditions, un étre non-arbitraire.

11 est facile de passer de cette «analogie» a la définition d’étre mathé-
matique non-arbitraire. Nous dirons qu'un etre mathématique est non-
-arbitraive lorsqu'il est complet et satisfait awe conditions suivantes:
1.%) les propriétés intrinstques de la structure et de la forme du conte-
nant sont entierement déterminées quand on connait les fonctions-con-
tenus ;  2.°) inversement, les fonctions-contenus sont entierement détermi-
nées quand on connait les propriétés intrinseques de la structure et de la
“ forme du contenant; 3.°) les dewe premivres conditions déterminent com-
pletement Uensemble contenant - contenus.

Faisons ici la remarque évidente que cette définition d’étre mathéma-
tique non-arbitraire ne peut entrer en jeu que sile contenant est un espace
continu, puisque c¢’est seulement un espace continu qui posséde une forme
et une structure intrinséque.

4. l'existence physique. Si l'on croit que le cosmos est d'essence
mathématique, c’est-a-dire que I'Univers physique est un étre ou un
ensemble d’étres mathématiques, une question fondamentale se pose
inévitablement, a savoir: — Quelle est la propriété qui distingue 1'étre
ou l'ensemble d’étres mathématiques qui forment (et qui sont) 'Univers
physique de tous les autres étres mathématiques? IEn d’autres termes:
— Quelle est la propriété qui confere I'existence physique & 1'étre ou
a 'ensemble d’étres mathématiques qui forment I'Univers ? Nous répon-
drons a cette question par le principe de base suivant:

Llexistence physique est identique & Uexistence mathématique non-
-arbitraire.

En d’autres termes :

Tout étre mathématique non-arbitraire possede Uexistence physique.

En partant d'un ensemble d’espaces trés général (ensemble des espa-
ces continus pouvant étre «plongés» dans des espaces A une dimension
de plus et pour lesquels le carré de la distance de deux points infini-
ment voisins est une forme quadratique des différentielles des coordonnées),
nous montrerons plus loin qu'dl 2’y a, dans cet ensemble, qu'un seul
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étre mathématique non-arbitraive. Griace au principe fondamental. on
peut donce dire que dans Uensemble défini ci-dessus un senl étre mathé-
matique possede Ueristence physique. Nous verrons d'ailleurs qu'il est
trés probable qu'il n'y ait qu'un seul étre mathématique non-arbitraire
dans l'ensemble de tous les espaces continus. Si tel est réellement le
:as, alors on arrive immédiatement a4 la conclusion suivante :

L’ Univers physique est le seul étre athématique non-arbitraive qui
waviste dans le «nondey mathématique.

Nous avons dit plus haut que les étres mathématiques arbitraires
n'ont en eux mémes aucun principe de self-explication, aucun propriété
de «self-création». Par contre, I'Univers physique (qu'on peut définir
comme étant 'ensemble des étres mathématiques non-arbitraires, un
tel ensemble n’ayant trés probablement gu'un seul élément) contient
en lui méme une telle propriété (le caractére non-arbitraire), néces-
saire pour le poser dans lexistence d'une maniére absolument auto-
nome et le faire subsister en tant qu'existence physique indépen-
damment de toute « cause» extérieure. L'existence physiquen’est quel’exis-
tence mathématique marquée par le «sceaur intrinséque du non-arbitraire.

5. La Physique Cosmologique. Nous donnons ce nom i la théorie
mathématique qui peut étre construite, par voie purement déductive,
avec la définition d’étre mathématique non-arbitraire et le principe de
I'identité de l'existence physique et de l'existence mathématique non-
-arbitraire. Le but idéal de cette théorie peut étre résumé comme suit:

Sans faire appel 4 des hypotheses, postulats ou axiomes de nature
physique (ou métaphysique) en dehors de la définition d’étre mathéma-
tique non-arbitraire et du principe de l'identité de I'existence physique
et de Dexistence mathématique non-arbitraire, et sans utiliser aucune loi
de nature expérimentale ou suggérée par I'expérience, déterminer, par
voie purement mathématique: 1.°) la structure métrique, la forme et
le nombre de dimensions du contenant de I'Univers (I'espace-temps),
2.9 les valeurs des propriétés de I'Univers (c’est-d-dire les valeurs de
tous les contenus) en chaque point du contenant.

Les pages qui suivent exposent une premiére tentative pour réaliser
une partie de ce programme. Nous y verrons que le probléme cosmo-
logique de la Relativité générale se pose constamment en Physique cosmo-
logique, sous une forme généralisée. Cela se comprend facilement si
I'on pense que la Relativité générale, par ses équations du champ de
gravitation, établit en somme des relations entre une propriété intrinse-
que de la structure métrique du contenant de I'Univers (de I'espace-temps)
et une propriété (densité d’énergie-quantité de mouvement) du contenu.




LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE D
Il — ANALYSE DE L'ETRE MATHEMATIQUE NON-ARBITRAIRE

1. Définitions. Soit &y, l'ensemble des espaces continus (€y41) &
un nombre quelconque (N4-1) de dimensions, pour lesquels le carré
de la distance de deux points infiniment voisins est donné par la forme
quadratique :

(1) A3 =TudX*dX* (p,v=1,2,...N+1),

des différentielles des coordonnées X*, les T'yy=1I"y, étant des fonetions
finies quelconques des X* possédant des dérivées premiéres et secon-
des. (Lorsqu'un ey, est euclidien ou pseudo-euclidien, nous le désigne-
rons par [y, et alors on conviendra que les X* sont des coordonnées
cartésiennes rectangulaires, c’est-d-dire I'yy=+1 pour p=v et I'yy=0
pour g.L:,":'.;l. Soit &y l'ensemble des espaces (ey), & un nombre quel-
conque (.\N') de dimensions, qui peuvent étre considérés comme des
sous-espaces d'espaces €y a4 N+41 dimensions de l'ensemble &yyy.
[ne variation virtuelle des paramétres qui figurent dans toute expression
analytique de 1'équation F(X', X? ... XV*1)=0 d'un espace ey, plongé
dans un espace €yyy, peut étre considérée comme une déformation ou
un mouvement de ey dans €y, . Désignons alors par #', 2% ... 2V des
coordonnées générales intrinséques dans un ey, c'est-i-dire des coor-
données telles que leurs valeurs en un point quelconque de ey sont
invariantes vis-a-vis de toute déformation et de tout mouvement de ey
dans ey.1. La forme métrique interne d'un ey quelconque s'éerit :

(2) dy’ = ¢ dixt dx® (Zk=N 2 V)

les gu=gi: (coefficients métriques internes) étant, comme les I'yy, des
fonctions finies quelconques des ' possédant des dérivées premieres
et secondes. La forme (2) est invariante et gy est un tenseur cova-
riant symétrique du second ordre qui satisfait aux conditions de con-
servation (divergence nulle):

A J et i i
3 =2 Vg9 +er] tlmo
¢ étant le déterminant des ¢y et { : } le symhole de Christoffel de
JE )

seconde espece formé avec les g .

Considérons un espace ey de &y plongé dans un espace eyy de &y,y.
Nous appelons forme de ey par rapport & ey, : 1°—I'équation
F(X' oo, XYY =0, de la variété ey dans eyy, déterminée aux coor-
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données et a lorientation prés d'un de ses éléments; 2° — I'équation
g(x'y .., 2V)=0 de la variété (N—1)-dimensionnelle, frontiere de ey-
(Rappelons ici qu'un ey est dit de classe 1 s'il peut étre considéré
comme un sous-espace d'un espace euclidien ou pseudo-euclidien &
N+1 dimensions).

A coté de la forme métrique fondamentale (2), nous envisagerons
aussi la forme métrique externe de l'espace ey (supposé plongé dans
un €y.). Cette forme quadratique peut étre déduite comme suit.
Désignons par X[ la «dérivée tensorieller («dérivée covariante géné-
raler) seconde des X™ par rapport aux x'. Comme les X* sont des
invariants vis-a-vis de tout changement des 2, on’a ici simplement :

32 "ih . -1 E 'F'i - =
(4) xt -9 A* { J }_fk\. ‘ { » }r).\‘ PASS
. : dix' gack il Jaxi =7 dx gat

(Les symboles de Christoffel avee indices grees et latins se rapportent
respectivement & la forme (1) et a la forme (2)). On sait cue les

-—
XY sont les composantes contravariantes d'un vecteur \X.; de ey.,
normal & ey. Si 2 représente les composantes de la normale uni-

=

taire 2 a ey (dans €yy). on a done:

ey Lt .
(2) Xi=opn?* ,

v .7 _3 g '
“]J W= -\ :'r-f. “P. —= -\ :-.u’, I‘.I'L'.r ny = .\ gik s N,
La forme métrique externe de ey par rapport & €y,; est alors définie par:
(7) A = da' dat,

La relation () montre que les w; sont les composantes d'un tenseur
covariant symétrique du second ordre (dQ* est done un invariant
comme s*) et nous supposerons qu'ils sont des fonctions quelconques
des x' possédant des dérivées premitres et secondes. Ce tenseur o,

satisfait d’ailleurs, comme les g, , & des relations de «conservations»,
(ui s’ecrivent maintenant :

1 9

,H — /o |]”: fﬂ'jk .’I = ” .
l j Vl‘ﬂ (}-I‘k (‘ ot )+ {J}" }51 i

I'indice & rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé ici

= | :
avec les @y de (7), et: o=|wz|, & = — > mineur de o relatif i v .
o ; [}
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En remarquant que l'on a:
== —=
dX.n=0,

AX étant un vecteur infinitésimal reliant deux points infiniment voisins
de ey, les relations (4) et (6) donnent encore:

. FX = 1 0XB 9 X7
] I'J‘;L-=‘—.-—-H+{,}IJ_}---—I-'—-JJP,,

ox' gt 7 ) gt ok
= ; . .
\ étant le vecteur (de €eyyq) de composantes X* en un point de €y
situé sur ey. La forme métrique externe de ey dans ey,q s'écrit done

aussi

. s = oa [ p 10XP 0XY ity
10 A0 —n.d* X { p 1927 047 dafdzt
(10 " s {37} gai gat
ou bien, par suite de la relation : ndX=—dn.dX:
I 8 e 3 X8 X1
(11) n-d*N=—dn-dX+ { " }ﬂ L2 ny, da’ dx®
. i"/ (}.I." t)n!,'k i .

Si Tespace €y est un espace euclidien oun pseudo-euclidien, la forme
métrique externe se réduit done a:
(12) dQ = de’ det = — dn- d.-\:: . cﬂ\h i

Quand on se donne les coordonnées Xj, XT,..., X§ d'un point
arbitraire P, (!, a2, ..., 2Y) de ey (supposé plongé dans un ey,1), la
normale unitaire d'un élement de ey dont P, est le centre, ainsi que
la métrique de eyy; (c'est-i-dire les I'yy de la forme (1)), alors la
connaissance des ¢, et des wy, en chaque point de ey, détermine cet
espace (par rapport i €yyu), lorsque les g et les oy satisfont aux
conditions de compatibilité de Gauss et de Codazzi.

Considérons maintenant une forme quadratique :

(13) d () =y d’ dc®,

dont les coefficients 7 sont des fonctions des gu et de leurs dérivées
premiéres et secondes, ne faisant intervenir d’ailleurs ces dernitres
que linéairement. Nous dirons alors que les 7 représentent une pro-
priété intrinseque de la métrique d'un espace ey, lorsqu’ils satisfont aux
mémes conditions que les gy, c’est-d-dire lorsqu'ils sont les composan-
tes d'un tenseur covariant symétrique du second ordre (ce qui est équi-
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valent & I'invariance du d(} vis-i-vis d'un changement de coordonnées)
(qui satisfait aux relations de conservation:

1 0, 7
= USRS IR B
(4 Vy da-"(ﬁ" St {.;fa' } e
l'indice s rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé avee
les g, et y*=g¥g" 1.

De méme, soit:

(15) dP?=1I1; da'’ da¥,

une forme quadratique dont les coefficients I[I; sont des fonetions
des o, de leurs dérivées premicres et secondes, ne faisant intervenir
d’ailleurs ces derniéres que lindairement. Nous dirons alors que les IT;;
représentent une propriété intrinstque de la forme d'un espace ey
(plongé dans un eyy), lorsqu’ils sont les composantes d’un tenseur
covariant symétrique du second ordre (ce qui est équivalent & I'inva-
riance du d/”*) qui satisfait aux relations de conservation :

R S e , ;
(10 tvemna{ 4 o,

Vo ox Jh

Uindice & rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé avee
les w;. de la forme (7), et " =¥ e II;.

Un théoréme bien connu du caleul tensoriel nous permet d'affirmer
que l'expression analytique générale des propriétés intrinséques de la
métrigue d’un espace ey est nécessairement la suivante :

(17) % I:Rm- — E Hir U‘J‘f‘}ﬂ:}:l;

#, et 7, étant deux constantes (provisoirement arbitraires), £ le ten-
seur de Ricci-Einstein, et 22 I'invariant de courbure défini par: R=g™ 2.
Lle méme théoréme nous parmet d’affirmer que I'expression analytique
générale des propriétés intrinséques de la forme d’un espace ey (supposé
plongé dans un ey,;) est nécessairement la suivante:

A

-

%o et Jo étant deux autres constantes (provisoirement arbitraires), Sy le
tenseur de Ricci-Einstein qui correspond & la forme quadratique (7)
et & un invariant défini par S=w'* 8.
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Cleci étant dit, définissons finalement ce que nous entendons par étre
mathématique non-arbitraire : ¢’estun ensemble de fonections, ayant toutes
le méme domaine d’existence, appartenant a &y, et telles que : 1.°—les
propriétés intrinséques de la métrique et de la forme du domaine d'exis-
tence (ou contenant) des fonctions (ou contenus) sont entitrement
détermindes quand on se donne ces fonctions; 2.9 inversement, les
fonctions-contenus sont entierement déterminées quand on se donne les
propriétés intrinséques de la métrique et de la forme du contenant:
3.9 les deux premitres conditions déterminent complétement 'ensem-
ble eontenant 4 contenus.

2. Equations de I'étre mathémalique non-arbitraire. Considérons un
otre mathématique non-arbitraire a N dimensions. Il est trés facile
d’écrire les équations qui traduisent la propriété de «non-arbitraire»
que nous venons de définir. Fn effet, comme (17) est I'expression ana-
Ivtique générale des propriétés intrinséques de la métrique du contenant,
i faut nécessairement 'égaler, d’aprés la définition d’étre mathématique
non-arbitraire, & une fonetion contenu tensorielle bien définie, que nous
désignerons par Ty . De méme, comme (18) est I'expression analytique
aénérale des propriétés intrinséques de la forme du contenant, il faut
aussi 'égaler & une fonction-contenu tensorielle bien définie, que nous
désignerons par U;. On a done le systéme d’équations suivant:

( 1 ik e
(@) ‘ Ry — 5 T (R+3y)=%y T,

(19) S :
(;‘] ‘ ‘S’H; T '.) f-')a'k(\h“r }N =%w {.—;J';.

Par suite de la symétrie des R, gu, Sa et o ce systébme se compose
de N(N+41) équations. En multipliant (19 @) par ¢g*, (19b) par »™ et
en introduisant les invariants T'=g* Ty et U=w®* Uy, le systéme (19)
prend la forme équivalente :

. 7. . i
("_) I Ry + ‘\'_!_2{’{"‘ :zr.l'( Tie— ‘\_.'__2:' f'k)r

(20) ; ‘
. (.b) ] Sa + = s 0= et ,f'r-.— L t;
ik ‘\7_ > ik ] ik v 2 i)

— -

N N, ¥
I (___)_1) R+ hy=—n T,

@ [ A
' (:3 __1) O+ E Jo=—%a U.

4 -

et I'on a:



10 ANTONIO GINO

Au systéme (19) il faut nécessairement ajouter les équations de Gauss
et de Codazzi, car les gy et les w; que l'on déduit de (19) ne sont
compatibles que si les conditions de Gauss et de Codazzi sont satisfai-
tes. Pour un espace ey plongé dans un ey, les équations de Gauss ont
la forme:

dX* 9P YNT 9.XD

STR 3 ( ; Donn
(23) L2y 0= (g o — oy, ;) 4+ £058+3 — -3
% y K] S 7] LIy, + B4 (,LI." (}.f‘." ()Jf"" n\’}.i.

dans lesquelles 25 sont les composantes du tenseur covariant de
courbure de l'espace ey (contenant) et R,3y3 les composantes, prises
en un point de ey, du tenseur covariant de courbure de 'espace €y,;.
En désignant par mg; la dérivée covariante de w; par rapport a a2/,
les équations de Codazzi s’éerivent comme suit :

o X% QXY o X?°

et )
ot gxt Pt

{.24] W — 0 i+ R 28y8 1

5

n* étant les composantes de la normale unitaire en un point de ey.

Comme le tenseur /2 a N*(N*—1) composantes linéairement

19
indépendantes et différentes de zéro, on voit facilement, en tenant
compte de la forme du dernier terme de (23), quil ¥ a:

T TN S .
F;\- HAP=1) NN —1)(N41)+ 2\

dquations de (Gauss indépendantes. D’autre part, grice a la symétrie
des wy . il est facile de voir qu'il y a:

] e 2 5

S NN=)(N+4)+ N
équations de Codazzi indépendantes. Le systeme (19)+4(23)+(24) se
compose done de:

N(N+1)+ % N (N*-1)+ 2 N(V=1)(Ve-4)+ l, N(N-1)(N+1)+ N*+ N

[}

équations dans le eas oiv ex n'est pas de classe un.
Si le contenant est un espace ey de classe un, les dgqnations de Gauss
I N : 1
et de Codazzi se simplifient et deviennent respectivement :

(25) By ji=tog i — g 0
6L

(2' i) 0k — ;=0 .
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En explicitant les dérivées covariantes des oy, les équations de Codazzi
peuvent s'érire comme suit :

i ):;‘ Jff'l"l. f ! -
(211 !rr'I; (LALLHE +ﬁ‘;ﬁ-{{"'}_—m”{ﬁ;}:”'

ot T oxd

: . 1 s . .
Il n'y a plus maintenant que "1“_,‘\2{-‘\ *—1) équations de Gauss et

— N(N—1)(N+4) équations de Codazzi indépendantes, de sorte que
‘ ,

le systome (19)4(25)+-(26) de I'étre mathématique non-arbitraire se
compose de:

.~y 11, M= 1 = ,
N(N+1)+ o5 F(N?—1)+ i—..\ (N—1)(N+4)
- 1 ]
équations indépendentes si le contenant est un espace ey de classe un.

3. Théoréme:. Le contenant d'un élre mathématique non-arbitraire
est un espace de Riemann & quatre dimensions et de classe un. Pour
démontrer ce théoréme, cherchons quel est le nombre des inconnues
qui interviennent dans le systéme (19)+(23)+(24). On a dabord

évidemment les }—).\'(.\'—{w 1) fonctions g, les ~1—‘\'(‘\’+1;} fonctions

Wi, les -.1—)—‘\'{_;\-'—1-1) fonctions 77 et les -;1;-.\'(‘\'-]-1) fonctions Uy,

¢est-d-dire 2N (N+1) inconnues. Nous avons ensuite N autres incon-
nues qui sont simplement les N fonctions (X', XP, - XY), qui défi-
nissent, en fonction de N des N+1 coordonnéas X*, un systéme de
coordonnées intrinseques dans le contenant de l'étre mathématique non-
-arbitraire. (Il est impossible de prendre =X a'=X%..., 2¥=X7%,
parce qu'a de telles coordonnées dans ey ne correspondent pas a priori
des ¢ essentiellement finis). Iinalement, nous avons 2N autres incon-
nues qui proviennent du fait que la frontitre (¢), & N—1 dimensions,
du domaine d’existence des fonctions-contenus, n'est pas déterminde
quand on ne connait que I'équation F/(X', X* ... X¥1)=0 du conte-
nant. En effet, pour déterminer 1'équation o (', 2V)=0 il faut
connaitre les N quantités i}a— ainsi que les N coordonnées xi d'un
Fria
point de s. Les 2N (N+1)+3N inconnues que nous venons de mettre
en évidence déterminent le contenant et sa frontitre o quand on se
donne les coordonnées X? de I'un de ses points, ainsi que la normale
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unitaire en ce point et la métrique de ey,y. Cependant, comme ces
inconnues doivent étre déterminées nécessairement par le systéme
(19)4(23) +(24), ou figurent les constantes J,, z,, Jo et ze, ces
quatre constantes sont de nouvelles inconnues, car il ne saurait y avoir
des constantes arbitraires dans un étre mathématique non-arbitraire.
(La métrique et la forme du contenant dépendent d’ailleurs en grande
partie des valeurs de ces constantes). On a done en tout:

ON(N+1)+3N+4

inconnues dans le probléeme de I'étre mathématique non-arbitraire.
Pour que ce probléme soit bien défini, ¢'est-d-dire pour qu'il existe,
dans T'ensemble &y, un étre mathématique non-arbitraire, il faut
que le systéme (19)4(23)4(24) soit un systtme complet (avec le
méme nombre d'équations que d'inconnues). Si le contenant de
I'étre mathématique non-arbitraire n'est pas de classe un, il faut
done poser:

e ) (e | SN e S ’
A {-‘\“)*F‘\'('\ =)+ S NN (N + S VY1) (V4 1)+
por ) Pt
+ N+ N=2N(N+1)+3N+4.

Comme cette relation n'est vérifiée par aucune valeur entitre et posi-
tive de N, il fant égaler le nombre d’équations au nombre d’inconnues
dans le cas d'un contenant de classe un. D’aprés le §3 on doit done
IIUH{'I' -

N(N+ 1)+ % N3 (N?*—1)+ {I N(N— 1)(.\'-E——l-):‘.?.\'(.\-'-{-].)—} 3N+4.
& )

Comme cette relation est satisfaite par N'=4 et seulement pour N=4
le théoréme est dont démontré.

4. |l n'existe qu'un seul étre mathématique non-arbitraire dans I'en-
semble &v. En effet, le systtme (19)+(25)+(26) est un systéme
d’équations aux dérivées partielles du second ordre qui ne peut avoir
(u'une seule solution ne faisant pas intervenir des fonetions arbitraires
donnant la distribution des inconnues et de leurs dérivées normales
sur la frontiére o du contenant. Or, dans un étre mathématique non-
arbitraire il ne peut y avoir de telles fonctions arbitraires, car celles-ci
n'auraient aucun rapport avec la métrique et la forme du contenant et
ne seraient done pas des fonetions-contenus.
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5. Tableau des inconnues du probléme de I'étre mathématique non-
_arbitraire. Comme nous avons démontré que le contenant est un espace
de Riemann & quatre dimensions et de classe un, le systéme (19)-+(25)+
+(26) se compose de DG équations indépendantes et contient 56 incon-
nues, i savoir:

Fi 10 inconnues: ¢ .
métrique et forme du contenant . . o

10 inconnues : o .
e b 10 inconnues : 7.
fonetions-contenus . . . ... ... ; -

10 inconnues: 7.

. a5
g Lk 4 inconnues: ——--
frontiére ¢ du contenant. . . . . . : 0x
4 inconnues :
coordonnées cintrinséques» . . . . . 4 inconnues : (X', \? X?, XY).

constantes absolues. . . . ... .. . 4 inconnues: 7. %y, le,to.

56 inconnues au total.

07 . ‘ : .
Rappelons que les ” fournissent les cosinus directeurs de la fron-
da'

tiore tridimensionnelle ¢ du contenant et que cette frontiére passe par
le point x; .

6. Détermination des fonctions-contenus tensorielles Ty et Ug.
La détermination compléte de ces fonctions, en tant que fonctions des
x', fait partie de D'intégration du systéme fondamental (19)+(25)+(26).
Il est cependant trés important d’exprimer ces memes tenseurs en fon-
ction de certaines fonetions-contenus de base: ¥ (pour les Ty) et
@ (pour les Uy). (Nous verrons que l'indice m varie de 1 a 4 et
'indice n de 1 & co). Les nouvelles expressions de T3 et de U
montrent immédiatement que ces fonctions satisfont identiquement aux
conditions de divergence nulle exigées par le systéme (19), et l'on peut
en déduire le caractére (hyperbolique normal, anormal ou elliptique)
de la métrique, indépendamment de I'intégration du systeme (19)+4
+(25)+(26) .

Désignons par € (i=1,2,3,4) quatre opérateurs matrices, i quatre
lignes et quatre colonnes, satisfaisant aux conditions :

(28) e et ei=25%.1 (I=matrice unité),

ot formons, avec quatre fonctions ¢ (m=1, 2.3,4) des /, linéairement
indépendantes, une matrice a quatre lignes et une colonne. Considérons,
en un point P (x',a*, 2", 2") quelconque de 'espace de Riemann qua-
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dridimensionnel qui est le contenant de I'étre mathématique non-arbitraire
(dapreés le théoréme du § 3), un systéme de coordonnées géodésiques
-orthogonales locales ¢/(i=1,2,3,4), et imposons aux fonctions 4" la
condition de satisfaire au systéme suivant de quatre équations aux déri-
vées partielles du premier ordre :

fr.M

[2”] ef- e Va ,] "

oy ]
(’r

dans lequel 2 est une constante réelle, les opérations e’ 4 étant défi-
nies par:

{:;”} e! ,‘1{"! o (E—'Iim.f 'I’I 5

En appliquant & ces équations Vopérateur e —‘— > on voit immédiatement,
dy'

par suite de (28) et de 0%/dg'd¢" =0%/d¢* o', que chaque ¢m satisfait A
I'équation :

1 12 m

(31) A &

— ol
P et
Par suite des propriétés des coordonnées géodésiques locales rectangu-
1 }“.'
. N [/ .
laires, 'opérateur B —— est le laplacien :
1 dg”

1 .4 i o
A=- Vgg*—],
‘/f} dak ( d 1"')

de I'espace de Riemann, et I'équation (31) s’éerit donc:
L:}g) A !‘I)m s z,{fﬂ :

On voit que les solutions du systéme (29) sont les fonctions propres
de Popérateur laplacien et que la constante « est la valeur propre
correspondante. Pour qu'il existe une solution ¢', ¢* ¢*, 4* du systéme
(29), lorsque « est I'une des valeurs propres du laplacien, il faut done
quil existe, pour cette valeur propre, quatre fonctions propres linéai-
rement indépendantes de cet opérateur. Inversement, il est facile de
voir qu'étant données quatre fonctions propres linéairement indépen-
dantes ¢', ¢*, 4", 4* du laplacien, relatives & une méme valeur propre,
ces fonctions sont des solutions du systtme (29) pour une certaine
orientation du quadripode des ¢’ bien définie en chaque point. En effet,
en introduisant des fonctions propres du laplacien, préalablement déter-
minées, dans le systéme (29), on obtient quatre équations qui permet-
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tent de déterminer les quatre paramétres (par ex. les angles d’Euler)
qui fixent Dorientation des g'. D’ailleurs, I'orientation du quadripode
des ¢ qui correspond, en un point, i un systtme donné de fonctions
propres linéairement indépendantes du laplacien, est invariante vis-a-vis
d'un changement quelconque des matrices €', pourvu que les nouvelles
matrices satisfassent aussi aux conditions (28) et n’introduisent aucune
nouvelle quantité arbitraire. 1’aprés les propriétés du groupe des
rotations et des symétries, un tel changement de e’ est en effet équiva-

X . . ) K *
lent A une rotation simple (Il angle —)—) accompagnée ou non d'une

A
symétrie des axes locaux g'.
Effectuons maintenant un changement des coordonnées géodésiques

locales et désignons les mnouvelles coordonnées céodésiques par o',

o s AT .
Les — sont les composantes covariantes de Popérateur gradient, et

et
g
l'on a:
0 rl}k 0
e e S 5
dg' do oc*

¢’est-a-dire :
s ) jo' o
{\3;{‘! L _'_ .

0d 0 0y

La transformation (33) appliquée i (29) donne done:

. d? d" i =
¢ -;J f-' =—Va U

e dg
ou bien :
A —: f) 1 .
(34) e =—Vain,

0%
en pusamt:
=

o Tl o3
(3D) ¢ =ez5

Comme les L" sont des invariants, par suite de leur définition (32),
on voit done que les équations (29) sont invariantes vis-i-vis d’'un
changement ¢ — ¢ de coordonnées géodésiques, quand on admet que
les e se transforment comme les composantes contravariantes d’un
vecteur. Or, on peut admettre cette loi de transformation puisque

les € transformés satisfont aussi aux conditions (28):

=j =g —fi=f samn
e ke e=23%.1,
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En effet :

ik i ) - =
detree (¢ '+ €' e) 02 02 985 . 08 03 97. % 09 0%
™= = —_—— = Y o —— = . j o — Y
: 0¢ 0 0§’ d¢' “ o og
et
)o' 0p"
O3 o Rk
Eysas =,
ny -
Al 1

pour des coordonnées orthogonales comme les coordonnées géodésiques.

Nous désignerons dorénavant par W (m=1,2,3,4) les fonctions
propres non-arbitraires du laplacien, ¢’est-a-dire celles qui son entierement
déterminées quand on connait les g, du contenant de 'étre mathé-
matique non-arbitraire ainsi que I'équation o (2!, 2% 2", 2#")=0 de sa
frontiére tridimensionnelle. (Lindice », qui varie, comme on le verra
plus loin, de 1 & co, sert & numéroter les valeurs propres du laplacien
pour lesquelles il y a quatre fonctions propres linéairement indépen-
dantes et non-arbitraires. Nous montrerons plus tard qu’aucun speetre
continu n'intervient dans notre probleme). Choisissons maintenant,
" parmi les matrices & quatre lignes et quatre colonnes qui satisfont aux
conditions (28), un systéme de quatre matrices €, dont trois sont réelles
et hermitiques et I'autre (par exemple €,) purement imaginaire et her-
mitique. De plus, les éléments de ces 6] seront uniquement les nom-
bres 0, £1 et *7/. Les matrices suivantes satisfont i ces conditions :

[ Qs g 1 1L 0o 0 0
] 1
| G 0 D) 0 1T 0 O
(36) €= e
=0, ; o I 9 0 ! 0 0=F ©
(=T 0O 0 0 ] o R § ISR |
0 0 1 ﬂ‘ [n 0 0 i
O R | e i == 0
1 4
€, = €, =
1 0 0 0 [ O i N
0 —1 0 l_’)‘ —z 0 0 0 |

Aux fonetions W, et pour une valeur donnée de n, correspond. en
utilisant les matrices €], une orientation du quadripode des ¢’ bien
définie en chaque point, pour laquelle ces W™ sont des solutions du
systéme (29). Nous dirons que l'orientation des ¢/ ainsi définie est une
orientation principale. et nous désignerons alors les coordonnées géo-
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désiques correspondantes par o' . Les fonctions W satisfont donc au
systeme d'équations suivant :

. . dll:m" o Wmn
(37) 6o~ ol

A la suite d'un changement quelconque g — ¢ des coordonnées géodé-
siques les équations précédentes deviennent:
, t}‘y:‘ i
{:;8} G:' — = —‘/1" l}umn'
. 0

en tenant compte de la transformation (35) qui s'éerit ici;

2 )o'
g i k0%
(39) € =€ TF

i

Par sunite des définitions :

{:u)} e; l!:ramr =[.6'“']'"f lF;p . l{,-""" E;z (e;-)pm 1};;.-.-

il est évident que les matrices réelles €], €}, €, commutent avec les
Wmn tandis que la matrice imaginaire € anti-commute avec les W
En posant:

(41) W= el
on déduit done immédiatement de (37) les équations :
.. e e
l'l':')) = )': - 6.3 =‘/d,, ‘}/;ri 4+
0o

Le changement g, — <" donne alors, grace & la transformation (39):

(43) o ot W,

a3
(égquations adjointes des équations 38).

G o . 3 i
Désignons par = les composantes contravariantes de l'opérateur
08,
4] 3

i

eradient, et formons avec les ¥ et les ¥, le tenseur suivant:

@) Trmn et e

'

e" l.FtNFi +q;'_ E"‘ f)lym” = ()l.lf';"

ek l{fmu.
n

" - it - 3 't
0% 0% 98; 09;

(une sommation doit étre effectuée par rapport aux indices muets m
et n). Les T sont symétriques et le caractére tensoriel contravariant,

2

PORT. PHYS. 2
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pour une transformation ¢ —gi, est évident par suite de (35). Comme
les W et les W), satisfont évidemment aux équations

I }2 Womn " i )2 ‘P:N f+
(45.)) &'lp'mn___._ziffvmaul[)mn; Al};’mzzif r)p;g_ :.-duq’mn:
¢ v

on vérifie sans peine, en utilisant les équations (38) et (43), que le ten-
seur 1'% a une divergence nulle, c¢’est-a-dire:

T oT*
(46) —— = 0,

99

car les ¢ sont des coordonnées géodésiques. (Comme le ds* en coor-
donnédes géodésiques s'éerit simplement :

dst= ¥, (d5',

dans le voisinage infinitésimal d'un point, on aici: Ty=1T"%, Ty étant
le tenseur covariant «complément» de 7'%). 1l faut remarquer qu’a
I'invariance des orientations principales du quadripode des ¢ corres-
pond évidemment I'invariance des composantes du tenseur 7'* vis-d-vis
d’un changement des matrices €/ respectant toutes les conditions aux-
quelles satisfont ces €.

Nous avons ainsi trouvé un tenseur qui satisfait aux mémes condi-
tions que le tenseur (17) des équations fondamentales (19«); en effet,
T est symétrique, sans divergence et ne dépend que des gy . Or, le
tenseur (17), étant le seul qui satisfait & ces conditions et devant étre
égalé, comme nous l'avons vu dans le § 2, a une fonction-contenu uni-
que bien définie, il est évident que cette fonction n’est autre que le
tenseur (44) quand on éerit (19a) en coordonnées géodésiques, et 5"/
existe des valewrs propres du laplacien pour lesquelles il y a quatre
fonctions propres linéairement indépendantes.

Ce que nous venons de dire sur le tenseur (44) peut étre répété,
mutatis mutandis, pour déterminer le tenseur U* qui doit étre égalé
au second membre de (195). A la forme métrique externe (7) corres-
pondent des coordonnédes «géodésiques» locales ¢/, c'est-i-dire dQ°=
=2 (dg’?, et on peut définir des fonctions ¢ satisfaisant aux
équations :
= [ P, (m=1,2,3,4),

()2 (pmn
ey

(47) e
1 f)q'2
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c'est-a-dire :

':\"I'S] Do @rmn — _ !-: i .{)_ (V;,- Wk @) = .E’n ¢,m-n,

o ga* Jat

Aux fonetions @7* et aux matrices e; correspondent aussi, pour une
valeur quelconque de lindice n, des orientations principales du qua-
dripode des ¢', pour lesquelles on a:

) a¢mu —
(-“]'] €l —_— = _‘/iI’:pi q]mn,
o
Ol encore :
e : t'j(!)mn e,
(})l_]'] e:'q —_— = Vli{:’"- q)um..
dq’
grace a la transformation :
5 i "}'T‘
(d1) sl
g,
En posant :
{.:'12 (I);m == i.'g‘pum E.;

on aura aussi les équations adjointes :

t) (p:—m

(53) Jgi 6 VB O,
n
et:
. 1 i e
(1}-&-} 'r— — _i Eltfj ZV:E:r q]mu 0
dq'

Le tenseur UF a done l'expression :

R L .k 0®m 0L,
l‘:)')_.' { m:(b;rru Euq e o euri q)m"'}'q,lﬁu Efiq R N ehq ¢m“ .
g 0% 9, 99

Pour les raisons expliquées plus haut au sujet de 7%, ce tenseur U%*

est le seul qui peut étre égalé aux seconds membres des équations (19b)

éerites en coordonnées «géodésiques» ¢, s'il existe des valeurs pro-

res (2, de opérateur A pour lesquelles il v a quatre fonctions pro-
1 h !

pres linéairement indépendantes.

7. les fonctions propres de |'opérateur laplacien et le caractére de
la métrique du contenant. Nous allons démontrer le théoréme suivant :

La métrique du contenant de Uétre mathématique non-arbitrairve est
hyperbolique normale et il y a un ensemble dénombrable de valeurs pro-
pres du laplacien pour chacune desquelles il existe quatre fonctions pro-
pres linéairement indépendantes de cet opérateur.
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Avant la démonstration de ce théoréme, signalons un important
corollaire :

Le lenseur Ty . défini par (44), est égal & la fonction-contenu ten-
sorielle Ty qui figure awa seconds membres des équations fondamen-
tales (19 a), lorsque ces équations sont écrites en coordonnées géodésiques g'.

En effet, si le théoréme annoncé est vrai, le tenseur (44) existe réel-
lement et d’aprés les résultats du paragraphe précédent il est alors le
seul qui peut étre égalé au tenseur (17) lorsque les équations (19a) sont
écrites en coordonnées g'.

Remarquons ici qu'un ds* hyperbolique normal et a quatre dimen-
sions, comme celui de I'étre mathématique non-arbitrairve, peut étre éerit
en coordonnées géodésiques de deux maniéres: 1.° avec trois carrés
positifs (par exemple (dg')’, (do*) et (dg°)') et un carré négatif ((dg*)*<0);
2.° avec trois carrés négatifs et un carré positif. L’expression (44)
du tenseur 7'%* suppose implicitement que le ds* est écrit en coordon-
nées géodésiques, avee les trois carrés (dg'), (d3°)* et (dy")* positifs et
(dg'y* < 0. Les composantes 7' et 7'* pour 7,k=1,2,3 sont alors
réelles, tandis que les composantes 7'"=7" sont purement imaginaires.
Nous adopterons toujours cette manieére d’éerire le ds* géodésique.
Si, pourtant, le ds* géodésique avait été éerit avec trois carrés négatifs,
il suffirait de diviser par I'unité imaginaire le tenseur (4) pour avoir le
tenseur correspondant 77 . c'est-d-dire: 77 =~ Tj . ce qui revient

/

‘ocomme nous 'avons

v?

4 poser Wi, =¥"e! au lien de ¥}, =i¥Y"e
fait en (41).
On peut envisager « prior! trois cas essentiellement différents :

1°.  La métrique est elliptique. Autrement dit, il est possible d’écrire
le ds* en coordonnées géodésiques avec quatre carrés positifs (ou néga-
tifs). La forme métrique est définie et I'équation (49) des fonctions
propres du laplacien est une équation linéaire aux dérivées partielles
du second ordre et du type elliptique. Soient P (2', 2" x' x') et
.-1[{__‘5_',;.,‘: ', %% deux points queleonques du contenant et (3, P) la
fonction de Green (s'annulant aux limites) relative ao péle I” et au
domaine d’existence I” des fonetions propres W du laplacien. En appli-
quant la formule de Green aux fonctions (7 (M, ) et ¥, on obtient
facilement, par un calcul classique en théorie du potentiel et en remar-
quant que les fonctions propres, par leur définition méme, s’annulent
aux frontiéres de 17, I'équation intégrale suivante :

¥ (P)= 4: |G QL Py (e,
)
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Des propriétés évidentes du noyau de cette équation de Fredholm mon-
trent qu'a chaque valeur propre «, du laplacien ne correspond qu'une
fonetion propre. Si la métrique était elliptique, il serait done impossi-
ble de former un tenseur (44) avec les fonctions propres du laplacien.

20 La inétrique est hyperbolique normale.  Autrement dit, il est pos-
sible d’éerire le ds* en coordonnées géodésiques avee trois carrés posi-
tife et un carré négatif. La forme métrique est indéfinie et 1'équation
(45) des fonctions propres du laplacien est une équation linéaire aux
dérivées partielles du second ordre du type hyperbolique normeal.

Le laplacien est maintenant un dalembertien O généralisé relatif &
la métrique (2) et nous éerirons comme suit I'équation (4):

(96) aY¥=a¥.

Pour chercher s'il v a des valeurs de o pour lesquelles 'équation
préeédente a quatre fonetions propres non-arbitraires linéairement indé-
pendantes, décomposons le contenant quadridimensionnel en une famille
infinie et continue de variétés tridimensionnelles 17, & métrigue ellipti-
que, définie par un paramétre T=a' qui sera I'une des coordonnées '.
Parmi les systémes de coordonnées ', 2, 2%, = que I'on peut considérer

nous prendrons ceux pour lesquels :
(H7) ga=0  pour i£k.
La métrique pourra done se mettre_sous la forme:
3
(0T @) ds*=yg,, d=°+ }: i (n‘/‘LuJ-_
1
avec: ¢, <0 et g;>0. Désignons par y le déterminant des g,
des 17,. On peut alors écrire:
{38] 9=9u7

et Péquation (D6) des fonctions propres du laplacien (dalembertien)
prendra la forme suivante :

" ) B — oV 1 dif a¥ 1 9 — a¥
59) — (t/- e e e L —) —a¥,
W, V7 ox® 4 o 20, d da* gz~ Vg ot 24 g

Iindice p. pouvant varier de 1 & 3. En désignant par A, le laplacien
1 Pour que cette décomposition ne soit pas arbitraire, il faut naturellement pren-

dre la famille de 17 qui donne, en chaque point, la contribution (positive) maxima
au os?* du contenant.
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relatif aux V5 et par v, l'opérateur hamiltonien (gradient) pour les
mémes variétés, 1'équation précédente s’éerit :

(60) 8.+ 5 (v 92 - Vy ‘F+ 3 (V f‘_’_)=a1y

"'. i

(Si la métrique était pseudo euclidienne, on aurait g=—¢* (¢ étant une
constante, égale i l'unité imaginaire quand le ds* est éerit sous la forme:

4
ds®=3 (dp)?, et gt=— l", de sorte que le premier membre de (GO)
1 c”

deviendrait identique au dalembertien classique de ¥).

Admettons, dans ce qui suit, qu’il est possible de choisir un systéme
de coordonnées a',a?, a7 satisfaisant aux conditions (57) et tel que
I'une des hypersurfaces a‘=const coincide avec la frontiére 7 du con-
tenant. Supposons provisoirement que les g; d'un tel systéme de coor-
données satisfont aux conditions suivantes :

(61) Ju=9u(7)
et:
(62) ga=Ff (@) (252’ a’)  pour ¢, k=1,2,:

L’équation (60) devient alors:

©3) s LY, 1--(3‘“ bl "“’“) -"-—z,r'(:)‘*

Ju o7 20 dz gy ds

L - ‘/;.f-' ot .
t/ra.r- dr"’

Par suite de (62) et de (19‘1) les fonetions ¥, sont ici de la forme :

avec:

A4

(64) ' P, e B Yo (e, &, &) .
Comme le second membre de (GES) peut étre écrit sous la forme :
— Bk () viaf () W+ Do) () v
on obtient pour les v, 'équation :
(65) Ayvi=—hk; v,
D’autre part, les fonetions ) (%) satisfont aux équations :

: t‘fm‘} 1l ( df 1 a'r;“> dul)) Yt

363 1 0]
(66) ds f Az o = Az ,t( ) '-!"‘ JE) k] ws
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dans laquelle nous avons posé a=k,, puisqu’il s’agit des fonetions
propres non-arbitraires ¥, du laplacien. Ces fonctions sont unifor-
mes, bornées, continues, possédent des dérivées premidres continues,
des dérivées secondes bornées et intégrables, et s’annulent nécessaire-
ment sur la frontibre s. En désignant par G'(M, P) la fonetion de
Green attachée i lopérateur Aj et ¢'annulant sur @, I'équation (65)
donne done: '

(67) 03 (P) = i_‘ (G Qr, Pyn DV,

e a
Va

Cette équation intégrale a une infinité dénombrable de valeurs propres
ki, toutes positives, et a chacune de ces valeurs propres correspond
une seule fonction propre v (z',z',2"), solution de (65). Aux fon-
ctions v, correspondent les solutions de I’équation (66) pour la méme
valeur de lindice 7. Il y a évidemment deux solutions non-arbitraires
ot linéairement indépendantes de (66) pour des valeurs données des
indices [ et n: nous les désignerons par uffl) et 1;Ef2).

Remarquons maintenant que les expressions (64) des fonetions pro-
pres du laplacien ne peuvent étre absolument non-arbitraires que si la
sommation fait intervenir, ou bien tous les v, ou bien un seul v;, et
dans ce dernier cas on doit évidemment avoir [=mn. Formons done
les fonetions :

l lFf.-" = 21’ ”Ei” (-] Ui ('T": 35"&.! m“J lyh',u = 2! "E’:z) (7) L’ (‘T"i! 're: m:l)
1 1

(68)

l '-l"”,:.,.=?~'-5:”)(7) v, (lrl, a, m-.i); ‘1";1-,,,,——-1:&‘” (,_) Ty (.I?l, at, :1.""} ]
Ces fonctions sont les seules fonctions propres linéairement indépen-
dantes et absolument non-arbitraires du laplacien (pour a,=k,), lorsque
la métrique satisfait aux conditions (61) et (62), etlorsque la frontiére
du contenant coincide avec une hypersurface '=const.

Faisons maintenant subir 2 la métrique une variation virtuelle ne
respectant plus les conditions (61) et (62). Les quatre fonctions ey
Yiins Yrn ot Yiva se transformeront alors respectivement en quatre
fonetions propres non-arbitraires et linéairement indépendantes du lapla-
cien général, que nous désignerons par Win, Yo, Y et Wiin «
Inversement, les fonctions Vi, Yo, Vo et V¥, tendront respective-
vement vers Win, Wua, Wrrm et Wi lorsque G gu(T) et
gie— () ma (@', 2% %) . Si la métrique est hyperbolique normale et si
la frontiere du contenant est un lieu de lignes coordonnées orthogo-
nales & des variétés tridimensionelles & métrique elliptique, il existe
done une infinité dénombrable de valeurs propres (positives) du lapla-
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cien, & chacune desquelles correspondent quatre fonctions propres
absolument non-arbitraires et linéairement indépendantes. De plus,
le caleul préeédent montre clairement quil n’y a pas, pour ces
valeurs propres, d'autres fonctions propres linéairement indépendantes
et non-arbitraires en dehors de celles dont nous venons de démontrer
I'existence.

Nous donnerons plus loin (§ 12) un exemple de calcul effectif des
valeurs et fonctions propres du laplacien, dans le cas on Fopérateur A
est attaché a un «espace-temps» de De Sitter.

3% La métrigue est «hyperbolique anormale». Dans ce cas, le ds?,
en coordonnées géodésiques locales ¢/, comporte deux carrés positifs
et deux carrés négatifs, L’équation AY,,=a,¥,, des fonctions ot
valeurs propres du laplacien est alors une équation aux dérivées par-
tielles du type hyperbolique anormal. Un caleul tout-i-fait analogue i
celui que nous avons fait dans le cas hyperbolique normal, montre alors
(qu'aux valeurs propres «, du laplacien correspondent, soit moins de
quatre, soit plus de quatre fonctions propres non-arbitraires et linéaire-
ment indépendantes. S'il v a moins de quatre fonctions propres, il est
impossible d'écrire avec ces fonctions un tenseur 77 symétrique, du
second ordre et sans divergence, pouvant par conséquent étre égalé
aux seconds membres des équations (19a). S'il y a plus de quatre
fonetions propres du laplacien, il est évidemment impossible de former
avec ces fonctions un tel tenseur 7 ayant une expression absolument
non-arbitraire. En effet, & chaque combinaison quatre a quatre de ces
fonctions propres (le nombre de ces combinaisons étant au moins D)
correspondrait un tenseur partiel 77, quil faudrait associer linéaire-
ment aux autres tenseurs partiels. Comme cette association comporte
toujours un choix arbitraire de facteurs, elle est inadmissible et empé-
che d’identifier les tenseurs qui en résultent avee le tenseur qui figure
aux seconds membres des équations de I'étre mathématique non-arbi-
traire,

En résumé, on voit que c'est seulement dans le cas hyperbolique
normal qu’il existe un tenseur 77 formé avee les fonetions propres du
laplacien, ayant une expression absolument non-arbitraire, et satisfai-
sant aux conditions qni permettent de I'identifier au tenseur fondamen-
tal 7% des équations de DI'étre mathématique non-arbitraire. Comme
un tel tenseur existe nécessairement, puisque nous avons démontré dans
le § 3 qu'il existe un étre mathématique non-arbitraire, et comme d’au-
tre part il ne peut avoir plus d'un tenseur satisfaisant aux mémes con-
ditions que 7%, la métrique du contenant de I'étre mathématique non-
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_arbitraire doit étre nécessairement une métrique hyperbolique nor-
male. Le théoréme énoncé au début de ce § est done démontré.

Nous savons, d’apros les caleuls faits dans le eas hyperbolique
normal, que la surface frontiére o (z', 2% a’, 2')=0 du contenant de
’étre mathématique non-arbitraire est un lieu de lignes coordonnées
orthogonales & des variétés tridimensionnelles a métrique elliptique.
Comme les coefficients ¢; de la forme métrique interne sont essentiel-
lement des fonctions finies en chaque point du contenant, le résultat
(que nous venons de signaler entraine la conséquence que la frontiere o
ne peut étre fermée, c'est-d-dire que le contenant de Uetre mathématique
non arbitraive doit étre {llimité dans les deuva sens le long de certaines
lignes coordonnées, orthogonales a des variétés tridimensionnelles & métri-
que elliptique.

8. Les fonclions propres de I'opérateur Ao el le caraclére de la
métrique externe du contenant. Les raisonnements du § préeédent
peuvent étre répetés sans aucun changement au sujet de 'opérateur Aw
et de I'équation Aw Py, =0, Pun de ses fonctions propres 0, et de ses
valeurs propres £,. On a done le théoréme suivant : '

La métrique externe du contenant de l'etre mathématique non-arbitraive
est hyperbolique normale, et il y a un ensemble dénombrable de valewrs
propres de lopératenr Ao pour chacune desquelles il existe quatre fonc-
tions propres non-arbitraives linéairement indépendantes de cet opérateur.

On voit done que le tenseur {7 défini par (5D), est égal a la fone-
tion — contenu tensorielle qui figure aux seconds membres des équations
fondamentales (19b), lorsque ces équations sont écrites en coordonnées
séodésiques locales ¢ relatives & la métrique externe (7).

9. le principe variationnel qui correspond aux équalions (193, b)
(38, 43) el (50, 54). Considérons la fonetion de Lagrange suivante :

Y * S | i Jll;m" JIP-J: i r : » ,
(69) L= N Vgt (Yhen —— gomt gl W) 4 W a, W, Wt
ilemn { f&' fj;:!.'
= A : '(]]mu j(l);i— :
"E' ‘/ﬁ} mm (q’r-«u Euq {j— e ¢ il
e o

61 O™)+2V/B, 0L 0],

et désignons par xi-—g¢ Dlopération qui fait tendre, en un point
P (', 2% a',x') quelconque du contenant de I'étre mathématique non-

_arbitraire. les coordonnées générales ' vers des coordonnées géodési-

ques locales orthogonales ¢'. De méme, soit ' —¢' 'opération qui
fait tendre les coordonnées générales ' vers les coordonnées «géodé-
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siques» locales orthogonales ¢'. Les équations (38) et (50) s’obtiennent
alors en égalant i zéro la dérivée variationnelle de £ par rapport aux V5,
et aux @}, respectivement, et en soumettant ces dérivées aux opéra-
tions ' —¢' et &'—¢'. On a en effet:

1 -a.-t‘ 3 aq)-'mn. C
'2- (’3 l-if_:;,-.),.\-i o & eat )T + Van llfmu = L]

b

3L ' = .
_1_ 7] - E:‘ o q)mr_: _!__ ‘/;6" q)m" = “ 5
R el PO AL i

of

puisque, pour @' —gi on a: g*—3d; et g—~1, de méme que o*—dy
et w—1 pous @' —¢'. Pour ce qui est des équations adjointes (43)
et (4) des équations (38) et (50), on a simplement, d'une maniére
analogue :

oL i _+ %
]. 3_ Bl L ()lyn-.-i E:n + ‘/.'Z__.‘ l[;:" ) U :
2 6“1{;11 ai— By

fjf:‘
ef:
1./ 3 W th! |
o = " €ng + VP Pru=0.
2 6 q’nm ai— g dql

Finalement, en prenant les dérivées variationnelles symétriques de £
par rapport aux g* et aux o’ qui y entrent explicitement, on obtient
{cf les expressions (44) et (DD)):

V’E ?wk = (___07 + _0_) J_!.-

Jgik | Jgki
4 o

- b
P 7] 7] .
Vo Uk = (— + = -).4..

dw®  Ju*

et:

Ceci étant dit, considérons la fonetion:
pri 3 18, S 1 o —
(70) G (+3,)Vyg + ?—(b +iu)V o
] “er
et formons sa dérivée variationnelle par rapport aux gy . On a:

.5.-;;-"5 = (_)g”‘ i rf.r—*: 3 ( d"_l" 37 dad da! ) 0* "E‘ )
{}.'f"" L r)-I,'JI d:ﬂ/ A

9§ 9§ d 08 o? e =

.

D’autre part:

(Jg d - f)§ ’ 3 r)?; =5

dot  owk  dai dw™* & dzd dat 0" o'* '
() s
ol ) dxt g’ | |
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On obtient done:

1 3§ 1.5 A2 piss
V’E ;c.;ix- B -1: U‘ ik ._.__;II.-;- (£2+12)] 5
et
L8 . Ao il T
i L CAEDIE

et ces fonctions ne sont autres (ue les premiers membres des équations
(19a,b). Les «principe» variationnel qui correspond aux équations
(19 a) s’écrit done (pour ' —¢'):
s & is Eall
(11) : —(6—£)=0,

Ugrf.'
en convenant que la dérivée variationnelle de £ est la dérivée symé-
trique. Au systtme (194) correspond aussi la relation variationnelle
analogue (pour x'—¢):

(12) — (6—4)=0,

dans laquelle la dérivée variationnelle de £ est la dérivée symétrique.
On peut d’ailleurs mettre ces relations sus la forme intégrale :

Oy f (§—L) dz' da? da’ d, |
i.
pour (71) et:
O f (§— L) da' do* d’ da',
lf

pour (72). Dans ces relations J7 est le contenant de I'étre mathéma-
tique non-arbitraire et les variations doivent s’annuler aux limites de 17
¢’est-a-dire sur la frontiére o.

10. Les fonclions-contenus et les nombres contenus de |'éire mathé-
matique non-arbitraire. Soit o (z', 2%, 2", ") une fonction dont le domaine
d’existence est le contenant de I'étre mathémique non-arbitraire. D’accord
avec la définition de cet étre, nous dirons que la fonetion ¢ est une
fonetion-contenu de I'étre mathématique non-arbitraive lorsqu'elle satis-
fait aux deux conditions suivantes:

1°. La valeur. de 2 en chaque point du contenant est enticrement
déterminée par les propriétés intrinséques de la métrique et de la forme.

2°. Les propriétés intrinséques de la métrique ou de la forme du
contenant sont entierement déterminées par la fonetion o seule ou
associée i d'autres fonetions satisfaisant a la premiere condition.
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Considérons maintenant un opérateur 2 et éerivons 'équation de ses
fonetions propres ¢ et de ses valeurs propres «:

=l

(13) v

-3
-2

Supposons que les fonetions propres de 4 sont des fonctions-contenus
de l'étre mathématique non-arbitraire. L'ensemble }a . des valeurs
propres, dénombrables ou non, de l'opérateur .1 est alors un ensemble
de nombres non-arbitraires, puisqu’ils peuvent étre déterminés, comme
les fonetions propres o, par les propriétés de la métrique et de la forme
du contenant. Nous dirons que les valeurs propres d’un opérateur dont
les fonetions propres sont des fonctions-contenus, sont des nombres-con-
tenus de 1'étre mathématique non-arbitraire. C'est évidemment le cas
des valeurs propres o, de l'opérateur laplacien A et [, de l'opéra-
teur Aw (nous verrons que les «, et les 5, jouent un grand rdle dans
I'interprétation physique de la théorie).

Les nombres-contenus qui correspondent a un opérateur .1 sont évi-
demment des propriétés de 1'étre mathématique non-arbitraire qui
doivent étre attachées & certains points du contenant, marquant ainsi
dans cet espace un espace discontinu (si le speetre de A est discon-
tinu), dont nous dirons que chaque point est un point singulier de I'étre
mathématique non-arbitraire. Nous verrons plus tard quelle est l'in-
terprétation physique des points singuliers et quels sont les points du
contenant ou doivent étre attachés les nombres-contenus.

Désignons par ¢* la quantité conjuguée d’une quantité donnée . Con-
sidérons alors 'équation (73) et son équation conjuguée. On déduit
immédiatement de ces équations :

(T4) [9* A (3)--94* (3*)] dv=(a—a*) [3* 9dv,
‘ i ¥
les intégrales étant étendues a tout le domaine d’existence des fonctions
propres de .1, c'est-a-dire i tout le contenant de I'étre mathématique
non-arbitraire. Il faut distinguer deux cas: '
1°. L’opérateur .1 est réel, ainsi que ses fonetions propres. La rela-
tion précédente montre alors immédiatement que a=a®, c'est-d-dire
que les valeurs propres de .l sont réelles. Dans ce cas, les «
seront des propriétés réelles des points singuliers du contenant.
20, L’opérateur < est complexe. Alors, la relation (74) montre que
ses valeurs propres ne peuvent étre réelles que s'il est un opérateur
hermitique. Dans ce cas, comme les 9 sont des fonctions-contenus,
les a, seront aussi des propriétés réelles des points singuliers. Les
fonetions propres, par contre, tout en étant des fonctions contenus, ne
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seront pas en général des propriétés réelles de 'étre mathématique
non-arbitraire, mais on peut former des combinaisons des 2 essentielle-
ment réelles, la plus simple étant la fonetion qui figure sous le signe
d'intégration du second membre de (74). Il est intéressant de remar-
quer que si le spectre d'un opérateur .1 est simplement discontinu, les
propriétés correspondantes des points singuliers ne peuvent prendre
quune suite discontinue de valeurs. Cette distinction entre propriétés
réelles et propriétés imaginaires de I'étre mathématique non-arbitraire,
joue, comme on le verra plus loin, un role important dans Uinterpréta-
tion physique de la théorie,

Les opérateurs les plus importants dans Panalyse de I'étre mathé-
matique non-arbitraire peuvent étre rangés en trois classes, i savoir :

1°. Opérateurs dont l'expression est formée uniquement avec les g,
(ou les wy), les ' (ou les ¢ et ¢) et les symboles de dérivation ou
d’intégration par rapport aux o, ¢’ ou ¢'. Tels sont par exemple les
importants opdrateurs A et Ag, déja utilisés dans les paragraphes
précédents.,

2% Opérateurs dont I'expression ne contient aucun des symboles de
nature géométrique qui interviennent dans les opérateurs de la pre-
miere classe, Tels sont par exemple les opérateurs matrices €’ et tous
les autres que I'on peunt former par des combinaisons des €'

3°  Opérateurs mixtes, faisant intervenir a la fois des symboles
appartenant aux opérateurs de la premiére et de la deuxiéme classe.
o : . ) 0 1
Tels sont par exemple les importants opérateurs e; et (;) €'
dont nous avons vu le réle dans le § 6. . 3

Dans chacune de ces trois elasses dopérateurs on peut encore dis-
tinguer les opérateurs complets, faisant intervenir toutes les variables
a' (ou ¢ et ¢), des opérateurs Zncomplets qui ne font pas intervenir
toutes les variables 2/, Nous dirons que les nombres-contenus (valeurs
propres) qui correspondent aux premiers sont des propriétés intrinse-
ques des points singuliers, tandis que les valeurs propres qui corres-
pondent aux seconds seront appelés des propriétés non-intrinseques des
points siguliers.

Considérons en particulier les opérateurs de la deuxiéme classe qu'on
peut former uniquement avec ¢ et les e/ définis par (39) et qui satis-
font aux relations (28). En ajoutant aux e/ la matrice unité 7/
(2 quatre lignes et quatre colonnes) on peut former les seize opéra-
teurs suivants :
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I-ell#-e?i-elfl:e}si$__"‘:(.u‘=] 32:"':))7

—(efe’ —ekel): | i€, €, , 1€ €} ,1€,€,, 1€, 64,760 €),16, 6, | =

L, om T
(75) = (p=6,7,...11),
dejH efttelt | dey e en s 1n €n €1 5 165 €, €5, U6, €, € | =

En Eu Eu eu = 7" .

Ces opérateurs sont linéairement indépendants et de plus sont hermiti-
ques lorsque les €/ le sont, c'est-a-dire lorsque ces nmtricesf se con-
fondent avec les matrices de base e} définies dans le § 6. Eecrivons
I'équation des fonctions propres d'un 7p formé avec les €f;

0

10 Fmy =0 Py -
On trouve alors que pour tous les 7% il ne peut v avoir que les deux
valeurs propres +1 et —1,

11 est possible de former d'autres nombres-contenus différents des
nombres-contenus valeurs propres d’opérateurs. Nous allons indiquer
les prim'ipau\; modes de formation de ces nouveaux nombres-contenus.
Soit f(a', 2%, 2", 2') une fonction-contenu queleconque et A un opérateur
dont les fonctions propres o sont aussi des fonctions-contenus. Suppo-
sons, ce qui est vrai sous des conditions trés générales lorsque A est
hermitique, que f peut étre développée en série absolument et unifor-
mément convergente suivant les fonctions propres de A:

.')f' = s Cmn ?m" 6 me'bm L”_l?m l”] da = Emn Conn Parn +
a-da =
+ E rir_.xu bm (“} f P (“ } da o,
oa

la sommation se rapportant au spectre discontinu de A (I'indice n ser-
vant & numéroter les valeurs propres correspondantes) et I’ intégrale
au spectre continu. Si l'opérateur A est complet, alors les ¢,, et les
by (@) sont des constantes ; dans le cas contraire, ces quantités sont des
fonctions des variables x‘ qui n’interviennent pas dans 'expression de
Vopérateur 4. Remarquons que si A est hermitique, les fonetions pro-
pres sont orthogonales. En effet, on déduit de Ag”*=a" ¢ larelation :

[Cren A* )5, A gt —) [, Pl
b
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I'intégrale étant étendue i tout le domaine défini par les variables dont
dépend A . I orthogonalité :

f 9 Oma dv=0
Ly

de deux fonctions propres relatives a des valeurs propres différentes
(a"+a) résulte donc immédiatement de la relation précédente si A
est hermitique. Pour des valeurs propres possédant plusieurs fonctions
propres linéairement indépendantes on peut encore supposer I'orthogo-
nalité si A est linéaire, car alors on peut former une combinaison
linéaire a coefficients constants des ,, qui sera encore solution de
A% =a, 9., et qui satisfera a la relation :

f’m* o =0 pour pFm.

s s pn
i

Grice A Vorthogonalité des o,, ot des «différentielles propres»

1 at+da
- = f Dy (u:] da, on a:
ot -
f f S @0
Cinn = e
» T
f?ﬂl]i w‘ﬂ“;l r!J:
bl
es: )
a-+ m.
f 2% (a)da | fdv
J(f l
J"J ; _ —
i (U-} 1 T+ Su “at+da = 4
"";:_ [ ’.‘,jm {-.”) da .{l ?m LaJ ({t& dtf
b G ] ¥

relations qui se réduisent a:

ff e
Can ””(

I at+de .
b () = [ -\1-- f o (a)da | fdv,
b Gl - 3§

si les 9,, et les «différentielles propres» sont normalisées i unité.
Comme les fonctions f et o,, sont des fonctions-contenus, on voit que
les coefficients ¢,, et b,(a) sont des nombres-contenus, si A est
complet.
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In plus de ces nombres-contenus. relatifs & une fonction-contenu f
et & un opérateur complet A, on peut former par exemple les nom-
Lres-contenus suivants :

(76) A(f)= [ A(f)ar,
Il est facile de voir que 1'on a

A(f)=3, a]enl
In effet :

el
* AV L~ [P W A o Ny et 2
f‘_f A(f) luf-,r”lf-;f“]””rh 2 rr,i.

Appliquons maintenant un opérateur £ a 'nne des fonetions propres
g™ d'un opérateur .1 et supposons que la fonction B(g"") soit
développable en série absolument et uniformément convergente suivant
les g s

—
mn].‘-_, Yuy*

{;l?m“] :2 (h

wYy

(Nous ne tenons pas compte du spectre continu). On déduit de la
relation préeédente :

(Oun)yy = f.‘j B (@un) dv .

Ces nombres (4,,),, sont les éléments de la matrice engendrée par
I'opérateur B dans le systome des fonctions propres orthogonales de
Popérateur 4. Comme les " sont des fonctions-contenus, les fone-
tions B (9™) sont aussi des fonctions-contenus (si 'opérateur 75 ne
fait pas intervenir des contantes arbitraires, ou, ce qui revient an
méme, si ces fonetions propres sont des fonetions-contenus). La matrice
(D), est done une «matrice contenu» de I'étre mathématique non-
-arbitraire.

[En résumé, de toute fonction-contenu f, associée a une paire d’opé-
ateurs (A, 3) hermitiques dont les fonetions propres sont des fonetions

-contenus, nous avons déduit les nombres-contenus suivants :

Al (AN eanCd, ) AT [Bapl (A Y.

Lo Jy 4

Les nombres A(f) les plus importants dans Danalyse de I'étre
mathématique non-arbitraire sont ceux qu'on obtient en prenant pour

P W L SRR LT Y e R o 7




LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 33

£ T'une des fonctions propres yun Je 'opérateur A ou ¢ de I'opé-
rateur A, pour .1 1'un des opérateurs iey7* et en remplacant dans (76)
I'intégration par une sommation par rapport a l'indice m qui sert a
quméroter les fonetions propres relatives i une méme valeur propre
(cet indice est en somme la seule variable sur laquelle agissent les opé-
rateurs 7). Nous formons done les quantités :

(7 ab) AW =Wagt e A@™)=0h7, 0,

I il

et 'on peut aussi envisager les quantités :

(18 a,b) A (¥)=¥5. 7" Yo ¢ a (@)=, 7

ny

avee sommation par rapport aux indices m et n. On peut ranger ces
(quantités en plusieurs catégories suivant leurs variances vis-a-vis d'un
changement de coordonnées géodésiques locales ¢f (pour les quantités
(17, a) ou de coordonnées «géodésiques» ¢° (pour les quantités (17.0).
On a ainsi le tableau suivant:

M = :)— ¥, (e:} 6 2 gk ef.') e _1)'”":2,, MF i tenseurs

“ antisymétricues du second ordre,

Vi =Y. Yo s VieX, V. : quadri-
vecteurs,
ri L il 2 il gym v ri
(79) - Wi =Vt el e e Ya . Wi=X, W. : tenseurs
completement antisymétriques du 3™ ordre,
(I;)u == ‘rtru :T : 11= Eu (Ii}n. . inva-
riants (scalaires),
(Ig.']u - \!:";:" e:r, e?{ G‘:sr e.:l q"‘: 3 !2‘; Eu (L‘,),l . in\"il‘

riants (pseudo-scalaires),

De méme:

ik Gl ik E iy ik i
(.l[r_-):!: o _) q}mn (enr} Em,- . Euq em;_} q’: H -ll’t_; ] Ln t‘llw):l : fenseurs
> antisymétriques du second ordre,
Ivl‘l ]:1 = q);:lu e;rr (l]‘: H .(:I: 2;1 I'm :; L uﬂdri'
_ 1 1
vecteurs,
% i e U r- i+l 42 i3 mm i ]
®0) 1 (Wo)u= Wi, 6l €ng Eug Dn . Wi=a(Wen : tenseurs
completement antisvmétriques du 3 ordre,
(19), = §o P c =X, : inva-
riants (scalaires),
(I?;)u T q):—m e:lq e: iq E:q eiilq (DT: H _!;".-: 2"_ (j:r)“ : ill\'!.l.-

riants (pseudo-scalaires).

PORT. PHYS. 2
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Les vecteurs 17, , 17, 170, (7). sont conservatifs (divergence nulle).
Par suite des équations (38) et (43) on voit en effet immédiatement que

oV: 1 9 —
2 L s Va =0:
et: (
V) JaaeeE ety
83 S = )] =0.
(83) T L GO

D’autre part, on a:
1oME* 1 Ja ok g
- 50 = = J[n . JINJZ’
(84) SR )‘/ s (t/( )+ = {A‘J}

e iVa Vi g L (gm0
d* ot )’

oq -I*';TF—-[Vm(uw) g . {1;} (L=

. () ¢Imu {0 f) q):“
= — ," o Iy " q)‘;:n : )

l'indice Q rappelant que le symbole de Christoffel est formé avec les
oz de la forme métrique externe (7).

Il est important de calculer aussi la divergence des vecteurs 17
et .. Pour Wi on trouve:

oWi_ 10

(86) o = vz 9 W) =—2Va L,
et pour W, :

= d (Wo), 97 (I
‘\8‘) (_()q"'_" = (‘/m l: ” )n) = _3‘(/(511 (!2 ,}" ™

. P ik . Ep® .
Finalement, désignons par B, un tenseur antisymétrique sans diver-
gence satisfaisant a la condition :

i y " " .
0B | 0By | 0B MY )M oMy

fote] B, .- : x
(88) ok e 0p: * 09; a0r 08i 0g; -

et par (5,)* un tenseur antisymétrique sans divergence satisfaisant i
la condition :

(89) (B, )=

0(Bu)) o(Bu)Y o(B,)¥ o(M,)7 o) o(M,)
o ¢ om TP T TR P s e
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On peut alors poser : _

_ & oAy A& A
90 :U,:L - no i B“.
S 0% 0% s

AL étant un vecteur, et:
0(4,) 0(4,),

91 M)k = ——— —
( ] ( w)“ 0 gk

+ (Bo )y

(4,); étant un autre vecteur (par rapport & un changement des ¢')-

11 va de soi que l'on peut assujettir A, et (Ao), aux conditions :

aA‘.l r}(“1&1}"
[._}2 ——I’ = i ——'—.—"—' =
(92 a,b) P 0 37 0,
ce qui entraine :
i 641[lik
93 ‘4" S e
et
) (M)
C USRS m L
(94) O, (4s); o

Toutes ces relations sur les Wy Y at les @F, v* O™ nous seront

(7}

indispensables plus tard dans I'interprétation physique de la théorie.

11. Solution approchée des équations de |'étre mathématique non-
_arbitraire. Le systéme d’équations complet formé par la réunion des
systémes (19), (29) et (26) se compose de 56 équations indépendantes
faisant intervenir D0 inconnues (ue nous avons appris & distinguer plus
haut (§5). Lasolution de ce systéme de D6 équations aux dérivées partiel-
les du second ordre (non linéaires) constitue un probléme trés difficile
qui ne peut étre attaqué de front actuellement. Il faut trouver des
solutions approchées en utilisant la méthode des perturbations.

Nous partirons d’une solution de base des équations (19), (20) et (26),
qui définit une hypersurface £, (X", X2 X XY X*)=0 de l'espace E,
pseudo-euclidien hyperbolique & cing dimensions o le contenant de
I'étre mathématique non-arbitraire peut, d’aprés nos résultats précé-
dents, étre plongé. Nous admettrons ensuite que les écarts entre les
valeurs des inconnues qui correspondent exactement a 'étre mathéma-
matique non-arbitraire et les valeurs qui correspondent i la solution
approchée sont, ou bien nulles, ou bien des quantités trés petites dont
on peut négliger les carrés et les produits. Désignons par G et Qu
les coefficients de la forme métrique fondamentale et de la forme
métrique externe de I'hypersurface de base F,(X*)=0 a quatre dimen-



36 ANTONIO GIAO

sions. Nous supposerons que cette hypersurface (dont la métrique est
hyperbolique normale d’aprés le théoréme du § 7) admet un ds* de la
forme suivante :

(99) ds':== —dz*4-P? (7) [d6*+ sin® 6 (d%*+ sin® pdu®)],
dans lequel le coefficient de P* est & symétrie sphérique (les coordon-
nées angulaires orthogonales 0, 2, u, ayant la signification habituelle).
Les univers statique d’Einstein, ceux de De Sitter-Lanczos et de Lemai-
tre admettent tous des ds* qui sont des cas particuliers du ds* précé-
dent. Pour qu'une telle hypersurface de base F, soit acceptable, il
faut qu'elle satisfasse aux équations (19), (25) et (26) du probléme.
Remarquons que tous les R pour i/ sont nuls, par suite de la forme
du ds*. 11 en est évidemment de méme des 73 correspondants. D’ail-
leurs, en conséquence de I'homogénéité du ds® et de la symétrie sphé-
rique de sa partie elliptique, les 7% non nuls ne peuvent dépendre a
priori que de = et de 6, et nous admettrons (ce qui caractérisera la
premiére approximation) qu’ils ne dépendent que de =. Alors, comme
les fonctions propres non arbitraires ¥, du laplacien s’annulent néces-
sairement sur la frontiere tridimensionnelle s du contenant de 1'étre
mathématique non arbitraire, et comme d’autre part nous savons (§ 3)
que cet étre doit posséder une telle frontiere (c’est-a-dire qu'il ne peut
avoir un contenant fermé), l'expression (44) montre que les contenus
tensoriels 7% s’annulent aussi sur ¢. Or, comme nous devons admet-
tre que les 77 ne peuvent dépendre que de 7, on voit qu'en réalité
ils doivent s’annuler en chaque point du contenant. Il ne reste done,
dans le systeme d’équations (19 a), que les deux inconnues P (z) et 7).
Dans ces conditions, si nous introduisons les £2; formés avee les Gy
de (99) dans les équations (19 a), ces équations se réduisent i deux
seules équations qu'on peut mettre sous la forme suivante, 4 la suite
de quelques transformations simples :

l d'P o r_f} p

d* 6
l (ﬂ); faps_1 .
dr 6

On en déduit immédiatement la solution suivante, en désignant par P,
la valeur de P pour =0 (valeur minima):

a) [ P(x)=P,ch (P;) ;
: 6
b) by = F ’

1]

2

(96) ]

(97)
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ce qui montre qu'en premiere approximation le contenant de I'étre mathé-
matique non-arbitraire est un espace-temps de De Sitter-Lanczos.
Un tel contenant a une courbure moyenne constante et satisfait aux
conditions Qu=y Gy, ¥ étant la courbure moyenne. On a d’ailleurs
ici 7= P~ \/ 7 D’autre part, les équations (19 5), o l'on pose

A " o ! .
Qup=yGq, cest-d-dire: Sh=R} et S°=— R’, montrent que l'on a

ici Ug=0 et que =1, /y .

La solution (97) semble donner & 7; une valeur arbitraire puisqu’elle
exprime cette constante en fonction de la constante arbitraire P,. Or,
comme il est évident que l'intégration effective du systéme fondamental
(19 a)+4(19 b)4(24)+(25) ne peut déterminer complétement les incon-
nues que lorsqu’on a fixé préalablement I'unité de longueur dans 1'es-
pace pseudo-euclidien /£, ol I'étre mathématique non-arbitraire doit étre
plongé, il est clair que la relation (97 b) ne doit pas étre interprétée
en disant que 2, est une constante arbitraive. Il faut dire, au contraire,
que P, est une longueur caractéristique de I'étre mathématique non-
-arbitraire, jouant le role d’unité naturelle de longueur déterminant la
valeur numérique de 7, . Un changement de P, est donc en réalité un
changement d’unité de longueur. Dans le cas général de l'intégration
du systeme fondamental sans aucune hypothése sur la forme du ds*, on
doit aboutir évidemment & une relation généralisant la relation (97 b) et
faisant intervenir aussi une longueur caractéristique, qui jouera le réle
d’unité naturelle de longueur.

Nous savons (§ 3) que le probléme posé par le systéme d’équations
(19)4(25)4-(26) n’est bien défini que s’il existe une variété tridimen-
sionnelle ¢ bornant le contenant de 1'étre mathématique non arbitraire.
Nous devons done limiter I'hypersurface de base /), qui constitue la
premiére approximation dans la solution du systéme fondamental, par
une variété tridimensionnelle g,. D’aprés les résultats du § T cette
variété doit d’ailleurs étre un lieu de lignes coordonnées «temporellesy,
et comme la partie elliptique du ds* (95) est & symétrie sphérique., nous
devons prendre ici une variété frontiére ayant pour équation 6= const=10, .
Pour définir complétement notre premiére approximation il nous reste
done a déterminer la valeur qu'il convient d’adopter pour cette cons-
tante 6,. Considérons la section de /|, par I'hyperplan ==0. La
variété o, limite cette section (ZE) par une surface sphérique enfermant

. . .o 0 . L . .
un volume v, qui, ajouté & X, forme un espace tridimensionnel sphé-
rique fermé dont le rayon est P, et dont le volume est 27*P]. En

O T W T,
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désignant par 3, le diamétre de v,, on a ¢,=2P,0,, l'origine des 0
étant le centre de v,. Pour les raisons que nous indiquerons plus loin
(Chap. III, § 8) on doit poser d,=0,, g, étant la plus petite longueur
dont la mesure ait un sens. IL’espace Zﬁ tout en étant géométrique-
ment ouvert, est donc «physiquement» fermé et illimité, en ce sens
qu'aucune mesure ou observation ne pourrait déceler I'existence d'une
frontiére de X, .

Pour trouver une solution plus approchée des équations de 'étre
mathématique non arbitraire, nous allons placer en chaque point de
I'hypersurface de base I, un quadripode géodésique ¢’ orienté tangen-
tiellement aux lignes coordonnées orthogonales 0.2, p.7 de F,. Dési-
gnons par ((p)x les coefficients métriques relatifs & ces quadripodes,
c’est-a-dire ((7;) =13y et considérons la différence entre I'hypersurface
I qui correspond i 1'étre mathématique non-arbitraire et 'hypersurface
de base F,. D’aprés les hypothéses caractéristiques de la méthode
des perturbations, cette différence peut étre considérée comme une
déformation infiniment petite de Fj, a la suite de laquelle les coordon-
nées 0,9.p,7 de F, se déforment et deviennent des coordonnées
générales a' (que nous avons appelées «coordonnées intrinséques» dans
le § 3). En méme temps les quadripodes des ¢’ se déforment aussi et
deviennent tangents aux lignes coordonnées x', de sorte qu'en désignant
par r;*;, les coefficients de la forme métrique interne de I’ écrite en
coordonnées locales ¢ déformées (que nous désignerons par ¢'), on
peut poser:

(98) gn=0u+7ya; d8=(u+ya)dg dg’,

les 7 étant des quantités infiniment petites par rapport aux ((/)y.
Les gy de la forme métrique interne de F' écrite en coordonnées géné-
rales x' seront done donnés par la transformation :

. .! o
¥ == 1] v
99 : = i
t ) ")‘I k .{L"’ d*r' dml. 7
et I'on a:
J' >
e 5 e
100 L
(RE0) dxt  98%’

9 étant celle des coordonnées 6,7,p,7 qui devient z' & la suite de
la déformation de /). Il va de soi que I'on peut aussi considérer sur /'
des coordonnées 0.v,u, 7 intersections des hypersurfaces 0,2, u, 7 de
E, avee F. Nous désignerons par (7 les coefficients métriques de #
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relatifs & ces coordonnées. c'est-a-dire:

dad gt

(101) Ga=gi— e

En posant Ry=RY%+ R, R} étant les composantes du tenseur de
Ricei-Einstein pour F), le systtme (19 «) se scinde en deux systémes
qu'on peut écrire comme suit, grace a (98):

s 1 S
(102) R — T)—(R"-{- 1) 0a=0
(ce systéme est équivalent aux équations (96) déja étudiées), et:

- 1 - -] L ad
(103) Ri— L [E+3) 7+ (R 4+7;) dal=, T
7, étant la perturbation de %) qui correspond a la déformation de 1.

In tenant compte de (98) et de (21) ce systéme se transforme facile-
ment par un calcul bien connu en Relativité et devient

b
(10'1') O, 7 = 27‘-9( I:‘k T 5 H 1 ) — Ay Qix—hg fik »

0, étant l'opérateur dalembertien attaché a la forme métrique interne
de Fj.

Considérons maintenant les quadripodes «géodésiques» des ¢ (forme
métrique externe) et orientons—les aussi, en chaque point de F,, tan-
centiellement aux lignes coordonnées 0,9,p,7. On sait que l'on a:
Qu=% Gy, de sorte quaprés la déformation infiniment petite de F, on
peut poser:

(lﬂi‘)) ;I;k = a,';.- - m}k \ dQ= (;fj";‘- + fl):';-)f!-;; (lde .

les wy étant des quantités infiniment petites par rapport aux ydu. Les
wz de la forme métrique externe de I écrite en coordonnées généra-
les x seront done donnés par la transformation :

Ak — ¢ 9p
(.IOU) 0k ‘“'mﬂ aﬁ" ()_éi'}%

et l'on a:
og’ _og’

(107 e
(107) 0-’33‘ I
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De méme, en désignant par Q; les coefficients métriques externes de /'
relatifs aux coordonnées 9,5.u,%. on aura:
dx g’

i =ag——

o0 9o+

=]

(108)

En posant 8;=83-+S4, Si étant les composantes du tenseur de

Ricci-Einstein associé & la forme métrique externe de F), le systéme
(190) se scinde, comme (19«a), en deux systbmes qu'on peut éerire
comme suit:

(109) st— Lm0 nhu=o,
et
(110) Sk — = [(8°+18) obe-+(8'+3,) 1 =20 Ui

b, étant la perturbation de 7!, qui eorrespond i la déformation de £ .
Ce dernier systéme se transforme facilement et prend la forme:

(A1) O ek=2 ke (U — 3 U)— Yy, 30 — a7
O, ¢tant lopérateur dalembertien attaché & la forme métrique externe
de Ij.

Aux équations (104) et (111) il faut naturellement ajouter les équa-
tions de Gauss et de Codazzi. En tenant compte de (98) et de (105)
ainsi que du fait que les wj sont ici des infiniment petits, les équations
de Gauss donnent :

. 4 . - ’ i [ . i . i
(11_).) }:’;Ukﬁ)” 01 Wi —E-‘/. ik Oj—F, Duke Wiy — Y D j g

avec :
e »
1 'J.‘iji.' =1 |Jh';‘.t' — K F'r'_ﬂ.' .

De méme, les équations de Codazzi donnent:

Yoy, j doige " (5 | * 7 L
113 TR il R 8 v =0,
i 07 of +"°"[u} . H '

l Al ._i[ Sih 5?“’ + a./'-_"‘ : f)}_’”i ;
. ) ' i b) "i' "ﬁ' ~h
Lkfz 2 %  dp  0p

Le systtme (104)4(111)4(112) 4 (113) est un systéme complet de 56
¢quations & D6 inconnues. Les solutions non-arbitraires de ce systéme

avece
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sont évidemment les seules qui nous intéressent. de sorte que l'on a
nécessairement les conditions aux limites suivantes :

n 6tant la normale i la frontitre ¢ du contenant de 'étre mathéma-
tique non-arbitraire et u l'une quelconque des 40 inconnues 7, i,
T‘,‘j- et Uy.

Les équations (104) et (111) permettent d’exprimer les 7, et les o
en fonction des 7% et des U7y, ce quiélimine 20 inconnues. En intro-
duisant ces expressions des 7; et des oy dans les 20 équations de
Grauss, celles-ci déterminent les 20 inconnues 77 et Uy sous la forme :
Ty, } T

N }(9-"_,5,;_;}_,};_,.}' 5y ia) s
'Iilk

L]

ik

Finalement, ces expressions des 7 et des Uy, introduites dans les
solutions de (104) et de (111), transforment les 16 équations de

Codazzi, écrites en coordonnées 06, en équations aux dérivées partiel-

i s ” 48 o L .
les pour les 16 inconnues a'(9*), o iy Y93 das % €h Zu. Qnafre
0!
des équations de Codazzi. par suite de (103). sont des équations aux
dérivées partielles du second ordre déterminant les quatre inconnues

x'(9*), les valeurs aux limites (sur o) de ces inconnues pouvant d’ail-

= N " ; ; ; oG L
leurs étre exprimées en fonction des inconnues x; et — . ‘de méme que
e

. ox' 5 ! . ]
les valeurs des dérivées normales n sur ¢. La détermination des
1l

' (9*) est indispensable parce que la connaissance des 7, et des oy ne
détermine 'hypersurface /' de [ & un déplacement et i une symétrie
pres que si P'on connait aussi les fonctions ' (6*). puisque les dz’ ne

sont pas intégrables., Ces fonctions »/(6*, — &y byt s Ry s %w) . intro-
ol

duites dans quatre autres équations de Codazzi, déterminent alors les

. k] v . .
quatre inconnues —=, et les autres huit équations de Codazzi donnent
0

les valeurs qu'il faut attribuer aux huit constantes 7. 7, . %, %, et x;
pour qu'elles soient satisfaites.

Remarques. 1°). 1l est intéressant de remarquer que les équations
(104) et (111) deviennent des équations de Laplace-Poisson quand on
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peut négliger les variations des 74 et des wy avee 7 ainsi que les ter-
mes en A' et 4. Dans les mémes conditions leurs solutions deviennent
naturellement des «potentiels newtoniens», et des «potentiels newto-
niens» attachés a la forme métrique externe de F'.

2%). Quand on a fait la détermination préalable des fonctions pro-
pres non-arbitraires des opérateurs [, et [J, attachés a /7 (nous ferons
cette détermination dans le § suivant), les inconnues 77 et Uj sont
données aussi par les expressions (44) et (5D).

3%). Les calculs de ce § montrent la voie & suivre dans les essais
d’intégration du systéme fondamental (19 a)-+(195)4(25)4(26) sans
aucune hypothése restrictive sur les inconnues. On peut partir encore
de la méme hypersurface de base [, que précédemment et I'on écrira
aussi les relations (98) et (103), mais les 7, et les wy ne seront plus
des quantités infiniment petites par rapport aux quantités correspon-
dantes de Fy. Les coordonnées 6.9,p,.7 de [, définissent encore
des coordonnées 6 dans FE, et sur F et les systétmes (102) et (109)
restent évidemment inchangés. Par contre, il faut remplacer les sys-
témes (103) et (110) respectivement par :

il E A = =
(114) Ry — == [(Rc*-}-}.y) Y+ (R +1g) (O;;-—:—'/;;,-)J-:}::_. Tas

ef:

(11-)] i — o [(-\O—i- ":.;) w.-;,.+{-5 +!.le (/ U;k+0\;k)i=?¢n U s

12. le spectre el les fonclions propres des opérateurs 0, el Do -
Le caleul du spectre des opérateurs laplaciens 0O et 0, dans le cas
général, plus exactement la détermination des valeurs des « et des 3
pour lesquelles les équations (45) et (48) possédent quatre solutions
non-arbitraires et linéairement indépendantes est trés difficile quand on
ne fait aucune hypothése simplificatrice sur le contenant de 1'étre mathé-
matique non-arbitraire. Bien que la véritable solution du probléme
posé par l'analyse de l'étre mathématique non-arbitraire ne puisse étre
atteinte, par suite de la nature méme de la question, dés que 'on intro-
dunit des hypotheéses simplificatrices arbitraires, il est cependant trés
important dans linterprétation physique que nous ferons plus tard des
résultats de cette premieére partie du mémoire, de déterminer le spectre
et les fonctions propres des opérateurs O et O, comme si le conte-
nant de l'étre mathématique non-arbitraire était une hypersurface a
métrique et forme simples, ou bien, ce qui revient au méme, comme si



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 43

ce contenant pouvait étre approché par une hypersurface simple (point
de vue du probléme cosmologique de la Relativité) . ]

Nous avons vu, dans le § précédent, que l'étre mathématique non-
-arbitraire est, en premitre approximation, un espace-temps de De Sit-
ter-Lanczos, que nous avons désigné par F; . Cherchons donc le spec-
tre et les fonctions propres des opérateurs laplaciens O et O, attachés
a F,, plus exactement cherchons les valeurs des « et des £ pour les-
quelles les équations :

LIIG] O, "an =2, lifmu s
et
tl 1 T‘} Dz, q’nm _ rjil q)mu s

ont quatre solutions non-arbitraires linéairement indépendantes.
Par suite de la symétrie sphérique des sections Y, de F, par les
hyperplans 7=Const., il faut chercher des solutions de (116) qui ne

P

dépendent que de 9 et de =. En posant £=—, cefte équation

devient :

13 2
4 T + 2 cotg 0 (—j% — (eh*E) % — 3(shE)(ch E)%%—F =aP}(ch*E)¥

(1) =

<

par suite des valeurs des G de (95) et de la forme de la fonction
P(r). Comme on a ici les conditions (61) et (62), c’est-d-dire:

Go=—1; Gu=P'()na(8,7,p) pour ¢,k=1,2,3,
on doit chercher des solutions de la forme :
(119) V.=, 40 (z) v (9).
Le second membre de (118) peut étre écrit sous la forme:
P53 u® v+ Py (ch*E) W4 P 3, ke u v,
de sorte qu'on obtient pour les v,(9) I'équation diférentielle :

vy
d9

+ 2 cotg 0 31’91 =—P v

(120)

qui est un cas particulier de I'équation aux dérivées partielles (65) du
§ 7. D’autre part, les u!)() seront les solutions des équations :

@ u® du® Jen P E+ K
9 Y ST O 0 ORI S Sl R I ) |
(121) e + 3tht d@ P; T ul!
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Il est nécessaire d’assujettic les v, (9) & la condition aux limites
v(9)=0 sur g,. Nous savons, d’aprés les résultats du § 11, que 1'é-
quation de cette frontiere est 6=6,, ou bien: 6=4,/2P,, de sorte que
la condition aux limites s'écrit: v,(6)=0 pour 6=0,. Dans le voisi-
nage de l'origine, I'équation (120) est une équation de Bessel :

v . 2 d dr,
d? 6 dj

=i P:. kv
dont les solutions hornées non-arbitraires ont la forme :
. 1 . =
v (9) = —sin (P,Vk, 9).
0 )
Les solutions bornées non-arbitraires de (120) sont done:
g w J:J . ——
v () = T() sin (P,Vk, 9)
i}
les w; (0) étant des fonctions bornées qui satisfont & la condition w, (0)=

et que l'on détermine facilement par (120) sous forme d'un développe-
ment: w,=31b,9". De plus, on doit avoir évidemment :
«l

(122 Vit= o (1=1,2,3,...c0)

o

0

pour que la condition aux limites v,(0,)=0 soit satisfaite.
Les équations (121) ont deux solutions bornées non-arbitraires et
linéairement indépendantes pour des valeurs données des indices n et /.
I 1
En tenant compte de 9—4Pjk, <O, ainsi que de la condition géné-
rale :

(123) 2 Woun—~0 pour n-—oco

conséquence de (116) et de (122), on voit immédiatement que les for-
mes asymptotiques (pour z--+4oo et pour — <o) de ces solutions
sont les suivantes :

pour s-—s4oo:

o o
r(”l—le 2P, 8in /_P*.*'.“ ) ul?) = 1—e ‘P'.LU"-i( ——V—lP*a{,l—.).
1 --Pu P

n n =r,
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pour T——oo

of
) = -1 .3, sin ( V4P ke, —9 ; Wil e, c08 (—— VAPLk,—9
g 2p o _’Pu

n =g

D’autre part, dans le voisinage de l'origine (z=0) I'équation (121)

prend la forme :

d* u®) d. ) : :
i g e R TR

et ses deux solutions bornées, non-arbitraires et linéairement indépen-
dantes sont les deux séries :

ul — _1 \‘\ () o= ) — i,, ﬁ (au"]gf‘-’)"'_f }

n® P‘, =3 6

aveoe :
A = — %‘—W&
v+1)(v+=)
et les conditions :
{ (a)=0, —
(@) =PVt ke, (a)=

Nous avons d’aprés (68) les expressions suivantes des quatre fonctions
propres linéairement indépendantes et non-arbitraires du laplacien
attaché & T'hypersurface de base [ et qui correspondent & chaque
valeur prspre (positive) de I'opérateur — Aj:

W= Bl () sin (PVE )y W= D (= )%@siu(pom)

(124) t" ©

=l (7) 22 gin (P,VEn 0); Win=uli® () E n(P e 8) .
Les valeurs propres «, du laplacien qui correspondent i ces fonctions
propres, se déduisent de (122) et sont évidemment données par la
relation :

4ir*n?

%

(125) o = (n=1,2,:.-00)
(avee 0,=2P,9,), puisque & =4k;.

La détermination des valeurs et fonctions propres (%, et ®@,,) de
Vopérateur 0!, est maintenant immédiate. En effet, par suite des rela--
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tions Q;=y (73, qui sont valables pour F,, on a évidemment :

(126) ¢mu e ‘*;mu
et:
1 ﬁ }_0
12" I = — =y u:\/-'._‘ u,=-._m i e
(127) ¢ 7 e P, % o o a,

Nous ferons plus loin (Chap. III, § 8) d’importantes applications de
ces relations dans I'interprétation physique de la théorie.

Il — LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE

1. Nature du probléme. D’aprés le principe fondamental posé deés
le début de ce travail et selon lequel il y a identité entre 1'étre mathé-
matique non-arbitraire et 1'Univers physique, il v a aussi identité entre
le probleme cosmologique généralisé et le probléme de lintégration
compléte et effective du systéme d’équations (19)4-(25)+(26). La solu-
tion rigoureuse de ce systéme donnerait done immédiatement la métri-
que, la forme, I'équation de la surface frontiére et les coordonnées
normales du contenant de I'Univers, de méme que les fonctions-contenus
tensorielles 7% et Uy et les valeurs des constantes absolues zo, %,
%, et 3,. D’autre part, la solution approchée de systéme (19)+4(25)+
+(26) que nous avons développée dans II, § 11 est aussi une solution
approchée du probleme cosmologique généralisé.

Indépendamment de la recherche de la solution du systeme fonda-
mental (19)+(2D)+(26), le probleme cosmologique généralisé comporte
aussi, bien entendu, I'importante question de l'interprétation physique
des différentes grandeurs qui interviennent dans les équations (19)+
+(2D)4(26) et qui ne sont pas de nature manifestement géométrique
comme les gy et les o, de méme que linterprétation physique des
autres résultats de l'analyse de 1'étre mathématique non-arbitraire.
11 faut cependant souligner que cette interprétation, malgré son impor-
tance évidente, est une question en quelque sorte accessoire vis-i-vis
de l'intégration du systéme (19)+4(25)4(26) et dont & la rigueur une
théorie cosmologique pourrait se passer.

Nous commencerons naturellement par Uinterprétation physique des
équations (19 a) et (19 b), mais tout d’abord il faut indiquer, d’apres
le principe de l'identité de l'existence mathématique non-arbitraire et
de l'existence physique, les équivalents cosmologiques de quelques
propriétés générales de I'étre mathématique non-arbitraire :
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11, § 3: Le contenant de I'Univers est un espace de Riemann &
quatre dimensions et de classe un.

II, §§ 7 et 8: La métrique du contenant de I'Univers est hyperbo-
lique normale. En d’autres termes: ce contenant est un espace-temps
(trois dimensions spatiales et une dimension temporelle). La métrique
externe du contenant est aussi hyperbolique normale.

La frontiere de l'espace-temps est un lieu de lignes coordonnées
temporelles orthogonales & des variétés spatiales (tridimensionnelles &
métrique interne et externe elliptique) de cet espace-temps.

I ’espace-temps est illimité dans les deux sens le long des lignes
coordonnées temporelles.

II, § 11: L’espace-temps réel est. en premiére approximation, un
espace-temps de De Sitter-Lanczos & courbure moyenne constante.

2. Gravitation et «matiere». L'interprétation physique du systéme
(19 @) ne peut faire aucun doute si on le compare au systéme des équa-
tions d'Einstein du champ de gravitation. La forme des équations
d’Einstein est en effet la méme que celle des équations (19a). Il y a
cependant entre les équations d'Einstein et les équations (19 «) une
différence essentielle : ¢’est que dans les premiéres les composantes du
tenseur 775 d’énergie-quantité de mouvement doivent étre considérées
comme des données & priori du probléeme cosmologique parce que les
équations d’Einstein ne forment pas un systéme complet, en ce sens
qu'elles ne permettent pas de déterminer la métrique et la forme du
contenant de 1'Univers ainsi que son contenu 7% . Par contre, dans
nos équations (19@), qui ne sont qu'une partie du systéme complet
(19a)+(19D) 4+ (25) -+ (26), les composantes du tenseur 773 peuvent
et doivent étre considérées comme des inconnues du probleme, au
méme titre que les g, et les w; . Cependant, 'interprétation physique
du systéme (19a) est évidente. Le tenseur 77 qui figure dans ces
équations est forcément le tenseur d’énergie-quantité de mouvement,
tandis que les g, déterminent, comme en Relativité générale, le champ
de gravitation. De méme, la constante %, ne peut étre que la cons-
tante de la gravitation et 7, la constante cosmologique d'Einstein.
Leurs valeurs ne sont pas arbitraires et résultent de l'intégration des
équations (19 a, b) +(25)+(26).

Nous ne développerons pas ici les conséquences des équations (19 «)
quon trouve dans tout traité sur la Relativité générale. Nous nous
bornerons a remarquer que les relations de conservation :

()"r‘m i

ok
og
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auxquelles satisfait le tenseur d’énergie-quantité de mouvement, expri-
ment d’une part la conservation de I'énergie (en posant /=4 dans les
relations précédentes) et d'autre part la conservation de la (uantité de
mouvement (Impulsion) (en posant ¢=1,2,3) Nous savons d’ailleurs
(II, § 6) que le tenseur d’énergie-quantité de mouvemente peut étre
exprimé en fonction de certaines fonctions-contenus de base Y. qui
sont les fonctions propres de I'opérateur laplacien. On peut done
soupconner qu’il doit y avoir un rapport étroit entre les valeurs propres
a, de cet opérateur et I'énergie. Pour préciser ce rapport, considérons
la_contribution des fonctions propres d'indice » (relatives i la valeur

T

propre =, du laplacien) & la somme des composantes diagonales de 7;:

Ly SO ) o L o
— N Ty=Wh el 220 OTRn
©) | j i n
2 F 0% 09;

ce qui peut s’écrire comme suit, grice aux équations (38) et (43):

;_ x} Tji=—Va, (1),
(f1). étant linvariant défini dans le tableau (79). Etant donnée la
signification de X} 7% on voit que —Va, (1), est la contribution de la
valeur propre 2, du laplacien a la densité d’energie en un point de
I'Univers. Nous verrons d’ailleurs plus tard que les Va, sont (& un
facteur constant prés que nous apprendrons i déterminer) les masses
propres cosmologiques des corpuscules élémentaires de I’Univers.

Considérons maintenantles vecteurs 17, définis aussi dans le tableau (@925
On sait que ces vecteurs sont conservatifs :

IVa_y.

Comme nous avons déja une relation de conservation pour Iénergie,
il faut interpréter la relation précédente en disant qu'elle est uné équa-
tion de continuité généralisée, de sorte que V=, 17, est la contribution
de la valeur propre o, du laplacien au courant de «masse cosmologi-
que» (cf. les resultats du § 8 de ce Chapitre).

Pour trouver aussi la signification physique du vecteur ¢, remar-

quons que 'on a:

%': 9 x,,(fs)ra :
de’
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Cette relation est analogue (en coordonnées g') a la relation d’Uhlen-
beck et Laporte sur la divergence du vecteur densité de spin dans la
mécanique de Dirac. On doit donc interpréter W' comme la contribu-
tion de la valeur propre «, du laplacien au vecteur spin généralisé
W= W} et la fonction —2Va, (12)n est done la contribution de «, a

"
I'intensité des sources du vecteur spin généralisé.
. i g ik :
En ce qui concerne le tenseur antisymétrique 3/, , nous lui accorde-

rons la signification d'un tenseur des moments de «rotation» et de

- —
«translation»! et en déduirons deux vecteurs d'espace =, et u, en posant:
: I

“'n = iJL H 4-;21 = "];— J{,::'; ':Ti = é‘“‘,:] y
128 - < :
( ) 1 __l S AT =i M :!=_1‘ Vi
= Pt o ARy a T

- - -

Affectons d'un indice s les opérateurs d’espace, désignons par une
fleche les vecteurs d’espace et posons :

™
I)}. (al}(:wu "l’rm awle)
=y o= wn *
(129) Hox op
ﬂi fl _|__1 314 i'( + 1 I'N ? —'\;iz a [)):‘!;s
u'yu, ' étant les vecteurs unitaires des axes ¢',¢% 2% Les relations

(84) et (88) s’éerivent alors comme suit :

I’)).u';_t — rot; ':‘::l =i ‘/'I_u I:u_ j;u H lli"., f_-’:r.:" ‘ ‘/;: -:: = I):r s
oG
(130) P N
Tn ST ==t 4 i Vs Ton= 4
—(—_)—?;‘- -+ rot, Pu = N div, 7, A\u ]
et les relations (90) prennent la forme :
pa—=grad, A,‘;— - i" —!— B}
(131)
7_-‘:¢= rot, A‘I& += ‘”n
avec:
_*1= ”i:i = )xll
(132) B, w4+ B u? + B

Bi=Bl '+ B ut+ B u

L On peut aussi interpréter M comme étant les tenseurs du «ehamp mésigue»
(forces nucléaires). Nous développerons de point ce vue dans un travail en préparation.

PORT. PHYS. 2 4
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II va de soi que I'on peut assujettir le vecteur d'Univers ., (vecteur
«potentiel des moments») & la condition (92 «) qui s’écrit avee les nota-
tions actuelles :

04} . o
+ + div, 4,=0,

3-?

(133)

et I'on a aussi la relation (93).

Le systtme (130)+4(131)+(133) est formellement égal au systéme
des équations électromagnétiques pour un miliea diélectrique, mais il
est essentiel de remarquer que toutes les grandeurs qui interviennent
dans ces équations (130), (131) et (133) sont formées avec les fonctions
propres de l'opérateur laplacien dont les valeurs propres sont, comme
nous le montrerons plus loin, les masses propres des corpuscules
élémentaires de 1'Univers. Le véritable systéme d’équations électro-
magnétiques doit done étre formé avee d'autres fonctions-contenus de
I'étre mathématique non-arbitraire.

3. le champ électromagnétique. Pour les raisons que nous indi-
querons un peuw plus loin, nous interprétons le tenseur symétrique qui
figure aux seconds membres des équations (19 b) comme étant un ten-
seur d’énergie-quantité de mouvement électromagnétique, qu’il ne faut
cependant pas confondre ‘avec un tenseur de Maxwell généralisé. Dans
ces conditions, les équations (19 b), qui sont le «pendant» des équations
(19 a) du champ de gravitation, expriment l'influence des contenus
¢lectromagnétiques de 1I'Univers sur sa forme (¢’est-d-dire sur sa métri-
que externe rapportée a4 l'espace pseudo euclidien & cing diemensions
ou I'Univers peut étre plongé), de méme que les équations (19 a) expri-
ment Uinfluence des contenus «matériels» de I'Univers sur sa métrique
interne,

Comme les gy de la forme métrique interne décrivent le champ de
gravitation, on doit admettre que les w; de la forme métrique externe
décrivent les «forces électromagnétiques». Considérons un corpuscule
électrisé se déplacant sous l'action d'un champ électromagnétique.
I’équation de sa ligne d’Univers sera done 1'équation des lignes «géo-
désiques» qui correspondent a la forme métrique externe (7), c'est-i-
dire:

(134) LA { ¢ } de/do?
d$? ik Ja dQ dQ

Considérons le calcul bien connu qui permet de déduire, comme une
premiére approximation, les équations newtoniennes du mouvement et
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I'équation de Laplace-Poisson des équations du champ de gravitation
@’Einstein (ou, ce qui revient au méme, des équations (19a)). Si la
métrique externe est quasi-statique, ce calcul peut étre appliqué sans
changement aux équations (190) et aux équations (134) et donne les
résultats suivants :

1°. Les équations des géodésiques de la forme métrique externe
deviennent :

(@ L L, (@'t
dt* 2 99"

2°, Les équations (194) donnent:
U)) _’JE"H f)q (-l_“ _ d m&i

= 7ol —)lo
a?m ()qn {}q.m ) ~ 18

puisqu’on a ici wg=y¢s-+o0y, ¥ 6étant une constante convenablement
choisie et o} des petites quantités par rapport aux w; . Il faut remar-
quer que ces équations sont écrites en coordonnées géodésiques loca-
les ¢' relatives a la métrique externe. Elles ne deviennent done com-
parables aux équations classiques pour le chamyp électrostatique que si
Pon a:

(135) we=ygx, pour ¢,k=1,2,3
car alors (b) devient:

o PR oy, 0w
(1-‘3‘!) -d';,'.:-‘ _()_C._ﬁj T 20 ;i / o I—h-)/

b 1 1

et les (a) prennent la forme :

ey f_?lg.' - c 60)_‘?
) = T2y o8

Les équations (136) sont les équations du mouvement du corpuscule
électrisé sous l'action du champ électrostatique pur dont le potentiel

est £ 0u . I'équation (136) est I'équation de Laplace-Poisson pour ce

21
champ de Coulomb. Le fait que le champ électrostatique satisfait aux
équations (136) et (137) prouve que la métrique externe de I’espace-
-temps satisfait presque rigoureusement aux conditions (135), de sorte
que les lignes de courbure des variétés tridimensionnelles 77, & métrique

interne et externe elliptique sont «presque indéterminées». Remarquons
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que la constante z, des équations (190) est, d’aprés 1'équation (136),
la «constante de Coulomb» du champ électrostatique, tandis que 7 %o U7
représente, dans les limites de I'approximation qui permet de passer
de (194) & (136), la densité de charge électrique, en un point des 17,
multipliée par un facteur constant que nous apprendrons i déterminer.

Le tenseur UU#* satisfait, comme on sait, aux relations de conservation:

20 _o.

od"

Comme U™ n'est pas le tenseur de Maxwell, nous dirons que les rela-
tions précédentes expriment la conservation de l'énergie-quantité de
mouvement électromagnétiques externes. Nous savons d'ailleurs (11, § 6)
que le tenseur U® peut étre exprimé en fonction de certaines fonc-
tions-contenus de base ®"* qui sont les fonctions propres de 1'opérateur
laplacien Aw relatif & la forme métrique externe. Il doit done y avoir
un rapport étroit entre les valeurs- propres £, de cet opérateur et
I'énergie électrique qui intervient dans U*. Pour préciser ce rapport,
considérons la contribution des fonctions propres d'indice » (relative
a la valeur propre 5, de Aw) a la somme des composantes diagona-
les de Uj':

i 008 0%k
“og 0g;

1 4 p .
L ow. rrii 4 J gy
o LJ‘ 'n =¢'mu € €y o, ,
o L

¢e qui peut s'éerire comme suit, grice aux équations (50) et (54) :
1 o =
‘I 2 I,'".:"= _“/r:u (Itm)n 3
1

(1¢), étant Dinvariant défini dans le tableau (80). Etant donnée la
signification de X U4 on voit que—VB, (I1?), est la contribution de
la valeur propre [, de Ao & la densité d’énergie électromagné-
tique externe en un point de I'Univers. Nous verrons d’ailleurs
que les V[, sont (i un facteur constant prés que nous détermi-
nerons) les charges propres (cosmologiques) des corpuscules élémen-
taires de I'Univers.
Considérons maintenant les vecteurs (17,)) définis dans (80). On sait
que ces vecteurs sont conservatifs :
a(]'m):: = ().

o4
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(C'omme nous avons déja une relation pour la conservation de 1'éner-
cie électromagnétique externe, il faut interpréter ce résultat en disant
qu'il s’agit d'une «équation de continuité» généralisée exprimant la con-
servation de l'électricité, de sorte que Vf,(Va), doit représenter la
contribution de la valeur propre £, de Ae au «courant électrique»
total d'Univers. (Voir le § 8 de ce Chapitre).

Quelle sera maintenant la contribution de (5, au tenseur antisymétri-
que du champ électromagnétique total ? Ce ne peut étre que le tenseur
antisymétrique (J,)* défini dans (80). De ce tenseur nous déduisons
done comme suit deux trivecteurs réels d'espace qui représentent le
champ électrique partiel f-,:,; et le champ magnétique partiel 1, (ui cor-
respondent a la valeur propre (£, de Ay:

Hi= —S(Oh)R; Hi= — < (Mai; 2= —— (M)
(138) B &
| Ju = ( ]{U "3 I:rf — 1 (1.{(\} ?;‘ . H;: == -1_;'(].{0))» .

Les relations (8)) et (89) donnent alors avec ces notations :

i i “J.}f?; —rote Hy=VBn (Vo)u+(Po); dive Bn=2V/Fn (Va)h+ ¢(Po)s
ac )q
(139) ¢ =

¢ d(;:;: + 10t ;"‘En = (,.\ym);, H i.li\'m it;,, =1 (.\m):. 3

oit nous avons désigné par lindice » les opératenrs d’espace formés
avec les ¢f et posé:

(Poim (i a7, f””*f—)
2\ o¢" 9q*

(140)
(Ra)a=(Bo) ul, + (Bo)i us + (Bu)2 u ; (Ao)h=—1(Bu),

wy ,wy uy étant les vecteurs unitaires des axes ¢', ¢ ¢'. D’autre part,

les relations (91) s’écrivent maintenant :

S A Né o (4:1:!1)” A
}l}l —= v{» (J(im)n = (}Q‘i + (!}w)"

I, =—i[rote(Au), +(Bu)] 5

(141)
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avec :

(Bo)u=(Bo)2ul + (Bo) w + (Bo)2ut;  (Bu)s=(Bo) b +(Bo)i ot + (Bo)ie

et il va de soi qu'on peut assujettir le quadrivecteur (Aw ), potentiel du
champ électromagnétique aux conditions (925) et (94) qui s’écrivent
avee les notations actuelles :

a(lm

(142a,0) =35

'+ dive (do)s=0; Ouw(de)h=:VE (Vo )i+ i(Pu)h.
Le systéme (139)4-(141)+ (142 a), dans lequel toutes les fonetions sont
formées avec les fonctions propres ® de 'opérateur laplacien A rela-
tif & la forme métrique externe (7), est le systéme d’équations du champ
électromagnétique partiel que correspond a la valeur propre [, .
Le champ électromagnétique total s’obtient naturellement par une sim-
ple sommation par rapport a I'indice = .

Les équations électromagnétiques que nous venons de déduire sont
écrites en coordonnées ¢'. Cependant, comme les relations (135) sont
trés sensiblement réalisées dans I'espace, on peut, en premiére appro-
ximation, remplacer les opérateurs rotw et dive, par les opérateurs rot,
et div,. Une comparaison de nos équations électromagnétiques aux
équations de Maxwell, montre alors que, conformément & l'interpréta-
tion que nous avions donnée plus haut des vecteurs (1), , ;.’if_;s,;(lv-':,,)"
est bien la contribution de la valeur propre (£, de l'opérateur Aw au
courant électrique total d’espace, tandis que V[, (V)i est la contribu-
tion de (3, a la densité de charge électrique en un point de l'espace.
D’autre part, on voit que (!jl.,),. et 7(Py), sont la contribution de f,
a la «polarisation électrique» intégrale de 1'Univers, tandis que
(:{m),, et 7(Aw), doivent étre interprétés comme représentant 1'«ai-
mantation» intégrale de l’Univers. On déduit d’ailleurs facilement des
équations en rotw i, et dive <, , grice & (83), la relation qui exprime
la conservation de la polarisation électrique :

() (1I {u)n
99"

(143) + dive (1 m),, =0,

— —
tandis que les équations en rotw #, et dive /4, conduisent immédiate-
ment & la conservation de I'aimantation :

(144) t}(&\m)n + dl‘ lu(\m)"—
7
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11 est intéressant de faire apparaitre dans les équations (139) la con-
tribution (Ea.),, de (. & linduction électrique &, ainsi que la contribu-

i induction magnétique. Pour cela, il suffit de poser :

—
tion (8,), de {5,

*;;;I = . ‘};N

(145) o s e c
()l]i aﬁi

On a alors:

(146) (@Byu=Ft&a; (Baa=Ho+3, .

et les équations (139) prennent la forme suivante, grice aux relations
(143) et (144):

-

(&B,),, 5 o
it} {._}qt‘l — rotw 1!"-;: _._v,’/:‘:“ L I m)“ div "‘k ),, = l‘/ ),,( ] m)u q
[#
(147)
i ‘")“ + rotw £,=0; divis (#)a =0
o fj

Nous avons déja écrit plus haut (équation 1420)) I'équation de pro-
pagation des potentiels (4w). . Un caleul facile donne aussi les équa-

tions de propagation des champs I, et 11, sous la forme :
(148)

-

lgm Eyei VolV ,J,,L[..,),,,(za..),,]_m:m(Am),‘—a Ma,,(l Jat (P )]

¥ ) -\-l') }n
I D"‘ I[M:;vlll (Am)f,-—?'( (d;j" -}

rote [¥/-E‘_N [_;(u ),; —{—(f’m )n]

Ces équations se réduisent aux équations habituelles pour le «vide»
lorsiue le courant électrique, la susceptibilité électrique et l'aimantation
sont nuls.

Considérons maintenant les fonctions :

So=BoocH: TG B Va)n-

e o
(S, est le vecteur de Poynting et .J, la «chaleur de Joule»). Désignons
par %/ une longueur mesurée sur la géodésique de (7) issue d'un point
tangentiellement & ¢/, et formons les quantités suivantes :
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ot

(149)
U = = (B (T @]+ [ { § S
3 &

: i o (zg"‘c)u t‘)j-‘ n -‘- () (:!Em)n () ﬁ,, ;: o
ED 9 [bn ()q_ — ( )n] [ ,,--——r}fj_i — E}T.(hm]"]}d" ;

‘:"'ﬂl = a{IJ _’(ILNX IIH)J qj (}_}011].' J:-"'1 H ‘3 ! :5)

24 i = —
i~ [(k‘;f)w (Hiy— ﬂ] —if { VB [Bui( V)l Ly <( Vi) ] +

El
=i

+ Bui(P)i— Bus<R o+ Hi(A S+ Ti<(B ) Vaz (pour j—1,2,3)

J

W' =)= i[EL En +HyHY ] (pour k,j=1,2,3; kj).

" . @ ik ] e .
Ces fonetions 2, satisfont aux relations de conservation :

ik
150 iy
(150) dq* -

2

qui expriment, pour /=4, la conservation de 'énergie électromagné-
tique «interne» et pour ¢=1,2,3 la conservation de la quantité de
mouvement (ou impulsion) électromagnétique «interne». Lorsque les
inductions électriques et magnétiques se confondent avee les champs,

tk . ] ryw
les 9, se réduisent aux composantes du tenseur électromagnétique de
Maxwell pour le «viden.

-

Considérons finalement la «force de Laplace-Lorentz» [ qu’on peut
mettre sous la forme suivante, en éerivant seulement la contribution
de f5,:

(151) t/,,,(l m),.L(U.\,)“ 1 (t=1,2,3,4)
AM,)% étant le tenseur ulltif-i}']llétl'iqu(.‘ réel suivant:
152 (J!;_:,):Js = jr,:i* : (] = ln: ( /4 ¢)n — Jn-

(192) ()8 = (s (LR = (85 (U —— (-

L’expression (151) de la contribution de £, & la force de Laplace-
-Lorentz peut encore s’éerire comme suit :

(153) { j"n.'i i T VE:: ( ]—M)» - I'J‘n — ')TN

— — - —
}“n = ien ( ]"ll):i h‘n - ‘/i(:u ( ]'&!)nx(éam)u .
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Les valeurs propres 5, de 'opérateur Aw tendent vers 'infini quand »
augmente indéfiniment; par contre, les fonctions propres ® tendent
vers zéro quand n—co plus vite que les %, ne tendent vers 0. Toutes
les fonctions précédentes, que nous avons formé avec les @,,, ten-
dent done vers zéro quand n—oo ; ce sont done seulement les premiers B
du spectre de I'opérateur Ae qui contribuent d’une maniére sensible &
la valeur d'une fonction formée avee les @™ et comportant une somma-
tion par rapporte i lindice n (valeurs totales). Les @ pour des
valeurs méme relativement petites de u, n’ont done que trés peu d’in-
fluence, aussi bien sur la métrique externe de I'Univers (c’est-i-dire
sur sa forme relativement & 'espace pseudo-euclidien & cing dimensions
ou il peut étre plongé) que sur le champ électrique et le champ magné-
tique. On peut répéter ces remarques au sujet des fonctions propres ¥
du laplacien, qui tendent aussi vers zéro quand n—co. Le champ de
gravitation (et la métrique interne de I'Univers) dépendent done pres-
que seulement des premiers termes spectraux de 'opérateur laplacien.
(e sont li des circonstances qu'il est essentiel de ne pas perdre de vue
pour bien comprendre la signification des formules de notre théorie
cosmologique.

4. les masses propres des corpuscules élémentaires, Considérons
un opérateur complet. Nous avons expliqué dans II, § 10 que ses
valeurs propres sont des propriétés intrinséques de points singuliers
du contenant de l'étre mathématique non-arbitraire, les points singu-
liers étant précisément ceux auxquels doivent étre attachés les valeurs
propres des opérateurs complets. Nous interprétons physiquement les
points singuliers en disant qu’ils sont les corpuscules élémentaires de
I’Univers. Deux importantes questions se posent alors immédiatement :

1°. Quel est Vopérateur complet dont les valeurs propres représen-
tent la propriété intrinséque la plus importante des corpuscules élémen-
taires, c’est-a-dire leur masse propre ?

2°, Quelle est la condition analytique nécessaire et suffisante pour
déterminer a priori les points de I'espace-temps ol se trouvent les cor-
puscules élémentaires ?

Occupons-nous d’abord de la premiére question. Considérons I'équa-
tion d’onde du second ordre que la mécanique ondulatoire déduit pour
tous les corpuscules élémentaires libres. Cette équation s’éerit avec
nos notations :

2 A
(154) O qfwm = :l:’_}}(_ (ih‘-")i lFm" 2
. *-
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¢ étant le rapport des unités électromagnétique et électrostatique de
charge électrique, % la constante de Planck et (m,), la masse propre
d'un corpuscule élémentaire. Comparons cette équation a notre équa-
tion (96) :

(:)[:1) a "F.mu =y 'P-HIN

On voit done immédiatement qu'on est en droit de poser :
1

= ¢’

(155) oy = —

() »

2

¢'est-a-dire :

(156)

dans la théorie cosmologique s’il est possible d’introduire dans cette
théorie, d'une maniére absolument non-arbitraire, les deux constan-
tes ¢ et 2. Or, nous verrons un peu plus loin (§ 7) que cela est pos-
sible en effet.

Daprés (156) les masses propres des corpuscules élémentaires sont
proportionnelles aux racines des valeurs propres de l'opérateur lapla-
cien relatif & la métrique interne (2) de I'Univers. Or, nous savons
(§ 7, chap II) qu'il y a une infinité dénombrable de valeurs propres du
laplacien pour chacune desquelles il existe quatre fonctions propres
linéairement indépendantes. Les corpuscules élémentaives de I Univers
ont done une infinité dénombrable de masses propres, entierement déter-
minées par la métrique interne et la forme de la frontitre de Uespace-
-temps, d’aprés les résultats fondamentaux du § 7, chap II. Cette
importante liaison «macrocosme-microcosme» sera développée plus loin (§8)
Jusqu'aux résultats numériques. ILa relation (156) montre aussi que
les masses propres des corpuscules élémentaires augmentent indéfiniment
quand n-»co, puisque o, tend aussi vers l'infini pour n-—>co. Cepen-
dant, la contribution des corpuscules élémentaires & la métrique interne
de I"Univers et aw champ de gravitation diminue et tend trés wvite vers
zéro quand n—co, puisque tel est le cas des fonctions propres W,, du
laplacien dont dépend exclusivement, d’aprés (44),le tenseur 77 d’éner-
gie-quantité de mouvement des équations (19 «). Cette circonstance est
I'une des principales raisons qui expliquent pourquoi les corpuscules
élémentaires de grande masse propre sont restés jusqu'ici inapercus
(cf. les résultats du § 8).

Il est utile de remarquer, avant de finir ce paragraphe, qu'en mul-
tipliant, d’aprés (155), les composantes (44) du tenseur d’énergie-quan-
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tité de mouvement par le coefficient constant — on obtient une

expression de ce tenseur ayant les dimensions physiques d'une énergie.
D’autre part, en multipliant les vecteurs 177, étudiés dans les §§ 10

- h ,—
du Chap II et 2 du Chap III, par les coefficients (m,).c = —‘)—l/cx,,,
on obtient la contribution de Ve, au «courant de masse» avee les
dimensions classiques d'une quantité de mouvement.

5. Lla propagation des actions électromagnétiques et les lignes de
«longueur» nulle associées aux formes mélriques externe et interne.
Considérons les équations de propagation des champs ou des potentiels
électromagnétiques déduites dans le § 3, par exemple I'équation (142 0)
de propagation des potentiels :

D(u (All) ):,I = !l ‘/i_f:; {: ]rm):: + T.(l){r:):‘: .

I.’équation de propagation des potentiels du champ électromagnétique
total dérive de celle-ci par une simple sommation par rapport a U'indice »:

- e _ 1 0 (= 046\ R rua ok :
(15”) ijlmE = (1'(" ¥ '_“_-) =12 En [‘ Ir:" ( Vs u + (P{")HJ s
Vo g ox’ 1

et un théoréme bien connu de la théorie des équations aux dérivées
partielles lindaires du second ordre et du type hyperbolique normal,
comme 'équation (157), nous apprend alors que les «rayonsy» de la pro-
pagation des actions électromagnétiques (rayons lumineux, par exemple)
sont les bicaractéristiques de Cauchy de Uéquation (157) et que ces bica-
ractéristiques sont les lignes de «longueur» nulle qui correspondent i la

Sorme quadratique :
dQ* =i dz; dx;

c’est-d-dire & la forme métrique externe. Contrairement i ce qu'on admet
en Relativité générale, les rayons lumineux ne sont pas les lignes de
longueur nulle du ds°, sauf dans le cas particulier trés important ou
I'on a en chaque point de 'espace-temps :

(158) O =" ffir (f-', k=1 ) 9 ) B 3 -l-) ’

¥ étant un invariant (courbure moyenne en un point de I'espace-temps).
Les lignes de courbure de l'espace-temps sont alors indéterminées et la
formule de Gauss (25) prend la forme:

R; ikt -——=‘/_‘2 (,'j';k Git—Ya !jﬂ-) .



00 ANTONIO GINO

Un théoréme connu de Schur nous apprend alors que y est une cons-
tante en chaque point de I'espace-temps. On arrive de la sorte au
résultat suivant:

Pour que les rayons de la propagation des actions électromagnétiques
(les rayons lumineuzx, par exemple) soient les lignes de longueuwr nulle du
ds* (de la forme métrique interne), il faut et il suffit que Uespace-temps
soit une hypersurface it courbure moyenne constante.

Nous savons qu'en premitre approximation I'espace-temps réel est
un espace-temps de De Sitter-Lanczos qui satisfait & (158), mais en
toute rigueur les rayons lumineux sont les lignes de «longueur» nulle
du dQ* et leur marche doit dépendre essentiellement du champ électro-
magnétique, d’aprés les résultats du § 3. Refaisons done, en partant
des o de la forme métrique externe, le caleul, aujourd’hui classique,
qui donne la formule einsteinienne de la déviation des rayons lumineux
par la gravitation des grandes masses, comme le soleil. Pour cela,
considérons un champ électrostatique pur & surfaces équipotentielles
sphériques. On déduit alors I'équation (136) des équations (19 5), et
cette équation (136) donne, en dehors des charges :

(159) = B -+ 2 s
Tw
avee :
ro=V (g P+ + (¢ _
(on néglige ici, comme dans le caleul d’Einstein, Jo et la courbure des
sections spatiales de I'espace-temps, de sorte que les dg, pour i—1,2,3
sont intégrables) et

(160) o= f; 74
{7 étant la «charge électriquer totale qui produit le champ.
2 | jutr p . I

Pour les autres ;, on obtient la solution suivante i symétrie

sphérique :
qi i

y . Pt b i)

(“)1) o ?Jm ik Qw 3 Jr =] e ’J

)
o=t =0.

Considérons un rayon lumineux venant «de linfini», appartenant
au plan des 2',° et orienté perpendiculairement i I'axe des z' quand
il passe le plus prés du corps qui produit le champ. La vitesse de la
lumiére est donnée par 1'équation :

(162) dQ* = vy da dact = 0.,
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Soit 7 le module de cette vitesse, c¢’est-d-dire :

e dx dx*\* [dx’
{159) \/(ﬁ".r) ('d.z-;"') T((E}
On déduit alors de (162), avec une approximation suffisante, pour le
rayon défini ci-dessus :

\/ 0y
y 0y

et la courbure totale de ce rayon sera donnée!, avec une bonne appro-
Ximation, par:

, i ;}/ 3

ou bien :
i s % 4s
(164) ¢ _‘] L,

par suite des relations (135). qui sont toujours valables, en premiere
approximation, sur les sections spatiales de I'espace-temps dans le cas
d’un champ électrostatique pur. Comme by doit s’annuler lorsque
I'espace-temps tend vers un hyperplan, il faut poser: by =y, de sorte
que (164) donne en tenant compte de (159) et (161):

i 5 Eﬂ'm
(165) o .
b 4 | ¥ ‘”m\

D, étant la distance naturelle minima du ravon lumineux au centre du
champ.

Considérons maintenant le cas particulier trés important ot le champ
électrostatique & symétrie sphérique est produit par une masse électri-
sée dont la gravitation est si importante qu'on peut négliger tout-i-fait
la gravitation des autres masses. Supposons encore que les surfaces
de niveau du champ de gravitation coincident pratiquement avec les
surfaces équipotentielles du champ électrostatique. Tel est le cas du
soleil et de toutes les étoiles simples. Dans ces conditions, les poten-
tiels de la gravitation sont donnés, au méme degré d’approximation

1 Cf. A, Einstein: «Les fondements de la théorie de la relativité généralen,
Hermann, Paris.
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que les expressions (159) et (161) des o par les expressions bien
connues 3

a
y“=—‘1 -+ pe
(166) ] @ @
r,--——-a ] L —
Jit: =0+ ¢ » Vi, k=1,2,3.
Ju=g5:=0
avec:
r=V @ +@ )
et
e J[ . il i S i
e (%= constante einsteinienne de la gravitation) .

M étant la masse totale qui produit le champ de gravitation. En com-
parant ces valeurs des g, aux expressions (150) et (10'1) des vy on
voit immédiatement que I'on a ici wy=%Lgs pour t,k=1,2,3,4,
Dans ces conditions, la formule (165) pour la déviation des rayons
lumineux par le champ électrostatique devient identique i la formule
einsteinienne de la déviation des rayons lumineux par le champ de gravi-
tation :

2a
167 O =
(167) .

On voit done que, grice a la condition (135), la déviation einsteinienne
est égale a la déviation (16D) daus le cas d'un astre comme le Soleil,
bien que cet effet doive étre attribué toujours au champ électrostatique.
Dans Despace environnant le Soleil ou toute autre étoile simple, les
rayons lumineux sont donc, en premiére approximation, & la fois les
lignes de «longueur nulle» du dQ* (de la forme métrique externe) et
les lignes de longueur nulle du ds*.

6. les charges éleclriques propres des corpuscules élémentaires.
Considérons I'équation (48) des fonctions et valeurs propres de I'opé-
rateur laplacien Ao relatif & la métrique externe (7):

(48) = _(l/;m”" l?%") = Bu b -

Vo gt gxt '

Comme cet opérateur est complet, ses valeurs propres (3, représentent
(voir § 10 du Chap II) des propriétés intrinstques des corpuscules élé-
mentaires. D’aprés les équations électromagnétiques (147), il est évi-
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dent que les VE, sont, & un facteur constant prés que nous allons
déterminer, les valeurs absolues des charges électriques propres des
corpuscules élémentaires. Considérons par exemple I’équation :

(168) Qives (B)u =1V B (Vo )o=—V B P €} €1 P1 -

En la comparant & 'équation de Maxwell correspondante, on voit faei-
lement qu'en multipliant ses deux membres par un facteur constant

1
ayant les dimensions M/* I* 7' on obtient au second membre la den-

1 4
sité de charge électrique avec les dimensions classiques M/* L* 7™

(en unités électrostatiques), quand on convient de donner aux P, les
3

dimensions L *. Ce facteur constant doit évidemment étre formé uni-
quement avec les constantes fondamentales %, ¢ et d,. En désignant
par e, les valeurs absolues des charges élémentaires, il faut done
pt)sel‘ H
(169) en==B, hefsn ,
c¢’est-d-dire :
(170) en=£(V/ @, he)V o 5
& étant une constante positive sans dimensions (nombre pur) que nous
déterminerons plus loin (§ 8).
La transformation (51) montre que le second membre de (168) peut
i
varier entre la limite inférieure négative —v 3, 3. 02, et la limite supé-
1
rieure positive V[ 2k P - Il y a done des charges electri-
1
ques négatives et des charges électriques positives pour tout e
4
et il est clair qu'd la limite inférieure —v[3, oo correspond la
1

charge propre élémentaire négative :
—e, =— (\!"E! 9y ."'w) VB
. - L gt M f Ll 3 2 1.0 )
et & la limite supérieure /7 3 ®.. la charge propre élémentaire
1
positive :
R et (" aauk{.‘) V?"u .
En d’autres termes : aux corpuscules élémentaires de masse propre (my),
et de charge électrique propre —e«correspondent toujours des corpus-
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cules élémentaires de méme masse propre et de charge électrique égale et
de signe contraire (4-e,). On sait expérimentalement que tel est le cas
des électrons, mais la théorie cosmologique montre qu’il en est de méme
pour tous les corpuscules électrisés véritablement élémentaires.

La relation (170) montre que les charges électriques propres des cor-
puscules élémentaires tendent vers l'infini avec l'indice de numérotage
des valeurs propres des opérateurs A et Aq pour lesquelles ces opé-
‘ateurs ont quatre fonctions propres linéairement indépendantes. Mais
les e, tendent vers 'infini moins vite que les masses propres (m,), .
Nous devons insister & nouveau sur le fait important que, malgré I'exis-
tence de corpuscules élémentaires de charge électrique propre infini-
ment grande, leur influence sur le champ électromagnétique est nulle.
Plus exactement: l'influence des corpuscules élémentaires de charge
+e, sur le champ électromagnétigue diminue et tend vite vers zéro
quand lindice » tend vers I'infini, puisque tel est le cas des fonctions
propres ®,,, dont dépend exclusivement le champ électromagnétique.
En rapprochant ce résultat du résultat correspondant de la fin du § 4
sur le champ de gravitation, on comprend maintenant parfaitement
pourquoi les corpuscules élémentaires de grande masse propre et de
grande charge électrique propre sont restés jusqu'ici rebelles i I'obser-
vation et doivent méme probablement le rester par suite de leur nature
méme. Kn effet, un objet, un phénoméne physique, n’est observable
que par les actions, en derniére analyse gravifiques et électromagnéti-
ques, qu'il exerce directement ou indirectement sur les sens de I'obser-
vateur. Si done les actions gravifiques et électromagnétiques des cor-
puscules élémentaires tendent vers zéro quand leurs masses cosmolo-
giques et leurs charges électriques propres tendent vers linfini, leur
«observabilité» (physique) tendra aussi vers zéro dans les mémes con-
ditions. On peut done affirmer que notre monde physique habituel,
celui qui est facilement accessible i nos sens, aidés ou non d’instru-
ments scientifiques, tout en étant celui qui modéle presque entiérement
la métrique et la forme de I'Univers, n'est qu'une toute petite partie,
qu'une partie infiniment petite, de l'ensemble des contenus de 1'étre
mathématique non-arbitraire, c¢’est-i-dire de l'ensemble de ce qui est
doué d’existence physique dans I'espace-temps (cf. les résultats du § 8).

La théorie des corpuscules élémentaires comporte évidemment la
détermination a priori des points de l'espace-temps ol doivent étre
attachdes les masses et les charges électriques propres ainsi que les
autres propriétés intrinséques des corpuscules élémentaires. Mais ce
probléme de la «position des corpuscules» ne sera traité que plus loin
en méme temps que d’autres questions qui ont un rapport étroit avec lui.
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7. les constanles ¢ et /i, La présence des constantes ¢ et % dans
la théorie cosmologique n’est admissible que s'il est possible d'en donner
des expressions absolument non-arbitraires dans le cadre de cette
théorie. Considérons d’abord la constante ¢, qui est le rapport de I'unité
électrostatique & I'unité électromagnétique de charge électrique et aussi
la vitesse de propagation des actions électromagnétiques dans une région
o leffet de la «matiére» électrisée sur cette propagation est insensi-
ble. Si nous considérons I'expression (163) du module de la vitesse
de propagation des actions électromagnétiques, expression qui devient:

—r

=
en placant I'axe des «° parallélement i la divection de propagation en
un point, alors la constante ¢ peut naturellement étre considérée comme
la limite de 7 lorsque les o, tendent vers leurs valeurs pour un espace-
-temps pseudo-euclidien plan, c’est-i-dire lorsque w; —0. On a done:

(171) ¢ lim \/__u
W =>0 ")-‘ug

en sous entendant que les axes 2/ sont ici des axes orthogonaux et
que I'axe des «, par éxemple, est tangent i la direction de la propa-
gation. Cette définition de ¢ introduit, sans aueun arbitraire, cette
constante dans la théorie cosmologique.

Pour introduire aussi la constante % dans cette théorie, considérons
un phénoméne (rayonnement) se propageant & la vitesse des actions
électromagnétiques.  Désignons par u les vecteurs unitaires des rayons
de cette propagation et par / une constante (arbitraire) ayant les dimen-

; i N n . + ; ;
sions d'une longueur. Posons w— — et formons Uinvariant 2 w;, les u;

étant les composantes covariantes de «. On peut alors éerire :
(172) W (%) = Op (@ i)+ f e (227) .

Posons d’ailleurs #'—ct et considérons aussi les composantes contra-
variantes 7" du tenseur 7% qui forme les seconds membres des équa-

tions (19«). Formons alors les fonctions —_f?."" dv, v étant le petit
tti.
volume autour de chaque corpuscule (photon) ou 7%=£0 dans le phé-

nomeéne (rayonnement) déerit par (172). Envisageons les limites de ces

PORT. PHYS. 2 &
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rapports lorsque les fonetions f,,(z") de (172) tendent vers zéro et
les 9,, vers des fonetions périodiques de VUinvariant 2w;., en méme
temps que la métrique de 'espace-temps tend vers une métrique pseudo-
-euclidienne ds*—(da'f +(da®) +(da*)—c* df , dans une certaine région
de I'Univers. Dans ces conditions, les I TYdv tendent vers les com-
posantes d'un vecteur de Uespace-temps pseudo-euelidien et I'on a néees-
sairement :

(173)

=

T - ] T de -lim-l—J 7% dv = lim -.1_‘ 7™ =it - ’ T% dv=h,,
Uy

" ", "

Joowe e .'ll_

h, étant une constante universelle et le passage a la limite étant celui
qui vient d’étre défini. En nous reportant aux formules (177) et (17R)
du § 8 de ce Chap.. on voit que 'on peut éerire :

=0} 8=i
& I T dv 4 .

o
i

A étant la constante newtonienne de la gravitation et m la masse
pesante des photons du rayonnement déerit par (172) avee f,, (/) — 0.

- ¢ ", ! .
En posant v= -—: la derniere relation de (173) donne done:
/ ¢

fro
me* = —L 2L ¢y
8= K

d'on I'on déduit la définition de la constante /i :

g % i
174) hh— 2L
( 87 K
qui est ainsi étroitement reliée i la structure corpusculaire du rayon-
nement.

8. Masses et charges des corpuscules, gravitation et électromagné-
tisme dans |'espace-temps. Nous savons (Chap. II, § 11) qu'en pre-
mieére approximation l'espace-temps réel ne differe que par une petite
perturbation d’un espace-temps F) de De Sitter-Lanczos. Les masses
et charges propres des corpuscules élémentaires doivent donc étre, en
premiére approximation, les masses et charges propres qui correspon-
dent & une petite déformation de /,. Dans le § 12 du Chap. II nous
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avons déduit que le spectre de I'opérateur laplacien A est donné pour
un I, peu déformé, par la relation :

250

F =
Va, =—:=-

o

Oy

En utilisant la relation (156), nous aurons done le spectre suivant de
masses propres des corpuscules élémentaires qui sont compatibles avee
une petite déformation de /7

I

{1 T:}:} (Hf"\:l“ =—n.
3

0
Rappelons-nous que ¢, est le diamétre (3,—2P, 6,) de la surface
frontiere o (’équation 6=0,) du contenant /. Nous savons (Chap.II,§3)
quune telle frontidre existe nécessairement dans 1'otre mathématique
non-arbitraire au point de vue géométrique. Elle doit cependant atre
«physiquement» inexistante, en ce sens qu'aucune observation ne doit
pouvoir la déceler, car il est clair que seul un espace fermé et illimité
est physiquement admissible. Dans ces conditions, &, doit étre la plus
petite longueur dont la mesure ait un sens. Cette longueur est la «lon-
gueur d'onde de Compton» 9, —/h/(m,), ¢=2,245<10™"" em , (m,), étant la
masse propre (pesante ou d'inertie) de I'édlectron. En remplacant cette
valeur de g, dans (175), on voit immédiatement que I'électron corres-
pond exactement au premier terme spectral de I'opérateur laplacien 2y
de U'espace-temps [, c'est-i-dire (m),—=(m,).. Toutes les autres mas-
ses propres des corpuscules élémentaires compatibles avee une petite
perturbation de £ sont alors données par (m,),—(m,). n et sont done les
multiples entiers de la masse propre de I'électron.

Pour comprendre ces résultats, il est absolument essentiel de ne pas
sconfondre la notion de masse propre (m,), des corpuscules élémentai-
res, que nous avons utilisée jusqu'a présent, avee la notion classique
de masse propre pesante (ou d'inertie) des mémes corpuscules. Consi-
dérons en effet I'équation de Laplace-Poisson généralisée qui corres-
pond & (104) lorsque le champ est quasi statique :

(176) e
On sait, d"aprés la théorie de la Relativité générale, qu'il faut poser :
(177) R

g étant la densité de masse pesante ou gravitationnelle et », la cons-
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tante einsteinienne de la gravitation, qui est reliée & la constante clas-
sique (A7) newtonienne par la relation :

(178) P,

On sait d’autre part que p=p;,. g, 6tant la densité de masse d'inertie.
L’équation (176), appliquée dans le voisinage d'un corpuscule dont la
masse pesante est m,, donne la valeur suivante du potentiel gravifique
propre v, créé par le corpuscule :

(“’”) 7-111 S Lo ?

r ¢tant la distance entre le centre du corpuscule et le point o l'on
détermine le potentiel. La constante 7, est, comme nous I'avons dit
plus haut (chap IT, § 11), la différence entre la constante cosmologique 7,
qui correspond a I'Univers et la constante cosmologique 2, qui corres-
pond & lespace-temps /. La fonction 7" est donnée par (44), et il
est clair, comme nous lavons déji fait ressortiv plusieurs fois, que sa
valeur ne dépend que des premiers termes du spectre de l'opérateur
laplacien, c’est-d-dire des premiéres masses propres (m,), compatibles
avec une petite déformation de F,. Comme 7}, tend trés vite vers zéro
%

T

quand n->co, on peut, en premiére approximation, poser 7'= 3 1), —
I

=1, ee qui revient & dire qu'en premiére approximation la masse
pesante m, de (179) est égale a4 la masse propre de l'ensemble des
électrons qui forment le corpuscule m, ., cest-a-dire: m,=v,(m,),=

Y (m,). . v, étant le nombre d’électrons dans m,. Autrement dit, la
masse propre pesante (ou d’inertie) de I'électron est presque identique i
sa masse propre (m,), qu'on déduit de notre théorie cosmologique.
[Pour ne pas confondre les masses propres (m,), des autres corpuscu-
les avee leurs masses propres pesantes (ou d’inertie) qui, pour n—-co,
tendent vers zéro alors que les (m,), tendent vers co quand n-»oco.
nous dirons que les masses propres qui ont été et seront désignées par
(m,)n sont les masses propres cosimologiques des corpuscules véritable-
ment élémentaires (ponctuels)].

Considérons maintenant la moitié en contraction de I'espace-temps de
De Sitter-Lanezos, c¢’est-d-dire, d’aprés (97), 'hypersurface F, pour

«o=7=0, et donnons-nous la petite perturbation qui représente la
différence entre [ et le contenant /' de I’étre mathématique non-arbi-
traire (contenant de 1'Univers). A cette perturbation correspondent,
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nous I'avons déja montré, des corpuscules élémentaires dont les masses
propres cosmologiques (m,), ne different que peu des valeurs (175).
Par suite de la contraction de F, pour —o0<z<0 et du champ de
gravitation créé par les corpuscules élémentaires, ceux-ci doivent néces-
sairement se rapprocher pendant cette phase en contraction de F, et
se réunir pour former des corpuscules complexes non-élémentaires.
Pour analyser ce processus, dont I'importance est énorme dans 1'Uni-
vers, remarquons d’abord que, du fait que la contribution 7}, des cor-
puscules élémentaires de masse propre cosmologique (im,), a la fonetion 7'
tend trés vite vers zéro quand n-—»co, le champ de gravitation qui
existe autour de ces corpuscules tend trés vite vers zéro quand la
masse propre cosmologique (m,), croit. Il est done clair que la ten-
dance & la réunion des corpuscules élémentaires pour former des cor-
puscules lourds non-élémentaires diminue trds vite en importance quand
n—co. On peut done se borner, en premiére approximation, i consi-
dérer seulement la formation de corpuscules lourds non-élémentaires
par réunion des corpuscules élémentaires qui correspondent aux tous
premiers termes du spectre de I'opérateur laplacien (et spécialement
par réunion d’électrons, qui sont les seuls corpuscules véritablement
¢élémentairves dont la masse propre pesante ou d’inertie est appréciable).
Lie processus que nous analysons s’arréte forcément quand le corpus-
cule non-élémentaire qui résulte de la réunion de corpuscules élémen-
taires n’a plus autour de lui de champ de gravitation, ce qui arrive
lorsque la masse pesante du corpuscule lourd compense la masse fictive
qui correspond a la constante cosmologique 7,. Nous pouvons admet-
tre que le processus est achevé partout dans I'Univers i la fin de la
phase de contraction du #) correspondant, ¢'est-i-dire pour =0 (voir
la formule (97). A ce moment li le champ de gravitation 7,, est nul
w(r)
en chaque point de lespace. Désignons par - ; - la solution élé-
w(r) )
mentaire de I'équation de Laplace aj[-}—} 0, A} étant 'opéra-
teur laplacien relatif & I'espace 3! (section de I'espace-temps /) par
Phyperplan ==0). Alors, de I'équation (176) on déduit, en tenant
compte de (177) et (178):

o 2K it Y E )
(lh”,} ?-\:z‘CTfV"leu"EJ _j___-dl'd!
v V3

I} étant le volume de 3., clest-a-dire 17=2%*P}. Soit N, le nom-
bre d’électrons de I'Univers pour =0 et J, sa masse pesante totale
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pour £=0. On a done M;=N,(m,).. Remarquons qu’a la valeur de
la premiére intégrale de (180) ne contribuent évidemment que les
oints ol se trouvent les corpuscules, de sorte que l'on a. pour 7=0:
1 I : l I

Q9K (F wir OSRM w [J} & et (7
s | o ") ave - ":,” ]1,,, —dV)= ‘?‘-%— I ,( avy.
L r > 0 .

i i et

Si done, pour £=0, il n'y a pas de champ de gravitation, la relation
(180) donne immédiatement :

KM, 7,

J-El‘” :: ™
ou bien :
e =e'P,a .
(181) M =" (avec: a=P});).

4K

La relation (181) est analogue & la relation d'Einstein pour un Univers
sphérique et statique, avec cette différence que la constante cosmolo-
gique d’Kinstein est ici remplacée par la constante cosmologique qui
correspond & la différence entre I'espace-temps réel et 'espace-temps /)

Considérons maintenant I'équation électrostatique qui correspond &
Péquation (111):

(182) A:‘: m(ﬂ=)'_;: o U- ‘}""‘ Lo

De cette équation on déduit:

— . Y ke L (rl s }.:.f j" by .
(183) ol =25 [ av,— 42 | = an
13 Vi

Pour calculer la valeur de la premitre intégrale, posons :
(184) [var—1,

v, étant le petit volume sphérique autour de chaque électron ot la
valeur de U differe sensiblement de zéro (conception classique de
I'électron, globule d’électricité). Eerivons maintenant Iéquation clas-
sique du mouvement d'un électron de charge e et de masse pesante
(). sous laction d'un champ de Counlomb électrostatique pur, créé
par une charge dégale :

f* pt 2 A = ¢ Z >
! g, 0 = (Ko). —-%cog(r,;l

Sl o
a (m,). 05’ (my).

(185)
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A étant le potentiel et (A%). la constante de Coulomb. De I'équation

0, ¢

(136) on déduit immédiatement la valeur suivante du potentiel
! 2

en tenant compte de (184)

i 2] C‘z 7 ('-" Loty (_,""_
| Bl SR
56) 2 8 r

L’équation (137) du mouvement de I'dlectron sous I'action du champ
de Coulomb pur (¢'est-d-dire en faisant abstraction de Jw) s'éerit done :

> -

v

g e goy, ye & e 2
= — — Ly — CO8 (7, 07) .
’”> LR

187 - :
(487 dt 2y, 0¢f =

En comparant cette équation & (185) on déduit :

St {':'.; e

::H‘,'_—- i

(188 e ¥ ——
' I} (-"\m)va’ € ‘_JH.J!‘ 3

Les corpuscules lourds non-élémentaires qui résultent de la réunion
des électrons pendant la phase en contraction de F possédent foreé-
ment, ou bien une charge nulle, ou bien une charge e égale i celle de
I'électron. - En tenant compte de (18%) on peat done éerire comme suit
la premicre intégrale de (183):

(189)

?

Lo . wr) 2y (Ke)a & w(r:)d:
oo [0 0) gy, B0 E 0

dw r ' (m,). ¢ F r;

vy

en désignant par N, le nombre de corpuscules lourds qui existent
dans 1, et 4; étant égal & zéro ou & =1 suivant qu'il s’agit d’un cor-
puscule neutre, ou positivement ou négativement électrisé. Nous avons
vu que lorsque le processus de réunion des électrons pour former les
corpuscules lourds est achevé (pour 7=0), il 0’y a pas de champ gravi-
fique autour de ces corpuscules, plus exactement 74=0 pour z=0.
Nous devons done admettre aussi que pour ==0 il n’y a pas non plus
de chamyp électrique, ¢’est-a-dire qu'il y a compensation entre le champ
électrostatique propre des corpuscules et le champ qui correspond a la
densité fictive de charge représentée par la constante 7°7, . Dans ces
conditions, la formule (183) s’applique aussi bien a la totalité dun
volume 17 qu'a une quelconque de ses parties. En posant done wj,=0
et en tenant compte de 7, >0 et de la relation (188), on voit immédia-
tement que la charge d'une partie quelconque de 17 doit étre toujours
positive, la densité de cette charge étant d’ailleurs constante dans T7}'.
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Ceci signife que les corpuscules lourds sont, ou bien positivement électri-
sés (par la charge élémentaire +e), ou bien électriquement neutres, le
pourcentage de corpuscules électrisés étant constant dans 1. Le sym-
bole 9; de la formule (189) ne peut done prendre, pour t=0, que les
valeurs zéro et +1. Par suite du champ de Coulomb, les électrons
négatifs ont tendance i se réunir aux électrons positifs, de sorte que
-les corpuscules lourds non élémentaires et positivement chargés sont
évidemment beawcoup moins nombrena que les corpuscules lourds neu-
tres.  D’autre part, le fait d'¢tre neutre ou électrisé pour un corpus-
cules lourd, pris aw hasard dans I"Univers, peut évidemment étre con-
sidéré statistiquement. Si nous désignons par N le nombre total de
corpuscules lourds (dus a la réunion d’électrons) qui se trouvent dans
I"Univers pour =0, alors (189), traitée statistiquement, devient pour
cette valeur de =:

(19(“ Ez.p‘-‘ LI‘:NL_.P I: " “_I-’ '3| it " “.2) '32 o '’ t}._\_?) a‘\.:]J _

"' 2 - = o v
(7). € /i Ty rN

L{!i}(!\:r))pf ‘/:ﬂ",'-i l" w l'f') 1770

v

Comme on a o, =0 pour =0, la relation (183) donne immédiate-
ment, en tenant compte de (190) et pour cette valeur dé =:

(191) VNP il ().
Pu ' 4{’/‘—(0}'! ' e*

; : 1 . = o
Mais on a d'une part y=— et d'autre part (Aw),—1 et i=>/P,,

i

O étant un nombre pur voisin de 1. La relation (191) s’éerit done :

(192) VAP _=b (m,).c"
\ il

et est done identique, au facteur constant =0/4 prés qui ne change pas
Pordre de grandeur de N/, & la eélébre relation d'Eddington. Nous
avons done montré que cette I'(']{lti(lll est une ('“I]Sélluplll'(’? de notre
théorie cosmologique, ce qui & notre avis est un résultat trés important.
Un simple coup d'oeil sur la relation (192) montre quelle exprime
I'égalité de I'énergie de masse et de I'énergie électrique d'un électron
placé dans le champ électrostatique propre de lvnqemblo des corpus-
cules lourds de 1'Univers pour ==0.
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Désignons par m, la masse pesante des corpuscules lourds qui résul-
tent de la réunion des électrons. Pour =0, on a M,= N, (m,),=
=N/m,, (m,). étant la masse de I'électron. Appliquons alors les for-
mules précédentes pour calculer les valeurs numériques de J/, (masse
totale de I'Univers pour ==0), de N,, N} et surtout de Iimportant
rapport m,/(m,). de la masse des corpuscules lourds non élémentaires
a4 la masse de I'électron. Nous avons, par exemple dans le systéme
d'unités c.g.s., les valeurs numériques suivantes :

' K=06,6 <107 ()" (em)' (sec)™; e=3<10" (em) (sec)™
I] 93) 1 4
I (1m)e=9,02< 10 g ¢=4,85¢10""(u. e. 8.)[(gr)* (em)? (sec)™].

Quant & P,, les observations astronomiques et toutes les études cos-
mologiques d’Einstein, de De Sitter, de Friedmann et de Lemaitre, etc.,
s‘accordent pour lui assigner l'ordre de grandeur 10°—10 parsecs,
c'est-a-dire 107 ¢cm. Des formules (181) et (192) on déduit immédia-
tement :

4a et

i,

(194)

En- tenant compte des valeurs numériques précédentes on trouve done :

s iy, 4a :
(195) Ordre de grandeur de 7 — ;—! s 12,
iy ), ™0

Comme on a dP/dz—=0 pour =0, nous admettrons que la masse
totale de I'Univers pour =0 est égale & la masse totale d’'un Univers
sphérique et statique d’Einstein de méme rayon P,. La relation (181)
donne alors @—1. On connait par ailleurs la relation (to=lyly), de
sorte que - OP,=w/P}y, d’olt: b=a=1. Alors (195) donne :

(196) Ordre de grandeur de """ — 107,
: (#tg)e

et pour obtenir la valewr expérimentale exacte my/(m,), = 1847 , il suffit
de poser dans (194) la valeur parfaitement admissible :

(197) P,=530><10° parsecs =1,6><10¥ ¢m .

Les mémes valeurs numériques donnent d’ailleurs pour N, (nombre
total d’électrons de 1'Univers pour ==0) et pour N (nombre total de
corpuscules lourds non élémentaires de I'Univers pour 7=U) en utili-
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sant la formule (181) avee a=1 et les relations M, =N, (m,).= N m,, :

®CP _sctom: ap= TP _ 3,25¢10%

(198) N, = —— -
4K (m), 4+ n,

. el | ]
nombres dont Pordre de grandeur est précisément celui que 1'on admet
eénéralement,

Nous avons ainsi démontré par notre théorie cosmologique :

1° que des corpuscules lourds comme les protons, les neutrons et les
atomes d'hydrogéne (ceux-co w'étant en somme que des newtrons de plus

grandes dimensions) existent wécessaivement dans U Univers ;

2° que ces corpuscules lowrds ont précisément wne masse théorique

égale a la masse expérimentale des protons, neutrons et atomes d’hydro-

gene et doivent étre identifiés avee ewr.

3% que les protons, neutrons (et atomes d’hydrogene) ne sont pas des
corpuseules véritablement élémentaives (ponctuels) et sont formés par des

électrons véunis intimement.

12 quil w'y a pas des protons ayant wne charge électrque négative,
ow du moins qu'il w'y en avait pas pour =0, cest-t-dire lorsque P(z)
était éqal a P, .

On voit que l'existence des protons, neutrons et atomes d’hydrogine
est essentiellement conditionnée par lexistence des denz constantes
cosmologiques 7, et jo des équations fondamentales (19 «) et (195).
La constante cosmologique einsteinienne 7, est d’ailleurs insuffisante
pour démontrer l'existence et les propriétés des corpuscules lourds .
il faut Iui associer I'antre constante cosmologique jo que la Relativité
n'envisage pas, parce qu'elle n'étudie que les propriétés de la métrique
interne. Ce fait est & mon avis une raison suffisante pour ajouter le
systéme (19 4) au systéme einsteinien (19 «), indépendamment méme de
notre principe fondamental sur lidentité de Vexistence physique et de
Pexistence mathématique non-arbitraive, dont la traduction mathémati-
que est précisément le systeme d'équations (19 a)+(194).

[ia masse des protons, neutrons et atomes d’hyvdrogene, que nous
avons déduit théoriquement. est, d'aprés le raisonnement méme oui
démontre T'existence de ces corpuscules, une limite supérieure pour la
masse pesante des corpuscules lourds non-élémentaires qui peuvent
exister dans I'Univers. En parlant de corpuscules lourds non-élémen-
taires nous ne pensons évidemment pas aux noyaux des atomes, qui ne
sont que des ensembles de protons et de neutrons. reunis par Uinter-
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action d’échange (de mésons) entre protons et neutrons. Si chaque
moment du temps cosmique le processus de réunion d’électrons qui
donne liew aux corpuscules lourds (protons et neutrons) était com-
pletement achevé comme pour =0, alors il n’y aurait jamais dans
I'Univers des corpuscules de masse pesante intermédiaire entre celle de
Pélectron et celle des protons et neutrons. I.’existence, expérimentale-
ment bien établie, des «électrons lourds» (appelés aussi mésons), prouve
Justement que le processus fondamental dont il est question n’était pas
complétement achevé pour =0 (c’est-d-dire lorsque P=P,), ou bien
qu'il ne l'est plus. Les mésons rentrent done facilement dans notre
théorie et doivent nécessairement étre interprétés comme des protons et
newtrons incomplets, trés probablement en voie de désagréqation (perdant
done pew @ pew lewrs électrons constitnants).

Nous ne voulons pas développer dans ce mémoire les conséquences
cosmogoniques des résultats de ce paragraphe et passons i la détermi-
nation de la valeur du coefficient @ de la relation (169) entre les char-
ges propres des corpuscules véritablement élémentaires et les valeurs
propres de L'opérateur laplacien associé & la forme métrique externe de
I'Univers. Pour faire cette détermination, il suffit d'utiliser la relation
(192) et de se rappeler que l'on a (175) dans F, et (,=P,2,.
On obtient alors immédiatement :

) b
(199) G
TR 16 =V N?

ou bien si on pose 4 =1 comme précédemment :

1
16 =V

Il va de soi qu'il ne faut pas confondre les charges dlectriques pro-
pres des corpuscules élémentaires, données par (170), avee les charges
électriques au sens classique, de méme qu'il est essentiel de ne pas con-

(200) a

fondre les masses propres cosmologiques (), avec les masses pesan-
tes (ou d'inertie) classiques. Les charges électriques au sens clas-
sique [(e,).] des corpuscules élémentaires sont reliées & la fonetion 17
(appelée énergie électromagnétique externe dans le § 3) par la formule :

e v 1 Sl (_v,l [ ¢ ]
201 o o LU [ Ll
e 8% ; (Kol (€n)er (m,). ¢

qui est une généralisation immédiate de (188) et oit e et (). reproé-
sentent comme toujours la charge et la masse (au sens classique) de
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Pélectron. On voit done que les charges au sens classique tendent
rapidement vers zéro quand - oo, puisque tel est le cas pour U, ,
contribution de e, & la valeur de 7. Les charges ¢, (qu'on peut appe-
ler charges propres élémentaires cosmologiques) tendent au contraire
vers linfini quand » - co. Comme les masses propres cosmologiques,
les charges électriques au sens classique (¢,); ne sont sensibles que
pour les toutes premiéres valeurs de l'indice de numérotage des valeurs
propres (z,,[%,) des opérateurs laplaciens, et spécialement pour n—1,
qui correspond & I'électron. (Vest donc seulement pour 'électron que
la charge au sens classique, donnée, d’aprés (201), par:

~ 1
{\eu_)r!:x?'m (:fn.,'](- c L'I:r' L
8% I e |
se confond pratiquement avec la charge propre cosmologique ; ¢’est-i-
-dire :
e=(e)a=~e

et nous avons d'ailleurs posé e=e, dans la détermination du coeffi-
cient & de (170).
Avant de finir ce paragraphe il est intéressant de calculer le pourcen-

tage (constant dans l'espace pour 7=0) de protons, c¢’est-d-dire le
ATD

rapport -‘i_’;s N, étant le nombre total de protons dans I'Univers
Ead

pour v=0. De la relation (181) et de I'’équation (183) dans laquelle

on pose oy, =0, puisque =0, on déduit immédiatement :

A (o) _ 7 p (mo)e
N N YT 4e 4N &

et la relation (192) donne alors (a=b=1):
Ny 1
N VNG

¢’est-d-dire la valeur numérique suivante pour NJ/N7:

(202)

o N, " 0
(203) —= = 1. 75107,
. ‘\I’u
Il y avait donc environ 1 proton pour 0,6:<10" corpuscules lourds
(neutrons 4-atomes d’hydrogéne+-protons) dans I'Univers au début de
sa phase expansive.
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IV — MECANIQUE ONDULATOIRE COSMOLOGIQUE

1. Ondes et corpuscules. Principes fondamentaux de la mécanique
ondulatoire cosmologique. La dualité ondes-corpuscules, qui est fon-
damentale pour la mécanique ondulatoire «classique», se retrouve dans
notre théorie cosmologique et permet d’en déduire une mécanique ondu-
latoire relativiste et cosmologique en accord avec la relativité générale.
On doit remarquer dés maintenant qu'il y a dans la théorie cosmologi-
que deux sortes de fonctions ondulatoires pour «un corpuscule» de
masse propre (m,), et de charge électrique propre +e, (co sont d’'une
part les fonctions propres ¥, de l'opérateur laplacien A qui corres-
pond i la métrique interne et a (m,),, et d’autre part les fonetions pro-
pres ®,, de l'opérateur laplacien A, qui correspond i la métrique
externe et & +¢,), tandis que la mécanique ondulatoire classique ne
considére que des fonetions d’onde d'une seule sorte.

Les ¥, et ®,, satisfont, comme on sait, aux équations (38) et (D0).
Les équations (38) peuvent évidemment étre interprétées comme des
«équations de Dirac» généralisées, compatibles avee la relativité géné-
rale, tandis que les équations (50) sont des «équations de Diracy 2éné-
ralisées relatives a la forme métrique externe, d'oti nous avons déduit
toutes les grandeurs électromagnétiques.

Il faut attirer ensuite I'attention sur un autre point essentiel, & savoir :
tandis que l'introduction des quatre fonctions d’onde qui satisfont aux
équations de Dirac dans la mécanique ondulatoire celassiquen de 'éle-
ctron est arbitraire et ne se justifie que par ses conséquences, 1'exis-
tence de quatre fonctions d’onde linéairement indépendantes satisfaisant
& des équations de Dirac généralisées, pour chaque valeur propre a,
du laplacien ou £, de Popérateur A, est un des points fondamentaux
de la théorie cosmologique et fait 1'objet de I'un de ses théorémes.

Comme les fonctions d’onde ¥, et ®,, sont des fonetions propres
non-arbitraires des opérateurs A et A., toute opération de normali-
sation qu'on ferait subir i ces fonctions leur ferait perdre évidemment
leur caractére absolument non-arbitraire (¢’est-a-dire ferait en sorte que
leur valeur en chaque point ne pourrait plus étre entidrement
déterminée par la métrique, interne ou externe, de Iespace-temps
et par la connaissance de la surface frontiere de Pespace-temps). Les
fonctions d’onde ne pouvant étre soumises i des opérations de norma-
lisation, il est impossible de leur accorder, comme aux fonetions d’onde
de la mécanique ondulatoire classique, le caractére de fonctions de pro-
babilité de présence des masses dlémentaires (m,), ou des charges
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électriques élémentaires +e¢,). Ceci est tout-a-fait naturel, puisqu'on ne
voit pas comment pourraient intervenir des fonctions de probabilité
pour décrire les phénomenes essentiels dans un Univers que la théorie
cosmologique identifie complétement a I'étre mathématique non-arbitraire.
Il serait absurde d’accorder aux W,, et aux ®,, la signification de
fonctions de probabilité, alors qu'on forme avee les ¥, lé tenseur 77,
d’énergie-quantité de mouvement et avec les ¢, le tenseur électroma-
gnétique (7 des équations fondamentales (19 a) et (194) de l'étre
mathématique non-arbitraire,

Nous avons appris (voir les §§ 6 et 10 du chap. IT et tout le chap. 11I)
A déduire des W, et des @, d'importantes grandeurs scalaires. vecto-
rielles, tensorielles, dont nous avons donné I'interprétation physique.
En particulier, toutes les grandeurs électromagnétiques sont formées
uniquement avec les @, et les valeurs propres correspondantes [3,
(charges ¢lectriques propres). Mais nous devons maintenant chercher
4 déterminer la signification des fonctions d’onde ¥, et @, au point
de vue de la présence des corpuscules élémentaires dans un élément de
volume de 'Univers. La réponse i cette question va résoudre non
seulement la question de Iinterprétation physique des fonctions d’onde
en elles-mémes. mais encore le probleme de la «position des corpus-
culesy.

Pour résoudre ce probleme, il faut d’abord indiquer les équivalents
cosmologiques des deux principes fondamentaux de la mécanique ondu-
latoire ':

Premier prineipe. lLes valeurs que peut prendre une grandeur (pro-
priété intrinséque ou extrinséque) attachée i un corpuscule élémentaire
sont les valeurs propres de l'opérateur linéaire et hermitique corres-
pondant.

LRemarque. 11 faut distinguer, comme nous l'avons déja dit, entre
opérateurs complets (ou spatio-temporels) et opérateurs incomplets.
Dans le premier cas, les valeurs propres correspondantes représentent
des propriétés intrinséques des corpuscules élémentaires; dans l'autre
cas, les valeurs propres correspondantes représentent des propriétés
extrinséques des corpuscules élémentaires.

Comme exemples de propriétés intrinséques, on peut citer les deux
plus importantes : la masse propre (m,), et la charge électrique pro-
pre (+e,) qui correspondent respectivement aux opérateurs A et Ay

1 Cf. par exemple les ouvrages de L. de Broglie, surtout «L.’¢lectron magnétique»,
pag. 209 et suivantes, Hermann, Paris, 1934,
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et que nous avons étudié en détail. Comme exemples de propriétés extrin-
séques, on peut citer la position des corpuscules élémentaires, leur
quantité de mouvement, leur spin, les fréquences propres de leurs vibra-
tions dans un systéme, ete., chaque propriété correspondant a un opé-
rateur incomplet que nous déterminerons.

Avant d’énoncer le second principe fondamental de la mécanique
ondulatoire cosmologique, il est nécessaire de définir /'intensité des
différentes valeurs possibles d’une grandeur «attachée» i un corpuscule.
Considérons par exemple le spectre de raies de I'atome d’hydrogéne,
¢'est-d-dire le spectre des valeurs propres de I'opérateur qui correspond
4 la grandeur «fréquences propres de vibration de I'électrony dans un
systtme formé par un électron négatif et un proton. Pour caractériser
completement le spectre, il faut connaitre non seulement la fréquence
des raies mais aussi leur intensité. ceci en faisant abstraction de leur
largeur. On peut done dire qu'a chaque terme du spectre des valeurs
propres de lopérateur «fréquence des vibrations de I'électron dans
I'atome d’hydrogéne» est attaché un nombre (ou une fonetion) qui est
I'intensité de chaque valeur propre de l'opérateur fréquence. Ce fait
ost général, et on peut dire qu'a chaque valeur possible d'une grandeur
attachée & un corpuscule élémentaire, et qui correspond i un certain
opérateur, est associé un nombre (ou une fonction) qui représente l'in-
tensité des différentes valeurs possibles de la grandeur, c’est-i-dire
Pintensité des différents termes du spectre (discontinu et continu) des
valeurs propres de I'opérateur correspondant.

Considérons maintenant les quatre fonctions propres W, relatives &
la valeur pl'npro o, du laplacien. Ces fonections peuvent s'écrive : ¥, =

=V, (=',2*,a,2',m), m étant au sevond membre une variable discon-
tinue pouvant 111‘(\11(11(- les valeurs 1,2.3,4. Soit O un opérateur
complet ou incomplet dont nous dl?hl,‘;llu]lb par «a les valeurs propres
et qui peut agir non seulement sur les variables spatio-temporelles,
mais encore sur la variable discontinue w . Supposons que ¥, admet
un développement suivant les fonctions propres o de 0. En désignant
par £ l'ensemble des variables continues et discontinues que O fait
intervenir, et par » I'ensemble des variables que O ne fait pas interve-
nir, le développement en question peut s’éerire :

(204) a-kRa
L e L(Pvlf ) ous (E)+ zi‘" (a.n [\1 f 2, (:'t,E)da] da
da

I'intégrale se rapportant au spectre continu, U'indice p servant a numé-
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roter les valeurs propres du spectre discontinu de O et l'indice v les
fonetions propres linéairement indépendantes de O pour chacune de ses
valeurs propres. De méme, nous pourrons éerire comme suit le déve-
loppement des quatre fonctions propres ®,, de l'opérateur Ao suivant
les fonetions propres de O:

(205) at§a

a L ¢ 1 - ¢ 1 fx b ] =
D, (@', 2%, 2% 2 m)= 3 (i) [1]2,, () + D(cr)[a, 7] [ - ] % (a,E)da ]o« .
[T ' wyy | oa .

0

Convenons maintenant de représenter par fr/m une sommation par
rapport & lindice m lorsque »n comprend cette variable discontinue,
c’est-d-dire lorsque O n’agit pas sur m. Ceci étant dit, le second prin-
cipe de la mécanique ondulatoire cosmologique s'énonce comme suit,
pour les corpuscules élémentaires de fonetions d’onde W, et @, :

Second  principe.  1°). Dans le spectre discontinu d’un opératenr
linéaire et hermitique O qui correspond i une grandeur non électro-
magnétique (grandeur mécanique) attachée aux corpuscules, l'intensité
de I'une quelconque des valeurs possibles de cette grandeur est la

somme fz ¢y, (n) [Pddm des carrés des modules des coefficients de o,
il S .

dans le développement de W, suivant les fonections propres de 0.
Dans le spectre continu, Uintensité des valeurs de la grandeur, com-

prises entre « et a--da, est la quantité fz | ey (e, 0) [ dadm .
yl

2°). Dans le spectre discontinu d’un opérateur linéaire et hermiti-
que Oo qui correspond & une grandeur électromagnétique attachée aux
corpuscules, lintensité de l'une quelconque des valeurs possibles de

n][*din des carrés des modu-

), .H-Y -

cette grandeur est la somme f:ﬁ [ (e
')

les des coefficients de ¢,, dans le développement de ®, suivant les
fonetions propres de (),. Dans le spectre continu, l'intensité des
valeurs de la grandeur, comprises entre a et a- da, est la quan-
tite [ 3| (en),[a, ) dadm. '

Considérons, par exemple, l'intensité des masses propres des corpus-
cules élémentaires, c¢'est-d-dire I'intensité des valeurs propres du lapla-
cien. Dans ce cas, le développement (204) se réduit & :

V. (@) o, o, o, m)=Vou (2, 2%, &°, ) ,



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 81

et I'on a pour expressiou de l'intensité de la masse propre (m,), dans
le spectre des masses propres :

| e fdm=4.
w

De méme Uintensité de la charge électrique propre ¢, dans le spectre
des charges électriques propres (opérateur Ae) est donnée par:

'f 2 i ((‘m]::m i‘-’ ({H.‘ =4,

Nous pouvons maintenant traiter le probléme de la «position des cor-
puscnlesn.  Cherchons d’abord les valeurs propres de 'opérateur qui
correspond A la grandeur extrinséque «coordonnée ' d'une masse pro-
pre élémentaive (m,),» . Cet opérateur n’est autre que la coordonnée
elle-méme et 'équation de ses fonetions et valeurs propres s'éerit:

wo=a‘y.

ILa solution est la fonction de Dirac 3 (2'—«’) dont on connait les pro-
priétés. L'opérateur 2/ a donc un spectre purement continu (ce qui est
évident, puisque les masses propres élémentaires peuvent prendre toutes
les positions), et comme les «différentielles propres» :

I )
ait-§ai
1 o~
i ’ g (wi—a)ddal

.
al

forment un systéme de fonetions orthonormales complet, on peut écrire
i (_,;-‘ ! a0, )= L i (rr" . ﬁl =" (Nf a 'ﬁ'_]

D'aprés le second principe, U'intensité des valeurs de la coordonnée !
des masses élémentaires (m,), . comprises entre a’ et aboal, est alors
donnée par :
e e : Tala - % | . : s Y ur ¥
f | en (a ) [Foaidm = 2| e (ain) [t dai = 2| ¥a(al, n) [ daf = pIL ST L
i 1) m

Cette quantité est done Uintensité de la présence d’un corpuscule élémen-
taire (de masse propre (m,),) entre r'=a’ et ri=al4da’ . L intensité
de la présence d'un corpuscule élémentaire de masse propre (m,), dans
I’élément de volume d’espace da' g 3" autour du point 2 (' S ot a)

est done la quantité }.: SN (- da*da’ et l'on peut dire
m
(ue 2 W2 est la densité d'intensité de présence d'un corpuscule élémen-

m
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taire de masse propre (m,),. Il est alors évident que les points des
sections spatiales de I'espace-temps qui sont effectivement oceupés, pour
une certaine valeur de ', par les corpuscules élémentaires de masse
propre (m,), sont les points ot la densité d'intensité de présence Ny

we
"

est maxima. Ces points engendrent. dans Pespace-temps, des lignes,
qui sont les lignes d'Univers ou trajectoires d’espace-temps des corpus-
cules élémentaires de masse propre (1) +

Le raisonnement précédent peut étre répété sans changement avec les
fonetions propres @, pour arriver a la notion de densité d’intensité de
présence des corpuscules élémentaives de charge électrique propre +e, .
Cette densité est évidemment la fonetion z'if’:':,,,. de sorte que les

w
points des sections spatiales de Fespace-temps qui sont effectivement
oceupés, pour une certaine valeur de ', par les corpuscules élémen-
taires de charge électrique propre *e, sont les points ot la fonetion
3 @2, est maxima. Ces points engendrent done. dans ['espace-temps,

m
les lignes d'Univers des corpuscules élémentaives de charge électrique
propre *e,.
] . MY 3.0 = . . .
Du fait que les maxima de X @2, ne coincident que fortuitement

n

g, -l . 5 ¥
avee les maxima de z, D, sur les sections spatiales de | espace-tenps.

”
on peut déduire de ce qui précede un trés important résultat : les points
des sections spatiales de Uespace-temps ol se trouvent les masses propres
élémentaives (mg), ne coincident que fortuttement avee les points ol se
trouvent les charges électriques élémentaires + o, . Fn dautres termes.
le corpuscule «élémentaire» électrisé classique, doué d'une certaine
masse propre non-nulle et d'une charge électrique propre est toujours
en réalité wn couple de corpuseules ponctuels véritablement élémen-
taives, I'un avee une masse propre (m,), et sans charge électrique,
lautre avec une charge électrique +¢, ot sans masse propre, ces
deux corpuscules ne coincidant qu'accidentellement mais restant en
général trés rapprochés l'un de 'autre. comme nous allons le voir
immédiatement. Considérons les deux équations (4D) et (48) des fone-
tions propres des opérateurs A et Ag:

]. f} / — (}‘ifmn I3
4[‘.} = . Jo gt —— | = Zy ll wit s
{2) Vg i (\b TI ot )
et:

(_l_H} .’1_ o . <‘/;; flI;}‘. f)mm.’_') — .,":H L
£

Vi g ot
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On sait que les =, sont proportionnels aux carrés des masses propres
élémentaires et que les [, sont proportionnels aux carrés des charges
propres élémentaires. Supposons que I'espace-temps satisfait a la con-
dition (158): wy=ygs. L’équation (48) devient.

1 d V’" i (}q)mu -
—— (Vg g*—"") =1En P,
Vg o ( gk )

de sorte que ses fonctions propres deviennent identiques aux fonetions
propres de l'équation (40) et d'autre part a,=yf,. Dans ce cas, la
densité d'intensité de présence des masses propres élémentaires est
égale en chaque point de l'espace-temps i la densité d’intensité des
charges électriques élémentaires. Kn d'autres termes, tout corpuscule
élémentaire de masse propre (m,), et sans charge coincide alors cons-
tamment avec un corpuscule élémentaire sans masse propre et de charge
lectrique propre +e, (pour la méme valeur de z), de sorte que la
notion de corpuscule élémentaire électrisé classique se confond, dans
ces conditions, avec la conception de corpuscule élémentaire qui découle
de la théorie cosmologique. Or, on sait que I'espace-temps satisfait
effectivement, en premiére approximation, & la condition wy=ygu, ce
qui permet d’affirmer qu'en général & un point ol se trouve un corpus-
cule neutre de masse (m,), correspond un point trés rapproché ou se
trouve un corpuscule sans masse et de charge +e, (pour la méme
valeur de n), 1'éloignement de ces deux points étant d’ailleurs d’autant
plus grand que les variations de la courbure moyenne de I'espace-temps
sont plus grandes.

Pour compléter 'étude de la position des corpuscules élémentaires.
il faut déterminer quels sont, parmi les maxima de la densité d'inten-
sité de présence N2, des charges électriques élémentaires, ceux qui

sont occupés par des corpuscules élémentaires de charge négative —e,
et ceux qui, par contre, sont occupés par des corpuscules élémentaires
de charge e, (égale et de signe contraire). Considérons a nouveau
Péquation électromagnétique (168). La densité de charge électrique
étant, d'aprés cette équation, égale, i un facteur constant positif pres.
i la quantité —VE, ®,, € €, P, on voit immédiatement qu'un maxi-
mum de la densité d'intensité de présence des charges élémentaires est
oceupé par un corpuscule i charge négative lorsque la fonetion @, € €5, P’
est positive et inversement. Prenons les axes cgéoddsiques» locanx
q',¢*,¢" dans leur orientation principale relative a la valeur propre Ba
de Vopérateur Ay; les supporis des axes locaux ¢' et ¢ sont alors
en coincidence et nous dirigerons ¢' vers les «temps propres» croissants
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des charges. Dans ces conditions, la fonetion ®,,elel, ® devient
¢gale en valeur absolue a la densité d'intensité de présence X 92, des

w
corpuscules, car on a maintenant €)€,,—=+ 1, ou hien, d’aprés la trans-
' .r}f,"

- 1. Un maximum de la densité d'intensité de
G {{H il

présence des charges est done occupé par un corpuscule ¢lémentaire

formation (H1):

; ] . g g’
de charge —e¢, (ou +e¢,) sil'on aen ce maximum -!"i =+1 (on 3 -f—.. ==1).
) Un M

Remarquons qu'avec cette orientation des axes locaux ¢'. la contribution
des corpuscules & la densité partielle ( Ul') d’énergie électromagnétique
«externer» est nulle, d’aprés U'expression (95) du tenseur U7*, mais il
v a forcément autour des corpuscules, et dans leur voisinage immédiat,
une surface fermée, presque sphérique, on U} est maximum. Il y a
done autour des corpuscules une sorte de «barriére» d’énergie marquant
la limite de ce que la conception classique désigne par corpuscule élé-
mentaire, alors que le véritable corpuscule élémentaire doit étre consi-
déré comme rigoureusement ponctuel.

Daprés I'équation (168), I'espace-temps peut étre divisé en régions
occupées par des charges négatives et en régions occupées par des
charges positives. Cette distribution continue de charges est en quel-
que sorte I'céehoy de la présence des charges des corpuscules élémen-
taires, mais n'est pas une fonction ou grandeur «attachée» aux corpus-
cules, au méme titre que les charges propres +e¢, (Voir § 2).

Il en est de méme pour les masses propres (m,),. Sinous considérons
en effet I'équation de continuité des masses (82), qu'on peut écrire
comme suit :

L (Vo Yo €6 W) = — div, (Va, W, 61 6, W)

E]
on voit immédiatement que tout se passe comme si des masses de den-
sité égale, & un facteur constant positif prés, & Ve, ¥, 6 el V) se trou-
vaient répandues d’une maniére continue dans I'espace-temps. On peut
du reste, d’aprés (39), admettre que certains maxima de la densité
d'intensité de présence des masses propres (ceux pour lesquels on a
V..e e, V. >0) sont occupés par des corpusculos élémentaires de
masse propre positive 4 (), , tandis que d’autres maxima (ceux pour
lesquels on a ¥,,ele, ¥, < 0) sont occupés par des corpuscules élé-
mentaires de masse propre négative —(m,),. D’une maniére analogue
a ce que nous avons fait pour les corpuscules d’électricité, prenons
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les axes géodésiques locaux ¢'.¢% " dans leur orientation principale

L
G s On s fu Telative a la valeur propre e, du laplacien: les supports des
axes locaux ¢' et ¢* sont alors en coincidence et nous dirigerons ¢ vers les
«temps propresy croissants des masses. Dans ces conditions, la fonction

¥,.ele, Wi devient égale, en valeur absolue, i la densité d’intensité

de présence X Vi, des corpuscules, car on a maintenant eje,=+1,
w
N ) . a0 09 2 i i g9 ‘o
ou bien, d'aprés (39): = =+ 1. Un maximum de la densité d'intensité
o3
L}

de présence des masses élémentaires est done occupé par un corpus-
cule de masse propre +(m,), (ou —(m,),) si 'on a en ce maximuim

4 4
0% s § ) - i
(TL‘- =+1 (ou — =—1). Remarquons aussi quavec cette orientation
..’j“ f‘su

des axes locaux ¢/, la contribution des masses propres i la densité par-
tielle (7.') d’énergie est nulle sur les corpuscules, d’aprés I'expression
(44) du tenseur 7%, mais il y a forcément autour des corpuscules et
dans leur voisinage immédiat une «barridre» d’énergie (surface fermée
sur laquelle 77" est maximum).

Les équations (130) montrent que la densité de masse (positive et
négative) joue par rapport au champ des «moments de rotation et de
translation des masses» le mime role que la densité de charge par
rapport au champ électromagnétique. Iexistence de masses propres
positives et négatives permet seule d’aillenrs de comprendre le phéno-
méne, expérimentalement bien établi, de apparition et de la disparition
par paires de corpuscules de méme masse (absolue) et de charges
électriques contraires.

La solution que nous venons de donner du probléeme de la position
des corpuscules assigne i chaque corpuscule ¢lémentaire une position
ot une vitesse bien définies a4 chaque instant. Ce fait est cependant
parfaitement compatible, comme nous le verrons plus loin, avec les rela-
tions d'Ileisenberg sur les incertitudes inévitables dans les wmesures
stmultanées de la position et de la vitesse d'un corpuscule élémentaire.
Il faut enfin souligner le fait que la théorie cosmologique établit une
distinction radicale entre masse et électricité, Il n’y a pas de corpus-
cule élémentaire ayant & la fois une masse et une charge électrique,
sauf si l'espace-temps satisfaisait rigoureusement i oy =ygu (7=cons-
tante), mais méme alors il faudrait plutét dire que les corpuscules élé-
mentaires neutres et de masse propre non nulle occuperaient les mémes
points de l'espace-temps que les corpuscules élémentaires dénués de
masse et de charge électrique non nulle.
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2. Grandeurs altachées aux corpuscules élémentaires et champs
d'espace-temps correspondants. Dans le paragraphe précédent, nous
avons déja rencontré deux champs d'espace-temps qui correspondent
aux masses propres et deux autres champs qui correspondent aux char-

ges propres. 11 s’agit des densités d'intensité de présence X W3, et

"

¥ 2, des masses et des charges et des densités de masse Vz, ¥, e'el ¥’
m

et de charge électrique t,f:" D, 6,6, P, . Ce fait est général. A chaque
opérateur dont les valeurs propres sont, d’aprés le premier principe de
la mécanique ondulatoire cosmologique, les valeurs possibles d’une pro-
priété ou grandeur attachée aux corpuscules, correspondent des champs
d’espace-temps (densités de valeur moyenne). Soit O l'opérateur qui
correspond & la propriété mécanique a des corpuscules et appliquons

Popération (76) aux quatre fonctions propres ¥, =V, (=, 2% 2", ', m) de

Iopérateur laplacien (fonctions d’onde des masses élémentaires (m,),) .
11 vient :

(206) O¥)= [Wu 0. W2 e,
1‘,

avec une sommation par rapport a U'indice muet m. Nous dirons alors
que les fonctions ¥,,.0.-¥} sont les champs d’espace-temps qui cor-
respondent & la grandeur mécanique «. De méme, soit (O, 'opérateur
qui correspond & une grandeur électromagnétique @, attachée anx cor-
puscules et dont les valeurs possibles sont les valeurs propres de .
Appliquons alors I'opération (76) aux quatre fonetions propres ¢,—
=, (', 2% 2", &', m) delopérateur Ao (fonetions d’onde des charges élé-
mentaires) : il vient:

(207) Ou(®,)= [ @, 0.9 dr,
J

avee une sommation par rapport a indice muet . Nous dirons que

les fonctions @,,-Ou-®; sont les champs d’espace-temps qui corres-

pondent a la grandeur électromagnétique o attachée aux corpuscules.

Considérons par exemple les opérateurs Vo, 6! el =Vz, - I et V, €l e} =

. \f:_"! Les champs correspondants (p:x—uz ¥, et t/zzll),’,,,l) ne
n

sont autres, aux facteurs constants Va, et 5, pres, que les densités

d’intensité de présence des masses et des charges élémentaires. De méme,
¥ . k . & . A ¢

aux opérateurs iVz,ei€, et ¥V, eie,, qui sont, daprés les équa-

. Y O - w . . . . L i d
tflons (_.-Sh‘l et (50), |dent1qut1s respectivement aux opérateurs — ae,ﬂe,’, eﬁ;——_
! "

b
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. k i () . I o
ot — i€} €n,€ny—— correspondent les champs d’espace-temps &/ , ¥,.eie¥y
o’
wi & 1 . . » PRy .
et W/E?*u D, €, €,, P, qui sont, a des facteurs positifs constants pres, les
densités des courants de masse et de charge électrique dont il a été
question dans les §§ précédents.

3. Impulsion d'Univers, spin et ¢«magnétisme propre» des corpus-
cules élémentaires. Nous allons chercher quels sont les opérateurs qui
correspondent i ces différentes grandeurs intrinséques et extrinséques
attachées aux corpuscules. Considérons d’abord I'impulsion d'Univers.
Si on désigne par Y les coordonnées cartésiennes de Minkowski de I'es-
pace-temps pseudo-euclidien, Popérateur covariant de la mécanique
ondulatoire classique qui correspond i I'impulsion d’Univers attachée i
un corpuscule élémentaire a l'expression:

h o

E}'}'. e et
2=0) k

Comme dans la théorie cosmologique ce sont les axes locaux ¢ qui
jouent le role des variables Y%, l'opérateur «Impulsion d'Universy de
la méeanigqne ondulatoire cosmologique sera le suivant:
(208) pe= 2 -

=T gt
D'une maniére générale, i tout opératenr de la mécanique ondulatoire
classique construit avec les }* correspond un opérateur de la mécani-
que ondulatoire cosmologique obtenu en remplacant les Y* par les .
Ainsi, par exemple, en associant les opérateurs p; aux opérateurs og*
(qui représentent de petites longueurs mesurées, i partic de lorigine,

f)’j.’.;‘- » .

sur les ¢f, de sorte que —}'— 1), on obtient I'équivalent cosmologi-

,
0¢

que d'une importante relation opératorielle de la mécanique ondulatoire
classique :
, fo
. ‘ - u
(209 a) S0k Pr— P 01 = 5=

(‘onsidérons maintenant I'opérateur tensoriel :

- — = —

: ; v [ ) :
(210 «) ee,jke'_f—-%e*'%——_—e’ -—€
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dans lequel les — indiquent les fonctions auxquelles les opérateurs —Ei-

¥
sont appliqués.  Les champs d'espace-temps correspondants sont les
tenseurs 7, d’énergie-quantité de mouvement que figurent dans les
équations fondamentales (19 ).

Il y a lieu de rappeler ici que la méeanique ondulatoire classique ne
fait intervenir que les fonctions d’onde des corpuscules de masse (intro-
duites d’ailleurs a priori), tandis que la mécanique ondulatoire cosmo-
logique dispose des fonctions d’onde non-arbitraires ¥,, des masses
élémentaires et @, des charges électriques élémentaires. On peut alors
faire correspondre a chaque opérateur mécanique construit avec les ¢*
un opérateur électromagnétique construit avec les ¢*. \insi, par exem-
ple, & coté de I'opérateur «Impulsion mécanique d’Univers» il v a lieu
de considérer un opérateur «lmpulsion électromagnétique» dont 1'ex-
pression est évidemment :

(2086) (Paim ==y
et dont les valeurs propres sont les valenrs possibles de I'impulsion

électromagnétique d'Univers attachée i une charge élémentaire +e, .
Le champ d’espace-temps correspondant :

.}J q'm:r 'q ‘J)::' "
2‘»‘.‘ (;iti';,-

est la densité d'impulsion électromagnétique d’Univers répandue dans
Uespace-temps.  De méme, & Uopérateur (210«) on peut faire corres-
pondre 'opérateur :

. . T 5l 2 P s
(2100 4) ietlel = e et o ot
. E Heg r}q# i d?; lhh iy F)"j,- iy

. . Py =il
dont les champs d’espace-temps sont les tenseurs électromagnétiques 7,
qui figurent dans les équations fondamentales (194). Enfin, I'analogue
électromagnétique de la relation opératorielle (209 «) s’éerit comme suit,

: . 5 " fi
{_2“” b _] :}’[ﬁ (_F?m}ﬂ' - Lpt-l)f.- 'J"fk - :" 5

Il est intéressant de remarquer que les expressions (2( 13) et (208 4) des
opérateurs p et (p,); permettent d’éerive comme suit les équations (38)
et (D0) en tenant compte de (156) e (170):
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15 .7 . W
- ? Eﬂ }'JJ- b i = (H"u'l:r L i x

€Ll
Qed, .,
bt 'Tq E;:'f [_pﬁ_\rl,' q’mu =€y q)mn .

W : L - facs,
On voit done que ce sont les opérateurs - - 6. p et —2% T'—‘ €ng(Pu)i

qui correspondent, sans coefficients constants, aux masses propres et
aux charges électriques propres des corpuscules élémentaires.

Il est utile de remarquer que, du fait que les dg' et les dg' ne sont
pas intégrables, la détermination des fonctions propres des opérateurs
qui font intervenir les ¢ et les ¢’ ne peut étre faite qu'aprés avoir
écrit ces opérateurs en coordonnées générales . (Pest ce que nous
avons fait avec les opérateurs laplacien A et Ae (opérateur laplacien
de la forme métrique externe), en passant des équations (49) et (47)
aux équations (D) et (48).

C'onsidérons maintenant les opérateurs e,77* dont les valeurs pro-
pres sont +1. Affectons ces opérateurs du coefficient constant i

4
(la raison de ce coefficient apparaitra plus tard) et formons les opéra-
teurs suivants:

I )
211" L O = (=N 8 il
(...ll) By =0g P; — o' P I:En’/," .

(es opérateurs correspondent au «moment de rotation total» des cor-
puscules élémentaires, qui est égal & la somme du «moment de rotation
orbital» (rapporté ici i un point infiniment voisin du corpuscule) et du
«moment de rotation propre» ou «spin» des corpuscules (opérateurs

T e . ; .
—ieiy'") . Les champs d’espace-temps qui corrrespondent au spin

1]

ont Pexpression — — Wi, ie) 7 W™, de sorte qu'ils sont égaux (au

_ I " : e S
facteur = prés) aux vecteurs d'espace-temps 1177 de densité de
spin, que nous avons défini plus haut (tableau (79)) et qui satisfont anx
relations (36). On a en effet
i\ ik W — ® o8 ik
” 3’_'\‘ H ("‘ LI/“ __"l*mu e,u/,: l{,”.‘

et d'autre part (30) s'éerit:

__"__(i n',:'\ = —{lm ellE)e
(j?l _‘-"_. f, - - N 4
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Il est trés intéressant de calculer les LiI."i‘(_‘l()pll(‘]l]f‘lll's de
u -L-Fn (J,’ :I," .'}ﬂ

suivant les fonetions propres des opérateurs qui interviennent dans ces
valeurs des cmnpo-‘santos de la densité de spin. Considérons, par exem-
ple, lopérateur —ie € e e, relatif i la composante de la densité de spin
suivant g, et clluuhum d’abord ses fonctions propres. qui sont les
solutions ¢, (m) de I'équation :

’JJ

—(7e,€;€,€,)

JU.‘J

(m] =y, % Ju Lm)— {e’eﬁ 6,: } By (m] .

En tenant compte des valeurs (36) des éléments des matrices € et €}

on trouve :

.*.'? (E}):—-f&’_& (1:}; rT‘{—L} =y [_.) ]

ip(D=as(3); o (2)=az(4) |
dot on déduit qu'il n’y a que les deux valeurs propres +1 et qu'il
existe, pour chacune de ces valeurs propres. deux fonctions propres

Yyy €t 2, définies par:

.”'_—-1 { ?n(.l_}=_1: “n 2:= -1 ?i1(3):"—;: '.Dn("‘):"‘
.)] ( s =_1) ?IJ(1]= —3 Zia l‘? =i : ?r‘.‘(:}): I 912(4’J=1
{ - - { P ll)z 1 P (2 =—ti3 P (‘h = I'; Zuy {‘1'):
(@p=+1) | 3., (1)==—735 o, (=1 ; 2,@)=—1 9,(4)=7.
Ces fonetions sont normées et orthogonales, car on a:

i . : : ' . 4 pour v=p'; v=y
‘ o* (m)y , (m)dmn="W <* (m)z , (m)=1)" | By
P Y S T e 0 pour pmstu'; v£v

D’aprés (204) le développement de W, (2', 2% &', 2', m) suivant les o,
s'éerit :
W, (2!, 2%, 2, &', m)= e}, (0) 9, () + e, (40) 3,5 (m) + 2, (1) 2y, () ¢ (0) 0, ().
d'ott I'on déduit, grice i (212):
_'l‘if-':{; ""(lyln - ;q;.'du) '(IP'EH_!I' Ell:-in); "l"-‘n "_‘(q;ln 'El‘]’"!u.]'I_(l};"u"i_'ily-m),
'l';cf_'la'___(ly-lquil{;ﬁn) "(Llflu*_;li"-'in:}: ‘l":" _[qu i fq'-n] (Llaln"f—{q)"iu),
En appliquant le second principe fondamental de la mécanique ondula-

toire cosmologique, on voit immédiatement que :

‘ Cay ll‘[_ | Caz

a 1 T r P 2 ; 2
= E ”llfln:_q‘-ln [-__1_!!.[,’1”_1}:_‘“ T 2 _'i"ly-'ill |-+!l["21l_‘y3!i|”l



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 91

ost Dintensité des valeurs positives (+%/47) de la composante du spin
suivant ¢}, (axe local ¢' dans son orientation prineipale) tandis que :

e+ [enl* = % | Wa+ Wou P+ | Win—Wou [ | Wout- Wan [+ | Won—Wan
est lintensité des valeurs négatives (—//4=) de la méme composante
du spin pour les corpuscules élémentaires de masse propre cosmolo-
sique (m,),. Ces résultats, et ceux que I'on peut obtenir facilement en
répétant le calcul précédent pour les autres composantes du spin, pré-
cisent la signification physique des fonctions d’onde non-arbitrai-
res ¥, des corpuscules élémentaires.

Aux opérateurs méeaniques (211) on peut faire correspondre les opé-
rateurs électromagnétiques :

(213) (Po)s =3¢ (poY — 3¢’ (P.) — {’: ey
qui définissent un «moment de rotation électromagnétique totaly des
corpuscules élémentaires d’électricité, somme d’un «moment orbital de
rotation» (rapporté ici & un point dans le voisinage du corpuscule) et
d'un «moment de rotation électromagnétique propre» ou «spin électro-
magnétique» des corpuscules d’électricité (opérateurs 16070 - Les

champs d’espace-temps qui correspondent au spin électromagnétique

. (0 e i
ont pour expression — — ®F jelvyik@n  de sorte qu'ils sont égaux, au
A L 0 Lng n l L] 2

L

! I ’ 2 ; s b ;
facteur e prés, aux vecteurs d'espace-temps (1)) de densité de spin

électromagnétique, que nous avons définis plus haut (tableaun 80) et qui
satisfont aux relations (87).

En placant les axes locaux ¢ dans leur orientation principale en
chaque point (pour une certaine valeur de l'indice ») alors on a, par
suite des relations (28) et en tenant compte de €, ==€; pour gi=q.:

(Wo)=i®h. e e, @, (Wofi=iPm, € 6P},

(Wo)i=i® e e, @y, (Woi=iPh. eieie, 6P

Telles sont, pour ¢'=¢, les composantes de la densité de spin qui
correspond aux corpusecules élémentaires d’électricité de charge propre
cosmologique +e¢,. En répétant le caleul fait plus haut, on voit que

i1 " ) ; >
F | | lpln q’ln l- 5 ] q)lu” q’lu ]-'f_ l qlsu T (Dlhl P‘{' | .I)Qn_‘(b:in |‘ &
]
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est l'intensité des valeurs positives (| 2/4%) tandis que :

1 Bua B 1| 1By 14,00, [0, — 0

est l'intensité des valeurs négatives (—2/4z) de la composante, sui-
vant ¢, , du spin électromagnétique. Ces résultats, et les résultats ana-
logues pour les autres composantes, précisent la signification physique
des fonctions d’onde non-arbitraires ®,, des corpuscules élémentai-
res d'électricité.

[l nous reste & déterminer les moments magnétique et électrique des
corpuscules d’électricité. Nous avons étudié, dans les paragraphes
2 et 3 du Chap. III, les tenseurs antisymétriques ME et (Mu)E, et
nous avons vu quil faut attribuer aux M* la signification de tenseurs
des moments de rotation et de translation qui correspondent aux cor-
puscules élémentaires sans charge et de masse propre (m,),, tandis que
les (Mo)} sont les tenseurs des champs électromagnétiques partiels qui
correspondent aux corpuscules élémentaires d’électricité de charge +e, .
Ni les M}¥, ni les (Mo)* ne peuvent donc représenter les moments
magnétique et électrique des corpuscules d’électricité, quels que soient
d’ailleurs les facteurs constants dont on les affecte. Pour représenter
les moments magnétique et électrique il reste donc une seule possibilité,
qui consiste & former les tenseurs électromagnétiques (,)* =}, Al e

= %G};” (enex —ehel) OF. Les composantes de ces tenseurs, lorsqu’on
place les axes ¢ dans leur orientation principale, dépendent unique-
ment des fonctions contenus de base 9, et sont done des grandeurs
électromagnétiques.  En les multipliant par les facteurs constants
e, hj4w (m), ¢ (magnétons élémentaires de Bolr pour des corpuscules
de charge ¢,). on obtient les tenseurs qui, dans la mécanique ondula-
toire cosmologique, généralisent le tenseur des moments magnétique et
électrique de la mécanique ondulatoire de I'électron de Dirac. Les opé-
rateurs correspondants L gt - (’e;',' oy €,) n'ont que les deux
8z (m).c

valeurs propres +e, M-L (ntg)uc .

I est essentiel de remarquer que ces valeurs propres, de méme que
celles des spins mécanique et électromagnétique, n'ont pas d’existence
physigue réelle, puisqu’elles sont les valeurs propres d'opérateurs dont
les fonctions propres ne sont pas des fonetions-contenus de 1'étre mathé-
matique non-arbitraire. Il s’agit done la de grandeurs purement mathé-
matiques «attachées» aux corpuscules élémentaires, qu'il faut cependant
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introduire dans la théorie cosmologique parce que les champs d’espace-
-temps et les intensités correspondantes sont doués d’existence physique
et jouent d'ailleurs un réle important dans I'Univers.

4. Grandeurs simultanément et non simullanément mesurables. Con-
sidérons les opérateurs linéaires et hermitiques dont les fonctions pro-
pres sont des fonctions-contenus de I'étre mathématique non-arbitraire,
Les valeurs propres des ces opérateurs sont alors doudes d’existence
physique et représentent les valeurs que peuvent prendre les propriétés
intrinséques ou extrinséques réelles des corpuscules élémentaires. Ces
orandeurs sont en principe mesurables, en entendant par mesure précise
d'une grandewr attachée & un corpuscule une opération qui permet de
déterminer la valeur propre de 'opérateur correspondant qui est effec-
tivement réalisée sur le corpuscule en un point de sa ligne d’Univers.
Ainsi done, la condition néeessaire et suffisante pour qu'une mesure
précise d’une grandeur soit possible en un point de la ligne d'Univers
d’'un corpuscule et donne pour cette grandeur la valeur ap est que
I'intensité de toutes les autres valeurs propres (différentes de ay) de
Vopérateur qui correspond i cette grandeur soient nulles. (Test seule-
ment en de tels points que I'on peut dire que 'une des valeurs propres
est effectivement réalisée. Pour tous les autres points de la ligne d’Uni-
vers du corpuscule, toutes les valeurs propres existent simultanément,
quoique d’une maniére en quelque sorte virtuelle. Soit O, I'opérateur
qui correspond i une grandeur a, attachée aux corpuscules. En un
point de l'espace-temps ou la mesure précise de «, est possible, on a
évidemment un développement de ¥, se réduisant i:

L W (o', 2%, %,y ) =, () (21)0 ()

(2,)uv étant les fonctions propres de O, sil s’agit d'un corpuscule
dénué de charge électrique et de masse propre (m,),, ou bien un déve-
loppement de @, se réduisant a:

kzlﬁ)) P, (mlr z", '1‘;‘: a, m) =b:\l ("‘) ('ﬂ).“" ‘«?’ )

s'il s’'agit d’un corpuscule d’électricité dénué de masse et de charge
propre +e,. Soit d’autre part O, Popérateur qui correspond a une
autre grandeur «, attachée aux corpuscules. En un point de I'espace-
-temps oil la mesure précise de a, est possible, on a le développement

suivant :

(216) ¥, (@' e o 2t m)— Lﬂi (1) (2)p9 (%) 5
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s'il s’agit des corpuscules dénués de charge et de masse propre (m,),, et:
(217) ®, (', 2% *; 2', m)= bm () (@) (%)

s'il s’agit au contraire des corpuscules d’électricité de charge propre
e, . Si la mesure simultanée, au méme point de I'espace-temps, des
grandeurs a, et a, est possible, on doit done avoir en ce point:

il i N \
= (1) (20 (B) =€, () ()0 (B)
pour les corpuscules de masse propre (m,), , et

@, =By, (n) (p)ws (£)= by () (2)us (5) .

pour les corpuscules d’électricité de charge +e,. En tenant compte
des équations O, (9 )uv==(t,)p. (9, )0, €t O,(2,)un=(at,)s(2,)us des fonctions
et valeurs propres des opérateurs (), et (),, on déduit immédiatement
de (214) et de (216) la condition :

0,0,=0,0, .

Done, pour que deux grandeurs soient simultanément mesurables (en un
point de l'espace-temps), il faut et il suffit: 1° que les développe-
ments des fonctions d’onde suivant les fonctions propres des opéra-
teurs correspondants se réduisent a (214) et (216) [ou (215) et (217)]:
2° que ces opérateurs soient permutables,

Les relations opératorielles (209 «) et (2095) montrent done que la
position et la quantité de mouvement des corpuscules ne sont pas des
grandeurs simultanément mesurables. La mesure simultanée de ces
grandeurs comporte toujours des incertitudes, et I'on déduit de (209 a)
les relations d’Ieisenberg :

(218 a) Gidpi=>h

qui ne sont applicables en toute rigueur qu'aux corpuscules dénués de
charge électrique et de masse propre (m,),, tandis qu'a (2095) corres-
pondent les relations :

(2185) S d(p=h,

applicables aux corpuscules élémentaires dénués de masse et de charge
électrique propre e,.” Si l'on avait exactement wy=yg, , alors les
relations (2180) se confondraient avec les relations (218 a). On sait
d’ailleurs que dans ce cas les corpuscules élémentaires de masse oceupe-
raient constamment les mémes points de I'espace-temps que les corpus-
cules élémentaires d’électricité.



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 95

La conception de mesure précise d'une grandeur introduite dans ce §
appelle certaines remarques importantes. La théorie classique fait une
distinetion radicale entre observateur et processus observé, entre obser-
vateur et «monde extérieur», ¢'est-i-dire en somme entre sujet et objet.
Dans la théorie cosmologique aucune distinction de ce genre n'est per-
mise et n’a de sens. EFn effet, les fonctions-contenus fondamentales ¥,
et ®,, de I'Univers, qui interviennent dans tout le développement de
cette théorie, sont les fonctions d'onde de tous les corpuscules élémen-
taires de DPespace-temps et représentent les contenus de I'Univers, v
compris tous ses observateurs et instruments de mesure. L observa-
tion et la mesure précise d'une grandeur quelconque n'est pas une
opération arbitraire agissant arbitrairement sur 1'Univers; c'est au
contraire un événement comme tous les autres événements qui se réalise
en chaque point des lignes d'Univers des corpuscules élémentaires ou
les développements des fonetions d'onde non-arbitraires W, (ou P,
il ¢agit d'une grandeur électromagnétique) prennent la forme (214)
ou (215).

5. Mécanique ondulatoire cosmologique des systemes de corpus-
cules. Les éjuations fondamentales de la mécanique ondulatoire clas-
sique ne peuvent étre éerites facilement que dans le cas d'un systeme
formé par un seul corpuscule (le champ électromagnétique agissant sur
le corpuscule jouant le role d'une donnée). Le probléme se complique
énormément dans le cas général des ensembles de corpuscules et il
faut alors avoir recours i des artifices (introduction d'espaces de con-
figuration, etc.) peu conformes a la réalité et jusqu'ici rebelles aux
exigences de la Relativité. Rien de semblable n’arrive dans la Physi-
que cosmologique parce que les fonections-contenus de hase W, et @, ,
invariantes et absolument non-arbitraives, sont les fonctions d'onde de
Uensemble des corpuscules élémentaires de I'Univers. 11 n'y a ancune dis-
tinction 4 faire ici entre le probleme d'un corpuscule et le probléme
d'un ensemble de corpuscules: plus exactement, il n'y a ici, en toute
rigueur, que le probleme de I'ensemble des corpuscules élémentaires
de 1'Univers. En admettant que l'on a résolu préalablement le pro-
plome de lintégration du systéme fondamental des équations (19 a) +
+(19 b) +(25)+(26) de I'étre mathématique non-arbitraire et déterminé
ensuite les solutions non-arbitraires des équations (45) et (48), tout
probléme que l'on peut se poser sur un systbme «matériel» quelconque
ou sur ses rayvonnements électromagnétiques et gravifiques se trouve
par cela méme résolu. Considérons par exemple un systéme quelcon-
que d’atomes complexes ¢émettant un rayonnement analysé par le
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aspectrographe», qui détermine I'énergie du rayvonnement en fonction de
sa fréquence. La détermination théorique de cette fonetion est immé-
diate si 'on a préaliblement résolu le probléme (cosmologique) de la
détermination des fonctions propres non-arbitraires @, de 'opérateur
laplacien Aw attaché a la forme métrique externe de I'Univers. In
effet. si 'on connait les ®,, dans la région occupée par le systéme d’ato-
mes dont il s’agit de déterminer le rayonnement, alors on connait aussi
dans cette région le tenseur électromagnétique du champ total M, qui,
d"apres (80), est donné par:

; P : :
W — _— Wb+ J k __ gk if i
'11(0 T L (D”'“ (efu; em; e.m; enq) ® ?

Ll ¢

d’olt 'on déduit, par les relations (133), les composantes des champs
électrique et magnétique. De la décomposition des MY en intégrale de
IFourier, qui correspond a la décomposition du rayonnement par le spec-
trographe, et qui s’éerit :

*

ke 7 SO
A= f @, (V) ers™ dy
=%

avee
u* (y) = ;..3‘ A e=2mive gy
Ve A ; L
b
on déduit 'énergie du rayonnement en fonction de la fréquence v, car
cette intensité est, d’aprés des résultats classiques, la fonetion :
?—:+ﬁe
2
oit les barres indiquent des movennes prises sur un grand nombre de
périodes.

Pour ne pas allonger démesurément ce mémoire, nous devons arréter
ici Pexposé de la méeanique ondulatoire cosmologique. Nous espérons
pouvoir reprendre sous peu cet exposé avee quelques questions impor-
tantes qui n'ont pu étre traitées dans ce travail.

Décembre 1944,
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L'INFLUENCE DES FORCES DE SCHWINGER
SUR DES PROCESSUS NUCLEAIRES

par J. L. Rooricues Marrivs

(Regu 1o 15 Janvier 1946)

SOMMAIRE:

I. Les expériences nous fournissent deux indications sur les termes d'interaction
entre les spins qui sont susceptibles de renverser la direction du spin des particules
nueléaives : a) La détermination da moment quadrupolaire du deuteron (1); 4) La

1
diffusion de résonance des protons j= _ par les itats du compound Li, (2) . Ces ter-

mes sont du type
— =

E';:';G + (o2 ?'.} )

3

(1) g().

Des solutions rigourcuses dun probléme de deux corps peuvent étre trouvées si
10US POSONS

(2) 9= ; e ";

..
=
'

~

et nous trouvons, par comparaison avee la valeur expérimentale du moment quadri-
polaire du deuteron, la valeur numérique du paramitre :

() ho= =

IT. Appliquant les solutions trouvées plus haut au probléme de la diffusion fri-
plet d'un neutron par un proton, on trouve que les forees (1) donnent lien, sous
certaines conditions, a des processus de renversement des spins avec une probabilité
de Pordre unité, méme si les forces (1) sont faibles para rapport aux forees de liaison
nueléaires. Ce résultat indique que les mesures de TSIEN sont compatibles avee
les résultats de KELLOG, RABI, RAMSAY et ZACHARIAS. Le moment cinétique
orbital ne peut done étre considéré comme une intégrale approchée du mouvement
dans des processus nueléaires. :




J. L. RODRIGUES MARTINS

$1—INTRODUCTION

Lies données expérimentales sur la liaison des particules nucléaires
ont donné lieu & l'étude de quatre types de forces (Wigner, Bartlett,
Heisenberg et Majorana). Ces théories du champ nucléaire (champ
de mésotrons) de Yukawa. Heitler, ete., ont conduit a des forces d'un
type plus générale qui implique, en particulier, des termes d’interaction
du type

— —

(1,1) g(r)- —-(g 7-e")

qui, suivant ces théories, sont du méme ordre de grandeur que les for-
ces indiquées plus haut. Contrairement aux types de forces les plus
simples, ces termes (forces de Schwinger)[3] ne commutent pas avee

(;,—F;g); ils ne laissent done pas inchangée, pendant le mouvement, la
direction du spin total.

Comme nous verrons plus loin, des termes du type (1,1) ont pour
conséquence qu'il n’éxiste plus d’états 'S, purs, mais que des états tel
que I'état fondamental du deuteron, représentent un mélange “S,-|-°D, .
Kellog, Rabi, Ramsay et Zacharias[1] ont pu vérifier qualitativement
ce résultat théorique. Ils ont trouvé que le moment quadrupolaire du
deunteron est

= f‘i".r” (Beos®’0—1). Wdr—=2,71><10"¥ e¢m®
D’autre part, Beck et Tsien [2] ont trouvé que la diffusion de réso-

- ; ; .
nance des protons J=~ par les états du compound Li, doit étre

déerite par une superposition d'ondes S, et P, avec une probabilité
de renversement de l'ordre unité, ce qui, suiv ant les idées courantes,
indiquerait que les forces (1, 1) sont du méme ordre de grandeur que les
forces de liaison nucléaires.

(Pest pour étudier linfluence du couplage (1,1) sur la distribution
angulaire des neutrons diffusés, que nous avons étudié en détail les
propriétés d'un systéme de deux particules nucléaires, dont T'inter-
action contient des termes du type:

(1,2) V) 1E () (—- —)J_,I(_,] (" ':) (" Ty)

a, et _cre étant les opérateurs de Pauli pour chaque particule, » la dis-
tance rélative, f(r), g(r) et V(r) des fonetions potentielles & déter-
miner.
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§2 — LES SOLUTIONS SINGULET ET TRIPLET

I’équation d’onde d'un systéme de deux particules dont I'interaction
a la forme (1, 2) peut s’éerire, en coordonnées relatives,

@) [1,4.76)- G2+ 0Oy

. I : 4 P
H, est l'operateur ;‘:-__—[A,-l- A=V () +E, p la masse réduite du
™k
mouvement relatif.
La fonetion d’onde est censée avoir 4 composantes correspondantes

aux quatre orientations des deux spins :

(-)2) & - l o l}mﬁ ‘
i | yhe 38|

Voici les solutions trouvées :

1. Solutions de singulet. Ces solutions sont antisymétriques dans
les spins

« 0 49
e o H ~3 +‘5 i
et satisfont & I'équation
2,4) | H, =3 (r)—g () | 50
dont les solutions sont du type
(2,5) o=y, P"(cosb).em?

P (cosU) est une fonction sphérique, y, (r) une fonction du type des
fonctions de Bessel, et qui satisfait a I'équation

(26)
@ 2 9 8= . iy L l(l+1y
ot o BV are gt - | Lo,

gt r 9r W

2. Solutions triplets. Ces solutions sont symétriques dans les spins

W e s o
(2,8) P ¥=j(j+1)—. ¥
4

-

- 1{,‘11
27) ¥~ ;

o s

et satisfont a I'équation
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4
J étant le moment cinétique total
2,9 J=M 4+
(ui est une intégrale du mouvement pour I'interaction (1,2).

Voici les solutions générales frouvées, correspondantes i chaque pair
de valeurs j,m

a) j=I (états purs)

. a I
i T S APl {eog B . pi(m=1)%
Y N p (-1 2 (cos0)-¢

P
{".’.,10} S 3 (.i) P"‘ (("II"\ {}) pim®
BB = {1/} () P2+1 (cos 0) - ef(mD)?

a,, (b, e ¢, étant donnédes par
a,=m(m—1)—I(l+1)

{‘.’3_.11) -ﬁiz nt
72=1 »

La partie radiale de ces solutions satisfait & 1'équation

1~)) {_' -+ _'E ’}_ = {ﬁ_l_) - 8“15}2(1; V4 ;-' 5_9)}7;(,.}20 .
ot o 7 n? ? Rt

b) l=j—1 et I=j+41 (états mixtes)

(2,13)

f o — at (m— & ) m~1 { sy i(m=1)3
‘1’“=K': '_H(r) P ! (cos §). eil 1"'—{—-1(- X1 () - Pt (cos B) . e (*-D¥
. N m ¥ mP | ﬁ:‘ § .

D = 1—%:‘: = o (r)- I‘J.'I (cos 0).e™? |- K.—-l “Apa (r)- I‘j.‘_l (cos ). em?
Y88 = -}‘:T'I “Liia (r)- P;',‘fl‘ (cos 9).eilmen)® 4 \’JT; i (r)- '1”}‘,“_*'11 (cos 9).efm)?

o, Bys 7is % (B et 7, étant donnés par

=l({l4+1)+m(m—1)—20m a=I(l+1)+m(m+1)+2Im
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(2,14) f,=0—m f,=—(m+1-+1)
h= 1 7::21

N,, N, e N, sont les facteurs de normalization, donnés par la condi-
tion de normalization & 1'unité

(2.15) fqr"?’rfrzf: +2|9f +|‘Yq3i“.‘ senfdrdidp=1.

Voici les expressions trouvées :

N2—la® (+m)! 0,,(:}1-[—}4 D, o UiEat@l], Ax
M= Gt " G2 T TG [2548

2 JAm—1)! | 50 (”"'}‘}'J' ,e{.‘}'-l—m.Jrl).'} 4

2 ) -L\'E = - ‘.""'_ T ] a ]
(-:1()) 2 la_ —m+ ) (}_ 'm)' 7 (J_H!,__l)_f 2.}.+1

N? o (}‘f“’”_-"{)_f Y] (m4j—1)! L2 (J+ m) ! 4=
B L e A T

Les parties radiales de (2,13) satisfont au systéme d’équations :

2j o 29 (H+1(+2)
(2; +1) A () {a; Sl T
Hru. . .
R = PR
(2,17)
2i41) oy [ 20 U=
(2)j+1) ”"J-’“‘”{F g

8= TR
P [ \ -‘;-—;_,ji_l-]}y_j_.(;-)=o.

On peut conclure immédiatement de (2,17) que c'est le dernier terme
de Vinteraction (2,1) — forces de Schwinger — qui est responsable de
la coexistence des états triplets I=;7—1 et I=j—1, tels que *S, et °D,
dans Iétat fondamental du deuteron. Pour estimer cet effet nous allons
résoudre le systtme (2,17), dans le cas particulier j=1.
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§3 — SOLUTIONS RIGOUREUSES DES EQUATIONS (2,17) POUR J=1

Pour obtenir de solutions rigoureuses du systéme (2, 17) nous posons
8 )

- ] =
l? 9 2

2 29 Brlp [ ‘
H=2+4+2° 4T tg ver—I]|.
ort v or i / 3

W

(3,1)

Le systéme (2,17) s’éerira done

L2 () = 5 “' Fa () =220 ()]

(3,2 1

Hyo 7, (r) =— }:3f;{g(*)
et, par la transformation linéaire
(3,3) Y (r)=a sy 1)+ 2 (7)

Vs (‘\)2/ £ (i) T+ 3. Yo ('r\_f

peut alors étre ramené sur axes principanx

H, Y () =2.Y ()
y

(3.4)
H, 7 (r) = i’g. NAG)
"

si nous introduisons les relations

ST - c 2 o

(.:‘J;'-)} oc,a—-.i.y:fv'-_-ﬂ (6. ‘_"’*'i‘) 4o 0=0
5 L 5] e - a

6.y—2.2.9). d47*.2=0

On peut alors résoudre sans dificulté le systéme (3,4), pour une valeur
donnée de 7, et déterminer ensuite z,(r) et y,(r) a l'aide des expres-
sions

- Y—f-Z =7 Y+uZ
- : v i s .
72(1) “"J_*:E'/. Lo () z 13—y
(3,6) a=cosll f=senl y=seny 3=cus?
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¢ 4 — LE MOMENT QUADRUPOLAIRE DE L'ETAT FONDAMENTAL
DU DEUTERON

Nous avons défini le moment quadrupolaire de la méme facon que
Kellog, Rabi, Ramsay et Zacharias, par la valeur moyenne de I'expres-

2

% ! . 1 " "
sion —. (3 cos’0—1), ol r est la coordonné du proton par rapport au
]

centre de gravité du deuteron. En utilisant la valeur expérimentale du
moment quadripolaire du deuteron dans I'état fondamental (j—1), on
peut éerire I'équation

-

2
Q,.-:f}ﬂr"”-l(Eh-(m"“}-—l)-‘lﬂ'-f-f-?- (3 cos?0—1) 5+

r':
. 4
(4.1) :
4+ W88, (3 cos®0—1) l{-’.iﬁs drd(cos Ndp=2,T1><10"" em*.
il J : 193
En introduisant dans cette équation les solutions triplets trouvées en
fonetion du paramétre %, on trouve alors en premiére approxima-

tion (2* < 1)
: P |
(4,2) _ h=—-

5)
Nous avons ensuite déterminé 'ordre de grandeur de g(r) par rap-
port aux forces de liaison nucléaires

: g 1
4.3 2=
(,) w10

$5 — LE PROBLEME DE LA DIFFUSION TRIPLET

L équation d’onde (2,1) nous permet également d'éerire des proces-
sus de collision de deux particules. On peut immédiatement écrire les
expressions pour les ondes planes incidentes au dehors du rayon d’action
des forces nucléaires :

1. Ondes incidentes. a) Ondes singulets. Ces solutions de I'équation
(2,1) sont antisymétriques dans les spins; le spin total correspondant est
done zero, ancune modification de la théorie habituelle de la diffusion
n'ayant lieu :

ﬂi'-’.'t“'ll!i,l]

_ i 0 + =
(5,1) Y= | yie

| TER
‘ — ﬂrf-'r'u'u.\n “

V2 1
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b) Ondes triplets. Ces solutions sont symétriques dans les spins ;
nous avons a distinguer les trois possibilités du spin total par rapport
a la direction de I'onde incidente (m=+1,0,—1)

a) m=+1
(.;').2. q} N er’f.';'vn_».l) ()
| O 0
b)) m=-—1
(2,3) g_[0 ©
0 gikreoss
¢) m=0
i .. J
(B 0 — gikreosyg
1_;).-“ {1; - _I,fg ¢ il
—_— f,f'f.'m-n.-ﬂ i)
V2 ‘

A Taide de la formule (1;' Rayleigh
(D.5) gikreosg— /‘? 1 N it (204-1) 7, () - P (cos §
)y 3 \, _Z)_._}I._.H', = Lo\F) Ly (eos J

nous decomposerons chacune des ondes planes triplets: en utilizant
ensuite les solutions (2,10) et (2,13) on peut écrire chaque onde plane
sous la forme de une série infinie construite de facon i mettre ensem-
ble les trois états /=41, I=j et /=j—1 correspondantes & chaque
valenr du moment cinétique total ;. Mais, comme ce qui nous inte-
resse ici est étudier le couplage entre les états *S, et “D; dans le pro-
cessus de diffusion, done nous n’avons utilisé dans chaque série infinite
que les termes les plus bas correspondantes aux valeurs 1=0 et 1=2.
Les ondes incidentes triplet prennent alors la forme:

a) m=}1
Y22 —gq,- X, () Ys(cos ) +¢,- X, (+) - Y (cos 0)
Wbyl _ ()

bh) m=1_0
(2.6) Yz BB )
Yy - X, (r)- Yg(cos 8)+-¢, X, () Yy’
c) m=-—1

Yr Yoyl _()
W —a, X, (r): Yi(cos0) -+ ¢, X, () Y2 (cos 9)
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Yi(cos0) e Yi(cos0) sont les fonctions sphériques normalisées

Y(cos 6) = 2227, P (cos 0)

(5.7 }
Yi(cosl) = 1'\’./' - Pi(cos 6)
-

X, (») e X,(r) des fonctions du type des fonctions de Bessel, « et ¢/,

des coeficients dont les valeurs peuvent étre obtenues en utilisant la
formule de Rayleigh :

:1) m= I

b) m=0
= 1 i .
(5.8) e \/T'T'UH)”\‘
o w 1 i =
“=—VITE+n
¢) m=—1

II. Les ondes planes diffusées. L’onde diffusée sera éerite, comme
d’habitude. sous la forme d’une série analogue & celle des ondes inci-
dentes, oit nous remplacerons a, et ¢, par les coefficients de diffusion
a, et ¢, et ol les ondes stationaires X, (r) et X, (r) seront remplacées
par les ondes divergentes

T [(3 ), 3] ew
TE N — L Ehe D ol iy 200
(5,9) e \/r K“ 1) el
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Les expressions des ondes diffusées seront done

a) m=-+1
Y22 =a,- X{P (r) Yi(cos 8)+ ¢, X () Y (cos 0)
y2B_yBx _yBs__()

b)  m=-0

(5,10) YW=, - X" (r) - Y2 (cos 9)+ ¢, XiP (1) YO (cos 6)

Y — BB ()

¢) m=-—1
W —a,- X (1) - Yo(cos 0)+ ¢, X () Y3(cos 9)
o __ by __()

I, Les ondes stationaives & Uintérienr. Le systeme (3,4) admet
immédiatement les deux solutions particuliéres

(5,11) W) Z()-05 Y () —Jut = (n~2)
Tk 1} étant une solution de 'équation de Bessel

(5,12) H, Y (r) = ;_;\ ()

(9,13) b) Y()=0; Z(@@)=J.+ 1} (n~0)

J, étant une solution de I'éguation

(5,14) H,- Z(r) = f’; ().
K

Les solutions y, (r) et z,(r) correspondantes seront obtenues i 'aide
des relations (3.3)

(9,15) 2) HL=AY(); %=B:-Y({).
(5,16) b} oe=AlZilr)s ge=B'"Z(r)
A, AL B et B étant données par les relations
" va s .
e B.-—.—\‘jA:‘%‘
(5,17) ad—fy n et ad—PBy
7 Ty (PR Bl = E_ w1,

Dy

ad—fy 6
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Les expressions de l'onde stationnaire & l'interieur prennent alors la
forme final

a) m=+1
e T A W () - 8+ AL AH)J Y:(cos 0)+
+[T'B-Y (r)+S- B' ()] Y (cos )
b) =0

(9.18) Wri_YBa [T A Y (1) 45+ A+ Z (#)]- Y3 (cos 6) -+
+[T B-Y (r)+S B Z(r)] Yi(cos b)
¢) m=-—1

YEB=[T-A-Y(r)+S-A"Z ()] Ya(cos 6)+
+[T-B-Y(»)+S-B' V(r}] Y (cos 0)

T, S, T et S' sont des facteurs qui mesurent les amplitudes des
fonetions d'onde & Uintérieur du noyau.

§6 —LES CONDITIONS AUX LIMITES

L’onde résultante i lextérieur et l'onde stationnaire a lintérieur
doivent satisfaire aux conditions de continuité aux limites (r=R,R
étant la largeur de notre modéle simplifié, trou de potentiel rectangu-
laire). Nous allons écrire ces conditions dans le cas m=-41; on

obtiendra ensuite des expressions analogues pour m=—1 et m=0.
IL’onde résultante por m=—1 s’écrit
a) m=+1

(6,1)
Yoz —la, X, +a, XS] - Yi(cos 8)+ [, X,- + ¢, X7 Yo (cos 6)

ce qui nous permet d’obtenir immédiatement le systéme d’équations cor-
respondantes aux conditions aux limites

T-A-Y (R)4+8-A"Z (R)=a,X, (R)+a, X" (R)
T-B-Y (R)+S- B Z (R)=c¢, X, (R) +¢, (X (R)
T-AY'(R)+8 A" Z' (R)=a, X (R) 4, X{" (R)
T B-Y'(R)4+8S-B' - Z' (R)=¢, X, (R)+0, X' (R)

(6,2

X'(R), X*"(R), Y'(R) et Z'(R) sont les dérivées, par rapport a r,
de X, X, Y et Z.
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En resolvant ce systtme on obtient les coefficients de diffusion «
et ¢, et les facteurs T ot N:

(6,3)
ey AN [X,, XPT[Y, Z]+ 0, | A'B{X, Z][XE, Y ]-AB'[X,, Y] X¢- 2]

= A XV, Y] XS, Z—ATB - [XV, Z] X, Y
=& , \B’ \ 7“ '_"'” Y]— \'B: ;Xu,\ J .‘\H"/:_::—]—ai'iili"[x,z,h;“:['[:\—,x_‘i
L \W \‘” X —\”’/ A'B Y;”,Z;-‘_:X:,*-‘,Y]
’l. B ”.,.' “,r x . i‘:‘.}—} 1. ‘\',\, , xr.f—; 1 \_r | y Y(-‘-J] [ \ \rr-)\
o AB' - [ X Y] \'” /J—-AJ B- \”" /] L\‘“ :'7]-
((-’:"l') . o Plef \ \:,4-}] ='\ ) 4\e+r e 5 Al [Y IH_. u* ‘\'HJ

ABIXP, Y] XP A=A B [XO, 2] X7, Y]

a, et ¢, nous donnent les amplitudes des ondes S et D incidentes ;
les expressions tels que [X, Y], par exemple, sont définies par

X, V=XV Xy,

§ 7 — DISCUSSION DES RESULTATS

Les tableaux I-IT indiquent Pordre de grandeur des différents
facteurs de (6,3) qui déterminent l'ordre de grandeur de la section
efficace pour les résonances S et 1) et hors de résonance, pour diffé-

n N Pl %
rents valeurs du rapport O ot v est un paramétre numérique qui
AN

caractérise le couplage entre les spins (limz2=0,7=0,05).

=0

Nous pouvons distinguer deux types de minima du denominateur
commum de (6,3) et (6,4) correspondant dans le cas limite 50
respectivement aux résonances S et 1.

a) Condition d'une résonance S

i 2Y'Z
S R r T
Y'42Y 4-2Y »*

h) Condition d'une résonance 1)

2 ) Fdl T
K*R* (T 3Y) {_G 1Y 2K 1{/,(\ +3Y) .

Y'4+2Y=
" 3 3(Z'—2nZ)

oll Nous posons

7 d7i ; dY - e A
= P — —  — N = —
dr dr JR 1 10
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Les tableaux III-IV ont été établis de fagon analogue: on y trouve
Pordre de grandeur des amplitudes des fonctions 7, et 7, i lintérieur
du noyau, dans les mémes conditions que celles des tableaux I-II.
Pour faciliter Vinterprétation de ces tableaux, nous avons dessiné sché-

1000
Lies courbes: : :
..... reprisentent la fonetion yy
— reprisentent la fonction y, 548
A droite correspondent a une résonance D .
A gauche correspondent i une résonance S :[[III]Z
10 S
02 :
A .................... i e R e AT
Fig. 1
=0

matiquement les courbes (Figs. 1, 2, 3 et 4) qui décrivent la variation
des amplitudes des fonctions 7, et ¥, avec les différents valeurs de kR .

Pour la discussion nous avons i distinguer deux cas essentiellement
différents, & savoir le cas (kRP>n et le cas (kR)'>n. En parti-
culier, le domaine (kR)*~= présentera un intérét considérable pour
nous.
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1. (kRy<n.

Ce cas comprend le comportement des particules incidentes extréme-
ment lentes, telles que les neutrons thermiques. TLes tableaux et la
figure 2 nous apprennent que le couplage entre le spin et le moment
orbital, caracterisé par le parameétre 7, doit étre considéré, dans ce
cas, comme couplage fort. En effet, on se rend facilement compte que
les résonances dites S ne sont guére modifiées, tandis que les réso-
nances dites 1) se trouvent étre élargies par le couplage de telle
maniére qu’elles aussi se comportent comme des résonances S. Nous
devons done nous attendre a ce que des particules lentes, satisfaisant
4 la condition (AR)>=. ne donnent lieu qu'a une diffusion S ordi-
naire, de distribuition sphérique.

25 ()i

Lies courbes :

..... représentent la fonetion
m— représentent la fonetion g
a droite correspondent & une résonance 1)
i gauche correspondent i une résonance S

09
10
—102
........ T
[}
Fig.:2
2R <

Ce cas se rapporte a des particules incidentes relativement rapides,
dont la largueur d’onde peut, toutefois, encore dépasser considérable-
ment les dimensions nucléaires. On se rend facilement compte que dans
ce cas, le couplage montre toutes les caractéristiques d'un couplage
faible. Nous pouvons méme arriver a une description qualitativement
suffisante si nous négligeons le couplage entitrement (a1 — 0) et si nous
distinguons simplement entre résonances S et D), sans tenir compte de
la faible interaction entre elles.
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3. (KR)~n.

(e dommaine limite entre les deux cas 1° et 2°, présente pour nous
un intérét considérable. En effet, il est caractérisé par le fait que le
couplage est déja assez fort pour impliquer une interaction sensible
entre les résonances S et D, mais pas encore suffisamment fort pour
faire disparaitre les différences caractéristiques entre ces deux types

oy

de résonances. Les figures 1 et 3 nous apprennent que dans ce cas,
c'est A dire, pour des energies comprises entre 10" et 10V, les
résonances S ne sont practiquement modifiées par le couplage, tandis
qu'une résonance 1) entraine, par le couplage, une résonance 3 du
méme ordre de grandeur. (’est dans ce cas, done, que nous devons
nous attendre A trouver des conditions de diffusion dans lesquelles plu-
sieurs ondes partielles seront simultanémment excitées par une réso-
nance simples (renversement du spin).

PORT. PHYSIC. 2 8
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TABLEAU 1
Hors de résonance
Coefficients ¢, et a,
>< e “as
Valeurs de +/(KR)* €0><(:+) B+
. R (R
=0 —
ay 0 R (KR)*
‘o R #R (KR)? *
(KR)? < = )
as R (KR)* * R (KR)S
Co R R (KR)* *
(KR)?~
@y R (KR)* * R (KR)!
P R #R (KR)? *
(KR)? >+, -—
as « I (KR)* # R (KR)*
TABLEAU I1
En résonance
Coefficients ¢, et ay
Types de résonance e,3<(-) as><(-++)
] Valeurs de »/(KR)?
o A 0 -
a o A (KR)?
=
I e .
F- —
‘o » (KR) 0+
s 0* x
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TABLEAU II

(surTE)
Coefficients ¢, et a,
Types de résonance eo<(+00) ag<(++)
Valeurs de +/(KR)?
¢ A .2 (KR)? *
- a 2 (KR)? ¥ % | (KR)*+ 72 (KR)*|
v
> X 2 —(KR)® % (KR)?
4 €0 w+ (KR): " 2+ (KR)* "*
2 # (KR)? (KR)*
a2 7+ (KR 7+ (KR)i 2
;"u A Ky (KR}" *
- a »(KR) * i (KR)?
1
B T L
1] 9 2
- % 7l
iy 5 * 5
e } wn (KR)? *
= a, i (KR)? * % (KR) 5
o
= -
= - > "
= cy » (KR) (_l'(—li)'i U
= n Yo 2
2 KR)*"* KR)*

NOTE. Les termes marqués d'un # sont dus a des processus de renversement du
spin pendant la eollision.
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TABLEAU 111
Hors de résonance

L@Z&;ﬁﬁ S.n}:oﬁ:';{:: g €o><(++) ag><(-+-)
Y 0 0
70
Z i 0
T
g % 0 —(KR)?
=
% 0 0
Y ® —n- (KR)?
To
A VA 1442 — (KR)?
o
o=t
& X " —(14%) -K2R?
To -
Z 7 —n?-K2R?
Y K*R# K4 R
1o — e
= Y/ 14+ KR —K4R?
K
E Y K* R? —(1+K*'RY , K*R?
Lo
Z K2 R? K6 Re
¥ o (KR)?
o —— _—
= Z 142 —+ (KR)?
2 .
a Y 4 —(1++?) - K2R?
1o
Z " —q? . K2R?
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TABLEAU 1V
En résonance

Les fonections y, et ya
Valeurs de »/K* R? e><(-++) as><(-+)
Types de resonnance
Y 0 O
X ———
| 7 2 0O
S ; KR
X (8] —K2R?
£
A O 0O
3 (8] 0
Jo —
V/ al 0
Y 0 A
K3 R?®
';l", ]
VA (8] (8]
i/ .
) KK - KR
Yo ——
VA (14+° —1 KR
S ‘ KR A
Y ) y 1+4+4? . K2R?
KR —(1+7? -
fa2 =
& 7 . 1 - —‘f]’ . KR
v KR
5 y 1 _ KR
i KR 'f]
o s
Z 1-Le? s
D - -
Y 4 _ER
KR 1
—— 3 i
7 n —KR
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TABLEAU IV

il

(surTE)
Les fonetions y, et 1,
Valeurs de +/K*R? e () a< ()
Types de résonance
Y K3 R? —Ki RS
1o 1
% (L+K'RY - — —K3R3
X KR —(1+K*RY) . K*R?
12
4 VA KR —K3R?
3 ¥ B _ 1
o 2KR 2. KR
1o
1
Z 14+ KR -
ek 2. KR
D 5 1 1+KiRS
2K?* R# 2. RyK3
72
. B 1-KR
% K2?R? 9
Y ]31{ x - K2R?
49
1o
/ B —n - KR
S » i/ ) %) . K2R?
Y Tn — (141 - K*R
T —
= Z = Y*ﬁ —q? . KR
& " ! _n-KR
< 1 (K R %) <KR (KPR %)
o
- KR
Z 1402 S |
D % (K R
v B S (1+77) - KR
P (n*+ K'RY) KR K4R40?
2
" n? - KR

KR} o
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SUR L'EXPRESSION 2= h/mv DE LA LONGUEUR DES ONDES DE
DE BROGLIE ASSOCIEES AUX CORPUSCULES EN MOUVEMENT *

par RoprIGO SARMENTO DE BEIRES (A PORTO)

(Recu le 81 Janvier 1946)

(Yest & Louis de Broglie qui revient le mérite d’avoir réussi le pre-
mier A associer utilement un «paquet d’ondes» & un corpuscule en
mouvement. Parti des relations définissant une transformation parti-
culitre de Lorenz, Louis de Broglie a été amené a fixer pour la lon-
gueur ) de I'onde associée & un corpuscule de masse m, en mouvement
rectiligne de vitesse v, la valeur

5 h
) A= e
h représentant la constante de Planck.

Peu de temps aprés, Erwin Schrodinger est arrivé au méme résultat
par une toute autre voie et — ce qui a da surprendre les physiciens de
’époque — indépendamment de la théorie de la relativité sur laquelle
De Broglie avait fondé ses raisonnements.

En lisant les ouvrages sur la Mécanique Ondulatoire on a pourtant
impression (nous l'avons eue du moins) qu'il aurait été possible de
fixer pour 2 une expression autre que celle choisie par Louis de Broglie.

Le but de la présente note c’est précisément de montrer que la rela-
tion de De Broglie donne la valeur de i la seule possible, si I'on con-
sent d’admettre les trois hypothéses suivantes qui, a I'époque, étaient
i la base méme de la Méeanique Ondulatoire :

a) Vénergie du corpuscule doit étre un multiple entier du quantum
de Planck (quantification sous sa forme primitive),

b) le «paquet d’ondes» associé au corpuscule posséde une vitesse de

groupe égale A la vitesse du corpuscule (principe de I'onde pilote),

# Je remercie Mr. le professeur Mira Fernandes d'une tris interessante remarque
qu'il a bien voulu me faire sur la conclusion de cette note.
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¢) les principes de Fermat (ou du chemin optique minimum) et de
Maupertuis (ou de la moindre action pour des mouvement isoénergéti-
ques) sont équivalents au sens que nous indiquerons plus loin.

Désignons par E D'énergie du corpuscule; I'hypothése «) nous per-
met d’'éerire

—

(2) E =nhy

avec n enfier, v étant la fréquence.
I ’hypothése b) donne, d’autre part

) Gea)

v v \u(v)

car v est la vitesse du corpuscule, u(v) représente celle de propaga-
tion et le second membre de (3) est 'expression de la vitesse de groupe
d'un paquet d’ondes (Lord Rayleigh).

Supposons enfin que le rapport des intégrales de Maupertuis et de
Fermat, aw liew d’étre constant, dépend de la fréquence. S'il en est
ainsi. en effet, U'annulation de la variation de l'un entraine encore
celle de I'autre et les deux principes seront équivalents (hypothése ¢)).

Désignons, alors, par I (v) une fonction inconnue de la fréquence,
par 2T la force vive du corpuscule et par s 'arc de la trajéctoire sur
laquelle nous avons fixé deux points d’abscisses s, et s, correspon-
dants aux instants ¢, et ¢, d'ailleurs quelconques. Nous aurons,
d’apreés ce que nous venons de dire:

[ ) #y
f?’l‘-n’trm ] v.ds=ml {v)fﬁ
"
rl' ':II Ny
et par suite
. I (v
J i (I' — ——-(—}) ds=0,
- u Fy
quel que soit le trajet, d'ou:
(4) ur=I(v).
Posons
I (u] e
G (v)

G (v) étant, tout comme I"(v), une fonction & déterminer.
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De (3) et (4) on tire, sucessivement,

d /v i 1 dv dG
— =) =—=wG ) =— G (V) — + vt — =1
rr'v\“) rfv( e) v i )dv + v
ou
1 d(v?) dG
"—({' — e B — . 1 5
2 ®) dv ¥ ?, dy
Or,

mr*=2(E (v)-U),

U étant la fonetion des forees correspondante & la sollicitation du
corpuscule ; par conséquent :

115 5 (v)— 3
—l-ﬂ(w)f}"- +“_’,!. (J)____q dC =4

it dy m dv
Mais E=unlv, donc:
(63
nh G (v)+2 (nhv—U) Z—i— =iy
Y

d'ou:
d - oy

m—nhG 2 (nhv— I_'}- ‘

Fn intégrant on obtient

1 g
G o)== ( = \/',m:r_i)

ou bien, en éliminant U :

, i 1. /2C
G @)= = (m.— T\/Tﬁ-)

La longueur d’onde étant donnée par

"
)=—
v
il en résulte, pour n=1,
. h
e ————
2C
mv—\/ —
H

Si, v tendant vers zéro, 2 doit croitre au dela de toute limite, la
constante €' est nulle et nous arrivons & la relation de Louis de Broglie.
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MESURES SUR DES FILMS MINCES EN ARGENT
par A. VAN ITTERBEEK et I.. DE GREVE

(Regu le 2 Juin 1946)

1. Introduction. Depuis quelque temps nous étudions dans notre labo-
ratoire [1] les propriétés électriques et magnétiques des films minces.
Ces films sont obtenus soit par pulvérisation cathodique soit par évapo-
ration directe dans le vide. Le présent travail traite Uinfluence des
phénomenes de cristallisation sur la résistance électrique. Une étude
analogue fut déji publiée il y a quatre ans par SUHRMANN et SCHNA-
CKENBERG [2]. 1ls sont parvenus a établir qu'il existe une relation simple
entre la vitesse de cristallisation et la température © de DesyE. Nous
avons mesuré la vitesse de cristallisation en fonction de Dépaisseur des
films et de la température. En ce que concerne cé dernier facteur, nous
avons trouvé qu'effectivement on peut poser (o=Fk-O (Q. énergie
d’activation pour la cristallisation, J la constante de Boltzmann).

La seconde partie de ce travail traite la variation de la résistance
électrique des films lorsque des gaz y sont occlus, Notre but initial
était de mesurer la chaleur d’adsorption des gaz sur des films, en obser-
vant la variation de la résistance laquelle se produirait immédiatement
lorsque le gaz est admis sur le film. En effet la chaleur d’adsorption
dégagée devrait produire une augmentation de la résistance. Nous avons
bien constaté une augmentation brusque de la résistance, mais celle-ci
resta tout le temps. Une explication possible est que le gaz
péuetre a lintérieur des trous du métal et produit ainsi une augmen-
tation de la résistance résiduelle. Nous avions déja pu observer par
nos travaux antérieurs que cette résistance résiduelle est trés grande.

Nous avons étudié systématiquement augmentation de la résistance
pour différentes épaisseurs des films et différents gaz (oxygene, hydro-
géne, hélium, azote, éthylene et ammoniaque).

PORT. PHYSIC. 2
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2. Technique expérimentale. Fig. 1 représente I'appareil dans lequel
se fait Pévaporation. Dans cette figure S est un fil en tungsténe de
0,5 mm. Un courant de 10 amp. passe i travers ce fil. Des petits
rubans d’argent trés pur, fourni par la Maison Pavwens Fréeres de
Bruxelles, sont enroulés sur la partie centrale de S. A représente une

N
T

Ow-

|~

Fig. 1

cloche en verre laquelle repose dans une rainure J/ tournée dans un
disque en cuivre massif. Cette rainure est remplie de cire molle pour
vide de Leybold. Les films sont déposés sur des lames en verre de
pyrex (épaisseur 0,5 mm, longueur 40 mm, largeur 4 mm). Ces lames
sont attachées & la boite ), en cuivre rouge, laquelle contient le liquide
réfrigérant pour les mesures aux basses températures. [ représente un
tube en maillechord. Les fils conducteurs de la résistance passent i
travers les tubes b, les sorties étant remplies de cire dure pour vide.
[’assemblage des appareils est donné dans la figure 2. Le vide est
controlé anu moyen d’un manometre 4 conductibilité thermique de Piraxt,
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Le vide est meilleur que 10°mmIg. Le dégazement de la cloche se
fait par iouisation appliquée au moyen d’un oscillateur de Tesla. Avant

a b %5‘

Dy pomp

I=

Fig. 2

la formation des films le vide est fait dans la cloche pendant 24 heures
environ.

La formation des films se fait de la maniére suivante. Nous évaporons
en premier lieu des dépots épais sur les deux — —
extrémités du support en verre, la partie milieu
restant couverte (voir fig. 3). Nous avons
observé que dans le cas ou les dépots sont
obtenus par pulvérisation cathodique la sou-
dure des films s’opére difficilement. Cela n’ar-
rive pas lorsque les bouts argentés sont
obtenus par évaporation directe. Aprés cette |I
premiére opération d’évaporation le support est
enlevé de I'appareil et nous glissons des petits
bloes en cuivre massif, auxquels sont soudés |
les fils conducteurs, sur les deux extrémités.
Entre les vis de serrage et la lame sont pla-
cées des petites plaques en cuivre rouge de
sorte que le contact porte sur une plus grande | |

surface (voir figure 3). Le film est déposé Fig. 3
entre les deux extrémités argentées.

La résistance des films est mesurée au moyen d’un pont de Wheats-
tone. L’épaisseur des films se détermine par pesée au moyen de la
balance de Sartorius.
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3. Mesures du phénomeéne de cristallisation. Différents expérimen-
tateurs ont déja observé que pendant un certain temps aprés la forma-
tion des films par évaporation, la résistance diminue d'une fagon con-
tinue. Ce phénomene est expliqué comme étant di & une eristallisation

22

20

_P_le \‘”““‘

[ g g g 0 g 0 T

100 20 30 40 50 A4k 410 120 130

——

19

Fig. 4

continue du métal. Les études faites jusqu’ici et aussi la notre consistent
a mettre ce phénoméne en rapport avec les constantes physiques du
métal en question.

SUHRMANN et SCHNACKENBERG ont montré que la variation de la résis-
tance en fonction du temps peut étre représentée au moyen de la for-
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mule empirique suivante :

1 R— ]ﬂx = . ]

(1) /g ¥ .
R—R,

ou

; 1 1

9 - — e K F —

{ ) R— 11’1 HB—-RI

R, étant la résistance correspondant & ¢=0 et R, pour ¢ trés grand.
La vitesse de cristallisation A dépend du degré de cristallisation, de
sorte que K n'est défini que pour un intervalle de temps déterminé et
pas trés long. Il en résulte aussi que la notation 72, n’a pas beaucoup
de sens. On peut seulement dire que K, R, et R, sont des parame-

150

H"“"G‘\o
20l |

10° 20 300 40 S50 1h 10 200 , 30

L

Fig. 5

tres qui définissent la courbe R(f) dans un intervalle déterminé. Cet
intervalle est dans nos mesures de 'ordre de 2 heures environ. Nous
avons trouvé qu'effectivement pour nos films la fonction R (t) peut étre
représentée au moyen de I'équation (1). Dans les figures 4 (Ag,)
et 5 (Ag,) nous avons tracé quelques courbes correspondant i deux de
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nos films. Pour déterminer les facteurs A, /2, et R, , nous procédons
graphiquement de la facon suivante. Nous faisons d’abord sur les courbes

|
1 8 o
_n_‘ﬁ-;lu Ohem
800 *I P2
700 /
600
500 /
= "
400 - i
Bl

300 |— 5 SRS .

o S

10 20 30 40 SO 41h 110 120 130
— &
Fig. 6

R (t) une estimation de la valear £_ ., puis en corrigeant cette valeur

nous voyons graphiquement pour quelles valeurs de 72, et /2, . on obtient

1 G v - 5 i

pour TS en fonetion de t des droites. Dans les figures 6 et T
T (1

w

nous donnons les droites correspondant aux rvésistances Ag, et Ag, .
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Les valeurs de £,V que nous obtenons correspondent généralement au
temps de D' aprés I'arrét de la condensation.

1 P
R’R‘:G Dhm
1600

=

1400

200

1100

800 o/

800

400

100 20 30 40 S0 Ah 10 20 30

—— tt
Fig. 7

Nous avons déterminé les valeurs de A pour différentes épaisseurs
des films, les condensations se faisant chaque fois dans les mémes condi-
() Pour R, on ne peut pas prendre la résistance correspondant au moment de

Parrét de Pévaporation. En effet il faut tenir compte du décroissement de la résis-
tance par suite du réfroidissement du film aprés la condensation.
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tions. Les résultats obtenus sont indiqués dans le tablean I. Dans la
figure 8, nous avons dessiné A" en fonction de R, .
SUHRMANN et SCHNACKENBERG ont montré en partant d’hypotheéses

250

O— o
|
200

|

~I
a\_____m__-———__-
Fig. §

100

(=]
u
| =)
= S = s <
< " ~ -
T . Q. — : 8
treés simples que log A= — Pyt constante. En déterminant donc A
1

pour un méme film en fonection de la température on obtient €, . Ceci
nous avons fait pour les films Ag,, Ag,, Ag, et Ag,. Pour ces films
la condensation se fait i 242°abs. La vitesse de eristallisation est
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déterminée en premier lieu & cette temperature et ensuite & la température
ordinaire. Pour cela le liquide réfrigérant est enlevé trés vite du réser-
voir I et celui-ci est rempli d'un liquide ayant la température ambiante.
Dans la fig. 9 sont indiqués les résultats obtenus pour la résistance Ag;.

110

[
100

242" us.
. |
\0\@
90
294.ﬂba-

80

: \
T I~
A

% M 1k 20 M I N W ; 3h

Fig. 9

Fig. 10 représente les droites pour la détermination des vitesses A
pour Ag..

Les résultats obtenus pour les différentes résistances sont indiqués
dans le tableau II.

SUHRMANN et SCHNACKENBERG ont trouvé 420 cal/gr. atome. On peut
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remarquer
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que k-0 (=h-v) est égal a 427 cal gr. atome. La correspon-

dance est donc trés frappante, de méme qu’avec nos résultats (Tableau IT).

I T
Bt
R-R:,u Ohm @/
1100 |
@/
1000 /o/ @4
900 /" /
° /
300 >
242° Ans /
(-]
700 / 2
/G 294 fus
600 /@ "
500 /
)
400
°
300
o
200,
¢ 100 200 30 40 50 4k 400 1200 430
Fig. 10
4. Variation de la résistance sous l'influence de gaz occlus. Au cours

de nos expériences, nous avions observé une augmentation brusque de
la résistance du film lorsque de 'air fut introduit dans la cloche d’éva-

poration.
mesure de

II nous était venu i Tidée appliquer ce phénoméne a la
la chaleur d’adsorption. Il fut décidé d’étudier systématique-
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ment la variation de la résistance quand différents gaz sont introduits
dans appareil d’évaporation et cela en fonction de I'épaisseur des films
et pour différentes pressions des gaz. Nous avons di abandonner cette
premiére idée de déterminer par cette méthode la chaleur d’adsorption.
En effet on observait bien une augmentation brusque de la résistance
mais cette augmentation ne disparut pas.

I.’argent est un catalyseur trés actif dans les réactions d’oxygénation
des composés éthyléniques; c’est ainsi qu'on observe la plus grande varia-
tion pour le cas de l'oxygene. Les résultats obtenus pour l'oxygéne
sont indiqués dans le tableau ITI. On observe que la variation relative
de la résistance est dans les limites des erreurs d’observation indepen-
dante de la pression. Nous avons chaque fois fait en sorte que I'épais-
seur des films soit la méme. R est la valeur de la résistance corres-
pondant au régime oi la cristallisation est terminée. Dans la fig. 11 sont

2 ° e\
e

AR (Qhm) o

—

] épaiaseurlm )
1 7 i

0 23 50 75 400

Fig. 11

indiqués les variations AR en fonction de I'épaisseur pour I'oxygene.
Dans le tableau IV sont indiqués les résultats des mesures pour les
différents gaz. Nous remarquons done que lorsque les gaz pénétrent dans
les trous, qui produisent d’ailleurs la résistance résiduelle des films, la
résistance des films augmente. Cette variation est la plus grande pour
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Poxygéne comparé aux autres gaz. Pour 'ammoniaque dipolaire on
obtient merveilleusement un déeroissement.

TABLEAU 1

|
Ry olim R, ohm ' K .10 min™!
Ag, 22,54 18,50 3154
Ag, 41.58 27,50 1584
Ag, 54,90 30,50 1285
Agy 79.85 50,00 704
Ag, 96,30 66,00 52,2
Ag, 112,10 48,00 35,2
Ag, 138.20 . 116,00 29,4
Agg 203,90 170,00 18.7
Ag, 246,10 | 103,00 14.7

TABLEAU 11

»lq=242[| a}JS r1\=29_1{| abs

K - 10° K - 107 Q.

Ry ohm | R_ ohin : Ryobm | R_ ohm :
? = ohm ™t min=t| = ohm=' min=!|eal/gr. at.

Agi | 2742 | 250 15.8 289.9 | 180 18,5 492
| Agh | 1600 | 128 20,0 1695 | 100 23,4 428
| Ag, | 1046 | 838 35,2 116 | 44 412 497
| Ag, 820 | 669 | 531 830 | 185 | 618 20

| |

TABLEAU III

Augmentation de la résistance en fonction de la pression (oxygéne)

]
Epaisseur mp. | Pression mm Hgl IR ohm | AR ohm AR/R !
i
26 03 ‘ 111.7 2.1 0,019 |
22 0,073 | 152.5 2,1 0,0139
27 0,032 | 88,79 1,84 0,0207 ‘
25 0,006 ‘ 108.58 2,73 0,0251 |.
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TABLEAU 1V

|
I paisseur my. Gaz Pression mm Hg I R ohm AR ohm AR/R 1|
i____._..__ Y /S —

26 0, 0,3 11,7 2,1 0,019
20 11, 0.3 119,87 1,87 0.0156
% He 0.3 110,79 1,47 0,0133
17 N 0.3 181,6 1.50 0,0082 |
27 CyH, 0.1 126,72 0,67 0,0053
20 NI, '| 0,178 11958 | —083 | —0,0069

Nous remercions Mons. L. Trocu, licencié en sciences physiques, pour
son aide au cours de ces expériences.

Finalement nous remercions le Fonds National de la Recherche Scien-
tifique belge pour son aide sous forme de prét d'instruments scientifi-
ques ainsi que les Usines Philips a Eindhoven qui nous a procuré le
fil de tungsténe.

Cextre o' Erone Screxririeue Br Tecuxique I.-Oll\':lill, le 17 mai 1946
ou From, Lovvary — Brrereur
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ETUDE DES SATELLITES DE LA RAIE L« DE L'OR

par Josi SarmENTO (A PORTO)

(Regu le 15 Juillet 1946)

1. But du travail. L’'étude de la bande satellite La de l'or a ét6
entreprise, en 1937, par F. K. Richtmyer [1] au moyen d'un spectro-
motre i cristal double.” Les résultats furent comparés aux calculs de
E. Ramberg [2] et malgré certains écarts entre I’expérience et la théorie,
celle-ci a, en tout cas, une valeur qualitative.

Dans le présent travail nous nous sommes proposé :

1°) de reprendre les mesures de Richtmyer au moyen d'un spectro-

graphe & cristal courbe, type Cauchois, et de comparer les deux grou-
pes de résultats ;
" 29) de rechercher la bande satellite prévue par la théorie entre Lz,
et Lz, mais qui n'a pas été observée par Richtmyer ; le cas écheant
nous rechercherions sa forme, son intensité maximum et la position de
celle-ci dans la bande;

3°) de montrer, une fois de plus, l'avantage que le spectrographe de
(fauchois peut présenter sur le spectrométre i eristal double.

2. Description de linstallation. Nous avons employé un tube a
gaz, type Shearer, i anticathode d’or; nous n'avons pas choisi le
tube Coolidge car les raies du tungstene, qui apparaissent toujours
avec les tubes & eathode incandescente, géneraient I'observation de
la bande satellite.

Le vide était obtenu au moyen d'une pompe préparatoire suivie d'une
pompe & diffusion de mercure, car les raies du mercure qui se forment
toujours ainsi ne génent pas I'observation des bandes satellites.

Le tube 6était placé i Uintérieur d’une boite en plomb, dont les parois
avaient 1 mm d’épaisseur, et qui ne génait pas I'accés aun tube.

Comme générateur de haute tension, nous avons employé une bobine
Linduction Ducretet avec un interrupteur a jet de mercure.
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Nous avons presque toujours travaillé i une tension de 40kV, de
facon & obtenir le meilleur contraste des raies, selon les indications de
Coster et Huinzinger [3] d’apres lesquels cette tension doit étre d’envi-
ron deux fois et demi le potentiel d’excitation de la série (environ 14,4 kV).

Le courant était de 2mA car nous avons remarqué qu'au dessus de
cette valeur lintensité des raies s’affaiblissait.

Nous avons constrait un spectrographe i cristal courbe, type Cauchois,
de D0Omm de rayon (v. planche 1). Les dimensions de la fenétre du porte-
-cristal sont assez peu courants : 15 mm de largeur sur 5 mm de hauteur.
Ces dimensions réduites, qui ont 'avantage de permettre I'usage d’excel-
lentes lames eristallines, n'ont pas d'inconvénients, dans nos conditions
de mesure, car la largeur du faisceau de rayons X ne dépassait pas
HSmm sur la fenétre et, d’autre part, celle-ci permet encore d’obtenir
sur le méme cliché L, de Au(1038U.X.) et Kz de Cu (1541 1. X.).
Quant & la hauteur des raies, elle reste encore légérement supérieure
a 10 mm qui est la longueur maximum utile pour le mierophotométre
enregistreur,

La lame cristalline a été obtenue a partir d'un protoprisme de quartz;
elle a été coupée parallelement a 'axe. Comme plains réticulaires de
réflexion, nous avons utilisé des plans paralléles aux faces du prisme
di-hexagonal 1230/, avec une distance réticulaire de 1748,9U.X.
I’angle des plans réticulaires de réflexion avee la normale a la face
est de 1°2)'.

3. Spectrogrammes. La fenétre du tube i rayons X était & 22 cm
du eristal sous un angle de 28", Pour faire ressortir convenablement les
bandes satellites nous avons di faire des poses de plus de 24 heuares
avec des courants de 1,0 & 2mA sous une tension de 40 a H0kV.
Nous avons employé des plaques «Ferrania Super-Orto Anti-halo».

Les speetrogrammes ont été étudiés au moyen d'un microphotome-
tre enregistreur Zeiss i cellule photoélectrique a vide. Au cours des
mesures nous avons examiné plusieurs fois un coin microphotométrique,
vérifiant ainsi que la déviation d du fil de I'électrometre mesurde sur

le cliché est reliée & la densité de noircissement 3 par la relation
d=A—nlogd

ot A est une constante, variable avec chaque expérience, et » une

constante dont les valeurs dans nos expériences ont toujours oscillé

autour de 1,6.

Par définition on a d=log~ on I, est 'intensité de la radiation

—_ |~
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lumineuse qui incide normalement sur le coin dans la zone de densité d
et I est Vintensité transmise. On a donc

10g£f“ =A—nlogd.

On peut écrire
A=log I,+const.
nlog d=log I +const.
On en déduit
du=fi‘f

Puisque dans les cellules a vide il y a proportionnalité entre I'inten-
gité de la radiation et le courant d’électrons et comme la tension du fil
de l'électromeétre est directement proportionnelle & ce courant, la courbe
d’étalonnage de l'électromeétre aura la forme

d"=k'u.

La constante n, de la formule 3=A—nlogd, caractérise donec la
courbe d’étalonnage. La forme de celle-ci dépend un peu de la position
des couteaux et, surtout, de la nature de l'étrier du fil ; mais dans nos
mesures la position des couteaux s’est maintenue pratiquement invariable
ce qui explique la constance de n. \

La détermination de la densité de noircissement aux différents
points du spectrogramme se faisait en passant au microphotométre,
d’abord le spectogramme et tout de suite aprés le coin microphoto-
metrique.

La connaissance des constantes A et n permettait alors de résoudre
notre probléme.

Pour passer des densités aux doses il faut déterminer expérimenta-
lement la forme de la courbe 3=f(D), ou 5 est la densité et D
la dose.

Pour cela nous enregistrons sur le méme cliché Lz, de I'or, avec des
temps de pose variables, en maintenant toujours le m3me régime du
tube. Nous avons vérifié que pour des densités allant jusqu'a 1,7 et
pour différentes densités du voile on pouvait admettre la proportionna-
lité de la dose a 'accroissement de densité.

4. la struclure de la bande satellite de Lz de I'or. Cette structure
a été étudiée sur le spectrogramme donné dans la planche 2. Le micro-

PORT. PHYSIC. 2 10
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photogramme est reproduit dans la planche 3. Les densités sont obte-

nues en passant le coin et les résultats en sont donnds dans le tableau

suivant.
Densités Eecarts Densités Eearts

3 d log d N d log d
338 0,75 - 20 1 6 0,778
36 1,0 0 18 | 8 0,903
34 1,0 0 1,6 10 1,000
3.2 15 0,176 14 J 13 - 1,114
3.0 1,75 0,243 1,2 17,5 1,243
28 20 0,301 1.0 23,5 1,371
2.6 2,75 0439 0,8 31,5 1,498
24 3,75 0,574 0,6 425 1,628
2.9 475 0,677 04 57 1,756

Avec la densité en ordonndes et le logarithme de I'écart en abscisses
on obtient une courbe d’équation 3=3,20—1,62logd. On peut ainsi
calculer les densités aux différents points du spectrogramme. Nous

obtenons de cette facon les valeurs suivantes :

ANALYSE DU MICROPHOTOGRAMME
6 Logarithmes o
Abscisses Lc;rts des dearts 1,62 log d Dm;]tl“s
log d

—10a+3 71 ‘ 1,8513 2,999 0,251

+ 9a+ 32 60,5 1,7188 2,886 0,363
34 58 1,7634 2,857 0,393
36 57 1,7559 2,845 0,405
37 54,5 1,736 2,812 0,438
38 51 1,708 2,767 0,483
39 46 1,663 2,694 0,556
40 41 1,613 2,613 0,637
41 31 1,491 2415 0,835
42 26 1,415 2,292 0,958
43 23,5 1,3711 2,221 1,029
43,25 » » » »
44 24 1,380 2,236 1,014
45 26 1,415 2,202 0,958
46 31 1,491 2,415 0,835
47 37 1,568 2,540 0,710
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ANALYSE DU MICROPHOTOGRAMME (suite)
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5 Logarithmes eip
Abscisses hc;rts des éecarts 1,62 log d Den;tbs
log d
48 44 1,643 2,662 0,588
49 49 1,690 2,738 0,512
50 52,5 1,730 2,786 0,464
51 55 1,740 2,819 0,431
52 57 1,756 2,815 0,405
53 57 1,756 2,845 0,405
54 a 60 5,5 1,760 2,851 0,399
67 56,5 1,752 2,838 0,412
70 54 1,732 2,806 0,444
73 51 1,708 2,767 0,483
0 46 1,663 2,694 0,556
7 40 1,602 2,595 0,655
78 35 1,544 2,501 0,749
79 295 1,470 2,381 0,869
80 235 1,362 2,206 1,044
81 185 1,267 2,052 1,197
82 12 1,079 1,748 1,501
83 7 - — —
84 4 — - —
85 2,75 - — —
86 25 — Tk —_
86,5 » —_ —_ —
87 2,75 —_ = —
88 3,5 — - —
89 ] — = —
90 7 — — —
91 1 1,041 1,686 1,564
92 16 1,176 1,905 1,345
93 21 1,322 2,142 1,108
94 26 1415 2,292 0,958
95 30 1,477 2,393 0,857
96 32,5 1,512 2,449 0,801
97 34 1,531 2,480 0,770
98 36 1,556 2,521 0,729
99 38 1,580 2,560 0,690
100 40 1,602 2,695 0,655
101 41 1,613 2,613 0,637
102 42 1,623 2,633 0,617
103 44 1,643 2,662 0,588
104 15 1,653 2,678 0,572
105 46 1,663 2,694 0,556
106 475 5,677 2,717 0,533
107 49 1,690 2,738 0,512
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ANALYSE DU MICROPHOTOGRAMME (suite)

i ., Logarithmes :
Abseisses I',c;rts des écarts 1,62 log d Den;. i
logd
108 51 1,708 2,767 0,483
109 53 1,724 2,793 0,457
110 54,5 1,736 2812 0,438
111 56 1,748 2,832 0,418
112 57,5 1,760 2,851 0,399
113 8 1,763 2,856 0,394
114 59 1,771 2,869 0,381
115 59 1,771 2,869 0,381
116 a 119 60 1,778 2,880 0,370
120 a 130 61 1,785 2,892 0,358

La courbe de la fig. 1 représente l'enregistrement microphotomé-
trique du microphotogramme de la planche 3. 1l a été tracé en prenant
en abscisses les nombres donnés dans la premitre colonne du tableau
et en ordonnées ceux qui se trouvent dans la deuxidme colonne.
La bande satellite dans la region Y>>V, se détache nettement de la
partie inférieure de la raie Lz, et dans la région entre Lz et Lz,, bien
qu’elle soit moins nette, on peut encore l'observer.

On peut admettre que la différence de longueur d’onde de deux radia-
tions voisines est proportionnelle & leur écart. C'est sur cette base que _
nous avons étalonné les axes supplémentaires de la fig. 1.

Puisque nous avons remarqué que jusqu'a 9=1,7 il y avait propor-
tionnalité des doses aux accroissements de densité, il s’ensuit que la
courbe des densités, jusqu'a =1,6, représentera aussi, dans une cer-
taine échelle, la courbe des intensités.

A partir des valeurs du tableau nous avons tracé la courbe i trait
plein de la fig. 2 (en abscisses, les valeurs de la premiére colonne et
en ordonnées celles de la seconde).

L’intensité aux différents points du spectrogramme est directement
proportionnelle a la différence entre 'ordonnée de la courbe et celle
du fond continu, 0,35. Le maximum de la raie Lz, est égal a 10,7°/,
du maximum de Lz, et comme, sur 'original de la fig. 2, lintensité
maximum de Lz, est donnée par une longueur de 66,5 mm, on en déduit
que 6,2 mm représentent 1°/, du maximum de Lz, , ce qui a permis de
représenter les intensités sur la fig, 2.

. Pour séparer la bande satellite de la raie fondamentale nous avons
soustrait de la courbe d’intensité le fond sur lequel se détache la bande
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satelitte. Parrat [4] a déji remarqué la difficulté et I'arbitraire de cette
opération. Pour la réalizer nous avons admis que les raies Lz, et Lz,
sont symmétriques et que dans les voisinages des maxima l'intensité de
la bande est suffisamment petite pour qu’on puisse la négliger. Nous
avons ainsi obtenu le fond sur lequel se détache la bande et qui est
représenté sur la fig. 2 par la ligne pointillée FED et ABC.

Intensité °f, do max. Lz,

10
-
Caleulée
B
Observée
Calenlée Observée
¥ E 1
C
¥ bl L) ) ID T T T T T T T M‘
-7 -6 -5 -4 3 -2 -1 o5 1 2 3 4 5
Loty Loty

Fig. 3—Bande satellite

Les branches FED et ABC de la fig. 3 ont été obtenus en sous-
trayant les ordonnées des courbes a trait plein et pointillée. Ces deux
branches donnent la distribution observée de 1’énergie dans la bande
satellite. Nous y avons representé aussi, a échelle égale, la bande cal-
culée par Ramberg.

Dans le tableau suivant nous comparons nos résultats a ceux de
Richtmyer et aux valeurs calculées :

Bande satellite v>v,, Bande satel!itevm‘ <<V,

Intensité Position Intensité Position

maximum du maximum maximum | du maximum
J. Sarmento. . . . . 3,0 9, +1,73 Ryd. 0,89/, —4,7 Ryd.
F. K. Richtmyer. . . 2,7 0y +1,96 » — —
Valeurs calculées 3,259/, +28 » 20/, — 3 Ryd.

5. Conclusions. Nos résultats s’accordent, tout au moins en partie,
avec ceux de Richtmyer qui a travaillé aveec un spectrométre a cristal
double. Tandis que cet auteur a obtenu la valeur 2,7°/, pour l'intensité
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maximumd e la bande située dans la région v>v;,, nous avons déterminé
la valeur 3,0°/,; la différence est tout-i-fait admissible en pareilles
mesures. On peut en dire autant en ce qui concerne la position du
méme maximum.

Richtmyer n’a pas trouvé trace de la bande prévue théoriquement
entre les raies Lz et La,; nous avons observé cette bande et, malgré
Iimprécision des mesures, determiné sa configuration, la longueur d’onde
et I'intensité de son maximum. La configuration de la bande observée
ressemble i celle prévue théoriquement. La différence signalée dans
cette région entre les valeurs observées et calculées est du méme ordre
de grandeur de celle de la régions v>v;,, . Les maxima de deux ban-
des se trouvent déplacés, par rapport a la théorie, vers les grandes lon-
gueurs d’onde respectivement de 1,1 et 1,7 Rydbergs.

En signalant ce déplacement systématique on espére donner une con-
tribution- utile aux théoriciens qui voudraient refaire la théorie dans le
but de rechercher un meilleur accord avec 'expérience.

Les résultats que nous avons obtenu montrent, encore une fois
[0,6], qu'un spectrographe & cristal courbe, type Cauchois, permet
d’obtenir des résultats qui ne sont pas inférieurs & ceux qui resultent
de ’emploi d’un spectrométre & cristal double.

Ce travail a ¢té realizé, en 1943-44, au Centre d’Etudes de Physique
de la Faculté des Sciences de Lisbonne. L’auteur a bénéficié d’une
bourse accordée par 'Instituto para a Alta Cultura.
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LES SCHEMAS ALEATOIRES DEVANT LA RELATIVITE RESTREINTE

par G. DEDEBANT

(Regu Septembre 1946)

INTRODUCTION

Sous le titre de «Mécanique Aléatoiren, nous avons — en collabora-
tion avec Ph. Wehrlé — publié dans cette Revue?!, un exposé, malheu-
reusement trop condensé, du Ca/cul Aléatoire et de ses premiéres
applications physiques. Tel quel, sa lecture est pourtant nécessaire
4 la parfaite compréhension de cette Note. L’appareil mathématique
fort modeste, dont nous nous servons, ne doit pas faire mésestimer la
valeur et I'importance des idées qui y sont exprimées.

Présentement, il s'agit d'un essai d’application du point de vue aléa-
toire aux Nouvelles Méecaniques. On y trouvera deux schémas aléatoires
relativistes : ['onde aléatoire (ou fonction aléatoire stationnaire de
I'espace-temps) et la probalité de présence dans l'espace-temps, linéarisés
— pour simplifier leur traitement mathématique — respectivement sous
forme de paguet d’ondes et de pajuet d’événements, qui nous semblent
offrir un pouvoir d’explication étendu (notion statistique d’onde et de
corpuscule ; formule de L. de Broglie; champ électromagnétique, théorie
de la Lumiére; constituants élémentaires de la Matiére). Notre espoir
est que l'intért de Physiciens et de Mathématiciens, plus compétents
que nous méme, soit suffisamment éveillé pour que, passant sur les
imperfections de forme, ils se rendent compte des possibilités énormes
de la voie que nous avons entrevue,

Les circonstances veulent que j'ai réalisé ce travail seul, mais je me
rends bien compte que je n’y serais pas parvenu sans les échanges sui-
vis d’idées que j'ai eus pendant des années avec Ph. Wehrlé, dont le
concours m’a cette fois, beaucoup manqué,

Je duis & I'Instituto para a Alta Cultura de m’avoir procuré, en

1 Portugaliae Physica. 1944-45.
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m'invitant & venir exposer mes idées a la Faculté des Sciences de Porto,
I'ambiance nécessaire pour les mettre au point et je remercie en bloe
les Professeurs avec qui j'ai eu des échanges de vue trés profitables.

Je remercie enfin «Portugaliae Physica» de m’accorder encore une
fois I'hospitalité.

I. IoxpE ALEATOIRE

1. Qu'est-ce que I'onde a'éatoire? La Théorie des Fonctions aléa-
toires montre que la fonction aléatoire analytique stationnaire la plus
générale de deux paramétres certains & et £, a un coefficient de corré-
lation de la forme:

(1) (7, k) =cos (Qr— Mk)

T ot k désignent les différences: (¢,—t) et (x,—a,). Q et M sont deux
nombres aléatoires quelconques, définis parlaloi de probabilité conjuguée:

(“’v F‘):

w ot p étant les valeurs courantes de Q et de A,

Le signe «frait» (7)) est la moyenne prise avec cette loi de probabilité.

Nous rappelons que cette forme (1) du coefficient de corrélation est
une conséquence immédiate des «conditions de cohérence» — ou condi-
tions que doivent remplir les coefficients de corrélation de nombres
aléatoires associés par couples.

Au point de vue statistique, deux fonctions aléatoires sont équivalen-
tes, lorsqu’elles ont le méme coeficient de corrélation, bien que leurs
réalisations sur des épreuves individuelles puissent étre trés différentes.

Or, on peut réaliser le coefficient de corrélation (1) au moyen de la
fonction aléatoire ¢, définie sur une épreuve de la maniére suivante :

} =4 cos (Qt—Mxe+9),

ol 4 et ® sont deux nouveaux nombres aléatoires, indépendants de Q et
de M; ® est un angle aléatoire, compris entre O et 2=, et de distribu-
tion uniforme.

Cette réalisation particuliére explique le succeés de {’onde en Physique
Théorique, malgré sa naiveté (optique ondulatoire de Fresnel, acous-
tique, électromagnétisme, ete.). Elle justifie le nom «d’Onde aléatoire»
que nous donnons a la fonction aléatoire analytique stationnaire la plus
générale, de deux paramétres certains.

On peut se représenter une onde aléatoire comme un ensemble d’ondes
élémentaires, ayant pour caractéristiques Q, M, des nombres aléatoires
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dont les dispersions (statistiques) et la corrélation sont définies par une
certaine loi de probabilité conjuguée: (»,v). :

La différence de notre conception avec celle d'une série de Fourier
réside en ceci: que, dans la série de Fourier, il y a 'idée de super-
position par addition des différents termes (ou composantes), tandis que
dans Ponde aléatoire, il y a seulement 'idée de considérer & la fois les
diverses composantes, sans préjuger de la maniére dont on peut les
combiner. Notre conception n’est pas, au fond, distincte de celle de
matrice.

2. Qu'est-ce qu'un paquet d'ondes? L’onde aléatoire devient un
«paquet d’ondes» lorsque les nombres aléatoires Q et M sont peu dis-
persés. C'est une maniére de «/inéariser» en quelque sorte le probléme,
en le réduisant i son squelette, sans cependant abandonner aucune idée
essentielle; cela va permettre des calculs tout a fait élémentaires.
On montre qu'alors Q' et ' (parties purement aléatoires de Q et de M)
suivent une loi de Gauss-Bravais. La loi (w,y) est donc décrite par
les moments statistiques suivants:

0, =8, p=M, P=M* Q=UM, R=M".

Un caleul facile montre que le coefficient de corrélation d’un paquet
d’ondes se laisse mettre sous la forme :

(7, k)=cos (o, 7—p, k)exp I:- % o(r, !c)J -

ot 9 (v,k) est la forme quadratique définie positive :
9 (v, k)=Pk*—2Qkt+R<".

. ’ . L))
Faisons remarquer que la vitesse moyenne des ondes du paquet: —,
Fo
peut étre supérieure a celle de la lumiére sans que que r cesse d’étre

«cohérent».

3. Effet de la transformation de Llorentz sur le paquet d'ondes.
Soit S (0) — ou simplement S— et S(£)—ou simplement S'— deux
systémes de référence dont la vitesse relative est fc.

Ecrivons la tranformation de Lorentz:

2' et
r= —

V1i—f
_t'4-Bjca

; AT e Jielir oy
Vi—g

<.
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Les différences k=a,—, et ==t,—t,, se transforment selon les
mémes formules :
' o K tEer 7 4-Elek!
= —— s T=— . i
Vi—"¢

Vi-p?
Dans le systéme S(Z), le coefficient de corrélation est de la forme:

) =eos ()7 =R e [ = Lo,

avec :
2, (k)= R (5)s"=2 Q(5) 7' k' + P (%) k".

Nous poserons que 7, (=, k') est identique & ce que devient »(z,k)
quand on y remplace = et & en fonction de %', k' — ce qui revient A dire
que le coefficient de corrélation est un invar mm’. physique.

L’identification nous donne alors les formules selon lesquelles se
transforment les caractéristiques statistiques du paquet d’ondes :

—Lle w,
p(f) =B G i
o (6) = P B0 o =&
"
2,6 PO == rg(PJp/cQJ—‘ /¢ B)
QD) = (e PHU+6) Q—Ffe B
R(E )m—l—(c’”P 2¢LQ+R)
| 1-F

Les transformations T, (%) forment un groupe. Elles laissent inva-
riante la loi de probalnllté con‘}u"ueé (»,1) qui définit la structure du
paquet d’ondes :

(fﬂji) Xp [—- % (Rp*—2Q po-- Pm’)] ; (A=PR—- Q).
En effet:
1°) o, se transforme comme %, ot v, comme 7. Il en est de méme
des valeurs courantes » et p., car les valeurs probables , et w, sont
susceptibles, en faisant varier la loi de distribution — de prendre n’im-
porte laquelle des valeurs courantes.
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Or, puisque nons avons posé que la forme quadratique :
o (7, k)=PE'—2Qkr+ R+’
était un invariant, il en est de méme aussi de la forme:
9 (2, ) =P’ —2Qop+ Rp*,
:jui ést Pargument de la loi de Gauss.

2°) A=PR—(, discriminant de la forme quadratique, est aussi un
invariant.

3°) Enfin: dw! dp! =dw du

Remarque. Le résultat précédent est vrai d'une maniére générale,
sans linéariser I'onde aléatoire sous forme de paquet. En effet:

Clr, k)= ¢ F—a]

désignant la fonction caractéristique de la loi (», 4), on a:

r(v,k)zm) ut C(‘:,k)—ECt(,:,A.)'

=]

Si done, 'on assure linvariance de r(=,%), on assure ipso-facto
linvariance de la fonction caractéristique, done de la loi (w,p).

4. Equivalence du changement du sysléme de reférence avec un
certain mode d'observation dans le systéme primitif. Soit des obser-
vateurs placés dans le systéme S(£), qui étudient en un point (f'==0)
la corrélation en fonction de l'intervalle de temps propre ', de ce
systéme (connexion «/ocale» ).

Soit d’autre part, des observateurs placés dans le systtme S, qui
étudient la corrélation entre deux points variables x,, et @, de S, & des
instants ¢, , et t,, tels que: '

2, — 2,

kfz=
Lih

TR -
=fe.

Le résultat des mesures sera: "

a) pour les observateurs de S(f#), un coefficient de corrélation,

1 Selon la terminologie que nous avons introduite en Méeanique Aléatoire.
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fonction de l'intervalle de temps propre ', et donné pour la formule:
cos [w, (£) '] exp [- Tl)- R(E) -:"] ;

obtenue en faisant &'=0 dans l'expression générale de » ', k).

b) pour les observateurs de S, un coefficient de corrélation, fone-
tion de l'intervalle de temps propre 7, et donné par la formule:

cos (o=t ) vexp [ — 5 (PO F—2QeB+R)

obtenue en faisant k=fcr, dans 'expression générale de r(z, k).
Comme :

1.!

Vi-g

T = )

il résulte des formules de transformation T, (%), que les corrélations
obtenues par les observateurs de S(%) et par ceux de S sont iden-
tiques.

Cela tient visiblement & ce que nous avons posé que le coefficient
de corrélation est un invariant physique.

Ainsi, un certain mode d’observation dans le systéme S, équivaut
a la mesure de la connexion locale dans le systéme S (%), ou encore
4 la mesure de la «connexion physique»* d'un «corpuscule» ayant par
rapport & S la vitesse fS¢.

Pareillement, soit des observateurs du systéme S (), qui étudient Ja
la corrélation & un instant donné (z'=0) entre les différents points de
ce systéme («connexion géométrique»), et soit d'autre part, des observa-
teurs de S, qui étudient la corrélation entre des points x, et x,, et des
instants ¢, et t,, tels que:

kfc= .

b

Ces deux groupes d’observateurs obtiennent le méme coefficient de
corrélation.

Il y a donc équivalence entre un certain mode d’observation dans S
et la mesure de la connexion géométrique dans un systéme S (5), ou

1 Par connexion physique, nous entendons: connexion en accompagnant le cor-
puscule (Voir Mécanique Aléatoire).
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encore de la connexion d’une «onde stationnaire» dans le systétme S (&),
onde qui est progressive de vitesse ¢/3, dans le systtme S.

Allons plus loin: nous devrions pouvoir dire aussi que ce dernier
mode d'observation équivaut i la mesure de la connexion locale dans
un systéme S(1/5), de vitesse ¢/Z, si la transformation de Lorentz
n’interdisait pas de considérer des systémes de référence en mouvement
plus rapide que la lumiére.

5. les systémes de référence de vitesse supérieure 8 c. Pourtant,
la considération de tels systémes a un sens physique parfaitement défini,
car elle équivaut & des opérations physiques, matériellement réalisables
dans §.

Insistons un peu plus sur ce point — bien qu’il ne cache aucun mys-
tére — parce qu’il semble heurter 1'idée que I’on se fait habituellement
de la Théorie de la Relativité restreinte,

Soit deux points @, et x,, appartenant & un méme systéme de réfé-
rence matériel (disons: la Terre). Dans ce systéme existe un temps
propre (les horloges de tous les points pouvant étre synchronisées au
moyen de signaux lumineux). Or, rien n’emp3che I'observateur (rz,) de
transmettre rétrospectivement, par une voie quelconque (disons : la poste
ordinaire), les observations qu’il a faites en a,, en fonction du temps
propre du systtme, a Iobservateur () qui pourra & loisir, les confron-
ter avec les siennes — faites en fonction du méme temps propre.

Le coefficient de corrélation : '

r (‘ri'_xl H t:—'tl)

pourra étre calculé pour foutes les valeurs de k=az,—z, , ot de =1,—1,,
alors méme que k/t>c, alors méme que k/t=oo.

Et s'il est vrai qu'en ce cas, les corrélations ne traduisent plus un
lien de causalité, il n’en est pas moins sir qu’elles existent — comme il
existe, de par le synchronisme des mouvements, des corrélations entre
les vitesses verticales des ondes d'une houle établie, méme i des dis-
tances considérables.

Or, la méthode expérimentale qui vient d’étre décrite revient, formel-
lement, 4 se placer dans un systétme de référence de vitesse >1.
Le résultat des expériences doit pouvoir s’exprimer dans un tel systéme.
Et pourtant, pour (#>1, la transformation de Lorentz donne un coef-
ficient de corrélation incokérent, parce que supérieur i l'unité — le
cosinus devenant un cosinus hyperbolique et 1'exponentielle négative,
une exponentielle positive. Il y a donc lieu de rechercher un prolonge-
ment de la transformation de Lorentz (pour 5>>1), qui donne un coef-
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ficient de corrélation théorique cokérent, susceptible de représenter le
coefficient de corrélation expérimental, pour des observations faites dans

. ®—a
le systtme S, au cas ou: ———* >e¢.
t,—,

6. la transformation de Lorentz étendue. Effectuons un change-
ment d’axes quelconque :
x=a,x'+a,t
t=a,a'+a,t'.
Pour que ces axes puissent constituer un systéme de référence physi-

quement admissible, doivent &tre satisfaits les deux principes de base
de la Relativité restreinte, & savoir:

a) le principe de l'invariance de la vitesse de la lumiére.

b) le principe de Relativité, selon lequel il est impossible de distin-
guer celui des systémes S ou S' qui est en mouvement et quel est
celui qui est au repos.

Le premier principe entraine :

wr'l_ c! tlsz.& (mi_ c! t?] 3

% 6tant un constante.
Cela réduit les changements de coordonnées admissibles a la forme:

w=i(w'+.f=ct‘); t= i(t”rﬁw'),
o o C

« et [0, étant deux paramétres arbitraires.
Le second principe s’applique, classiquement, de la maniére suivante :
Résolvons les formules de transformation par rapport & z' et ¢/, soit:

= = xr— o ‘:--—a—- —-_@_
w_l—(:‘( Bet); ¢ l-ﬁ*(t c:.c).

Cette transformation inverse doit étre la méme que celle que l'on
obtient en changeant % en —(. Il faut donc que:

bl
d’oli : 1—51— a’
a=il/1—f§,.

On trouve la transformation de Lorentz en choisissant la détérmination
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positive du radical. Cette transformation entraine: 8«1, et toutes les
conséquences qu'on a tirées de la.

Avec le point de vue aléatoire, le principe de Relativité peut s’en-
tendre d’une maniére moins stricte. Comme l'expérience n’atteint que
des corrélations, il suffit que la transformation inverse donne le méme
coefficient de corrélation que le changement de {3 en—[3, ou encore
donne le méme :

cos (or—pk) .

Or, pour cela, il suffit que la transformation inverse reproduise aw
signe pres Vargument (ws—pk) que donne le changement de fen—f.
11 suffit cette fois que:

ce qui donne:

d’ott:
1 14 fet): o) 1 Iy Glea
(<) m—ﬁ@? +fet); ¢ E-——‘/I-itﬁ—_}(ﬂ—l*-v/ )-

Telle est la transformation de Lorentz «étendue.

Remarque. La transformation :
2=—x'; t=—1;
est en somme considérée ici comme non distincte de la transformation

identique. Elle laisse en effet le coefficient de corrélation formelle-
ment identique a lui-méme, et c’est tout ce qui importe.

7. Propriétés de la transformation de Lorentz étendue. Convenons
de considérer la transformation :
c=ta'; t=tt (e=%1),
comme la transformation identique. Alors, les tranformations (£) for-
ment un groupe.

@) L’inverse d'une transformation s’obtient en remplacant Z par—f.

b) Le produit de deux transformation s'obtient en composant les
vitesse [ et [ selon la régle:
G g fal
543

1+66

la méme que dans la transformation de Lorentz. Mas 'on peut obtenir

s

o=

PORT. PHYSIC. 2 11
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maintenant des vitesses supérieures 4 1; il demeure cependant que 1,
composé avee n'importe quelle vitesse, donne toujours 1.

Le groupe (£) est caractérisé non plus par I'invariance de: (¢**— %),
mais par celle de |¢*t"—a|. C’est un groupe abélien dont le groupe
de Lorentz (£) est un sous-groupe, mais les transformations de I'en-
semble (£,) qui correspond & *>1, ne forment pas un sous-groupe.

En effet:

B+B
14-E¢'
16+1/8 _ B+6
L+1/26" 1+ ff

a) sifiet f'<<l, ['=-""—-<1;[(<£) est un sous-groupe].

< 13

b) sil/fet1/>1, =

[le produit de deux transformations de (£,) appartient a (£)].

1 n_PBH1E _ 1+0f
l

c) 8 ﬁ<1et .>1,8"= 1166 B+p >1;
[le produit d’une transformation de (£) par une transformation de (-£)
donne une transformation de (£,)]

On peut établir l'isomorphisme suivant entre le groupe de Lorentz
étendu et le groupe multiplicatif des nombres réels des deux signes
(e=nombre réel):

(®)(E)Zad
” 2
E)=(-p2=
a
Dans cet isomorphisme :
a) (£) correspond an sous-groupe des nombres positifs.
b) (£, correspond & I'ensemble des nombres négatifs.
¢) (=1 (vitesse de la lumiére) est ’homologue du nombre zéro, car:

B)(1)=(1) et @. 0=0

d) £=0 (transformation identique) est 'homologue du nombre un,
car .

®)©=(@ et a. 1=a.
¢) changer (3 en 1/3 revient & changer le signe d’un nombre :
—1/6 correspond a: a—(—a)

La considération de vitesses ultralumineuses apparait done comme
une conception du méme ordre que celle des nombres négatifs,
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Mais 'on peut présenter d’une maniére encore plus saisissante le
sens de l'extension de la transformation de Lorentz.

On sait que le groupe de Lorentz est isomorphe au groupe des
rotations dans l'espace-temps. Son extension consiste a adjoindre les
symétries aux rotations. Le groupe étendu (£) est isomorphe an groupe,
formé par les rotations et les symétries. Comme lui, il est constitue
par deux familles continues distinctes, dont I'une seulement est un
sous-groupe. En somme, nous n’avons fait que douer I'espace-temps
d’une orientation. La transformation qui consiste & changer  en 1/8
change une figure en nne figure égale, mais d’orientation inverse.

Cette transformation est définie par les équations :

[ z(1/g)=¢ct()
t (1) =efex ().

Elle permute le temps et 1'espace ; son jacobien est:

e T
e 0 |

Nous verrons plus loin que c’est dans 'orientation de l'espace-temps
que réside I'explication profonde de la dualité onde/corpuscule, comme
aussi de la dualité électricité/magnétisme ; et si nous osons risquer une
hypothése aventurée, on peut peut-étre y voir une représentation des
domaines extra et intra-nucléaires.

8. La dualité onde/corpuscule. Nous désignerons par T(3) les trans-
formations des caractéristiques du paquet d’ondes résultant de la trans-
formation de Lorentz étendue, soit : '

po(8) = =Bl 2

t/|1—'°[
it t""n—@'"”n
mu(r)_ V’Il ,g

2B) ( PO) = o (P—2E/c Q+EYc B)

|1 ”1

Q(p) = [—EeP+(1+4F°) Q—Blc k]

(’I

If(ﬁ)l 5 (CEP—26pQER).
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Occupons nous d’abord de 'aspect moyen du paquet d’ondes, autre .
ment dit de son onde de phase. Les deux premiéres formules de T(f)
nous suffiront pour cela; nous compléterons ensuite les résultats en
faisant intervenir la structure du paquet d’ondes.

Désignons par:

la vitesse moyenne de propagation des ondes qui composent le paquet
(ou vitesse de 'onde de phase). Cette vitesse peut &tre absoltment
quelconque et méme supérieure a ¢, sans que le coefficient de corré-
lation »(t, k) cesse d’étre cohérent.

Les deux premiéres formules de T(f) s’écrivent alors :

1—fy

6 = £ H_—'_._.__.___.‘—
PO([) !‘L b"l_ﬁil
1—Bly

N, (9) = ¢ g —Tere—
)= oL

a) Cas des ondes lumineuses. Faisons d’abord :
=ity

c’est & dire supposons que l'onde de phase soit une onde lumineuse
(nous verrons plus tard que le paquet se réduit alors nécessairement
a une seule onde).

On retrouve en ce cas, les formules de Doppler :

2 (B) = %\/ i;g }
 /T1=B
o, (@) = “"o\/ 1+6 ’

La vitesse de propagation de 'onde de phase:

ne dépend pas du systéme de référence; cela veut dire qu'une onde
lumineuse apparait toujours comme une onde lumineuse, dans tous les
systémes de référence; ce n’est évidemment pas autre chose qu’une
conséquence dn principe posé de l'invariance de la vitesse de la lumiére.



LES SCHEMAS ALEATOIRES DEVANT LA RELATIVITE RESTREINTE 161

b Cas d’ondes de vitesse différente de c. Envisageons, en général,
le cas d’'un paquet d’ondes, composé par des ondes élémentaires dont
la vitesse moyenne de propagation y est différente de 1.

On voit alors que:

1°) Dans le systéme S (), tel que:
ﬁ= 1!"'7 ’

le paquet aparait en moyenne — c’est & dire au point de vue de 1’onde
de phase — comme un corps solide en vibration (longueur d’onde infinie:

m(1/7)=0).

2°) Et, dans le systéme S (), tel que f=y, il apparait comme une
onde stationnaire (fréquence nulle : o, (7)=0).
Les lois de transformation de o, pour 'un des systémes, de g, pour

I'autre, sont:
1
I muu/y)=mo\/ 15

# (7)=mV[1—7]

La premiére est la formule selon laquelle se transforme la fréquence,
d’aprés L. de Broglie. La seconde est, en quelque sorte la «dunale»
de la premiére.

Il existe done deux systémes de référence privilégiés S(y) et S(1/7)
dans lesquels un paquet d'ondes, de vitesse de phase 7y, revét en
moyenne :

E-lo ———
00 PR
: [1—7|

1?) laspect d'un «oscillateur», c’est a dire d’un solide animé d’une
vibration d’ensemble.

2°) Taspect d’une «onde stationnaire», c’est i dire d’'un phénoméne
périodique dans l'espace et permanent.

9. la formule de Llouis de Broglie. Entre la pulsation w,(1/y) du
corpuscule et le p,(7) de Ponde stationnaire, on a la relation :

o (1fy) o, 1
B e
@) 7
Il y a une sorte de «dédoublement» de la formule :"Eg
0
lamineuses. Pour trouver la vitesse de la lumiére, il faut prendre la

fréquence du corpuscule et la longueur d’onde de I’onde associde.

= ¢ des ondes
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La longueur d’onde associée est:
o s g ©
m(@) %W’

v, (1/7) étant la fréquence du corpuscule. Admettons maintenant que /a
loi de Planck s'applique & Uoscillateur du systéme S(1/7). On a, m(1/7)
désignant la masse propre (ou masse au repos) de ce corpuscule:

m (1)y) c*=hy,(1/7).

Et il vient pour la longueur d’onde associée :

h
% (7) = :
0 m(1/7)e

Cela c'est la longueur d’onde de I'onde stationnaire du systdme S (7).
Dans le systéme S cette onde apparait comme une onde progressive
(de vitesse 7) de longueur d’onde.

3 () =2 () V[I—7"]

(inverse de la formule de transformation des p).
D’autre part:

A7) =

m (1/7) ym (1/7)
) L o ) O k2 L
O = =i~ iy
D’ot enfin:
R h h

T w@er w0 p0O)
— p(0) désignant la quantité de mouvement du corpuscule dans le sys-

teme S(0) de l'observateur. — C'est précisément la formule de L. de
Broglie.

% (0)

Remarque. La loi de Planck, écrite pour le corpuscule, dans le sys-
téme S (1/7), qui accompagne le corpuscule :

m(1/y) ¢=hv,(1/7),
se transforme dans le systéme S(0) de I'observateur, en:
m(0)*=hv,(0).

Elle est done invariante par rapport a un changement du systéme de
référence, puisque S (0) est, par rapport au systéme S(1/7) du corpus-
cule, un systéme de référence quelconque.
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10. Infra et ulira corpuscule; Ullra et infraonde. Il est remarquable
que tout ce que nous venons de dire est vrai aussi bien pour 7*<1 que
pour 7*>1. Et il n'y a aucune raison — une fois étendue la transfor
mation de Lorentz — de rompre la symétrie entre ces deux cas.

Nous pouvons dire:

a) qu'un paquet d’ondes ultralumineuses (y*>1) équivaut & :

un nfracorpuscule de vitesse 1/7<1.
{une ultraonde (ou onde de L. de Broglie), de vitesse y>1.

Cella suffit & rendre compte de I'onde associée au corpuscule, au sens
de L. de Broglie.

b) qu'un paquet d’ondes infralumineuses (y*< 1) équivaut &:

{un ultracorpuscule de vitesse 1/7>1.
une infraonde de vitesse y<<1.

Et ceci constitue une hypothese nouvelle: Dans la mesure ot il existe
des corpuscules (dits «réels») de vitesse 1/7<1, il existe des ondes de
L. de Broglie, de vitesse 7>1.

1l est tentant d’avancer que, réciproquement, et pour une raison identi-
que, dans la mesure ou il existe des ondes (dites «réelles») de vitesse y>1,
il existe anssi des ul/tracorpuscules de vitesse 1/y>1. Or, nous connais-
sons des ondes physiques infralumineuses; ce sont entre autres: les
ondes lumineuses dans les milienx réfringents, les ondes hertziennes
dans une milieu ionisé.

Nous ne voyons donc aucune raison d’admettre d’une part «l’exis-
tence» des ondes de L. de Broglie et de nier d’autre part celle des
ultracorpuscules.

11. Définition plus précise des corpuscules et des ondes. Nous
n’avons pas, jusqu'a présent, fait intervenir les caractéristiques 7, Q, R
du paquet. Si on les prend en considération, on voit qu'en général,
le corpuscule (1/7) n'est pas tout & fait un corps solide en vibration,
ni I'onde (7) tout & fait une onde stationnaire parfaite.

Cherchons les conditions pour que le corpuscule et l'onde soient
«parfaits», malgré la dispersion du paquet d’ondes. Il faut, pour le
corpuscule que = ne dépende pas de k" et pour I'onde, que » ne dépende
pas de ='. Et cela donne:

[1°) P(1/y)=0 Q(1/y)=0
2) RBH=0 Q=0
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Or, les racines de I'équation :

Q(ﬁ)=0 )

sont déja bien inverses I'une de l'autre; ce sont:

1/7{ __ Rje4-Pe+V(Rjc—Pcy +4(PR— Q)
i I 24 '

Ensuite, PR— ()’ étant un invariant, si Q(B)=0 et que, soit P (f)
soit R () est nul, il faut que:

PR—@Q=0.

Et cela veut dire que le coefficient de corrélation entre Q et M est égal
a +1, donc que Q est une fonction certaine de M: Q=f(M), en
d’autres termes: que la dispersion optique du paquet est certaine (indice
de réfraction fonction de la fréquence).

1/y et 7 sont alors égaux a:

..1. Ret \/E
¢ e R’

Et I'on constate que R(1/7) et P (y) sont nuls aussi.
Finalement, les coefficients de corrélation dans les systémes (1/7)
et () se réduisent A :

{ r(1/y)=cos [0, (1/y)*']
r(y)=cos [p,(7) k"]

On obtient done bien un oscillateur et une onde stationnaire parfaits,
malgré que la fréquence des ondes constituant le paquet reste aléatoire.
Evidemment, ce n’est qu'a cet oscillateur parfait qu'on peut appliquer
en toute rigueur la loi de Planck, comme nous I'avons fait pour établir
la formule de L. de Broglie.

On notera que la condition d’avoir un oscillateur et une onde parfaits,
fixe la vitesse moyenne 7, de propagation des composantes du paquet
en fonction de ses caractéristiques P, Q, . En d’autres termes, parml
tous les paquets d’ondes ayant une structure déterminée (P, Q, R) et
toutes les vitesses (3 possibles, se manifestent seulement ceux de vites-
ses 7 et 1/y, parce que ce sont les seuls qui contiennent des étres dous
d'individualité permanente. Les autres sont rapidement éclipsés devant
eux, vu l'amortissement de leur coefficient de corrélation.

Lorsque: R/c=Pc, le paquet se réduit & une onde lumineuse.
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12. Corpuscules imparfails. Les corpuscules parfaits sont doués
d'une individualité permanente : leur coefficient de corrélation ne s’amor-
tit pas. Ils sont donc propes & représenter les constituants stables des '
édifices atomiques. Mais la Physique connait des corpuscules imparfaits
dont individualité n’est qu'éphémére. Pour en rendre compte, il faut

cesser de supposer que:
A=PR—-Q'=0.

Lorsque A0, nous pouvons encore déterminer une vitesse de phase y
du paquet, qui réalise & la fois le meillenr corpuscule et la medleure
onde. Kt parmi tous les paquets définis par des caractéristiques P, Q, R
données, ce sont seulement ceux constitués par des ondes de vitesse
moyenne 7 (ou 1/7) que revétent I’aspect d’un corpuscule ou d’une onde,
en ce sens que les coefficients de corrélation des autres s’amortissant infi-
niment plus vite, ils ne se manifestent pratiquement pas en présence des
premiers,
Nous allons faire I'étude de:

_ PE), QE), BE),
en fonction de 5.

Nous remarquerons que :

P@E)=1/¢*R(1/8),
ce qui nous dispensera d’étudier P ().
Etudions R (). .
La courbe représentative admet les asymptotes :

Pl
R=P¢
La dérivée est:

R (8) = t(lf‘;gy[%‘ - (—f— + Pc) B+ Q],

avec le signe:
— pour (<1
+ pour $*>1.

Elle s’annule pour deux valeurs inverses l'une de l'autre: 1/7 et 7,
qui ne sont autres d’ailleurs que les racines de:

Q(E)=0.

Elles correspondent & des minima de R (8).
11 est intéressant de classer ces minima. On trouve :

R(y)—R(1)y)=P¢—R.
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Il y a donc deux cas de figure selon que PcZ Rfe
représentée en pointillés sur la figure 1).

R

ORI ___________

(la variante est

bl ot 1k

= 0 f: L

7 /{ E/
Fig. 1

P () suit évidlemment une allure toute semblable.
pour les mémes vitesses 7 et 1/y.
Ces minima se classent ainsi:

R
PG)— P == (P=3)-
Notons aussi les relations :
E()R(1[7)=cA
R P@)=A.
Quant & Q(B), le numérateur de sa dérivée est:

F[(Pe-t-RJe) B~ 4Q6+(Pe+-Re)];

il n’est done jamais nul.

oun

Il a deux minima

Q(B) peut prendre toutes les valeurs positives et négatives.
Ecrivons le coefficient de corrélation dans le systtme S(1/y), pour

un paquet constitué d’ondes de vitesse moyenne 7 :

r (7, k') =cos w,

= ?il' ¥ exp[— 1/2(P (1) K"+ R (1)) 7).
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Ainsi, il ne représente plus tout & fait un solide, puisque r, dépend
de k', ni un oscillateur parfait, puisque la vibration est amortie
(terme en +” de Pexponentielle). Les grandeurs ¢* P (1/y) et R(1/7)
qui mesurent l'imperfection du corpuscule s’expriment d’ailleurs au
moyen des invariants | Pe—RJc| et (PR— @) du paquet d’ondes.

Ce sont :

-71)— [V(PE=Ry+4¢(PR— Q)+ P—R].

Ils sont done des invariants du paquet d’ondes.

La grandeur 9=1/R(1/y) peut étre considérée comme un mesure de
la durée de vie du corpuscule, tandis que [=1/P(1/y) mesure ses

dimensions spatiales.

13. Constantes physiques d'un paquet d’ondes. Les cinq grandeurs:
0y By Py Q, B,
qui caractérisent le paquet d’ondes se réduisent a 4 indépendantes :
7, P, Q, B,

“puisque l'on a vu que la vitesse 7 de l'onde de phase s’exprimait au
moyen de P, @, R, par une équation du 2" degré ayant d’ailleurs
des racines inverses.

Le groupe de transformation T(B) admet trois invariants :

| po— w5l = ¢ p| 1 — 7]
| Bje — Pe|

(PR— @).

On peut done dire que, parmi les quatre paramétres statistiques
indépendants qui définissent le paquet d'ondes, il y en a trois (les
invariants) qui représentent infrinséquement l’étre physique et un qua-
tribme (la vitesse de phase y ou 1/7 du paquet), qui repére sa position
par rapport au systéme de référence particulier qui a été choisi.

Nous voyons ainsi se préciser le sens physique qu'il convient de
donner & notre théorie.

Soit un étre physique caractérisé par ses trois invariants, il est mathé-
matiquement représenté par un paquet d’ondes. Et celui-ci peut revé-
tir deux sortes d’aspect, selon que I'on se place dans des systémes de

référence, tels que I’onde de phase ait des vitesses de propagation = 1.

a) 8¢ y>1, il apparait & la fois, comme un nfracorpuscule de
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vitesse 1/7<<1, et comme une ultraonde de vitesse y>1. (conception
de I'onde associée au corpuscule, au sens de L. de Broglie).

b) 8¢ y<1, il apparait au contraire, & la fois, comme un w/tracor-
puscule de vitesse 1/y>1, et comme une infraonde (conception duale
de celle de L. de Broglie et apparemment non confirmée jusqu’a pré-
sent par 1'expérience).

Si y=1, les deux aspects se rejoignent sur la ligne de démarcation
créée par la vitesse de la lumiodre.
On a alors :

2Q=Pc+Rfc,

ce qui exprime que Q(1)=0.
Mais cela s’éerit aussi:

4('—PR)=(Pc—R|c)’,

et comme le premier membre est négatif ou nul, et le second, positif
ou nul, il faut a la fois:

&—PR=0
{ Pc—R[c=0.

Ainsi pour y=1, les #rois invariants sont nuls.

Le corpuscule apparait done alors comme ayant une individualité
permanente (R(1/7)=0, 0=co) et par contre une extension spatiale
infinie (P (1/7)=0, l=c). Clest, pourrait on dire un «courant» de
corpuscules certains (photons); il ne saurait y avoir de meilleure image
du «rayon lumineuwxy.

Remarque: Etant donné un étre physique représenté par un paquet
d’ondes et défini par ses trois invariants fondamentaux, la dispersion
du paquet change selon le systtme de référence. Voyons de quelle
maniére.

D’abord, quel que soit f&:

)  |R®-PE)|-I.
De plus, le produit P () R (f) est minimum et égal & A, pour f=y
ou 1/y (ses deux facteurs étant minima en méme temps). D’ou:

PBRE)XA.

C’est 1a une «sorte» de relation d’incertitude. Elle différe cepen-
dant de nature avec la forme classique de telles relations car, & cause
de (1), P(f) et R(B) doivent varier dans le méme sens. On peut dire
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en somme qu'ici la relation d'incertitude se renforce en se dédoublant:
la dispersion des fréquences et la dispersion des longueurs d’onde ont
séparément une borne inférieure.

II. LA PROBABILITE DE PRESENCE DANS L'ESPACE-TEMPS

1. Distribution statistique d'événements. Nous allons traiter & présent
d’un autre schéma, qu'inspire également le point de vue aléatoire et
nous constaterons i travers un langage différent, son analogie formelle
avec celui de l'onde aléatoire. Il nous apprendra en outre des choses
nouvelles.

La Théorie de la Relativité restreinte et le Calcul des Probabilités
emploient tous deux le terme «événement», mais tandis que celui-ci
I'envisage en dehors de tout cadre spatio-temporel, celle-la fait reposer
préeisément ce cadre sur les notions de coincidence de deux événements
et de distance de deux événements.

Sous une forme ramassée, on peut dire que:

3

«Un point de Uespace-temps représente une classe d’événements coincidents»
et que:
«L’espace-temps est Uespace abstrait des classes d’événements coincidentsy.

En somme, la conception de l'espace temps revient a représenter un
événement par un point de cet espace, en fondant dans une méme «con-
gruence» tous les événements qui se produisent en ce point (c¢’est & dire :
au méme lieu et au méme instant). Un ensemble d’événements est alors
un domaine de l'espace-temps, et attacher a chacun de ces événements
une probabilité revient i considérer une densité de probabilité dans 'es-
pace-temps.

On est ainsi conduit bien naturellement, a satisfaire un des desidérata
des Nouvelles Mécaniques : introduire une statistique sur la coordonnée
temps comme sur les coordonnées d’espace.

2. Sens physique d'une densité de probabilité dans |'espace-temps-
Soit un systéme de référence S(0), que signifie physiquement un point-
-6vénement de coordonnées (X, 7")? Il lui correspond dans l'espace
géométrique (coordonnée X) un point animé de la vitesse X/7". On a
en effet, en vertu des formules de Lorentz.

X (X/T)=0,
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ce qui veut dire que les points (X, 7") du systéme de référence S(0),
tels que X/7'=c", ont pour transformés des points Zmmobiles dans le sys-
teme de référence S(Y/7"). Ces points (X, 7') ont done bien, dans le
systeme S(0), la vitesse X/7.

On notera que les vitesses ainsi définies se composent selon la loi
relativiste.

Soit maintenant une densité de probabilité dans I'espace-temps, repéré
par un systéme de référence S(0). Il Iui correspond dans l'espace
géométrique de ce systéme (coordonnée X) des points qui parcourent
Paxe des @ avec des vitesses dispersées autour d’une valeur probable

X : in L :
(?) Cette densité de probabilité se manifeste done, aux yeux de

I'observateur de S(0) comme un «train de particules ponctuelles» sui-
vant la méme trajectoire ('axe des ), avec des vitesses distribudes
selon une certaine loi de probabilité. N’est ce pas 1a précisément une
image de ce que l'on voit dans la chambre de Wilson, lorsque les phy-
siciens expérimentaux déclarent qu’elle est traversée par un «corpuscule»?

3. le paquet d'événements. Considérons donc un point aléatoire
(X, T") dans 'espace-temps, c’est & dire une certaine distribution de
probabilité de présence, définie par une loi conjuguée : (x, 7).

Comme pour l'onde aléatoire, linéarisons le probléme en supposant
les nombres aléatoires : X, T" faiblement dispersés. Nous savons que,
dans ces conditions, les nombres purement aléatoires :

X=X-X ot T'=T-T

sont distribués selon la loi de Gauss-Bravais.

De méme que nous avions appelé: «paquet d’ondes», le cas corres-
pondant pour l'onde aléatoire, nous appellerons maintenant: «paquet
d’événements» cette distribution de probabilité dons I’espace-temps, con-
centrée autour d'un point probable. Nous nous proposons d’étudier
Uétre physique représenté par un paquet d’événements.

Une remarque s’impose ici: les corrélations entre eux des événements
qui constituent le paquet et qui sont le lien indispensable pour faire
d’un simple «ensemble» de points aléatoires un cespace», paraissent étre
laissées de coté. En fait, elles sont déja implicitement contenues dans
la métrique qui a été adoptée pour l'espace-temps. Le coefficient de
corrélation entre deux points-événements doit étre considéré comme
étant une fonction :

f )
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du carré de la distance, telle que f(0)=1 et satisfaisant d’autre part
aux conditions de cohérence. C’est en posant linvariance de ce coeffi-
cient de corrélation, c’est & dire celle de s*, que nous avons été conduits
4 adopter comme groupe de transformations de l'espace-temps, le groupe
de Lorentz étendu :

X(E)+BeTE@), , T(B)+Ele X(B)
X(0)= = T(O
O == Vi O == vial
Appliquons aux coordonnées aléatoires (X, 7)), la transformation de

Lorentz étendue. Un simple caleul algébrique donne immédiatement
la loi de transformation des caractéristiques statistiques de la distribution:

o (6= (6) = N, o)

£ ® =T = = (—pjea)

1
E@)=X"(F) = |1_ﬁf1(zf-2rsc.f«'+ 5 6)

FE=X'ET1T0) = [—B/cE+(1+f) F—feG]

|1 r’I

66)=TE) = [ (16 E—26/eF'+ )

11— ﬁ’

Ces transformations forment un groupe, caractérisé: d’une part; par
invariance de |a(f)—c*(B)|; d’autre part, par celle de la probabilité
de présence :
| da dt |
2=V A

0 [# 7}& (Ga—2F ot +Et’)] . A=EG—P".

L’analogie formelle de ces formules de transformation avec celles qui
transforment les caractéristiques statistiques du paquet d’ondes, nous
permet de répéter —en modifiant seulement le langage —la théorie
que nous venons de développer & leur sujet.

Cette analogie existe méme en dehors de la linéarisation «en paquet»
que nous n’avons adoptée que pour rendre nos idées plus faciles a
exposer.

4. Autre forme de la dualité onde-corpuscule. Occupons nous
d’abord de ’aspect moyen du paquet d’événements ayant la vitesse
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probable :

E)_ﬂ
i g

{en négligeant les parties purement aléatoires X' et 7" devant les valeurs
probables z, et 7). Dans le systéme S(0), ils apparaissent comme un
courant de particules ponctuelles se déplacant le long de 'axe des @

avec la vitesse y= .r“_(O)_ 3
ct, (0)
a) Dans le systéme de référence S(y), on a, de par les formules de

Lorentz :

@, (7)= 0.
Cela veut dire que le courant est immobile dans le systéme S(7) ou
encore constitue un corps solide ou «corpuscule» qui, dans le systéme S(0)
est animé de la vitesse 7.

b) Dans le systéme de référence S(1/7), on a:

t (1/7):0 ;
L’étre physique y apparait donec comme un ensemble d’événements
simultanés ou onde stationnaire; dans le systéme S (0) 'aspect corres-
pondant est celui d’une onde progressive de vitesse 1/y.
Ainsi, un paquet d’évéments est & la fois un corpuscule (ou plutot un
courant de corpuscules) de vitesse y et une onde de vitesse 1/7.

5. Considération des moments du second ordre. Tant qu'on se
borne aux valeurs probables, on ne fait pas jouer le point de vue
statistique. Celui-ei ne s’introduit qu’avec les moments du second
ordre; il va apporter une précision plus grande a nos idées.

Les systémes de référence S(y) et S(1/7) sont aussi ceux qui jouis-
sent des propriétés suivantes :

a) F nul.
b) E et G minima.

On n’aura plus en général de corpuscule et d’onde parfaits. Mais
parmi tous les paquets d’événements ayant les mémes caractéristi-
ques P, Q, R et ne différant que par la vitesse probable, il y en a deux
qui revétent le mieux possible respectivement I’aspect onde et I'aspect
corpuscule. Ces aspects éclipsent les autres dans lear manifestation
expérimentale. Un cas limite est & examiner spécialement: ¢’est celui ol :

7=1fy=1.
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Il s’agit alors du photon et de l'onde lumimeuse. Les trois inva-
riants fondamentaux :

|8 —at], [OT"=37| et VXFTIP_ZATW
étant nuls, on a néeessairement :
X= ¢l

c’est & dire que chaque événement individuel consiste en la présence
d’un photon.
Si y#1, largument de la loi de Gauss est, dans le systtme S(y)

— par exemple —:
2 t*
__1/9[ = +m].
E@) GO

Le corpuscule imparfait n’est done pas tout & fait ponctuel et sa dis-
tribution n'est pas tout i fait permanente. On peut dire encore que
sa position et son temps propre' sont quelque peu incertains. Ces
incertitudes sont de l'espéce «renforcéer, c’est i dire qu'elles portent
séparément sur la position et le temps. *

Nous verrons, au contraire, que les incertitudes sur la position et la
vitesse sont bien de l'espece d’Heisenbery.

6. Raccord des schémas de I'onde aléatoire et de la probabilité
de présence. Si nous posons le principe que des grandeurs qui se
transforment de la méme maniére, représentent les mémes étres physiques,
nous sommes conduits & écrire :

d’une part:
T, _ b e .l 2
Wy Py e wy/e?
d’autre part:
St B LB
Pe Rle Q Rfe Pe @Q°

et & identifier — A un facteur prés-—les trois invariants :

|t — |, |G—E]|, VEG—F,

' Cette question est visiblement la méme que celle du temps propre & attribuer
a ce qu'on appelle classiquement: «un systme de corpuscules». Le point de vue
aléatoire la résoud en adoptant le temps 4, du centre de gravité et une incertitude
sur la coordonnée «tempsn.

? Commo celles de Landau et Peierls.

POTR. TUYSIC. 9 12
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aux-trois autres invariants :
| — oy, |Pec— Rje], VPR— Q.

On aura ainsi attaché un paquet d’ondes & un paquet d’événements
et inversement. L’un et 'autre représentent le méme etre physique, qui
est caractérisé par ses trois invariants.

7. De la relation d'incertitude. Calculons la partie purement aléatoire
de la vitesse. On a: '

X(0) _ 2,(0) + X'(0)
T(0) 4, (0)+ 7'(0)’

et, en vertu de I'hypothése (ue les dispersions sont faibles :

V(0) =

V'(0)=- —[ X' (0) — 7¢ ' (0)1,
ts(0)
avec _ %)
40
Furmon.§ ie moment rectangle: X' (0)77(0). On a:

;W(T)ﬂ—t—m[ifﬂ(m 7c1*=(0)}—;5(b JoF).
O

(E—G)+V(E—GY+4(EG—T7)

E—yeF =

est un ‘nvariant que 'on peut désigner par:

E(y) ou X%(y), car F(y)=0.
D’antre part: :
S )= OV -

masse au repos, est aussi un imvariant.

PI.IIS B s - e - : 1 W v
v)-f (0 \/tl-—? !
l/
est egalement un rnvar :wat que nous dvswnerons par ::'—
am:

Mamteuant, & 4p1‘és l’lnég&llte de Schwarz

X1 () h
nOVT O V770) 5 m() Xﬂ(,f,'_’)’r__%_.g: ‘.
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La borne inférieure de l'incertitude est done un invariant, indépendant
du systéme de référence S(0)— qui est un systéme de référence quel-
conque — et caractéristique de I’étre physique envisagé.

Remarques. 1. Pour y=:1, le quotient m se présente sous la

i3 3
forme indéterminée O/0; on ne trouve donc pas, méme dans le cas dU
photon une incertitude nulle.

2. Dans le systtme S(y) du corpuscule, si 'on adopte le temps #,(7)
qui est, dans ce systéme, le temps de I'événement probable du paquet
d’événements (le temps propre du corpuscule, pourrait-on dire), on a:

F . }_Ltn)
m

formule dans laquelle on reconnait la loi du mouvement brownien.

Ainsi, «’évolution» du paquet d’événements suit une loi discontinue
(X non dérivable par rapport a t)). Il est curieux de remarquer que
I'on peut oependent traiter la méme probléme a l'aide d’un paquet
d’ondes, donc en utilisant la dérivation aléatoire. Ceci montre qu’il
n'est pas interdit au schéma aléatoire dérivable de permettre la
solution de problémes qui semblent ressortic d’un schéma non déri-
vable .

3, Une des grandes difficultés qui empéche le raccord des Nouvelles
Mécaniques avec la Relativité est I'impossibilité apparente d’introduire
un paramétre d’évolution jouant le role du temps. Il nous semble bien
que le point de vue aléatoire résoud cette difficulté puisqu'on peut
concevoir une évolution d’une distribution de probabilité dans I'espace-
-temps, en fonction du temps propre du point probable.

III. I.e cHAMP ELECTRO-MAGNETIQUE

1. Champ. électromagnétique. Nous traiterons maintenant d'un troi-
siéme schéma qui va éclairer le sens physique a donner aux deux pré-
cédents.

! Cette remarque vise des objections qui nous ont été faites autrefois sur la limi-
tation du pouvoir d’explication du schéma aléatoire dérivable. Nous avons, pour
notre part, toujours soutenu la thise de la nécessité de la dérivée pour faire de
P'Analyse ‘mathématique, et de l'efficacité de cette notion, convenablement généra-
lisée — (Voir «Mécanique Aléatoiren, 1¢™ Partie).
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Considérons un champ électromagnétique :
'56(0 ] B-z ] B:a)
(0, I, 1T,

normal & I'axe des x; et une densité de charge eléetrique g, les char-
ges étant animées d’une vitesse w, dirigée selon 1'axe des .

Le calcul montre que les équations de Maxwell, relatives & ce champ;

@—’+£;-3=4ﬁ?; 0=d—&—a—-%; 47:J‘__£{- a_}'&,
0y 0z 0z ol oy 0z
Lo, ol _o 1om_oB, 1B, o,
dy 9z e ot oz’ ¢ ot o
j_pw,  Lom__ 9B, 1B,_om,
c ¢ 9t ox ' LT ox

sont invariantes par rapport & la transformation de Lorentz étendue:
| z'
x' et y=y'; z=2'; t=————o(t'+p—

v/ll ( Bet); y=y H V1—F] +ﬁc ’

en adoptant les lois de transformation suivantes pour le champ électro-
magnétique :

Bz(ﬁ) = a_l" (Bi_g‘[}:-i); [Ie (ﬁ) = % U‘rfi"ﬁBa);

BH= 5 (Borem); 1,@) == (H—B);

o®=6-05  iO=1G-8;
PR | A
W=

Les vecteurs & et 6 forment dans le plan des g,z une figure géo-
métrique qui, abstraction faite de son orientation dans le plan, est défi-
nie par les invariants géométriques suivants:

&, £ et (Bx£),.

Les deux premiers sont les modules carrés des vecteurs ; le troisiéme,
la composante selon I'axe des z de leur produit vectoriel (dont les deux
autres composantes sont nulles).
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Ces grandeurs se transforment ainsi :

&) = 1 (62 (89, 164
(@)= () = T [~ P+ (L) (88, —p7;
() = ll_l 12609, 16747,

2. Associstion d'un champ électromagnélique 3 |'onde aléatoire.
On remarque immédiatement que ces grandeurs se transforment comme:

Pe, Q et R,

tandis que p et j se transforment comme , et p,c. Par conséquent,
on peut associer les caractéristiques du paquet d’ondes aux grandeurs
électromagnétiques en posant:

d’une part:

¢lons) _jlond).

pu Cc (ﬁo
et d’autre part:

(% ou &) (£ ou &) (Bx<H),
Rfe @ Pe g

On notera que les proportions précédentes sont bien homogénes en dimen-
sions (8 est exprimé en unités électrostatiques et 6, en unités électro-
magnétiques).

Les trois invariants de la transformation des grandeurs éléctro-

magnétiques :
=7, &—&, |8.8],

s'identifient respectivement aux trois invariants de la transformation des
caractéristiques du paquet d’ondes :

|p—w?|, |Rje—Pc|, VPR—@Q.

Dans les systémes de I'onde et du corpuscule (vitesse 7 et 1/y), on
a vu que:
t(@7)=0 et o,(1/7)=0.

Il en résulte que dans I'un de ces systdmes, ou p ou j est nul.

Remarque. Nous ne pouvons pas nous empScher de souligner com-
bien simplement le point de vue aléatoire permet d’incorporer (grice
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4 lapparition des caractéristiques P, Q, R, circonstance qui lui' est
propre) l'électromagnétisme dans la Relativité restreinte, alors que la
Relativité généralisée ne réussit que trés imparfaitement a en rendre
compte. Et pourtant, la Relativité restreinte étant basée sur I'invariance
des équations de Maxwell, on aurait di raisonnablement penser qu’elle
devait contenir en puissance I'électromagnétisme. '

3. Cherge électrique et moment magnélique. Choisissons, par
exemple, I'association :

Bl J

(ce que nous allons dire est vrai aussi bien pour l'autre association
possible).

Alons ¢(y) et j(1/y) sont nuls.

Le, corpuscule transporte une charge :

e(1fy)=¢(1fy)dx(1/y),

et 'onde est accompagnée par le courant élettmque

i(N=J @) dz (/)

A ce courant, correspond un moment magnétique, situé dans le plan
des (y,z), et ayant pour composantes :

{ o, (y)=—2j (7) dz (7)
M, ()= yj@)de().

Montrons que la charge électrique et le moment magnétique sont des
invariants.

On a d’abord :

9(0)=‘/]1 l?(/?)

J( ) Vll_yglJ (7)
Ensuite :
% |dz (0) dt (0) |=| dz (1/y) dt (1/y) |=| de (7) dt(7)] ,
dt (0) s 7 _di(0) 1
d’ot enfin : dt[l/?{) ‘/| 1= dt(7) ‘/I de= |

o (1/y)da (1/y)=¢(0) d (0)
J () dz (y)=7j (0)dz (0); -
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et comme y et z se transforment selon 'identité, ¢, 9%, et 3, ne dépen-

dent pas du systéme de référence. S(0). IR 2 23
Ainsi, & un paquet d’ondes aléatoire, de VltE“\‘%P de phase 7, sont
associés @ : : by pelinita %

une charge électrigne ol
e variants,
un moment magnétique

et I'on peut considérer que la charge électrique a(-cmup;w:m'un cofpus-
cule de vitesse 1/7 et que le moment magnétique accompagne une onde
de vitesse 7 (ou inversement). :

Il y a donc une espéce de «dédoublement» de la conception courante
qui consiste a attacher & un corpuscule & la fois une charge électrique
et un moment magnétique. Ces entités se rattachent en fait a l'étre
physique : paquet d’ondes, et l'une accompagne ]’:mpeet" f-.oljpusc_ule_.
Vautre, aspeet onde. -~ - .- - 4 S o

Lorsque y=1, l'invariant |¢*—;*| est nul, ce qui entraine que (1)
et j(1) sont nulh. Un paquet d’ondes lumineuses (ou un photon) n’a
done ni charge électrique ni moment magnétique. T T

‘4, Ondes électromagnéliques de Maxwell. Supposcna & abotd 113
paqllet formé d’ondes électromagnétiques de vitesse 1.
- Alors I'équation :

Q(E)=0,
admet la racine double 1, ce qui entraine a la fois :
R/c-—Pec=0
_ PR— @ =0.
On aussi d’autre part: 3
."'ﬁcﬁ_b‘f:(}: : o
puisque par hypothése : 2 =t.
Cela exprime : Sk fles

1.9 "que le corpuscule de vitesse é“ake ace (phntun) n'a p'w (le clml ge
étectrique ;

2.%) qu’il est ac compagné pal des champs t.lP('tI‘lql.lE' et magnétique
ortogonaux et égaux, car: -

T O oy I MO L SR T S (- A1, et Y O s R o 8

Ces conséquences sont de nature-i.denner confiance dans I’assimilation
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que nous avons faite des propriétés electromagnétiques aux caractéris-
tiques statistiques du paquet d’ondes.

5. Ondes de vitesse y+1. Soit maintenant un paquet d’ondes de
vitesse de phase y+1.

Sé y>1, nous pouvons appeler ces ondes: ondes de L. de Broglie,
et nous avons vu que le paquet représente: un (infra) corpuscule, de
vitesse 1/y<l, et une (ultra) onde, de vitesse y>1.

Si y<1, c’est un nouveau genre d’ondes, duales des précédentes,
dont le paquet se manifeste sous I'aspect :

d’un (ultra) corpuscule, de vitesse 1/7>1,
et d’une (infra) onde, de vitesse y<1.

Dans les systémes de référence liés aux corpuscules et aux ondes, on a:

Q(1)=Q@1/n=0.
11 en résulte que:
B b = 0,

c’est & dire que, dans ces systémes, les vecteurs & et & sont portés
par le méme support.

D'ailleurs, les supports relatifs au systdme (1/7) sont orthogonauz.
On le voit, en remarquant que le changement de {2 en 1/ produit,
dans les formules de transformation du champ électromagnétique,
Peffet suivant :

{ B,(1/f)= H(f) H,(1/8)=—B,(f)
B, (1/8)=—11,(7) 4,(1/5)= B,(¢),
de sorte que: '
B(E) . 8(1/8)=B, () B,(1/6)+ B, (€) By (1/8)=[2 (3) <5 ()}, »

soit zéro si f=y ou 1/y.
Les vitesses y et 1/7 des corpuscules et des ondes sont reliées an
champ électromagnétique par les formules :

b { ” 84 6 ﬂ(ﬁ!_ﬁ?)&+4 (Q' ‘6)5 !
Iy L 2 (8#),

Dans le cas de corpuscules et d’ondes parfaits, c’est a dire lorsque :

PR—Q'=0,
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on encore, lorsque la dispersion (optique) est certaine — cas des ondes
électromagnétiques dans un diélectrique — on a, de plus:

P(=0; R(1/)=0,
$())=0; @&(1/7)=0.

d’oli:

Alors, chaque corpuscule (ou onde) est accompagné par un champ
exclusivement électrique ou exclusivement magnétique, orthogonaux et
égaux en module. Il y a une sorte de dédoublement de 1'onde électro-
magnétique de Maxwell.

Il 'y a la une différence avec la propre théorie de Maxwell, selon
laquelle les vecteurs électrique et magnétique sont alors inégaux en
module et orthogonaux, et se propagent avee la méme vitesse.

La figure suivante résume nos conclusions :

(1) 6 (v) 3(3)
a8
O Dy Y —
@ (1) BS(1fy) @) B(17)
1. Ondes électromagnétiques 2. Cas général 3. Ondes electromagnétiques
dans le Vide dans un diélectrique

6. Associstion d'un champ eleclromegnélicue & une distribulion de
probabilité. Si nous rapprochons maintenant 1'association faite dans la
section II, de la probabilité de présénce au paquet d’ondes, de celle
que nous venons de faire du champ électromagnétique an paquet d’on-
des, nous obtenons l'identification suivante:

ct r et
¢ ou ==,

£ ]
3 g ad Fe E_a¢ Fe
d’autre part: —=—= ou
& B (H6E), & B (6x),

d’un part:

<8
l

Nous laissons au lecteur le soin d'exprimer en langage clair les con-
conséquences de cette nouvelle analogie.

7. Généralité des résullats précédents. Nous croyons n’avoir rien
enlevé d’essentiel & I'exposé de nos idées, en limitant dans les schémas
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aléatoires espace-temps a deux dimensions. Nous indiquerons pourtant
que si U'on voulait traiter le probléme sous une forme tensorielle géné-
rale, il faudrait :

1°) dans le schéma de T'onde aléatoire, partic d'un coefficient de
corrélation : -

i v(z, by, by key)=cos(Qx—M, e, — M, k,—M,1L,),

la loi de probabilité (o, p, , ¢y, p2,) étant-dans la lindarisation du paquet
——représentée par le tenseur symétrique formé avec les 16 moments
rectangles (10 différents) des Q et des M.

0

-2°) dans le schéma de la probabilité de présence, partir d’un loi de
distribution &

(=sy52,1),

qui se représenfe par un tenseur symétrigue & 16 composantes (10 diffé-
rents), formé tt{lrec les moments re(,tangles de X; ¥, 2,0 i
Chacun des tenseurs précédents représente en fmt le tenseur}fe plus
général de lesﬁace temps, puisqu’en faisant varier la loi de pro}mbthte
con.]uﬂ'uce, on peut lui donner n a{:pporte #ueh’e wi’em. 11 a la, droyons
nous, en puissince, une possibilité d’explication, en’ formes d’ondes ou
en’'termes de probabilité, de toutes les lois physiques, puisque celles-ci
s’expriment par des relations tensorielles. Un tenseur quelconque
pourra toujours, en effet, étre identifié avee une certaine onde aléatoire
(ou distribution de fréquences et de longueurs d’ondes dans un espace
& ondes). - : o iy '
. En second lieu, il serait évidemment intéressamt de reprendre ces
idées, en se dispensant de la lindéarisation qui nous a permis de ne faire
que des calculs élémentaires.

IV. LES ULTRACORPUSCULES ET LA LUMIERE

1. les ultracorpuscules et leur dynamique. Nous avons soutenu
que, au méme titre que L. de Broglie a associé¢ une (ultra) ondé & un
(infra) corpuscule, on devait aussi associer un (ultra) corpuscule &
«une (infra) onde. ' Or, les ondes lumineuses dans un milieu réfringent
sont justement des infraondes..~ On.doit -done pouvoir aussi bien traiter
de leurs propriétés en langage d’ultra corpuscules (disons méme d’ultra-
iphotons), @ condition .de préter a‘ceux-ci la dynamique qui leur ¢onvient,
Notré. avis. est. d’ailleurs que si.la théorie corpusculaire de la Lumitre
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n’a pas encore pu étre réconciliée avec sa théorie ondulatoire, c'est
parce qu'on a songé uniquement A des infracorpuscules, les vitesses
supérieures a ¢, étant considérées, a tort, comme prohibées par la
Théorie de la Relativité restreinte.

L’ultracorpuscule suit, bien entendu, une dynamique différente de la
relativiste classique (ot f<1). . Dans le groupe de Lorentz étendu, on
est conduit A baser ainsi la dynamiqne du corpuscule (infra ou ultra):

Masse: m(0) = m)

|1 ﬁ’
Quantité de mouvement: p(0) == m(p) cf
\ f (() ? ' v I 1 ﬁsl
Vinorpioe Oy —ta ) o
gz 5=

Ces formules qm, pour (*<1, rejoignent la dy mmlque relatmste,
‘créent d’assez sérieuses différences lorsque ('>1.

Pour f=co, la masse est nulle; la quantité de mouvement est éga:le

m (e0)c; et I'énergie est nulle. :

On remarquera que l'on a, en tous m {a relation suivante entre la

quantité de mouvement et I'énergie : :

)
),

P(O) -

2. Propagation recliligne de la lumlere On a tendance a croire que
la théorie corpusculaire de la Lumiére rend compte IpSO-fﬂ.GtD des faits
de 1'Optique Géométrique et n’éprome de difficultés qu’en face de
’Optique Ondulatoire. Or & notre avis, tel n’est pas le cas. Car si la
Lumiére est formée de petits projectiles susceptibles de choquer les
particules ¢lémentaires de la matiére, on explique bien la diffusion,
particuliérement l'incohérente (effet Compton), mais on devient incapa-
ble d’expliquer un aussi gros fait que la propagation recta{egne de la
Lumibre, sans diffusion appréciable, dans certains milieux matériels dits
transparents et homogénes (comme les verres d’optique). Il faudrait en
effet nous expliquer pourquoi la lumitre est capable de poursuivre
imperturbablement sa course. rectiligne; en.dépit des .chocs: qu’éprou-
vent les photons avee les constxtuants elementalres du_milieu non. vide
qu'elle traverse. Et aussi pourquoi les rayons lumineux se traversent
les uns les autres et reprennent leur course sans modification aprés étre
‘sortis de la.zone d’interférence. i

Eh bien! nous allons précisément constater, sur nos équatlons, qne
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le choc des photons (ou plutot des ultraphotons) sur des ultracorpus-
cules ne modifient ni leur trajectoire, ni leur fréquence.

Considérons un milieu matériel, formé d’ultracorpuscules, et ayant
lindice de rétraction: n. La lumiére, dans ce milien, ne consiste pas
en photons proprement dits (de vitesse c), mais en ultraphotons de
vitesse nc>c, qui sont associés aux ondes infraluminenses de vitesse
¢/n. La dynamique de ces ultraphotons est caractérisée, d’aprés ce que
nous avons dit, par la relation :

p=-—n.
¢

Examinons ce qui se passe quand, par un phénoméne tout i fait
analogue & l'effet Compton, un ultraphoton chogue un ultracorpuscule
de masse propre m,. &, et § étant ses énergies avant et aprds le choc;
0, I'angle de déviation du rayon lumineux, et » I'angle de la direction
de recul de I'ultracorpuscule choqué, écrivons les équations de conser-
vation. On obtient':

m, "
b=—1"__ 1 8
1] ‘/Ff—‘l i
né, né, 6
-—c-- =—-E-COSO+mUCCOS?[V‘pT—__—I-“1:|
__ng . % B .
_.-—c-smo-}-mncm ?[VET__I—IJ.

On en tre, par un caleul tout & fait paralléle au calcul classique :
(*=1) (8§ + &) +2 (L--n" cos® 0) & 8, =2m, ¢* [m, *—V/(§,—8 Y+ nic']
expression qui se laisse mettre sous la forme remarquable :
(0*—1) (8,—8,) +2n* (1— cos 0) & & =2m, * [m, ' —/(§,— &+ mic' ].

Cette égalité va nous conduire & des relations trés strictes. Le pre-
mier membre est, en effet: N0, et le second: £0. On doit done
avoir nécessairement :

8§,=¢, (pas de changement de fréquence);
cos0=1 (pas de déviation du rayon lumineux).

' On étudie le choc dans un systéme de référence dans lequel I'anticorpuscule a
la vitesse B=co avant le choe, c’est & dire aussi, dans lequel Vinfraonde est
stationnaire.
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Pour mémoire, nous noterons que l'anticorpuscule reste immobile.
Ainsi, la Lumiére est bien — comme l'expérience /a plus grossiére nous
I'a d’abord montré — capable de traverser sans perturbation certains
milieux.

Ce calcul nous explique aussi pourquoi des faisceaux lumineux se
traversent sans modification (puisqu’il s’agit toujours du choc nul de
deux ultracorpuscules). Cela ne préjuge rien de ce qui peut se passer
dans la zone d’interférence parce que:

1°) Les équations du choc ne sont qu'un bilan cavant, aprés» qui
ignore le détail du mécanisme du choe.

2) Les franges résultent d’une question d’intensité, et non pas du
mécanisme élémentaire. Elles doivent s’expliquer par des superposi-
tions de probabilité.

Si nous tirons de la les conséquences qui s’imposent, il nous parait
qu’il faille y vo'r une confirmation de I'existence physique des ultracor-
puscules : il faut les chercher parmi les constituants élémentaires de la
matiére transparente et homogéne.

3. la masse des ultraphotons. Aux ondes lumineuses dans un milieu
réfringent, il faut associer non des photons, mais des ultraphotons.
Ceux-ci ont une masse, d’ailleurs trés petite, dont on peut évaluer 1’or-
dre de grandeur de la maniére suivante.

La longueur d’onde associée étant :

2(0) = —f—:
r(0)

» r V-1
kit | T

on en déduit:

La masse propre des ultraphotons est nulle pour =1, et co sont alors
des photons. Elle croit ensuit avec (3 et tend vers la limite :

h
n = 4
Lk .(0)e
Or, on a: ¥
L i il O
¢ 310"

Done pour les ondes lumineuses (%(0) compris entre 10~ et 10~ cm),
m (o) est compris entre :
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295107 ot 1,25<10~"

(pour mémoire : masse dé'l’électran:ﬂ,g s 102 18

.4, la loi de la réfraction. La loi de la réflexion s'interpréte bana-
lement en termes corpusculaires, que le corpuscule acompagne ou non
I'onde lumineuse. Il en va tout autrement de la loi de la réfraction
qui, si l'on attache le corpuscule &4 I'onde, donne pour lindice de
réfraction U'inverse de la valeur réelle'.

- Lie raisonnement corpusculaire peut se résumer ainsi:

On pose la conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement
paralléle a la surface de séparation des deux milieux.

Bt cela donne:

—S8lnt =
C

S

fe étant la vitesse du photon réfracté.

1
()r = e (n=indice de réfraction) et I'on a le résultat faur:
8in? = —sinr .
n

Dans le concept de I'ultraphoton, la loi de Descartes s’établit au
contraire, . correctement. En effet, 4 I'onde infralumineuse de vitesse

c s s . : .
'y dans le milieu réfringent, ‘s’associe un ultraphoton de vitesse nc.

Par suite 'on a bien :
sini=nsinr.

La loi de Descartes est équivalente au principe de Fermat. Donec.
on a: T |
"f-.ri"ds'-' miuitha':; /
ce_qui Sf’c“t awssi: | ot aaat el St s o i
et b all TG L i e
v=ne étant la vitesse de 'ultraphoton.

Le principe de Fermat est done identique au principe de Maupertuis
appliqué & P'ultraphoton, et ce dérnier principe résulte de la dynamique
des ultracorpuscules (puisque. £ 6 conserve).

1 Tes- remarques qui suivent ne sont pas nouvelles. L. de Broglie y a déja beau-
ecotip insisté, mais ce qué fious appdrtons ‘de neuf' c'est lultra.photon (coz‘puseu}e de
vitesse supérieure A c). wSTeey ] S,
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‘Nous pensons avoir montré que les faits fondamentaux de I'optique
s’expliquent avec une grande simplicité, dans I'hypothése corpusculaire,
lorsqu’on admet des vitesses supérieures & ¢, ce que nous avons montré
ne pas étre interdit par la conception relativiste. ‘

- V. LES PARTICULES ELEMENTAIRES

1. Idées générales. Lorque la Physique expérimentale décrit le
résultat de ses investigations dans le dowaine atomique, elle s'exprime
en langage de «particules», c’est a dire de corps matériels fres petits,
doués de certaines propriétés mécaniques et électromagnétiques. Tout
le monde sait bien a présent que les particules élémentaires sont tout
autre chose que de simples «petites billes». Nons croyons avoir précisé-
ment montré quelle idée on pouvait s’en faire, soit comme paquet d’on-
des, soit comme paquet d’événements. Et nous sommes amenés a appeler
«particulen cet dtre physique ambigii qui se compose d’un corpuscule
et d'une onde associés. :

Mais une fois pensé cet étre, il y a bien des cas ou 'on peut raison-
ner sur lui comme sur une «petite biller — -la théorie cinétique a tout de
méme donné des resultats, et la Mt'camque Céleste traite les astres
comme des points matériels. Peut étre un jour se dispensera-t-on Pem-
ployer de telles images. En attendant, nous les utiliserons encore car
¢’est le seul moyen de confrontrer nos concepts avee les connaissances
expérimentales. : '

Rappelons que nous avons distingué deux sortes de particules, que
nous appellerons dorénavant :

infraparticules (infracorpuscule/ultraonde)
et w"frapartzc.'u'en ( ultracorpu Bcule/mfraonde)

Laissons prowso:rement de coté ]mterpretatlon 3 donner de cette dis-
tinction, et voyons comment 8'attribuent aux particules élémentaires une
charge électrique et un moment magnétique. . it T
2. Cherge électrique et moment magnélique des particules élémen-
taires. La charge électrique d’une particule est l'intégrale invariante :
L b e d LR ated YegdNiee Vi b

e_/'?dwdyi ._

Lorsqu il s’agit- dune particule - «simpler, les d;iferentes charges qui
constituent la distribution électrique dans l’espace sont toutes de mame
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signe, et la charge totale e ne saurait étre nulle sans que p le soit.
On a vu qu'il en résulte alors que la particule a nécessairement la
vitesse de la lumiére (aussi bien sous l'aspect corpuscule que sous
I'aspect onde): c'est un photon.

Mais pour une particule «complere», e peut étre nul sans que ¢ le
soit, par suite des compensations entre les charges des deux signes.
On échappe ainsi & la conclusion précédente et on peut concevoir des
particules neutres n’ayant pas obligatoirement la vitesse de la lumiére
(neutron, atome).

Quant au moment magnétique, ses composantes sont:

M, = —fzj dedydz,

N, = fyjdazdydz;
avec j=gy ou gfy.

Si j=0, la particule a nécessairement la vitesse de la lumiére, & la
fois sous ses aspects corpuscule et onde: c'est un ploton.

Mais une particule simple peut avoir un moment magnétique nul sans
que j le soit: cela dépend de la distribution des charges, a les supposer
méme toutes du méme signe. Il peut y avoir également des particules
neutres pourvues d’'un moment magnétique. Enfin, moment magnétique
nul n’entraine pas spin nul, si la particule est neutre (photon).

3. Confronlation avec les parlicules élémentaires de la Physique.
Nous n’avons évidemment pas I’ambition, par des schémas aussi simplifiés,
d’apporter une explication des particules élémentaires, mais seulement
de tirer les conséquences de nos considérations et de les confronter
avec les connaissances expérimentales.

Nous partons de l'idée de représenter les particules élémentaires de
la Physique par un «paquet» d’ondes ou d’événements. Nous savons
d’abord que ce paquet revét deux aspects que nous noterons.

O~ et ~0O,

—1le signe ¢, désignant 'aspect corpuscule et le signe ~, T'aspect
onde — selon que c’est le corpuscule ou I'onde qui a une vitesse infé-
rieure & 1.

Nous nous occuperons seulement des infraparticules.

Nous devons attribuer ensuite & chaque demi-entité ( O ou ~) une
charge de 1'un ou l'autre signe et un moment magnétique susceptible de
deux signes. L’un ou l'autre de ces deux caractéres, ou mé¢me les deux,
peuvent d'ailleurs faire défaut.
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Enfin, de part et d’autre de la vitesse de la lumiére, charges et
moments changent de signe.
La confrontation donne les résultats suivants :

Electron { e O/' i

Mésoton— s

Positon { (-5 % ES

Mésoton-- /O L
P

Neutron :p ~ o ~

to

Photon :

Il y a dans ce tableau certaines coincidences heureuses :

a) Une méme particule chargée et pourvue d’un moment magnétique
existe sous quatre formes; ainsi:

electron/position
mésoton — /mésoton +-.

b) La combinaison de deux particules de méme nature et de charge
opposées crée un photon.

En effet, I'ensemble infraparticule (vitesse () et ultraparticule
(vitesse 1/B) a pour quantité de mouvement:

me 5 mefp  me(E+41)
VI=F T VIF—{ VI-F

et pour énergie:
me* me* me* (14 sih G
5 v 4 . = A m,dou:—r—(r.
Vi=p Vi1 vVi-§ P
¢) Le photon est bien représenté, car absence de moment magnéti-
que ne veut pas nécessairement dire spin nul (quand la charge est

nulle).

o

Il y a aussi quelques discordances:

a) Il y aurait la possibilité de particules chargées sans moment
magnétique ; elles ne sont pas connues.

b) Le proton ne trouve pas sa place (il n’a pas de correspondant
de charge négative), mais on sait qu'il est possible de le considérer

PORT. PHYSIC. 2 13
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comme formé de la combinaison d'un neutron aveec un mésoton
positif.

4. Interprétation des ultraparticules. L’hypothése que nous allons
émettre ici est toute intuitive.

Un des résultats les plus nets de nos Schémas est qu'une méme par-
ticule élémentaire se présente sous deux variétés; infra ou ultrapar-
ticule selon que son aspect corpuscule a une vitesse inférieure ou supé-
rieure & la lumiére. L’hypothése spéculative que nous avangons est
celle-ci: les infraparticules seraient les éléments extranucléaires et les
ultraparticules, les constituants du noyan.

Nous allons examiner quelques conséquences de cette conception.

Calculons d’abord les ordres de grandeur des ondes associées aux
particules élémentaires considérées non plus comme des infra-, mais
comme des ultra- particules. La formule & appliquer est:

y 2
(Ol e LMEET
m@ec B

Contrairement & ce qui se passe pour la formule de L. de Broglie
(avec f<1), la longueur d’onde associée & un ultracorpuscule n’est pas
trés sensible a la vitesse. Ainsi 8 serait il égal & 2 — ce qui est le cas
homologue des électrons les plus rapides connus (vitesse 12)—,
que 2(0) ne serait diminué que dans le rapport 0,85 .

Nous calculerons donc sur I'expression :

janlt

?
me

(connue d’autre part sous le nom de longueur d’onde de Compton).

On obtient :
2,2.10"
0,9.10™
qui est la longueur d’onde des rayons 7.
2 5] 10—37

2
3 1,60 10°M
l'ordre de 10™A, ce qui correspond & des ondes apparemment en
dehors du domaine exploré.

Pour 'électron : ) = =2,4.10" cm, soit de 'orde de 10~ A i

Pour le proton (ou le neutron): ) = =1,3.10" cm, soit de

5. Comment se congoit la désintégration. La conception ordinaire
du noyau est celle d’'une matiére fortement concentrée dans un tros
petit espace et défendu contre les bombardements de particules par une
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solide barriére de potentiel. Ce noyau renferme une énorme quantité
d’énergie (relativiste): mc’. La «désintégration» du noyau améne la
libération de cette énergie ou d'une partie de cette énergie.

Nous sommes conduits & voir les choses d’une maniére extrémement
différente. Les particules sont des étres physiques ayant une extension
spatio-temporelle quelconque; tout au plus celle-ci est-elle concentrée
autour d’un point probable. Ces particules sont & la fois des corpus-
cules et des ondes. Elles revétent en outre deux aspects : infra et ultra,
selon que leur corpuscule est moins ou plus rapide que la lumiére, ou
encore que leur onde est plus ou moins rapide que la lumiére. L’aspect
ultra est celui des particules du noyau. La barriére de potentiel est
remplacée par la ligne de démarcation de la vitesse de la lumiére.

Nous avons dit que I'on pouvait jusqu'a un certain point raisonner
sur les particules comme sur des petites billes. La théorie de Ieffet
Compton en est un des meilleurs exemples. Nous avons vu, en étudiant
un ultra-effet Compton (choc d'ultracorpuscules) qu'en raison de leur
dynamique toute spéciale, les billes se traversaient, dans ce cas, sans
perturbation. Ceci montre bien & quel point il est nécessaire d’idéaliser
cotte image des billes. Nous avons pu expliquer ainsi pourquoi la
lumiére se propage en ligne droite et pourquoi deux rayons lumineux
se croisent sans accident. Maintenant, nous allons étudier un autre phé-
noméne : celui ol le choc transforme une des wl/tra particules en une
infra particule.

Placons nous dans un systéme de référence ol un ultracorpuscule du
noyau a une vitesse infinie— c’est & dire ol son onde associde est
stationnaire. 1’énergie de I'ultracorpuscule est alors nulle. On voit que,
contrairement & la conception d’Einstein, nous considérons le noyau
cau repos» comme dépourvu d’énergie, et non pas doué de l'énergie
énorme mec®. Il posséde par contre une quantité de mouvement «au
reposy» égale a mc .

Bombardons maintenant le noyau avec d’autres ultracorpuscules

ol : : ¢
(c’est A4 dire avec un «rayonnement» au sens habituel, de vitesse T) ]
7

Ecrivons les équations du choc élastique :
3

m, e
S o
§ =8+ ——
V1-p*
né, né 6
9 = —1cos O-4+m,ccos e
[ (] ‘/1__;3%

&
{j=%sin 9-1,—mocsinq:(Tﬁ_-—_-1).
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Le calcul familier donne:
(n—1) (8,—&,)+28,8, n* (1—cos 0)= —2m, ¢*V/(§,—& ) —m: c',

et comme nX 1 (les particules incidentes étant des «ultra»), I'égalité
ne peut étre satisfaite que si.

a) 9=0;

b) &—8&=m,c*.

Le choe a donc transformé l'ultra particule au repos, du noyau, en
une “nfra particule au repos, pourvue de I'énergie m,c*. La libération
de l'énergie a consisté au total, a convertir I’énergie du rayonnement
incident en une énergie infra-particulaire. Il a été «arraché» an noyau
une masse m, qui s’est trouvée de ce fait dotée d’une énergie m, ¢* qu'elle
n’avait pas, tant qu’elle appartenait au noyau. Cette énergie a éte
empruntée au rayonnement incident : elle a seulement changé de forme.
Pourrait on dire: elle a été transférée du monde ultralumineux (intra-
nucléaire) dans notre monde infralumineux (extranucléaire).

La condition de possibilité de ce transfert est que 1’énergie initiale
du rayonnement incident, &, soit supérieure ou égale a m,c’. Or,
pour ce rayonnement incident — qui est une ultra-particule — on a:

8=hv,

v étant la fréquence de son ultracorpuscule (associé a une infraonde).
On a vu que la longueur d’onde de celle-ci est:

-
I
e|a

D’ou la condition de possibilité:

h

A< 5
m, ¢

Si l'on admet que le plus petit constituant de la matiére est 1’électron,
on voit qu'un rayonnement ne commence a provoquer la désintégration
du noyau qu’a partir des rayons y:

A<Dy .

La désintégration sera en général, d’autant plus facile que les «ultra-
-projectiles» employés seront lourds. En fait, c’est avec des particules o
que Rutherford a réussi les premiéres désintégrations artificielles. Et
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dans les désintégrations réussies couramment depuis, (par neutrons,
protons, deuterons), la longueur d’onde associée ! est trés courte
(10~ A).

Il commence A se manifester une certaine «cokérence» dans les consé-
quences de notre hypothése. Des rayonnements d'une longueur d’onde
supérieure i celle des rayons 7 ont la propriété de traverser sans les
perturber ni sans étre perturbés, les noyaux atomiques. Cela explique
bien la transparence de certains corps a la lumiére et aux rayons X.
Les interactions entre rayonnement et matiére sont dus aux électrons
libres et périphériques (émission, absorption, diffusion, diffraction). Kt
si la longueur d’onde du rayonnement incident dépasse Ay, on assiste &
un nouveau genre de phénoménes: interaction du rayonnement et de
la matiére nucléaire.

6. la Radioactivité. Les phénoménes de la radioactivité ont ceci
de surprenant qu’ils paraissent violer le principe sacro-saint de la
conservation de l'énergie. La difficulté est levée quand on confére
I'énergie relativiste mc® & la matiére an repos. Mais, dans notre
thése, la matiére nucléaire au repos ne posséde pas d'énergie.
Il 'n’y a plus place & une «désintégration spontanée» d’éléments ins-
tables, puisque le réservoir d’énergie est vide. La désintégration ne
peut venir que de chocs entre ultracorpuscules, disons plus briéve-
ment entre noyaux. (’est le moment de se servir de I'image des «peti-
tes billes».

A une autre échelle, nous avons l'exemple des trois états de la
matiére: gaz d'une part et solide, liquide d’autre part. Les molécules
des gaz sont douées d'une agitation «thermique», en conséquence de
laquelle, elles se choquent, ce qui n’arrive pas aux molécules des deux
autres états.

Il y a, disons nous, la méme différence entre un élément chimique
radioactif et un élément chimique stable, qu’entre les états gazeux et
les états solide et liquide.

Dans un élément radioactif, ce sont les ultracorpuscules (ou noyaux)
qui sont doués d’une agitation qui les améne a se choquer. Bien des
choes sont inoffensifs (3>>1y), mais ceux des noyaux pour les-
quels: A<)y, provoquent des catastrophes nucléaires, dont la fré-
quence dépend de la distribution en probabilité des longueurs d’onde
assocides.

! En tant qu’ultracorpuscules, bien entendu.
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7. Conclusion. Les ressources de nos schémas aléatoires sont
encore loin d’étre épuisées. Si, dans leur forme actuelle, ils ne sont
pas encore en mesure d’apporter des théories quantitatives, ils auront
du moins, projeté quelque lumiére sur des concepts obscurs des Nou-
velles Mécaniques, et peut étre, ouvert une voie & la Mécanique nucléaire.

REMARQUES COMPLEMENTAIRES

1. Lle paramétre d'évolution. Il a été reconnu souhaitable pour le
raccord. de la Mécanique quantique avec la Relativité, d'introduire une
statistique sur la coordonnée ¢, mais la difficulté est de le faire,en gar-
dant dans la théorie, une variable d’évolution, ce qui ne parait pas trés
facile (L. de Broglie!).

Nous croyons bien que ce souhait est précisément réalisé par les con-
sidérations précédentes. Un paquet d’évenements représente en effet,
un étre physique, & un instant macroscopique t,, entaché de l'incerti-

tude \/P . L’évolution d'un étre physique est représenté par une suite
continue de paquets d’événements, au méme titre qu'en Relativité (non
statistique), I'évolution d’un étre physique ponctuel est représentée par
une ligne d’Univers. L’évolution d’une étre physique aléatoire est done
représentée par un faisceau de lignes d’Univers, concentré autour de la
ligne d’Univers de [’événement probable. Celle-ci définit, & chaque ins-
tant ¢, (qui est le temps propre du systétme de référence considéré),
la position du point probable dans I'espace géométrique, tandis que les
caractéristiques statistiques du paquet (moments du second ordre),
varient avec #,. En somme, on pent dire que le point aléatoire (X, 7’)
de D'espace-temps, est une fonction aléatoire du paramétre d’évolution t,.

Il est done parfaitement—et trés naturellement— possible d’introduire
une statistique sur le temps, tout en gardant une variable d’évolution.

I’idée d’un temps aléatoire nous parait, d’autre part, conférer au
temps de nouvelles propriétés qui pourraient rapprocher la notion vul-
gaire du Temps de sa notion relativiste. Mais ce sujet dépasse le cadre
de cette Note.

2. Des moyennes; de la réconciliation du champ et du corpuscule.
La Mécanique quantique, sous sa forme relativiste (Dirac) considére
exclusivement des moyennes prises dans I’espace géométrique; ce sont

1 Rapport présenté i la Réunion organisée 4 Varsonie, en 1938, par I'Institut
International de Coopération Intellectuelle.
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des fonctions du temps seul. On peut les appeler des «moyennes cor-
pusculairesy puisqu'elles se rapportent 4 chaque instant, & un étre
physique ayant une certaine extension spatiale, définie par une proba-
bilité de présence. '

Pour avoir des «grandeurs de champ», c’est i dire fonctions de x et
de t, il faut considérer les «densités de moyenne», c’est & dire le coeffi-

cient de V'élément différentiel sous le signe /. Mais alors, ces gran-
deurs, n’étant plus des moyennes, n’ont pas de signification physi-
que.

Le schéma d’une distribution statistique dans I'espace-temps, fait dis-
paraitre ipso-facto ces difficultés et fait méme surgir une possibilité
nouvelle et inattendue, qui est sans doute la veritable clef du probléme.

La loi de probabilité conjuguée (z,t), des deux nombres aléatoires
(X, T), peut se décomposer de deux maniéres en le produit d’une loi
individuelle par une loi liée :

(@, t)=(x) (@;)=() (t;2).
Il y a done deux sortes de lois lides :

a) (x;t), qui est déja connue sous le nom de: probabilité de pré-
sence et qui est, en fait, celle employée dans les moyennes quantiques.
Elle donne lieu & des moyennes fonctions de ¢ seul (ou «corpusculai-
res).

b) (t;x), qu'est une loi jamais encore considérée et qu'on pourrait
appeler : probabilité d’existence. 1l lui correspond des moyennes, fone-
tion de @ (ou wmoyennes de champy).

(les moyennes sont, comme les «densités de moyenne», des grandeurs
de champ, mais elles sont susceptibles de recevoir un sens physique,
du fait qu’elles sont des moyennes.

En réalité, les moyennes qui ont un sens physique absolu sont les
moyennes spatio-temporelles (loi (x,?)) étendues au paquet d’événements
qui seul, représente I'étre physique sans découpage arbitraire. Ce qui
a retenu jusqua présent, de les considérer, c’est que ces moyennes
paraissaient dtre des constantes, ce qui aurait conduit a une Physique
purement statique. Comme le dit L. de Broglie® , au cours du temps,
un atome subit des actions trés diverses, est le siége d’effets Stark et
d’effets Zeeman etc ... Il parait inacceptable de définir des valeurs
propres dépendant de toute I'existence de I'atome, mais invariables au
cours du temps.

1 Loe cit.
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La difficulté est ainsi mise en évidence, de la maniére la plus claire,
par ces citations (approximatives) empruntées au rapport de L. de
Broglie.

Or, nous venons précisément de voir, que la vie d’'une étre physique
est représentée par une suite continue de paquets d’événements — comme,
lorsque cet étre est ponctuel, elle est tracée par une ligne d’Univers.
Alors, les moyennes spatio-temporelles, prises sur un paquet d’événe-
ments, deviennent des fouctions du temps t,, qui n’est autre que le
temps propre d'un systéme de référence quelconque, ou encore le temps
propre d'un observateur macroscopique quelconque.

Ce point de vue nous parait éminemment susceptible d’apporter une
solution aux difficultés éprouvées par la Mécanique quantique relativiste,
particuliérement par celle des Systémes.

3. Considération des 4 dimensions. En réduisant l'espace-temps
4 2 dimensions: z et ¢, nous avons simplifié & I'extréme I'exposé de
nos idées — et c¢’était nécessaire pour les faire bien comprendre — mais
nous nous somme privés en revanche des ressources complémentaires
qu’offraient les dimensions 2 et y.

Introduisons les & présent et voyons comment elles enrichissent le
schéma du paquet d’événements. On peut toujours placer l'axe des @,
de maniére que:

Yo=Y=0 ot z,=2=0.

Les nouveaux moments & considérer sont:

a) Y?, YZ, Z*, qui se transforment selon l'identité; le moment

des axes (y,z). Mais aprés cela les 3 axes O(x,y,2) se trouvent
fixés.

by XY, TY et XZ, TZ, qui se transforment selon :

XY (0) W‘i—?ﬁ'[j Y (6)-+8e TT(E))
PO e L T o

et deux formules analogues pour XZ et 77. XY et TY se transfor-
ment done respectivement comme x, et ?,, ou comme ct, et x/c.
D’aprés le principe suivi jusqu'a présent, d’identifier les grandeurs
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covariantes, nous devons poser :

P T
soit : =
'wo f'l]
i ‘Y} m
soit : = 5
18 x,/c

la valeur commune des rapports étant un fnvariant. Il y aura done une

des vitesses 7 ou 1/7, pour laquelle: 7Y (3)=0,

-—car a,(7) ou t,(7) est nul —

et pour la méme raison: 7Z(y)=0.

Dans le systeme S(7), les coordonnées d’espace sont indépendantes
en probabilité de la coordonnée de temps.

Symétriquement, dans le systéme S(1/y), c’est X qui est indépen-
dant de (7', Y, Z).

La transformation des moments rectangles admet I'invariant :

7 — T,

qui est égal i :
X (7)
puisque 7Y (7)=0.

4. Polarisation. Dans un systéme de référence quelconque, la distri-
bution de probabilité dans le plan (y,z) consiste en une famille d’ellipses
homothétiques. Cette famille est ‘nvariante par rapport & un change-
ment du systéme de référence. (’est done bien une caractéristique
intrinstque de D'étre physique représenté par le paquet d’événements.
Elle est éminemment propre & représenter la polarisation d’une onde
(elliptique, circulaire ou rectiligne).

5. Moment cinétique de spin. A la vitesse aléatoire 17— ‘% , dirigée

selon l'axe des x, correspond un moment cinétique, situé dans le
plan (y,z):
=0, E=mZV, L=—mYV.

J

Les moyennes sont prises dans ['espace-temps (ce qui est logiquement
néeessaire puisque le temps est aléatoire, dans notre schéma).
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Plagons nous dans le systtme S(0). On a:

oy @) | X (O©)—yeT" (0
O =30+ %0 .
D’ou:
L) = 1 2 O~ TZO)]

et en vertu des formules de transformation :

—

£, (0) = m (y
Gt ty(7)

ZX(y) étant un invariant, %, est aussi un énvariant (car S(0) est un
systtme de référence quelconque).

Le paquet d’événements est done pourvu d’un moment cinétique de
«spin», invariant, situé dans le plan (y,z) et dont la grandeur est:

Z*Y (7)=Ei (7) e

m() Ve[ A
- ZOVIX )+ TX (7).

Si lon attribue & ce moment la valeur %/4= et qu'on le compare &
I’expression trouvée pour lincertitude :

v
g

" h
T

) w,
t(7) )

on obtient la relation :

X3(y) = \/ ZX'()+ YX' @)

qu'on peut encore écrire:
.ﬁ-—-?'t F—{—rﬁ 7?2,

r, et », étant les coefficients de corrélation de Y et Z avec X (rela-
tion valable dans le systéme S(y)).

Remarques. 1. D’aprés I'assimilation que nous avons faite des
moments rectangles a4 x, et f,, nous avons:

ct,(7) °h() |

# étant un invariant (il n’y a pas de raison d’attribuer des » ditférents
aux coordonnées Y et 7).
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Nous aurons done:
XV ()= XZ (1) =1, (7)
X2(1)=vV2xet,(7).
(e sont la les lois d’évolution des caractéristiques statistiques du
paquet (sous son aspect corpuscule), en fonction du temps propre 1,(7)
du systéme de référence attaché au corpuscule.

Comme d'autre part:
= h
X)) = ———1,(7),
= ) @)
== : h = (7)
4V2 mm(y)e 4V2=%

on en déduit :

7,(7), étant la longueur d’onde associée au corpuscule (exprimée dans
le systéme de référence qui lui est attaché).

2. )y (7), qui est proportionnel & X"(y), mesure 'étendue spatiale
du corpuscule. C’est aussi. un ordre de grandeur de la dimension au
dessous de laquelle les concepts statistiques cessent d’étre valables,
puisqu’alors la finesse de I’observation est telle qu’on n’intégre pas dans
un domaine assez grand pour estimer les valeurs probables.

A cette échelle, le déterminisme statistique n’existe plus, 'observation
portant sur un trop petit nombre d’épreuves individuelles pour per-
mettre a la régularisation des moyennes, de jouer. La loi d’évolution :

XR() = = () t(7) 5

qui est celle du mouvement brownien, montre d’ailleurs bien que les
déplacements des points-événements suivent les caprices du hasard.

6. Nouvelle conception de la charge élecirique. Nous avons,
comme il est classique, considéré la charge électrique comme étant la
moyenne spatiale de la densité de charge électrique. Conformément a
notre nouveau point de vue, au sujet des moyennes, ce sera maintenant
la moyenne spatio-temporelle de la densité de charge. La charge du
corpuscule sera donc :

e ()3

c’est un invariant, qui s’éerit dans le systéme de référence de 1’obser-
vateur :

Moy {\/W} .
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7. Moment magnétique de spin. Avec le point de vue des moyen-
nes spatio-temporelles, le moment magnétique de spin est:

an,=0; 31@:5@5 oM, = —p }c".
Dans le systétme S(0), on a:
ZX(0)—7e TX(0) ZX(7)

A, (0) =E (0) o, (0) = ‘.; (7)

qui est un ‘nvariant.

cty (7)

o(7) n’étant autre que la charge e du corpuscule, on a:

-

e lie
me  4ame

9

M =

Le corpuscule est donc doué¢ d’un moment magnétique, porté par le
méme support que le moment cinétique, et égal & un magnéton quand
le moment cinétique est égal & un demi-quantum.

Il nous semble bien & présent que nous ayons réussi a fabriquer un
étre mathématique pourvu de toutes les propriétés que les Physiciens
prétent aux particules élémentaires, y compris leur double aspect d’onde
et de corpuscule. Et nous sommes persuadés qu’il y a la beaucoup
plus qu'une simple image.
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LE PROBLEME ATMOSPHERIQUE D'APRES LA THEORIE
DES PERTURBATIONS SPONTANEES

par Axrtoxio Giio

(Regu le 13 Dée. 1946)

1. Le systéme d'équations de la théorie des perturbations. J'ai exposé
récemment! 'état actuel de la théorie des perturbations spontandes et
montré que ses théorémes fondamentaux conduisent & une explication
rationnelle des principaux phénoménes de I’hydrodynamique solaire.
Il s’agit maintenant d’appliquer la méme théorie & I'important probléme
des perturbations atmosphériques, dont elle donne, comme nous le
verrons, une solution compléte, susceptible d’étre traduite en pratique
par une méthode simple de prévision mathématique du temps & courte
échéance (L 48 heures).

La théorie des perturbations spontanées peut &tre résumée par un
systtme de trois équations aux dérivées partielles du premier ordre
(une équation vectorielle et deux scalaires), dont la solution est équiva-
lente & la solution générale du probléme du mouvement d’un milieu
fluide quand l’effet hydrodynamique direct des actions extérieures qui
agissent sur ce milieu est considéré comme une donnée .

Soit U* une propriété quelconque du fluide. Sa valeur totale (valeur
réelle ou observable) peut étre décomposée, d’aprés la théorie des per-
turbations, en deux parties :

(1) U*=U+u,

1 «Nouvelles recherches sur les perturbations spontandes du mouvement des fluides
avee des applications & Uhydrodynamique solaire». Bulletin de la Société de Géogra-
phie de Lisbonne, 1943, Sept.-Dec. et 1944, Janv.-Avril.

2 Pour tout ce qui concerne la déduction des équations fondamentales nous ren-
voyons le lecteur & notre mémoire cité (premiére partie).

PORT. PHYS. 2 14
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ou U représente le champ entretenu qui correspond au mouvement entre-
tenu dans le fluide par les actions extérieures (ce mouvement étant
équivalent hydrodynamique direct de ces actions) et « le champ de
perturbation spontanée!. Nous appliquerons trés souvent aux grandeurs
une opération de moyenne temporelle :

¢
1
(2) ?fdta
=

a laquelle correspond la décomposition suivante des valeurs totales:
(3) U'=Unp+u',

Us étant la moyenne temporelle, & U'instant ¢, relative & lintervalle
de temps 7 (résultat de I'application de (2) aux valeurs U*). S'il s’agit
d’une valeur U du champ entretenu, alors nous poserons :

(4) U=U,+UT
Nous utiliserons les notations suivantes :

x z: coordonnées cartésiennes rectangulaires d’un point A quel-
2 Y s P q

conque du fluide dont le rayon-vecteur est :(:c s¥52)

- = >

keyky,ks: vecteurs unitaires des axes x,y,z.

2,9,n: longitude, latitude et géopotentiel.

£: longueurs mesurées sur les verticales ascendantes (trajectoires
orthogonales des surfaces n—=(C),

r: Distance d'un point au centre de la Terre (centre du géoide).
o: Surface du géoide.

t: Temps.

v : Opérateur de Hamilton ou opérateur gradient (v « = div).
Vit Opérateur gradient horizontal.

2 Opérateur des variations locales en un point quelconque,
V*: Vitesse des particules du fluide.

! Les valeurs totales des propriétés du fluide sont désignées par un astérisque,
celles qui correspondent aux champs entretenus par des majuscules et celles des
champs de perturbation par des minuscules.
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t—{;: Opérateur des variations individuelles (sur une particule quel-

-
Sy e V*e).
conque S + )

O: Vitesse angulaire absolue (galiléenne) du référentiel principal du
fluide [axes par rapport auxquels la vitesse et le moment angulaire
moyens (moyennes «massiques» relatives 4 tout le fluide) sont cons-
tamment nuls].

do Vi

dat

tion du référentiel principal.

: Accélération absolue (galiléenne) du mouvement de transla-

P*: Pression.

S*: Volume spécifique (¥* = :9’1; = densité).

T*: Température (9 = perturbation de température).

R: Constante des gaz pour l'air (P* 8* = RT*).

g*: Accélération de la pesanteur.

Ej: Energie potentielle de la pesanteur (par unité de masse).

E: Energie hydromécanique du mouvement entretenu (par unité de

masse), définie par la fonction: E=SP+ % V*+E,=RT+ —;— V*+E,.

Désignons maintenant par D le déterminant suivant :

Au == aa_:z Au = 662: —20, Aw 2 V:: ] 29
) D=|4,= aVb’.|_‘>Q w2y Am=3~5’—2ﬁx
o0y 0z
Asl == da OQ'y Aﬂ 2 ; + 20, Asa = 'QE

Soit y; le mineur de D relatif & I'élément Ai;(z'=w,a*=y,a’=2)
affecté du signe (—1)*, c’est-a-dire:

0D

04

) Kii =
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En posant:

= A8 - 4.V,
7 B SO P
@ dt it -
et:
(8) =2 iikikj,

on peut définir une importante fonction des champs entretenus de
vitesse et d’énergie (4 laquelle nous donnerons le nom de vecteur de
prévision) par la relation:

©) H=—y*(VE—J).

1
D
Les mineurs réduits "‘JCD;’ forment un tenseur contravariant du second ordre,
qui est symétrique lorsque la vitesse entretenue V est irrotationnelle

(rot ﬁ=0) et 3=0. On a en effot:

Vi Vi _

E - — rot; V.
ozt - gt

(10) Ayg—Age

Le systdme d’équations qui résume la théorie des perturbations spon-
tanées peut alors s’écrire comme suit:

=ﬁﬁ-vP*—P*diﬂ?*+iﬁ ( e j_ﬂ’)Jr
S* ot

oP*
ot

H F;_t — Ey),
(11)

oL (sropr e T20) o,

a5t
dt

T+ T*egS* = S*div V",

La solution de ce systéme de trois (cinq) équations & trois (cing)
inconnues P*, S§*, ?"*( Vz, Vy, V2) qui satisfait aux conditions initia-
les P*(x,y,2, t—t) Pi(x,y,2); 8% (@,y,2,t=1,)=(5/(2,¥,2);
4 (@,9,2, t—to)dl (:c,y,z) et 4 certaines conditions aux limites
(que nous indiquerons plus loin), résoud le probléme général du mou-
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vement du fluide quand les champs entretenus de pression P (z,y,2,1),

de volume spécifique S(z,y,z,t) et de vitesse f’;(w,y,z,t) peuvent
étre considérés comme des donndes.

2. le probléme atmosphérique. Au point de vue des équations de
la théorie des perturbations spontanées, ce probleme est caractérisé
par les trois conditions suivantes:

18

(12)

On a en chaque point de ’atmosphére :

0By _

-**__’.
g _g'} az

2°, Le référentiel principal de I’atmosphére a une vitesse angulaire (ﬁ)

et une vitesse de translation (I_/:,q) constantes, c¢’est-a-dire d’aprés (7):

13)
3°.

T 0

Il régne un équilibre quasi-statique le long des verticales, ce qui

permet d’écrire :

(14

— HevP* +$E-ff=-f?°m13*

Les équations de base (11) deviennent done, grice & ces conditions :

R A
oP =—H°?P"-—P“divV“'+-1—(

dt (> b

dﬁ_ﬁ.aV)’
ot ot

1

@ { e (sorr 742y

at

* — -
L S N

ot

Appliquons maintenant & ces équations l'opération de moyenne rela-
tive & un intervale de temps 7. En tenant de compte de (3) et de (4),
le systdéme fondamental précédent donne d’une part:

(16)

oo (3)]47 ()~ 57 ().
b

:;“ 4 (7% e 9.8%) = (8* div %),
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et d’autre part:

t)P! Iy ¥ 4,? i ’
H=_ﬂ-wp H'ev)p'—H' oy Pn—

~TH s Pl (u. Vi P*)a] — Pa divv/—
— ' div Vi — p/ div o/— [P div Vi — (P* div 7%),] +

(8L
E;’m—Sﬂ’in’-(%)—s’vP,; (’{> svpe (ﬁ)
__S;.vP,,:.( ) [S*vP* ( )] (%%)

R (B) -5 (B~ 1 (3) - [ ()] )
ﬁ-}-f},;.vs’—k?-v&'.ﬁ—t_;-vs'-l-

ot - - -+
+ [V o V8a— (Vi o V8%)u] = Sa divel +
+ 8 div U+ ¢/ div o' + [Sa div P — (8* div 7*)a].

(17)

3. les équations des perturbalions atmosphériques. Pour étudier
les perturbations atmosphériques, il est indispensable d’éliminer les
variations lentes (qui proviennent du champ entretenu) en prenant un
intervalle de temps = tel que les variations temporelles locales des
moyennes correspondantes :

%~ Lo - v -,

(18)
soient négligeables par rapport aux variations totales 9 U*/gt. En météo-
rologie dynamique et dans la prévision a courte échéance (£ 48 heures)
il faut admettre que ceci a lieu lorsque :

1

=10| ot

19 U
(19) |at

6U"_

Pour satisfaire & cette condition pour les trois inconnues P*, S* et V*,
i suffit, d’aprés (18), que = soit de Vordre de grandeur de 10 Jours.
Etant donné, par ailleurs, I'ordre de grandeur des variations tempo-
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relles locales de éléments du champ entretenu de I'atmosphére, les équa-
tions (16) se simplifient beaucoup et deviennent :
— Hevy By= PadivVy,

-

1 -
Va=——(Sav Pn—g)e1>
(20) 58V g)ex

- —

VaeV Sa = Sadivia.
tandis que le systéme (17) prend la forme simple :

0 _ _ Hevp — P dive,
ot

@1) J-'z_s,:vp'.(%)_s-'vp,;.(%),
08’

) Vaews +vev Satveve=_S8adivy.

ou bien, en remplagant VP, par sa valeur déduite de la deuxidme
équation (20):

L (N RN ) X
ot
e f - =
22 = Bavp el — 7 (Va—gok
(22) v VPI'D S,;( D
! e - e —
% 4 Vo8 + v e Sp + v/ ewsd = Sp dive/

.

Ce sont les équations fondamentales des perturbations atmosphériques,
tandis que le systéme (20) traduit les propriétés du champ des valeurs
moyennes lorsque =10 jours.

Le probléeme des perturbations atmosphériques, dans la théorie des
perturbations spontanées, se confond donc avec le probléme de l'inté-
gration du systéme (22) précédent de cinq équations aux dérivées par-
tielles du premier ordre pour les cinq inconnues v%,v,,v.,p et §.
Il s’agit donc de trouver deux fonctions scalaires p'(z,y,z,t),
§(x,y,z,t) et une fonction vectorielle v (®,y,2,t) satisfaisant aux
équations (22) ainsi qu’aux conditions initiales :

P’(W:.?/sz;f=tu)=P3(ﬂ?;3f,z),
(23) 3:(‘r;ysz:£=tn)=3fl(msysz):

V(@,y,2,t=t)=v(x,y,2),
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—
(pi, 8, et v, étant des fonctions données) et aux conditions aux limites
suivantes :
1°. Conditions aux limites extérieures de I’atmosphére :
24) lim p'=0; lims'=0; lim v/=0.

2°. Condition cinématique sur la surface (o) du géoide:
(25) (9 =0.

Cette condition peut étre exprimée, comme nous allons le voir, par une
relation remarquable sur le champ de pression & la surface du géoide.
De la deuxiéme équation de (22) on déduit en effet, en tenant compte
de (25) et de la condition cinématique {(I,,.):] =0 pour le mouvement
moyen :

26 J R R SRR L 4 S
("" ) V.!;Pa 7)( x“ oL S;/ccg_ §
Par suite de la relation :

0
27) a—}: =—gy

qui exprime l’équilibre quasi-statique le long des verticales et de
§=—8n{, la relation précédente (26) devient :

!

. + 8
(28) SthPa'X+29XCCS—;=O,
ce qu'on peut écrire en coordonnées sphériques ¢ ,1,r:
: Yot s IWs 8
28 bis = — =—2gr
( 1 ) cos g o Xy{ 29 29 cx“ S.,

Remarquons que cette expression de la condition cinématique aux
limites permet de déduire immédiatement quelques propriétés importan-
tes des centres de perturbation de pression sur la surface du géoide.
En un tel centre on a v,p,=0 et (28) donne alors la condition :

(29) (X« 3;]¢ =0 3

lindice ¢ désignant la position d’un centre. On doit done avoir, soit
(85)e=0, soit (x,,).=0, en chaque point de la trajectoire d’un centre
de pression. Mais on peut écrire presque rigoureusement :

(30) e b.r
i e 2
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de sorte que la condition (s;).=0 est presque equivalente & la condi-
tion
Tn
(O)e = = (£)e -

Considérons, en particulier, les centres de basse pression pour lesquels
ona (ph.<0; alors (0,).<<0. Autrement dit, un centre de basses pres-
sions (de perturbation) a la surface du géoide est toujours un centre
dfroid» si ;.40 sur sa trajectoire. Sur la trajectoire de tout centre
«chaud» [(6,).>>0] de basses pressions (de perturbation) on a donc for-
cément yrr=0.

4. Equatlion spatio-temporelle du champ de pression sur la surface
du géoide. La partie de beaucoup la plus importante du probléme

météorologique est la prévision des inconnues p/, s' et v sur la sur-
face du géoide, indépendamment de leurs valeurs dans tout le reste de
Patmosphére. Avant de traiter I'intégration du systéme général (22)
dans toute l'atmosphére, il est done extrémement intéressant de déduire
une équation aux dérivées partielles spatio-temporelles pour la fone-
tion p' & la surface du géoide.

Supposons que l'atmosphére libre est en contact avec la surface du
géoide par une couche limite mince, a la Prandtl, adhérant & cette sur-
face, et pouvant étre considérée, s’il y a lieu, comme une couche fic-
tive auxiliaire. Cette hypothése est toujours permise et ne diminue en
rien la généralité des résultats, car d’une part on peut toujours admet-
tre que la pression et le volume spécifique sur la surface du géoide ont
les mémes valeurs avec ou sans couche limite et quelle que soit 1’épais-
seur et la structure de celle-ci; et d’autre part, malgré 'adhérence, le
vent & une haunteur arbitrairement petite au dessus de la surface du géoide
peut toujours étre supposé égal au vent effectivement observé.

L’effet de I'adhérence sur le champ du vecteur v' se traduit par l'éva-
nouissement de ses composantes horizontales sur la surface du géoide.
En tenant compte de la condition cinématique aux limites (v}),=0, on

a done sur cette surface o¢:
(31) v.=0.

e

D’autre part les mémes conditions (cinématique et d’adhérence) donnent
aussi évidemment :

(32) (Va),=0.
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Gréce & ces conditions, la troisiome équation de (22) devient sur la sur-
face o du géoide:

g

ds —
d—: = (S; div ‘IJ")U ’

d’olt I'on déduit, par suite de I'expression (28) de la condition cinéma-

tique sur o:
(Sm)s 1 (cLUS)
dive)y=— 52— va( =2 ) e Xo.
v 29 (aede N0t/

La premiére équation de (22) devient alors sur la surface du géoide :

ap.f =" - dp}
(33) -5-:—=—.H‘V;,pg+ﬁ'v,q(-a—;'>!

oll nous avons posé :

(34) i~ Eael (-"‘-‘) 7, M (E) s

29 \uee/y © 29 \we/, "’

}c:,,;;, étant ici les vecteurs unitaires d’axes rectangulaires @,y hori-
zontauz. On peut écrire (34) sous la forme plus simple :

(35) L fls (’i‘) R (&E) .
=g \X¢¢ [ =9\ L

L’équation (33) est I'équation cherchée pour le champ de p' i la
surface du géoide. Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles
spatio-temporelles, du second ordre et dont les coefficients sont des
fonctions simples des champs entretenus de vitesse et de la température
moyenne 7,. L’importance de cette équation est trés grande, parce
quelle forme la base de la seule méthode de prévision mathématique
du temps réellement applicable dans la pratique qu’on peut déduire de
la mécanique des fluides.

Avant de résoudre l'équation (33), il est intéressant de remarquer
qu'elle montre que la variation de pression 4 la surface de la Terre
se compose de deux parties : :

1° —une variation due & un transport horizontal (avec déformation)

dans le champ du vecteur de prévision )74 (terme—]?-v;.p{,).

e |
2° — une variation [terme A v, (if:’)] indépendante du gradient de
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ph est qui n'est autre que le creusement (ou comblement) du champ de
pression & la surface de la Terre.

I.’équation (33) présente donc la variation de pression en parfait
accord avec l'idée de l'existence de deux variations de nature différente,
idée qui est fortement suggérée par l'analyse des cartes du temps. Elle
précise complétement les notions familieres de variation par transport
et de variation par creusement (ou comblement) C’est la une circons-
tance trés intéressante et tres utile,

On peut déduire facilement de 1’équation (33) la vitesse de déplace-
ment d’un «front» & la surface de la Terre en assimilant celui-ci & une
discontinuité des dérivées premiéres de p,. La vitesse du «front»

(W), mesurée dans une direction /, est alors donnée par la formule®:
ap‘;)

s (5 :

NG
adl

Popérateur A désignant ici la discontinuité frontale de la quantité a
laquelle il est appliqué. De 1’équation (33) on déduit alors :

&Pa\]

T o [ ( s

o (apa

ol
On voit donc que le «front» est entrainé par le vecteur de prévision
[(W;). = H,] quand il n’y a pas de discontinuité du gradient isallobari-

que instantané.
Finalement, la formule:

( W}); = —

7%
ot
0P
ol
de la vitesse (W), de déplacement d’une isobare de p le long d’une
direction ! devient, grice a (33):

1 /op
(Wo=Hit 3 K v (57 )

2

(W =—

at
dl
1 Voir le mémoire de I'auteur: «La Mécanique différenticlle des Fronts et du Champ
isallobarique» — Mémorial de I'Office Nat. Météor. de France, n.° 20, Paris, 1929.
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L’isobare de p, sera donc entrainée par le vecteur 74 partout ot le
gradient isallobarique instantané est nul.

5. Solution du probléme atmosphérique sur la surface du géoide
par I'équation (33). La solution compléte de cette équation, ¢’est-a-dire
la détermination de la fonction p.(9,2,¢) qui satisfait & la condition
initiale pf (9,2,t=1)=(p.),(9,4)— il n’y a pas ici de conditions aux
limites puisque la surface du géoide est une surface fermée —, doit
étre cherchée sous forme de développement en série correspondant,
soit & des approximations successives, soit & la superposition des vibra-
tions propres physiquement possibles de p, .

A — Méthode des approximations successives. Soit 3/3t Popérateur des
variations observées en un point se déplagant constamment avec la

vitesse 7, (particules V74 horizontales), c¢’est-a-dire :
o 9

— =24 He
3t ot Va

L’équation (33) prend alors la forme :

ps = 0P
36 =— =AV .
(39) 3t ”(a;)

Nous poserons :
o]
(37) pé(?:)‘st)=¥n“ﬂ(?:}-!t):

et définirons les approximations successives =, par les équations :

(38) 3% _ Aevy (61734) : (avec ©_,=0),

et les conditions:

(39) [TF,,(&P,;\,t=fo)=p’,(qi,l,t=tu)=(p;)a,
Ta(9yd,t=2)=0, pour =aX1.

Les lignes de flux de H et leurs trajectoires orthogonales forment,
sur la surface ¢ du géoide, un systtme de coordonnées de Gauss qu’on
peut caractériser par des paramétres [ et «, !/ étant par exemple une
longueur mesurée sur une ligne de flux arbitraire & partir d’une tra-
jectoire orthogonale arbitraire et « un paramétre de numérotage des
lignes de flux. Soient /, et «, les valeurs des coordonnées 7,« des

articules H horizontales &4 l'instant initial ¢=¢,. ILa solution géné-
P 0 g
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rale de la premidre équation (38) pour n=0, s’écrit alors en coor-
données de Lagrange [,,a,,t:

(40) oo (Lo s % 5 8) = (P)o (lo s %) «

L’approximation d’ordre zéro est donc simplement le champ initial
transporté sans creusement ni comblement en chaque point de o avec

"
une vitesse égale i la projection horizontale du vecteur de prévision A .
Ce transport comporte cependant évidemment une déformation trans-
versale (due aux variations de H suivant les normales & ses lignes de

flux) et une déformation longitudinale (due aux variations de Hle long
de ses lignes de flux).

Pour déterminer les approximations =, (»X1) qui sont en quelque
sorte des creusements (ou comblements) d’ordre de plus en plus élevé,
il faut déterminer la variation locale 9w /ot de l'approximation d’ordre
zéro. Il faut donc exprimer (40) en coordonnées ceulériennes» /,«. Ona:

-
£=E‘,+fﬂ;(!o,acu,t)6t,
to

am=al,

|

'opération f dt se rapportant ici & une méme particule H horizontale.
b
Des relations précédentes on déduit :

(42) {

ly =Zo(l,a,t},

o, =,

et la solution (40) prend alors la forme eulérienne cherchée :
Ty, ) =(pe) [l(ls 2, 0) 4],

d’ou l'on déduit le champ de gw,/dt:

0%y __3__ o ]l -
?“" ot ;(P’c)u[zo('?! ’t)s ]l

L’équation de 'approximation =, s’écrit:

'3::’ _-—,.K. vh a_T:.g. 3

at dt

et sa solution, compte tenu des conditions (39), aura la_forme suivante
en coordonnées «lagrangiennes» [, «,,t:
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¢
. (zu,ao,z)=f[ﬁ.m (%)](lo,an,t)ﬁt.

De la solution correspondante en coordonnées eulériennes

w,(;,a,:)zj[ﬁ.m(%)][zn(z,a,z),a,:]dt

on déduit gw,/ot qu'on introduit dans 'équation de 'approximation Ty
et ainsi de suite.

Pour trouver pratiquement la fonction 7,(/,«,f) de (42) dont la
connaissance permet le calcul effectif des approximations successives
on peut utiliser par exemple la relation :

*3
— =ttt
H i
Iy
B. Méthode des vibrations propres. L’équation (33) étant linéaire
admet évidemment des solutions de la forme :

(43) (P& =an (!, @) sin [0 (2) €] + b (7, &) cos [wn (2) 1]

d’une vibration harmonique généralisée de fréquence o, ().
La vibration (43), introduite dans 1’équation (33), donne alors les
équations qui déterminent les amplitudes a, et b, :

{mnan-}—x‘_;- v.”;bn__A.. Vi (@ ) =0

(44) ¥ #
Wby — Hevyay,— Aoy (byo) =0,

quon peut écrire comme suit en faisant apparaitre 'opérateur 3/3¢ et

da  9b
en remarquant que 5 = =

ot
oby =
Wnlp+—— AoV, (wpa,) =0
ot
co“ﬁn—@;—;—iovh(mubﬁ)=0.

De ces équations on déduit:
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2 s L s
{aaa"+rﬂiau=wnA°Vn(wnau)—é[ii-W(wnbn)]=fv?(«,fut)

44 [ 3p > 3 =+
{ at'” +mfsbn=mnf\‘vh(mnbn)+ “—t[A'vh(‘f’-‘nan)]::f:(“a{u)t)'
0

Considérons les intégrales générales de ces équations (en coordonnées
lagrangiennes /,, «,,t):

@ (ac‘, ly,t) = a sin [w, («) t] + af cos [w, («) 1] +
+ 5 | s sinfon@) (=0t
by (e, 1, , t) = b7 sin [0, («) t] 4 b2 cos [oa (@) £] +

+%fﬁ@mﬁmﬁm@@4ﬂ“’

(44")

a}, ay, b2 et by étant des constantes. Il faut distinguer deux cas:

1°. les lignes de flux du vecteur H sont des courbes fermées sur la
surface du géoide. Alors, les valeurs des fonctions a, et b, sur les par-
ticules H sont évidemment des fonctions périodiques de ¢. En désignant
par L(«) la longueur des lignes de flux (fermées) du vecteur H, on
déduit immédiatement des intégrales (44") que le spectre des fréquences
est discontinu (dénombrable) et qu’il est donné par la relation :

9
(45) (@) = g5 @=1,2,),
dl

J Hiel)

on arrive ainsi & 'important résultat suivant:
Pour qu'il existe sur la surface du géoide des vibrations harmoniques
simples de p; (c’est-d-dire pour que les w, soient constants en chaque

‘point de cette surface), quand les lignes de flux du vecteur H sont
des courbes fermées, il faut et il suffit que l'intégrale :

L(2)

H(l,a)

soit constante pour chaque ligne de flux. En d’autres termes, il faut
et il suffit que toutes les lignes de flux de // soient parcourues par les
«particules Z/» dans le méme temps.
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Si, comme il est naturel de le supposer, la fonction p. peut étre déve-
loppée suivant les vibrations propres généralisées (43), on aura donc la

série de Fourier suivante, dans le cas ot les lignes de flux de H sont
fermées :

(46)
) 9 5
Po(@sl,t) =3, an(, 1) sin u:;ﬂ—m + bu(2,1) cos %?L ,
3 o (:
dl j dl
g,]ﬂ(ﬂ,oc) v H(l,a)
avec la période fondamentale :
L(x)
dl
47 5 ’
( ) T (o:) H(,{ : a)
0

et les coefficients étant donnés par les formules classiques :

ay(e,l) = —fpo (2,0,1)sin ('T(:;)dr;

(48) =

9
ACUEE= pa(a,z,r)oos(:f(ﬂ>dc

1 4

!.—T'

La série (46) montre que p, est, en chaque point, une fonction pério-

dique du temps dont la periode est =, lorsque des lignes de flux de i

sont fermées et lorsqu’on peut négliger les variations temporelles des

champs entretenus pendant U'intervalle (f,—=,#,+7). el
Les vibrations propres généralisées (43) ont 'amplitude Va;+0; et

I'angle de phase:
et el ay (o, 1)
Ya = arc g bﬂ(a,l)]'

Chaque vibration propre généralisée se comporte donce comme une onde
dont la vitesse de propagation C,, donnée par:

oy, (a) 2rn
| V7l y:

V! f ﬂ(z

est constante dans le temps mais variable dans l'espace; et il y a des
points amphydromiques définis par:

n(2,1) =bp(2,0)=0

(49) Ca(es ) =
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20 les lignes de flux du vecteur de prévision H sont quelconques.
Alors, les équations (44') des amplitudes des vibrations propres généra-
lisées de p_ ont des solutions pour toute valeur de » comprise entre
0 et eo. Le spectre des fréquences est done continu et il faut rempla-
cer la série (46) par l'intégrale de Fourier :

o

(50)  py(a, 0, t)=[Ta(w,a,l)sin (o) + bo, z, 1) cos (of)] dn,

(1]

avec naturellement Vw=0. Les formules classiques :

g 1 ; :
(51) a(w,x,l)= :f[p;(a, L, t)—p,(=,1, — t)]sin(at)dt,
b(w,a,l) :—}:r[;p’;(z s t) 4 py (2,1, — t)] cos (wf) dt

sont impropres ! & la détermination effective de a(w) et de 4(w),
puisqu’elles font intervenir les valeurs (inconnues) de pj(«,l,t) pour
t>0. 11 faut donc déterminer ces fonctions par le systéme (44), qui
prend ici la forme :

w(l —K-v,.)a =—Hev,b
m(l—KlV;.)b——-w f_;i Via,

par suite de Vo=0. Il va sans dire que si les lignes de flux de 7/
peuvent étre considérées comme des courbes presque fermées sur la
surface du géoide (mous verrons que tel est le cas), les fonctions
a(a,0,l) et b(w,a,l) de (50) présentent des maxima trds accentués dans
le voisinage immédiat des valeurs de w,(«) du spectre discontinu (43).

L'intégrale (50) et, en premitre approximation, la série de Fourier (46)
sont la solution du probleme des variations de pression au niveau de la
mer, abstraction faite des variations lentes dues au mouvement entretenu
(circulation générale). Cette solution, qui peut d’ailleurs otre appli-
quée simplement dans la pratique, permet de déterminer la fonction s,
par la relation (28), d’ou I'on déduit ensuite la température par la
relation (30), c’est-i-dire :

(52) T (T )'s[ (:) a { ;))] ;

1 Sauf dans le cas ol ¢t=0 est un point de symétrie de p (¢).
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6. Vibrations propres quand le mouvement enirelenu est permanent
el giratoire. Considérons I'atmosphére d'une Terre idéale dont la sur-
face est uniforme (sans contrastes entre mers et continents) et on peut
exister, par compensation entre les échanges de chaleur par rayonne-
ment et les échanges de chaleur par «conduction de turbulence», une
circulation générale ou mouvement entretenu giratoire autour de 1'axe
des poles!. Dans un mouvement giratoire permanent, chaque particule
déerit, & vitesse constante dans le temps mais variable en général avec
la latitude et l'altitude, une trajectoire circulaire qui coincide avec un
paralléle géographique. Dans ce cas, le déterminant (5) est évidemment

: ; g 3
nul, mais son mineur réduit Exls a par contre la valeur:

(53) Lee =
D QQSinw__r)(I-lcosqn)
H a?’

en coordonnées sphériques 2,9. D'autre part, le vecteur // est
évidemment horizontal et zonal, et n’a donc qu'une composante non

nulle : 77, . De la définition (9) de H nous déduisons :
o3 j e (X_u) 2
cosg\D /99

ou bien, en tenant compte de (53) et en remarquant que £ /dp = 0:

T 19V¢
(53" Hi(p,r)=— 1 (Ré__ o J )
e Togune_ d(Vacosg) |\ dg 2 o
rcosg| 2Qsing — Ty Tt
Caleulons maintenant le vecteur A dont les composantes sont denm'es
par (35). On a ici: RT:
Ay = cotg g
2r g
et Ay =0.

1’équation (33) des variations de pression au niveau de la mer

devient done :
op, ap,, a’p:.

(11-)4) _d_t 2—1[) "{—' '\? —————

1 Sur la théorie des circulations générales giratoires voir les mémoires de 1"au-
teur : — Sur les rotations des astres fluides (Beitriige z. Physik d. fr. Atmosph,, 19,
1932, p. 237-245) ; — Les circulations générales et leurs perturbations (Gerlands Bei-
triige z. Geophysik, 52, 1938, p. 20-67) ; — Nouvelles recherches sur les perturbations
spontanées du mouvement des fluides avec des applications & Uhydrodynamique solaire
(Troisitme partie: Hydrodynamique solaire) Bull. Soe. Géograph. Lisbonne, 62, 1944
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(‘onsidérons une perturbation de la circulation générale giratoire se
déplacant le long d’un paralléle. Si cette perturbation est symétrique
on peut supposer que ses isallobares sont tangentes aux méridiens sur
] !
la trajectoire du centre et que, plus généralement, ﬁ (%%") est négli-
ceable dans une zone relativement large de part et d’autre de la tra-
jectoire du centre. Dans ces conditions, (D4) montre qu’il n’y a presque
pas de creusement (ou de comblement) dans cette zone, et alors cette
équation s’intégre immédiatement et donne :

(95) FACRRUEIVARER SR ACIAE

I’évolution du champ de pression qui est traduite par cette solution
est simplement un transport, le long des paralléles, du champ initial
avec la vitesse angulaire [/, par rapport & la surface de la Terre.
A ce transport est cependant associée une déformation «transversale»
du champ initial si 7/ est fonetion de 9.

Dans I'hémisphére sud, pour |3|>-35% abstraction faite du continent
antarctique et des pointes méridionales des continents américain, africain
et australien, la circulation générale réelle de I'atmosphére se rapproche
beaucoup, comme le montrent les cartes moyennes, d'une circulation
giratoire quasi permanente. De sorte que les variations de pression
dans I’hémisphére sud au niveau de la mer sont presque exactement
déterminées par I'équation (54). Si nous considérons donc des pertur-
bations de pression a configuration symétrique et pour lesquelles on

!
peut négliger ;—g (—;?) dans une certaine zone située de part et d’autre
de la trajectoiré des centres, alors les variations de pression corres-
pondantes dans cette zone seront intégrées par (55). Quelle que soit

d! ! d !
6?‘?: vis-a-vis du terme en 0%
dans I’équation (54), la solution générale de 'équation (54) sera donnée
par la série de Fourier (46), puisque les lignes de flux de i sont ici
des courbes fermées (confondues avec les paralléles géographiques).

Cette série de Fourier prend d’ailleurs dans ce cas la forme suivante :

d’ailleurs l'importance du terme en

B6) pL(p,2,t) = g" @, (9, %) sinnlly t 4+ b, (9,2 cosntht,

puisque :
L (=) on
el di 2r

J H(x,)) ) H(g) ()

o
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Le spectre discontinu (45) des fréquences est done défini ici par la
relation :

(57) o (@) = nth (), »=1,2,...,

et Uon voit que quel que soit le creusement (ou le comblement) du
champ de p;, cette fonction est en chaque point une fonction périodi-
que dont la période et 2%/H;(3). En prenant pour I/ la valeur
20° jour qui correspond & la vitesse normale de translation des pertur-
bations de pression pendant un régime d’ouest bien établi, la période
fondamentale 2=/H; est donc de 18 jours et les premiers termes du
spectre des périodes seront les suivants:

ks
18

[ i

‘ 7 (jours)

. 8

99
-y

9

)
-

28|45
96 4,5'

10|11{12
1,8(1,6/1,5|

3 (2,6

Remarque. Dans la détermination des coefficients /5 et A, de
I'équation (54) des variations de pression au niveau de la mer pour une
circulation générale’ permanente et giratoire, nous n’avons pas tenu
compte de la condition d’adhérence du fluide & la surface () du géoide,
condition que nous avions utilisée cependant dans la déduction de
I'équation fondamentale (33). La raison de ceci est simplement que
les fonctions | 7| et | A| calculées par leurs expressions (9) et (35) en

fonction de 7 et de E sont maxima sur la surface & et il est donc
pratiquement indifférent de déterminer leurs valeurs sur ¢ méme ou i
quelques métres au dessus de cette surface. Cette remarque sera appli-
quée dans le § suivant.

7. Détermination des vecteurs de prévision /7 et A. Les expres-
sions (9) et (35) définissent ces vecteurs en fonetion des champs entre-

tenus de vitesse (17) et d’énergie (£). Il est donc indispensable de
déterminer ces grandeurs. Comme elles sont inaccessibles i 1’observa-
tion directe a cause de l'existence des perturbations, il faut éliminer
celles-ci par une certaine opération analytique. Nous admettrons que
lopération de moyenne temporelle (2), appliquée 4 une grandeur U *
quelconque, élimine la perturbation de cette grandeur et donne done
sa valeur entretenue U, lorsque lintervalle de temps = est suffi-
samment grand. En faisant abstraction des faibles variations du champ
entretenu pendant l'intervalle =, nous poserons donc:

(58) - Ua=UL=U(1)



LE PROBLEME ATMOSPHERIQUE 223

et ceci entraine d’ailleurs »'=wu, ce qui est en accord avec la solution
générale (46) ou (50) de I’équation (33). Nous aurons alors

B =05 Lt=1xn; E=Eg,
Dj, étant le déterminant obtenu, a partir de (5), en remplacant 4 par

—-:,,‘,, ym la dyade des cofacteurs (mineurs signés) de ce déterminant
o & ¥ - l red h ] . . .o
et K, la fonction: (SP), + _Vi*+ E,. Le vecteur de prévision

sera done donné par: AR
H=—ynev E,.

Quand on étadie les phénomeénes a la surface du géoide (niveau de
la mer), il est inutile de se servir du déterminant (5). Par suite de la
condition cinématique (V;)=0 sur la surface s, on peut en effet

remplacer ce déterminant par le déterminant
0Va oV,

2a — 20 s
% v e Qsin g |
s |
a Vy D] ¥ 6 Vy | §
= +2Qsing vy ’

des équations du mouvement, écrites en tenant compte de cette condi-
tion cinématique. Nous avons done:

. ~ ey 9V=0V, (an % o )(aV, o )
(09) Di=(Du)h= il st 2Q0sing b 2Qsing) ,
@,y désignant ici des coordonnées orthogonales et horizontales en hp
point de la surface 7. A ce déterminant D, correspond un vecteur de
prévision horizontal :

1 (aV,, Lo )w 1 9V, oF
'x=—_ — .‘Q —— -—--——-—-g——-—
;. A \dw TR S T Doy se

Nl 5 (aV, o )aE 1 9VedE
i oz T Dy oz oy

(60)

Désignons par A, et Ay les composantes du veeteur horizontal A
respectivement vers l’est et vers le nord. Comme on a Q,=0, on
déduit de (3D) en tenant compte des valeurs des ¥,;:

_ RT,Qcosgp9Vy g

i

R LT LRV RREY
g D,
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le déterminant ), ayant ici 1'expression :

oVe . Vx )& (El Vy
oN de

(62) D)= ( + 2Qsin go) (&_‘: —2Qsin q:)

oN
et de et dN étant des déplacements infinitésimaux veers l'est et vers
le nord.

Considérons les régions on toutes les dérivées spatiales horizontales

du premier ordre des composantes de la vitesse entretenue 7" sont
négligeables vis-a-vis de 2Qsing. (Pour [¢|>20° on peut considérer
que cette condition est satisfaite quand l'ordre de grandeur de ces
dérivées spatiales n’atteint pas 107'sec™). Dans ces régions, on a
D, =4Q%sin* ¢ et les expressions des composantes de i se simplifient
beaucoup. On obtient :

> 1

63 : Vi E) <k,
(%) 9Qsinw( ) i

Hl

l.y étant le vecteur unitaire de la verticale ascendante d'un point.

Le vecteur H est done, dans les régions en question, le «vent» du
gradient de 'énergie hydromécanique £ = E,, du mouvement entretenu.
Le théoréme de Bernoulli, appliqué & un mouvement permanent

horizontal, donne 1'équation des lignes de flux de 7"

1 b=t

deP"r' - "* = (Constante

~

(cette constante variant en général d’une ligne de flux a une autre ligne
de flux). Dans les mémes conditions restrictives qui permettent de
déduire (63) de (9), le mouvement entretenu permanent est un mouve-
ment géostrophique (vent horizontal du gradient) ou, plus généralement,
un mouvement cyclostrophique. I’expression du théoréme de Bernoulli
devient alors:

J"= Constante sur une isobare.

D’autre part on aura:

1 s O Vv i B W a
V* = o Q*sin ¢ =i e

2 e ?< Q.Qsmqa \/li p;&!singu[)’

aP

5}7 .

avec:

b'
lim V=V = =o—
drsco 2Qsin 3

d’apres 'équation du mouvement. Dans ces relations » est la normale
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horizontale aux isobares en un point et g; le rayon de courbure des
isobares. (Le signe - correspond aux isobares cycloniques et le
signe — aux isobares anticycloniques). De (63) on déduit done :

(IM) _ﬁ: I_I‘. -+ ]_}5.
avec :
- R’
H e V. T)x< k :
: ’.Qsm',p( e
=% 1 T -: -~
O A5y
1 : 2Ve %
_mvhipgﬂ sin ?(IT?‘Qsmq:_\/ % Qs ?)}x"'t'

Le vecteur I}: est le «vent» du gradient de la température, tandis que
1_5!" est le «vent» du gradient de I’énergie cinétique. Les lignes de flux
de I}: sont confondues avec les isobares du mouvement entretenu; la
direction de ce vecteur est celle du vent entretenu du gradient si
V V) VP>0 et inversement.

11 est intéressant de remarquer que si les conditions qui permettent
de déduire (63) de (9) étaient satisfaites sur toute la surface de la Terre,
les lignes de flux du vecteur H seraient des courbes fermées, de sorte
que la série de Fourier (46) représenterait alors la solution rigoureuse
du probléme des variations de pression, lorsque le champ entretenu est
permanent. [La condition la plus générale pour que les lignes de flux

de H puissent étre considérées comme des courbes fermées est d’ailleurs
moins restrictive que les conditions qui permettent d’écrire (63). Il suffit
en effet, d’aprés (60), que oV./ox et 9V,/oy soient négligeables
par rapport & 2Qsing, tandis que o V./dy et 9V,/dx peuvent avoir
des valeurs quelconqnes]

Dans les régions ou l'expression (63) de H est valable, c’est-a-dire
1a oil ce vecteur est, en premiére approximation (au 1/10 prés), le «vent»
du gradient de 1'énergie entretenue, le terme de creusement (ou de

Ps

t) de 1'équation fondamentale (33) est normal.

comblement) K *V, (

Les expressions (61) montrent en effet que le vecteur A ne dépasse
pas alors ordre de grandeur 10°métres, car g=10"g; d’autre part,

0
AV (%) a Pordre de grandeur normal 107" cbar.métre™. sec™., ce

qui donne pour le creusement (ou le comblement) 'ordre de grandeur
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107 cbar. sec™, tandis que le creusement (ou le comblement) des pertur-
bations & évolution rapide a l'ordre de grandeur 10~ char sec™', c'est-a-dire
10 millibar/3 heures. Pour que le vecteur A ait I'ordre de grandeur
10°métres qui donne le creusement et le comblement rapides, il faut
que D), ne dépasse pas l'ordre de grandeur 10~sec™. D’aprés (62),

ceci ne peut avoir lieu que si les dérivées spatiales horizontales de '
sont de I'ordre de grandeur de 2 Qsin g, c’est-i-dire 10~ sec™, D’apreés
(60) les régions oir ceci a lieu, et qui sont celles oir il peut y avoir un
creusement (ow un comblement) rapide des perturbations, sont aussi celles
o le vecteur I differe beaucoup du «vent» du gradient de Uénergie
entretenue. Les mémes expressions (60), comparées & (61), montrent
aussi que les lignes de flux de /7 qui traversent les régions de creuse-
ment (ou de comblement) rapide ne peuvent pas étre considérées comme
des courbes fermées, méme en premidre approximation. Pour les points
situés dans ces zones de creusement (ou de comblement) la solution de
I'équation (33) des variations de pression est I'intégrale de Fourier (50),
ou bien la série (37) des approximations successives ; tandis que pour
les points ou passent des lignes de flux de qui ne traversent pas les
zones de creusement (ou de comblement) rapide on peut se horner i la
série de Fourier (46).

Dans la pratique, pour déterminer les vecteurs H et J{, on com-
mence naturellement par le tracé des cartes des pressions moyennes au
niveau de la mer (Z,), et des températures moyennes au niveau de la
mer (75),, pendant un intervalle de temps ==1#,—¢ dans le passé
contigu & U'instant initial #, et de I'ordre de grandeur de 10 jours, pour
éliminer les perturbations. A l'aide du champ de (P,), et de la rela-
tion P,(f)=(Pn),, cas particulier de (58), on détermine le vent entre-
tenu par la formule classique du vent cyclostrophique (complétée au
besoin par un terme de frottement), d’ou I'on déduit I'énergie cinétique

1 : - . it %
entretenue par unité de volume : V?. On calcule ensuite la fonction
" . Loy s B E
E,=R(T;),+=V,; ainsi que les composantes e o as de son gra-
; e de  IN

-

dient horizontal. Connaissant les composantes |, et |7y du vent

Gy i ¢ Vo oV, oVy

entretenu, on en déduit les quatre dérivées partielles i——, : =, AL

de " dN " oe

et &_\_ ce qui permet de calculer immédiatement la valeur du déter-
o

minant 7, par l'expression (62). On a ainsi tous les éléments pour le
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calcul des composantes /., Hy, A, et Ay des vecteurs H et A par
les expressions (60) et (61).
Il sera utile aussi, comme nous le verrons dans le § suivant, de

tracer la carte des courbes de niveau de la fonction A H et celle des
courbes de niveau de la fonetion :

- .h (1), 2 cos 7 ‘o V., 20 ot P o Va\?
T S \/(‘m —20sing) + (5%)

puisque d’une part c’est en quelque sorte A qui représente la contri-
bution du champ entretenu au creusement (ou au comblement) des per-
turbations, et nous verrons d’autre part plus loin que Kol est, & un

facteur prés, le creusement (ou le comblement) intrinséque des pertur-
bations circulaires.

8. les vecteurs de prévision H et H et la climatologie dynamique.
Nous entendons ici par climatologie dynamique la branche de la météo-
rologie qui a pour but la recherche des relations qui existent entre les
valeurs moyennes (normales annuelles, moyennes mensuelles norma-
les, etc.) des éléments principaux (1%, 7%, V*) et les propriétés
moyennes des perturbations atmosphériques (trajectoires moyennes,
zones de naissance et de disparition privilégiées des perturbations, etc.)
dans les différentes régions du globe.

L’importance des vecteurs H et A est décisive dans cette climato-
logie dynamique, comme nous allons le voir. Donnons-nous par exemple
le champ des moyennes normales de la pression et de la température
(au niveau de la mer) et du vent pour un certain mois de I’année.
On peut en dédmre, comme il a été expliqué dans le § précédent, les
vecteurs moyens H, et An correspondants. L’évolution des perturba-
tions (p,) de pression de ce champ entretenu moyen sera donnée
évidemment par 1'équation (33). Considérons alors une perturbation
«normale» dont le creusement (ou le comblement) est constamment
un extrémum au centre. La trajectoire d’une telle perturbation est
évidemment indépendante de son creusement (ou de son comblement)
Or, I'équation (33) montre immédiatement que la trajectoire d’une per-
turbation sans creusement ou comblement est une ligne de flux de Vi
(la vitesse du centre étant égale i I_-}), puisque I'intégrale générale de
(33), sans le terme en K, s’éerit simplement :

Py (!u? %y s t)=(P;)u=!u!“u:?

en coordonnées lagrangiennes /,,«, (coordonnées initiales des «parti-
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cules j}n, voir § D,A). On voit donc que les «trajectoires moyennes»
des perturbations «normales» sont les lignes de flux du vecteur H moyen
(la vitesse du centre étant égale & IE})

Envisageons ensunite des «tourbillons circulaires», c’est-a-dire des
perturbations dont le champ de p., est constitué par des isobares circu-
laires. Ces perturbations appartiennent évidemment & la classe des
perturbations «normales» définie ci-dessus, et la vitesse W de dépla-
cement de leur centre est donnée par la formule :

o o

¢ 6étant une longueur mesurée sur un rayon horizontal de la pertur-
bation et l'indice ¢ indiquant les valeurs au centre. I.’équation (33),
appliquée au centre de ces perturbations, prend alors la forme :

--'ap;) ’a’p’;) S

i) Wy W.

(3¢, ( o

Mais nous savons que la vitesse de déplacement du centre d’une per-
turbation normale est égale & FH, c'est-a-dire W=1H.

Done:
.- oPq (JJPQ) = =

pour les perturbations circulaires («tourbillons» circulaires). Cette
équation montre que la contribution du champ entretenu au creusement
(ou aw comblement) du centre des perturbations circulaires est le produit

scalaire des vecteurs IT et N

Le voisinage immédiat du centre d'une perturbation quelconque de
P, présente toujours, en premiére approximation, les caractéres d’une
perturbation circulaire; d’autre part, c’est évidemment une perturba-
tion circulaire qui représente le mieux le voisinage immédiat du centre
de la «perturbation moyenne» de p, qu'on peut imaginer superposée
4 un mouvement entretenu moyen pour étudier la climatologie dyna-
mique d'une région. C’est donc 'équation (67) qu’il faut utiliser en
climatologie dynamique et cette équation montre que les zones privilé-
gides de naissance et de creusement des perturbations (foyers de cyclo-

- -
nes) pour un champ entretenu moyen sont les zones o U'on a Ao H>0,
et les zones privilégides ou foyers de comblement et de disparition des

perturbations sont celles oit, par contre, Ao 74 2= (),
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Pour étudier la climatologie dynamique, ¢ faut donc tracer, i coté
des lignes de flux de H moyen (qui donnent les trajectoires moyennes des

perturbations), les courbes de niveau de la fonction A« H.

Considérons finalement les rapports entre les trajectoires moyennes
des perturbations en dehors des zones privilégiées de creusement et de
comblement et les champs moyens de pression et de température. Le

vecteur 17, en dehors de ces foyers de crensement et de comblement,
est donné, en premiére approximation, par (63), de sorte que les
trajectoires moyennes des perturbations coincident, dans ces régions,
avec les courbes de niveau de I'énergie hydromécaniqne E du mouve-

ment entretenu moyen. On peut _poser d'ailleurq H—-H +1 ,, avec les

valeurs (65) pour les vecteurs H et Hg. Le vecteur Lr" («vent» du
gradient de la température) est prédominant dans les zones extra-
tropicales ol les variations spatiales de la température l'emportent
presque partout sur celles de l'énergie cinétique. On peut donc dire
que les trajectoires moyennes des perturbations de p.. dans les régions
extratropicales, et en dehors des foyers de creusement et de comblement,
coincident, en premiére approximation, avec les isothermes moyennes.
Dans les régions tropicales les variations spatiales de la température
moyenne sont presque partout trés faibles mais il peut y avoir d’'impor-
tantes variations spatiales de I'énergie cinétique moyenne. Le vecteur

ﬁ’, («vent» du gradient de I’énergie cinétique entretenue) sera donc en
général prépondérant et comme ce vecteur est tangent aux isobares
entretenues, on voit que les trajectoires moyennes des perturbations de
p, dans les régions intertropicales (cyclones tropicaux), en dehors des
Joyers de naissance et de creusement, coincident, en premiere approxima-
tion, avec les isobares moyennes. Ces résultats sont en parfait accord
avec des faits bien connus en météorologie empirique,

9. Solution générale des équations (22) des perturbations. La
solution de ce systéme peut étre cherchée par une méthode d'approxi-
mations successives qui est la généralisation naturelle de la méthode
utilisée pour résoudre I'équation (33) du champ de p, (Voir § 5, A).
Nous poserons donc :

PJ _— ﬁn Tu
(68) i: 2 2 ;;-:'n
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et définirons les approximations successives par les systémes :
0T

ot

Sa Tre T
uu—'_'SmVTn'_'}' (Vm_'g._>-
0%n

ot
n=1 =1

+ E w; ¢ V¢, —f—w,, -Vz gi= Sq diver,_;,

BE I}IV;.‘R,, = — P,; di\';,g_l,

T',;. * V¢, -I-w,.-vb +wn.v,n+

et par les conditions suivantes :
1° — conditions initiales :

ﬁo(m,y,z,i=fn)=pf,(m,y,z),

(70) @, y,2,t=1)= 8’(-?: ¥:2),
wu(m Y,% t‘—t‘u) ‘Ul(&E,y,Z),
T(@,y,2,t=1)=0,

(71) al@,y,2,t=1)=0, pour nX 1.
wa(@,y,2,t=10)=0,

2° — conditions aux limites: a)— conditions aux limites extérieures
de I'atmosphére :

lim =%, =0,
r—w
(72) lim s 0:
r—»0
., =
limw, = 0.
| r—w

b) — conditions aux limites sur la surface ¢ du géoide. La condition
cinématique aux limites est traduite par la relation (28) et I'on doit
avoir ici, puisque [(w.)], = 0:

-

(6n)s =0, pour m=0,1,2,...
(8a)s

La premiére équation de (69) s’intégre immédiatement et donne, en
coordonnées lagrangiennes :

(14) Ton (ly.s %o s 5 8) = (Fa)y (L5 %0 5 7o) /'1’,,. div m,._l at,

(‘3) {S,,. )a Vi (rﬂ)c * %+ C)g /CC)G
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(« est ici le paramétre continu d'une famille quelconque de «surfaces de

flux» de H horizontal, [ le paramétre continu d’une famille de surfaces
orthogonales aux premiéres, et 7 le géopotentiel. On a done:

[
= {“ i fj:j" (!U s &ys My s U ':f
ty
A =&,

N = Ny,
d’ott 'on déduit
fu“_—!o([a“;'”af)s
r‘o"“ %,

N==".

(es fonctions, introduites dans (74), donnent les =, en coordonnées
eulériennes /,z,n,t:

(14)
Tally 2y, t) = () [l (1,2, 0) 3 2370) _fp (L ey nty) 32 8]

< (div w,,_l) [l,@,a,nt);a;0;¢]dt.

(les solutions satisfont aux conditions initiales (70) et (71), puisqu'on a
d’une part (m,),=p, et d’autre part (w,),=0 pour ax1. Les condi-
tions aux limites extérieures (72) sont satisfaites aussi par suite de
lim (7,),=0 et de lim P, =0. Quant & la condition cinématique sur

r=>m r—m

, nous verrons un peu plus loin qu'elle est également satisfaite.
Définissons les opérateurs suivants :
d,‘ Gn a = ‘/ -1 —

rls . b V g =, - Sao)e
(‘t)) d“f at‘l"('m vaﬂn D+ u.ﬂq) Y.

Les troisitmes équations des systémes (69) s’éerivent alors comme suit,
en tenant compte des deuxitmes équations :

Lo d £ dﬁ n 1 ...p. sy
(76) —d—‘;J-k—g* (Fa—5ek) oo (sitTia)]eut

foe (V*_ q-%) ek = S5 div W +

185 (vrne k) ev(Si+ 2 )
Soient :

(77) Ga(9,y2,m,10)
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les solutions de ces éqnations qui satisfont aux conditions initiales (70)
ou (71), & la condition cinématique (73) et aux conditions aux limites
extérieures (71). Ces fonctions et les fonctions (74') !, introduites dans
les deuxiémes équations de (69), donnent alors les approximations
successives 1, de la perturbation de la vitesse qui satisfont a toutes
les conditions initiales et aux limites requises, puisque les =, et les ¢,
satisfont & ces conditions. La seule difficulté de la méthode d’approxi-
mations successives provient donc du terme non linéaire V¢ des
équations (76). Pour lever cette difficulté, nous poserons, dans ces
termes non linéaires :

(78) G(@yt,m, ) =[], (9,0, 8) + (9,2, m,1),

a étant une constante et les u, des fonctions qui satisfont aux conditions
aux limites (p,),==0,limp, =0 et initiales: (pu)r,=0 pour nx1

ot (o)t,=8(9,%,n)—e%(s;),. Ces fonctions (78) satisfont done &
toutes les conditions initiales et aux limites du probléme, puisque les
(¢.), sont déterminés en fonction des =, [donnés par (74')] au moyen
de la condition aux limites sur o (73),

Admettons que les p, sont des petites quantités telles qu'on peut
négliger, vis-a-vis de 7 [e*n(c,);], les vecteurs vy et 7 [ p, (Gu)3] -
Une telle condition est verifiée a priori dans la voisinage de a, mais nous
admettrons qu’il en est de méme dans toute Uépaisseur de l'atmosphére.
En posant:

o n—1
(79) fo= Spdivw,1 4 Sa (v'rrn --%) eV (Sa—+ gs Gi) —

__‘_eu?d‘ﬂ _,-:’_,_,-*.L ; ¥ g 2-—»
28, (Im q D) [V.&(C;.); "a(cn)s kn]

les équations (76) deviennent alors:

n—1

@) Gy L[ (Fa=7e5) e v sit Zhs) |a—filehshztin,

b, 4%, 20, t désignant les coordonnées lagrangiennes qui correspondent
aux opérateurs d, /d, t, définis par (75). Ce sont donc les coordonnées
cartésiennes rectangulaires initiales de particules fictives se déplacant

1 On voit maintenant que les =, satisfont aux conditions (73) si I'on contraint
les 5, & y satisfaire.



LI PROBLEME ATMOSPHERIQUE 233

en chaque point et & tout instant avec la vitesse

n—1
—»

»
I m “Bm vﬂ" '_‘_ 'I" Ei w,.
u

Remarquons que les f, sont, d’aprés leur définition (7V), des fonctions
connues, puisque les (c,), sont déterminés par la condition (73), en
fonction des =, .

[’intégrale générale de (80) s’écrit alors:

[}

(81) :,,(a'!‘.,s;:,zﬁ,t)={ Jel bR DL F, (oh g2, )t +
#,

+ (e [oh, 38, )] e EGRRA D ot

avec ;
n-1

1 |
(@h by 2hy )= [ (Fa—go L) ew(Si4+ Ducd |
2@ b )= oo | (Va—ge ) e v (a4 i)

Il est essentiel de ne pas oublier que 'opération fd,li se rapporte évi-

ty

demment aux particules fictives qui se déplacent a la vitesse

n—1

ftm; = S-:; VT, e % —!‘ ?i ;?; .

Les solutions (81) satisfont évidemment aux conditions initiales
[(70) ou (71)], ainsi qu'a la condition aux limites extérieures, puisque
lim (5,),= 0 et d’autre part (79) montre que lim f,=0. De plus, ces

o

Ti—»w0
solutions satisfont évidemment aussi a la condition cinématique (73) sur

la surface 5 du géoide dans la mesure ou ’hypothése introduite ci-dessus
sur les p, est verifide.

Pour passer de la solution (81) de ¢, en coordonnées «lagrangiennes»
&y, Ynszn,! aux solutions correspondantes en coordonnées eulérien-
nes (9,4,7n,t par exemple), on a les relations:

oy = .'1'1',‘ —f—f[]"—S v“n.'_‘_ "L' 2 ’U}x(mq f/;]l-ﬁuy!)dut
2 = ” n—1 -
Y= *f[ Ve — S VT 5+ g,-w,v]y (@h 28,45 D) dst;
fy
'

— - n—1 —
Zp == z‘;’l '{" [I,‘;t — "‘S'N: VT 'l- _i" zl’“:i}: ('rl:t ] ff?t y ".‘:‘:1 ] f) du { 3
A 7

L
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d’ont 'on déduit:

Irﬁ=art',(.f.r.y,z,t)-==m[ (9,2,m);9(9,2,0)52(2,2,1);¢]
I./lu -—?,,(&E,J,;,t)—:y?‘{w( "'*)?.'")'(?))‘:"}53(?’ ,'.q);!_]
V=2 (,9,2,t) =& [2(®,2,7);7(9,2,7);2(2,2,n);1]

Ces fonctions, introduites dans les <, (2, %) ,2), ) donnent les solutions
eulériennes correspondantes en coordonnées «gdéopopentielles» ¢,%,7,¢.

TABLE DES MATIERES

1. Le systtme d'équations de la théorie des perturbations

2. Le probléme atmosphérique . e 5

3. Les équations des perturbations atmosphériques. ol R
4. Equation spatio-temporelle du champ de pression sur la surface du géoide
9. Solution du probléme atmosphérique sur la surface du géoide .

6. Vibrations propres quand le mouvement cntret.enu est permanent et giratoire
Détermination des vecteurs de pw\rlswn Het A
Les vecteurs de prévision Het X etla climatologie dynamique.

9. Solution générale des équations des perturbations .

ERRATA
Pag. ligne au lieu de lire
204 18 3 ¢
Equalions
(22) mettre + avant le terme en s'
(27) derire — (g+2g) W' au lieu de — gy
(28), (28 bis), (34), (35) remplacer q par 4
(41) derire a=g, au lieu de n=z

{42] derire ap=a au lien de Ly ==ty

388

211
214

§§§§



PORTUGALIAE PHYSICA
Vol. 2—Fase. 3—1047

MESURES SUR LES COURBES DE RESONANCE ULTRASONORES
DANS DES LIQUIDES

par A. Vay ITTERBEEK et A. De Boek *

(Communication du «Centre d'Etude Scientifique et Technique
du Froid», Louvain, Belgique)

(Reeu le 15 Avril 1947)

1. Le mode de vibration d’un quartz piézo-électrique dans un liquide
est déterminé par I'équation différentielle :

. 1 dx
1 ,U-(———{— W 4/ &= P-sinont
) dt? dt v

w=2%/1, a est le déplacement d’un ¢lément de volume quelconque
autour de sa position d’équilibre, .M représente un facteur qui dépend
de la moitié de la masse du cristal et de celle du liguide accouplé,
IV est le facteur de frottement du systéme cristal-liquide, (7 la rigidité
et P Pamplitude d'une force périodique extérienre. Le coefficient
d’amortissement du systbme donnant lieu a un rayonnement dans un
sens est exprimé par la formule
2) fou Lo
2M

[’amplitude R des oscillations en fonction de la pulsation o, est
donnée par I'équation :

3
(3) R= i .
¥ (I';——ﬂ{- o) -+ We

En pratique on ne mesure pas Pamplitade £, mais P'énergie sonore
E—k-R-»* ou k est un facteur indépendant de la fréquence. Pour

¥ Aspirant du Fonds National de la Recherche Scientitique.
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Iénergie sonore en fonction de w, on peut établir & partir de I'équa-
tion (3), I'expression suivante :
k- P o

(4) A= z el
((‘?—ﬂf- &\2)‘-{— W72t

La courbe représentant £ en fonction de w est une courbe en cloche
qui posséde un maximum pour w=w, (», étant la pulsation propre
du quartz).

Le déerément logarithmique du systéme peut étre calculé de cette
courbe au moyen de 1'équation :
(5) 3= F(&)’,‘,-—m’;)

My +

w, est la pulsation correspondant & une énergie ultrasonore E=E,>2
(£, = énergie emise & la résonance).

D’autre part il a été établi par Beramaxs[1] que le décrément loga-
rithmique peut étre calculé a partir des propriétés physiques du liquide
dans lequel vibre le quartz. Ainsi

Y

O

(6) 3=2

|

-

(1] t‘l]

(¢ est la densité du liquide, v vitesse de propagation du son dans le
liquide ; g, et v, sont les mémes valeurs pour le quartz).

On peut donc prévoir qu'en étudiant le mode de vibration d’un quartz
dans un liquide on peut obtenir des indications concernant les pro-
priétés physiques du liquide.

Entre autre nous avons Uintention d’appliquer cette méthode i I'étude
des gaz liquéfiés tels que I'oxygéne, 1'azote, I’hydrogéne et 1’hélium
liquide.

Afin de mettre au point cette méthode nous avons étudié & tempéra-
ture ordinaire les oscillations de cristaux de différentes fréquences
(530ke, 20mm, 600ke, 800 et 900ke tous de 15 mm de diameétre),
dans la paraffine, le xylol et I'huile pour transformateur. Ces mesures
nous ont fourni en outre des indications sur la manidre dont le mode
de vibration du quartz dépend du montage de celui-ci ainsi que de ses
dimensions.

2. Appareils de mesures. Pour l'excitation du quartz sous diffé-
rentes fréquences, nous avons fait usage d’un oscillateur de 100 watt
permettant une variation continue de la fréquence entre 200 et 1200 ke.
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La tension effective aux électrodes du quartz est mesurée au moyen
d’un voltmétre électrostatique du type Stark et Schroeder.

Toutes les mesures ont 6té faites pour une tension effective de
2000 volt. Le montage est représenté dans les figures 1 et 2.

fres

Oscillateur Variometre  Voltmetre  Quartz

Fig. 1

Pour la mesure de l'intensité sonore, nous avons employé la méthodo
indiquée par SoereNseN [2], laquelle consiste & mesurer la pression de

radiation sonore au moyen d’une balance de précision (voir fig 2 et 3).
(ette pression est exercée sur un réflecteur attaché & un des plateaux
de la balance. Nous avons comparé les mesures faites au moyen d’un
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disque en verre (diametre 35> mm , épaisseur 1,7 mm) et celles faites au
moyen d'un petit volume creux de forme trapézoidale en cuivre rouge
(épaisseur de la paroi 0.2 mm).

b | P

AR

\

a Q

Fig. 4

e plus grand nombre de mesures ont été effectuées au moyen du
réflecteur creux, bien que ces mesures correspondaient exactement avec

i Q

# ///////4

o

Cc

LLLL

e 14
0770777777 ¢

Fig., 5

celles faites au moyen du disque en verre. La pression de radiation
sonore est déduite de la déviation totale du fléau de la balance. Cette
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pression S est lide & l'intensité ultrasonore .J par la formule bien
connue de Laxcevi [3].
‘.}

(T) S=E==

La pression de radiation maximum atteignit la valeur d’environ 3 mgr
par em®. Ceci correspond i une intensité sonore de 0,15 watt/em”.

Pour le montage des quartz, nous avons employé les différents dis-
positifs représentés dans les figures 4 et H.

&

Y he.

0 500 525 550 545

Fig. 6

Dans un montage (I) le quartz était posé sur un disque en cuivro a
(épaisseur 9,0 mm, diametre 48,5 mm). Dans ce disque, servant
comme 6lectrode de haute tension, était tournde une cuvette. 1.'¢le-
ctrode reliée & la terre était un anneau circulaire » (diamétre intérieure
14 mm . diamétre extérieure 206 mm : épaisseur 3 mm). Dans le second
montage (IT) le eristal ¢ fut placé & I'intérienr d’une boite a en cuivre
(diamétre 40 mm, hauteur 22mm). Celle-ci se trouvait au potentiel
de la terre.

La surface supérieure est munie d'un trou (diamétre 14 mm) devant
lequel est placé le quartz. 1.'électrode de haute tension b est un dis-
que en cuivre (tliumim‘v 22 mm, épaissenr 2mm). Cette dlectrode est
serrée contre le eristal au moyen d'une plaque ¢ en ébonite ou en
verre par l'intermédiaire d'une bandelette d en acier servant comme
ressort. Ce ressort est légérement serré contre le cristal au moyen
d'un disque e vissé dans la partie inférienre de la boite a. Le disque
en ébonite était remplacé par celui en verre pour les mesures effectués
dans le xylol pour cause de son action dissolvante.



240 A. VAN ITTERBEEK ET A. DE BOCK

Tous les cristaux que nous avons employés sont taillés perpendiculai-
rement 2 l'axe électrique. Nous remercions bien vivement le Profes-

J Paraffine.
& 3.

2
500 525 550 545 Ke.
L
™ Vv
650 145 900 1025 K.
™ Huile pour Eransform.
4q0 515 540 565 Ke.

Flg. 7

seur P. Turlot de La Louviére (Belgique) qui nous a fourni le cristal
de b30ke. Les cristaux de fréquence 600, 800 et 900 ke nous ont
¢té fournis par la Société Belge d’Optique de Gand.
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3. Mesures. Les mesures faites avec le premier montage ont donné
lieu 4 des courbes de résonances asymétriques (voir fig. 6).

['n phénomeéne analogue a été observé par BECKER[4]. Néanmoins
nous avons calculé i partir de ces mesures le coefficient d’amortisse-
ment; la valeur de ¢ obtenue a partir de ces courbes différe trés peu
des valeurs correspondantes aux courbes symétriques, que nous avons
obtenues en utilisant le dispositif de la figure 5.

Dans les figures 7 a, b, ¢ nous avons représenté quelques courbes
de résonance obtenues respectivement avec la paraffine, le xylol et
I'huile pour transformateur. A partir de ces différents résultats nous
avons caleulé les coefficients d’amortissements pour les trois liquides
en question. Les résultats, correspondants & différents montages, sont
indiqués dans le tableau ci-dessous.

DECREMENTS IVAMORTISSEMENT DANS DIFFERENTS LIQUIDES

’ Liquide Fréquence ke Montage 8 exp 8= (;%_-_t':;l
! e
1| Paraffine 230 I 0,19 0,16
A30 I 0,21
530 11 0,16
600 I1 0,36
800 11 0,55
800 I 0,55
900 ' 11 043
Xvlol 530 I 0,18 0,16
300 1 0,71
800 I 0,81
'. 900 I 0,69
| Huille pour 530 11 0,29 -
| transformateur 800 11 0,76
| 900 1 038

Nous voyons donc d’aprés le tableau ci-dessus que pour le quartz
de b30ke on trouve une bonne correspondance entre les valeurs
expérimentales et les valeurs théoriques. Pour les autres quartz le
déerément expérimental est environ quatre fois plus grand que lo
décrément théorique. Ceci peut se comprendre, le diamétre de ces
quartz ne différant que peu de I'épaissenr, de sorte qu’il faut prendre
en considération la radiation latérale.
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A la fin de cet article nous remercions bien vivement le Ionds
National de la Recherche Scientifique belge en premier lieu pour le
fait quil a mis A notre disposition différents apareils sous forme de
prét et en second lieu pour l'aide financiére dont a pa jouir un d’entre
nous sous forme de mandat d’Aspirant,

Nous remercions également le Prof. J. De Smedt pour l'intéret avec
lequel il a suivi ces expériences.
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DIFFUSION DES NEUTRONS THERMIQUES PAR LE METHANE
ENTRE 20 ET 200°K

par A. GiBErT * (A Lisbonne)

ARecu 1o 15 Mai 1947)

Résumé. On peut s’attendre théoriquement i la possibilité de mise
en évidence de transitions du premier ou second ordre au moyen de la
diffusion des neutrons thermiques. On fait ici un essai d’application de
cette hypothése i I'étude des changements de structure du méthane
entre la température ordinaire et 200°K. La transition du second ordre

bien connue & 20,4°K est marquée par un accroissement de la section

efficace de 19°/,.

1. Introduclion. Les neutrons thermiques ayant des énergies com-
prises entre 0,02 et 0,040V, leur diffusion peut étre sensible au champ
moléculaire, comme le démontrent de nombreux cas de non-additivité
des sections efficaces [1], ainsi qu’d la température du diffuseur [2], cet
effet ayant 6té aussi établi expérimentalement [3]. Or, ainsi que I'a
montré Pauling [4] pour les molécules diatomiques, dans un cristal le
mouvement des molécules, relativement aux angles polaires 0 et 5.
approche I'un des deux cas limite: oscillation ou rotation. I)’autre
part, il montre que certaines transitions, dont celle du méthane, peu-
vent étre interprétées comme des passages de I'état dans lequel la plu-
part des moléeules sont en oscillation vers l'état dans lequel la plupart
des molécules sont en rotation. Dans ce dernier cas, les niveaux
d’énergie seraient proches de ceux de la molécule libre. Il en serait
ainsi, en particulier, du méthane au-dessus de 20,4°K, de l'azote
au-dessus de 30,4 °K et de I'oxygéne au-dessus de 43,8°K.

De telles circonstances nous ont semblé propices i mettre en évi-
dence la possibilité d’utiliser les neutrons thermiques dans 1'étude de
certains effets moléculaires.

* Boursier de I'Etat portugais (Instituto para a Alta Cultura) pendant la réali-
sation de ce travail.
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Ainsi, le méthane et I'azote se présentant sons un jour particulidre-
ment favorable, nous avons entrepris leur étude. Les résultats des
recherches sur l'azote, déja publiés [D], confirment les suppositions
théoriques dans une certaine mesure.

Par ailleurs les neuntrons thermiques ayant une longueur d’onde de
Pordre de 1,7 A et les distances atomiques dans le méthane étant voi-
sines de 1A [6] des effets d'interférence sont possibles [7] et 1'on sait
que ceux-ci peuvent étre suffisamment marqués pour étre obser-
vés [8].

D'autre part, l'effet de la température n’étant pas négligeable, il est
intéressant de pouvoir en tenir compte et le méthane s'y préte paiti-
culierement bien. En effet les résultats de Sachs et Teller [2] sont
applicables au méthane au-dessous de 45°K, pour des neutrons ther-
miques de 290°K , en supposant qu'il se conserve gazeux a ces tempé-
ratures, Puisque nous avons des raisons d’admettre que la théorie de
Sachs et Teller est bonne, surtout aux basses températures [3], nous
pourrons prendre 1'écart entre les valeurs expérimentales et les valeurs
théoriques (pour le gaz) comme la mesure de l'influence de 1'état
daggrdgation.

Nous avons done fait des mesures de la section efficace de diffusion
des neutrons thermiques dans le mdéthane aux températures suivantes
(“K): 200, 150, 110, 77 et 20.

2. Mesures. Le dispositif expérimental a déja été décrit ailleurs
3 et D] ainsi que le liquéfacteur employé poar la production de tempdé-
ratures jusqu'a 20°K [9].

Pour les mesures dans le méthane gazeux nous avons utilisé une
chambre de diffusion cylindrique ayant 11,6 cm de longueur tandis que
pour le méthane liquide et solide nous avons employé un chambre ayant
i peine 2,00 mm d’épaisseur (Fig. 1), les bases étant dans les deux cas
des plaques d’aluminium de 3 mm d’épaisseur. Les diamétres des cham-
bres étaient d'environ 40mm. Ia chambre était placée a 1intéricus
du Dewar métallique, qui constituait la chambre thermique. Les paroir
de la grande chambre étaient recouvertes intérieurement d'une feuille de
cadmiuvm de 1 mm dépaisseur. Malgré la position des chambres, nous
avons réalisé un blindage au cadmium presque continu. Ce blindage
est renforeé, en particulier autour de la chambre d’ionisation, par une
couche, épaisse de 1em, d’acide borique en poudre comprimée.

La chambre d’ionisation, en aluminium, est remplie de trifluorure de
bore et reliée & un amplificateur linéaire.



DIFFUSON DES NEUTRONS THERMIQUES PAR LE METHANE 245

Les neutrons thermiques sont produits dans un chowitzer» par
deux sources, l'une de Ra 4 Be, launtre de Rn-+ Be, d’environ
350 mC au total.

La mesure ot le controle des températures se faisait par couples
thermo-électriques de cuivre-constantan. Les températures qui ne corres-
pondent pas & des points fixes étaient obtenues par les moyens déja
déerits [9].

Les sections efficaces ont ¢té mesurées par transmission, soit par
détermination de quatre nombres de neutrons enregistrés: N (avec
méthane), N, (avec méthane et écran de Cd), N° (chambre de diffusion
vide, ou «témoin»), N& (comme N, avec écran de Cd), et d’aprés la
formule -

I 70
nad = log N =

L¥=—iV¥ed

Les déterminations des 4 nombres N se faisaient en cycles de facon
A compenser de légdres variations de sensibilité de I'amplificateur.
Dans la formule précédente Pépaisseur de la chambre de diffusion, o,

était connue au

mm. Dans le cas de la petite chambre, la déter-

mination du nombre n de molécules par cm’ est particuliérement
délicate, é¢tant donné que le volume de la chambre de diffusion (2,6 cm”)
ot lo volume du tube de remplissage sont du méme ordre de grandeur.
f.e manque de temps ne nous a pas permis de modifier en conséquence
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un montage qui était adapté aux mesurs analogues dans 'hydrogéne
et dans l'azote. Or, tandis que dans 'hydrogéne la connaissance de
la pression du gaz, tandis que dans I'azote la détermination du volume
du gaz employ¢ i I'état condensé, apros chaque série de mesures, nous
ont donné une précision suffisante, ancune de ces méthodes n’était pra-
ticable ici et nous avons da utiliser, pour déterminer », les valeurs
connues de le densité du méthane. Nous avons toujours rempli la chambre
de diffusion & la méme température, comprise entre 100 et 110°K et nous
avons done pris la valeur 0,43 g/em” pour la densité du méthane [10].

Toute fois la variation de la densité du méthane avee la température
n'est pas négligeable dans son ensemble bien qu’elle présente un plateau
entre 30 et 14°K, ainsi que le montrent des travaux récents [11], la
densité dans cette zone étant de 0,62 g/em®.

Par conséquent I'erreur provenant de la fagon dont nous déterminons
le nombre ad ne peut que conduire & des valeurs trop petites et, par
suite, a des valeurs trop grandes de 5. Or tous les effets que nous
observons, sauf un, se présentent sous forme de diminutions de s et
ces effets ne proviennent done pas de I'erreur éventuelle commise sur d.
D’autre part l'effet qui se manifeste par un accroissement de s, se
présente i la temperature la plus basse (20°K), mais nous avons vérifié
que le nombre de molécules présentes était bien le méme qu’a la tempé-
rature immédiatement supérieure (77°K). Pour celd, aprés les mesures
a 20°K, nous avons fait des mesures de contréle & 77°K et nous avons
bien trouvé la méme valeur que lors des mesures faites directement i
cette derniére température. I.'effet relatif, du moins, est done certain.
Dans tous les cas, étant donné I'impossibilité évidente de vider et remplir
la chambre de diffusion au cours d’une méme mesure, les nombres
N" et N étaient déterminés avec un témoin i la place de la chambre.
Lie rapport des nombres de neutrons thermiques enregistrés avec chambre
vide et avec témoin était connu a 1°/, prés.

Une autre cause d’erreur se trouve dans I'état d’impureté du méthane.
Afin de réduire cette erreur, nous avous employé du méthane commer-
cial aussi pur que possible et, pour les mesures i 'état gazeux nous
avons encore fait une purification supplémentaire par une méthode
décrite ci-apres.  Cependant pour les mesures dans les états condensés
nous avous préféré employer le méthane moins pur, mais comprimé, ce
qui nous a permis de faire les remplissages sous des pressions de quel-
ques atmosphéres. Les principales impuretés étaient I'azote (4,25°/)
et Tanhydride carbonique (1,9°/). Celui-ci était fortement réduit en
faisant passer le gaz trés lentement dans une longue spirale plongée
dans le mélange alcool - glace carbonique. I’eau se déposait aussi.
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Quant i azote il restait gazeux a la température de remplissage et ne
comptait done pas en présence du méthane liquide.

3. Purification du méthane, Le gaz commercial comprimé, tel qu'il
nous était fourni avait la composition suivante :

CH,(93,5°,), Ny(4,25°/)), C0,(1,9°,), 0,(0,35°,)
et, apres purification,
CH,(98,7°%,), ¥,(1,0°,), €0,(0,1°,), 0,(0,35°,),

les analyses ayant été réalisées au Laboratoire fédéral d’essai de maté-
riaux et Institut de recherches (EMPA, a Ziirich).

Pour la purification du méthane nous avons utilisé en principe la
méthode déerite par Schallamach[11].

Dans le figure 2 nous représentons schématiquement appareil utilise.
Le méthane commercial comprimé & 150 atm. traversait un réductour
de pression et au moyen d’un robinet on réglait son débit dans Pappa-
reil.  Le gaz barbottait d’abord dans une solution de potasse, puis dans
de T'acide sulfurique concentré et était ensuite séché i travers de V'an-
hydride phosphorique en poudre. Comme l'on ne pouvait pas faire le
vide dans cette partie de appareil on en expurgeait l'air en laissant lo
méthane s’écouler d’abord a Dextérieur. Aprés 15 minutes environ.
on mettait alors la premiére partie de Dappareil en communication
avee la seconde ot l'on avait fait un bon vide. Lorsque la pression
était suffisante on entourait le ballon de 1 litre d’un bain d’air liquide
de facon & y condenser le méthane qui était toujours débité par
la 1% partie de Pappareil. Le méthane se condensait et lorsqu'on
jugeait en avoir la quantité suffisante, on fermait le robinet séparant
les deux parties de Pappareil.

Alors on faisait le vide, le méthane se soliditiant et perdant lors do
la solidification une partie des gaz occlus dans sa masse. On réchauf-
fait et I'on recommencait, reprenant ces operations une dizaine de fois,
jusqu'd consommation d’environ les 2/3 du méthane liquéfié d’abord.

Le partie restante était alors recueillie dans le grand ballon de 3
litres ainsi que dans le ballon d’analyse de 1/2 litre,

4. Résultats et conclusions. Nos mesures ont porté sur les trois
états  d’aggrégation et les résultats sont rapportés dans le tableau
suivant, avec leurs erreurs quadratiques moyennes.

Les valeurs données de o sont celles de la section efficace totale
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moins la section efficace de I'atome de carbone (s.=4,9<107em?)
divisée par 4, soit par atome d’hydrogene.

Dans le 3° colonne nous donnons en outre la variation de ¢ en °/,
rapportée i la valeur la plus basse (état liquide, 6=233,9+2,T) et dans
la 4" colonne nons indiquons 'erreur sur ce rapport.

La valeur & 300°K est due & Carrol [T].

I'(°K}) 5 >< 10 (em) B=(5—a50) /5110 (°[0) AR (°fo)
300 454 + 0.5 34 10,9
200 420 + 5,5 24 13.8
150 36,0+ 1,1 8,8 9.1
110 339+27 — —

i T a1+ 2,5 35 10,4
.
20 40.3 + 2.6 19 12,5

De l'ensemble de ces valeurs on voit qu'il n’est pas possible de
«éparer celles qui vont de 150 a 77°K, mais que, par contre, les valeurs
5 200 et 300°K , d'une part, et la valeur & 20°K, d’autre part, s'éloi-
enent nettement des précédentes.

Ies mémes raisons théoriques déji expliquées i propos de I'azote et la
valeur déja signalée du point de transition du méthane, nous ont porté
% tracer la courbe pointillée de la figure 3 comme susceptible de repré-
<enter, dans son allure du moins, la variation de ¢ avec la température
ot I'état d’aggrégation du méthane.

A remarquer que, pour l'établissement de la temperature de liqué-
faction nous avons pris la valeur correspondante a la pression & laquelle
<e trouvait le gaz dans les mesures faites i I'état gazeux & la plus basse
température, soit 145 °K sous 8 atm. [10].

Les résultats obtenus avec 'azote sont donc retrouvés ici dans leurs
crandes lignes et, étant donné qu’il s’agit de molécules de types assez
Jifférents, on est tenté de conclure i la généralité des faits observés
Jdans les deux cas, & savoir:
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1°) constance de la section efficace & l'état gazeux, sauf variation
minime avec la température;

9) chute lors de la transition gaz-liquide

3) insensibilité a la transition liquide-solide ;

4) variation brusque lors d'une transition du second ordre.

Cependant, tandis que dans le cas de I'azote il a été possible de
discerner dans 1'état liquide une diminution continue avec la tempéra-
ture, un tel effet n’est pas décelable ici.

" D’auntre part, il semblerait que la chute lors de la liquéfaction ne
présenterait pas un caractére de discontinuité aussi brusque qu’on
aurait pa le penser.

Remarquons encore (ue nos mesures i 20°K on été faites, effective-
ment, au-dessous de la température de transition. En effet celle-ci a
été établie avec grand soin par Clusius et Perlick [12] qui donnent la
valeur 20,4°K, tandis que nos mesures ont été faites a la température
d’ébullition de I'hydrogene liquide sous une pression toujours inférieure
4 750 mm-Hg, soit & une température inférieure & 20,3 °K [13].

infin, comme nous l'avons déja remarqué, on peut appliquer au
méthane gazeus au dessous de 45°K la théorie de Sachs et Teller,
Ce faisant on trouve pour section efficace moyenne entre 20 et 45°K,
A Détat gazeux, la valeur o=47, si on prend =20, tandis que
notre valeur expérimentalé extrapolée dans la méme région, & moins
d'une variation que rien ne fait supposer, est de 35,1 +2,3 a Détat
solide.

(Vest un effet trés grand, une diminution d’environ 20°/,, dont le
sens est d’accord avec ce que l'on pourrait attendre d’une effet d'inter-
férences, mais il serait bien 0sé de vouloir conclure sans posséder
d’autres résultats expérimentaux et une analyse théorique profonde.

La partie expérimentale de ce travail a été faite & I'Institut de Phy-
sique de I'Ecole Polytechnique Fédérale de Ziirich et nous tenons &
remercier ici son Directeur, Monsieur le professeur P. Scherrer pour
son intérot, ses conseils et son appui matériel désintéressé qui ne nous
ont jamais fait défaut.

Lanoratoire DE PuysiQue
Facunré: pes Sciexces—LisnoNse
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. POSTAEACTO

Ultima-se agora a publicagio do Vol. II da Porlugalise Physics,
revista criada com o intuito de estabelecer relagies com os meios cienti-
ficos do estrangeiro e integrar o trabalho dos fisicos portugueses na obra
da investigagdo cientifica que no mundo civilizado afanosamente se
desenvolve.

O modo como Portugalise Physica foi recebida no estrangeiro por
instituigves e individualidades de reconhecida autoridade cientifica com-
pensou 08 esforgos dos seus fundadores e mantem o intento de se permitir
no empreendimento hd cinco anos iniciado.

Mas a vida de Portugslise Physica ndo tem decorrido liberta de difi-
culdades. As escassas receitas préprias apresentam grande desnivel em
velagio aos encargos fundamentais da revista e os subsidios que de comego
lhe foram concedidos, nde bastaram para evitar que, terminada a publi-
cacdo do Vol. I, a situacio econémica da Porlugasliae Physica fosse ji
a esse tempo a de uma administracdo deficitaria.

Por essa época havia cessado a recepgdo dos subsidios aludides, sem
aviso prévio nem indicagio do motive determinante de tal cessagdo.

Assim a possibilidade de publicagao deste Vol, II da Portugaliae Phy-
sica deve-se a auxilios pecunidirios que alguns particulares, devotados
amigos da revista, lhe tém concedido em apoio do esfor¢e que, visando
interesses superiores inatacaveis, esta publicacdo representa.

Outros bons.-amiges da Porlugalise Physica tém com o sew trabalho
obviado aos inconvenientes da dispersdo sofrida pela «Comissio de
Redacgaor por virtude de mudangas de situagdo de varios dos seus
membros,

~ Esperamos que ajudas das espéeies apontadas permitam a manutengio
da Portugalise Physica ¢ esta possa continuar a prestar o0s servigos
para que foi criada.

O Editor
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