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PORTUGALIAE PHYSICA 

Vol. 2—Fase. 1— 1946 

LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE ET LA MECANIQUE 
ONDULATOIRE RELATIVISTE 

par Anronto Gro 

(Recu le 15 Mars 1945) 

1— PRELIMINAIRES 

Ce mémoire a pour but d’introduire dans la physique un principe 

cosmologique qui permet de faire la synthése de la Relativité générale 

et de la Mécanique ondulatoire, suivant une voie nouvelle. 
Pour comprendre ce principe, d’aprés lequel i y a ¢dentité entre 

existence physique et existence mathématique non-arbitraire, il faut expli- 

quer tout d’abord ce que nous entendons par étre mathématique non- 

-arbitraire. 

1. Les étres mathématiques complets. L’existence mathématique 

n’est conditionnée que par l’absence de contradiction, La non-contra- 

diction, qui assure la compatibilité des différentes opérations par les- 

quelles on peut obtenir (exprimer) un étre mathématique, pose dans 

Vexistence mathématique non seulement les étres déji construits ou défi- 

nis effectivement et les étres simplement «cnommés» (au sens de Lebes- 

gue), mais aussi une infinité d’autres 6tres non encore envisagés par la 

science et qui ne le seront jamais. On voit par ld quelle est la richesse 

du «monde» mathématique, dans lequel tout ce qui jouit d’une seule pro- 

priété (la non-contradiction) se pose automatiquement dans l’existence 

(tout possible existe). 
Considérons un exemple d’étre mathématique: une fonction f(x) de 

la variable réelle a dans Vintervalle fermé aZxrZb. Le champ de 

variation continue de x peut étre appelé un cadre ou un contenant, 

apte A recevoir une quantité transfinie (transfini dont la puissance est 

ici supérieure A celle du continu) de fonctions, c’est-i-dire de contenus. 

Ce cadre ou contenant est un ensemble de nombres réels dont les 

éléments ont entre eux des relations de simple juxtaposition, mais qui 

obéit cependant & un plan ou a un ordre. Si le contenant est un espace 
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2 ANTONIO GIAO 

non-euclidien, il possede, en plus de cet ordre interne, une structure 
(qui se révéle immédiatement en plongeant Vespace en question dans 

un espace non-euclidien). Ceci sans parler de la forme de la surface 

frontiére du domaine spatial d’existence d’une fonction ou contenu. 

Apres ces remarques, nous dirons qu’un étre mathématique est complet 

lorsqu’on peut y distinguer un contenant et un ou plusieurs contenus. 

En d’autres termes: lorsqu’il est formé par une fonction ow par un 

ensemble de fonctions ayant toutes le méme domaine d’existence. 

2. Les étres mathématiques arbitraires. Si nous considérons 4 nou- 
yeau une fonction queleonque f(a) de la variable réelle # dans Vinter- 

valle aZxZb, on voit immédiatement que cet étre mathématique com- 

plet est arbitraire, en accordant 4 cette expression la signification 

suivante: — D’une part, le domaine de definition de f(x), c’est-d-dire 

le contenant, est apte & recevoir une infinité d’autres fonctions, de sorte 

que le contenu [ensemble des valeurs de f(«)] existe arbitrairement 

dans le contenant, sans quwil y ait une raison quelconque pour que ce 

contenant «contienne» un certain f(a) plutdt qu’un autre. D’autre 

part, la connaissance de f(a) ne détermine pas le contenant (sa forme 

et sa structure), car si « désigne par exemple un paramétre de posi- 

tion entre les points a et 6 sur une ligne d’un espace & un nombre 

queleonque de dimensions, la connaissance de f(x) ne donne aucun 

renseignement sur la forme (ni sur les autres propriétés) de cette ligne. 

Il y a une infinité de contenants géométriques pour une méme fonction 

abstraite f(x). 
On voit que les étres mathématiques arbitraires, tout en étant non 

contradictoires, n’ont en eux mémes aucun principe de «self-explication» , 

aucun propriété de «self-création». Leur existence leur est en quelque 

sorte conférée du «dehors» par la «force» du non-contradictoire, qui 

fait que tout non contradictoire se pose dans l’existence mathématique. 

Ici, une analogie sera utile & la compréhension claire de ce qui va 

suivre. Donnons-nous un vase ou récipient ayant une certaine capacité 

et une certaine forme, susceptible d’étre rempli de toutes sortes de liqui- 
des. Le fait de connaitre la nature du liquide (ou contenu) qui se 

trouve & un moment donné dans le vase, ne suffit pas pour déterminer 

la forme et la capacité du vase. Inversement, étant données seulement 

cette forme et cette capacité, on ne peut rien dire sur le liquide qui 

peut se trouver dans le vase 4 un certain moment. En d’autres termes : 
entre le contenant ou récipient et le contenu il n’y a aucune relation 

intrinseque. L’ «étre» formé par l’ensemble vase + liquide est done 

un étre arbitraire. 

 



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 3 

3. Les étres mathématiques non-arbitraires. Poursuivons notre ana- 
logie en imaginant un vase idéal doué des deux propriétés tout-d-fait 

spéciales suivantes: 1.°) il suffit de connaitre la nature et la structure 

du liquide pour déterminer la forme et la capacité du seul vase qui peut 

le contenir; 2.°) inversement, il suffit de connaitre la forme et la capa- 

cité du vase pour déterminer la nature et la structure dw seul liquide 

quwil peut contenir. Il existe alors entre vase et liquide, entre conte- 

nant et contenu, une dépendance intrinséque absolue et nous dirons que 

Vensemble vase +liquide est, dans ces conditions, un étre non-arbitraire. 
Il est facile de passer de cette «canalogie» a la définition d’étre mathé- 

matique non-arbitraire. Nous dirons qu'un étre mathématique est non- 

-arbitraire lorsqwil est complet et satisfait aux conditions suivantes : 

1.°) les propriétés intrinseques de la structure et de la forme du conte- 

nant sont entierement déterminées quand on connait les fonctions-con- 

tenus; 2.°) ¢nversement, les fonctions-contenus sont entierement détermi- 

nées quand on connait les propriétés intrinseques de la structure et de la 

- forme du contenant; 3.°) les deux premitres conditions déterminent com- 

pletement Vensemble contenant-+-contenus. 

Faisons ici la remarque évidente que cette définition d’étre mathéma- 

tique non-arbitraire ne peut entrer en jeu que si le contenant est un espace 

continu, puisque c’est seulement un espace continu qui posséde une forme 

et une structure intrinséque. 

4. \'existence physique. Si l’on croit que le cosmos est d’essence 
mathématique, c’est-a-dire que l’Univers physique est un étre ou un 

ensemble d’étres mathématiques, une question fondamentale se pose 

inévitablement, & savoir: — Quelle est la propriété qui distingue l’étre 

ou l'ensemble d’étres mathématiques qui forment (et qui sont) l’Univers 
physique de tous les autres 6tres mathématiques ? En d’autres termes: 

— Quelle est la propriété qui confere l’existence physique A l’étre ou 

a ensemble d’étres mathématiques qui forment l’Univers ? Nous répon- 
drons a cette question par le principe de base suivant: 

Lrexistence physique est identique a lexistence mathématique non- 
-arbitraire. 

En d’autres termes : 

Tout etre mathématique non-arbitraire possede l’existence physique. 

En partant d’un ensemble d’espaces trés général (ensemble des espa- 

ces continus pouvant étre cplongés» dans des espaces 4 une dimension 

de plus et pour lesquels le carré de la distance de deux points infini- 

ment voisins est une forme quadratique des différentielles des coordonnées), 
nous montrerons plus loin qui n’y a, dans cet ensemble, qu'un seul 

 



  

4 ANTONIO GIAO 

étre mathématique non-arbitraire. Grace au principe fondamental, on 

peut done dire que dans Vensemble défini ci-dessus un seul étre mathé- 

matique possede UVexistence physique. Nous verrons ailleurs quwil est 

trés probable quwil n’y ait qu’un seul étre mathématique non-arbitraire 

dans V’ensemble de tous les espaces continus. Si tel est réellement le 
cas, alors on arrive immédiatement a la conclusion suivante : 

LT’ Univers physique est le seul é@tre mathématique non-arbitraire qui 

existe dans le «monde» mathématique. 

Nous avons dit plus haut que les étres mathématiques arbitraires 

n’ont en eux mémes aucun principe de self-explication, aucun propriété 
de «self-eréation». Par contre, ?Univers physique (qu’on peut définir 

comme étant ensemble des étres mathématiques non-arbitraires, un 

tel ensemble n’ayant trés probablement gu’un seul élément) contient 
en lui méme une telle propriété (le caractére non-arbitraire), néces- 

saire pour le poser dans lexistence d’une maniére absolument auto- 

nome et le faire subsister en tant qu’existence physique indépen- 

damment de toute «cause» extérieure. L’existence physique n’est que l’exis- 

tence mathématique marquée par le «sceau» intrinseque du non-arbitraire. 

5. La Physique Cosmologique. Nous donnons ce nom & la théorie 

mathématique qui peut @tre construite, par voie purement déductive, 

avee la définition d’étre mathématique non-arbitraire et le principe de 

Videntité de l’existence physique et de l’existence mathématique non- 

-arbitraire. Le but idéal de cette théorie peut étre résumé comme suit: 

Sans faire appel & des hypothéses, postulats ou axiomes de nature 

physique (ou métaphysique) en dehors de la définition d’étre mathéma- 

tique non-arbitraire et du principe de Videntité de l’existence physique 

et de l’existence mathématique non-arbitraire, et sans utiliser aucune loi 

de nature expérimentale ou suggérée par l’expérience, déterminer, par 

voie purement mathématique: 1.°) la structure métrique, la forme et 
le nombre de dimensions du contenant de l’Univers (l’espace-temps), 

2.°) les valeurs des propriétés de Univers (c’est-a-dire les valeurs de 

tous les contenus) en chaque point du contenant. 

Les pages qui suivent exposent une premiére tentative pour réaliser 

une partie de ce programme. Nous y verrons que le probleme cosmo- 

logique de la Relativité générale se pose constamment en Physique cosmo- 

logique, sous une forme généralisée. Cela se comprend facilement si 
Yon pense que la Relativité générale, par ses équations du champ de 

gravitation, établit en somme des relations entre une propriété intrinsé- 

que de la structure métrique du contenant de l’Univers (de l’espace-temps) 

et une propriété (densité d’énergie-quantité de mouvement) du contenu. 
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H}— ANALYSE DE L’ETRE MATHEMATIQUE NON-ARBITRAIRE 

1. Définitions. Soit Sy,, ensemble des espaces continus (éy41) 2 
un nombre quelconque (V+1) de dimensions, pour lesquels le carré 

de la distance de deux points infiniment voisins est donné par la forme 

quadratique : 

(1) da —=Tay axXtadax’ (u, y=1,2,--.-N+ 1) ; 

des différentielles des coordonnées X’, les Tyy=T'y, étant des fonctions 
finies queleonques des X” possédant des dérivées premieres et secon- 

des. (Lorsqu’un éy;1 est euclidien ou pseudo-euclidien, nous le désigne- 

rons par Hy, et alors on conviendra que les X.Y sont des coordonnées 

cartésiennes rectangulaires, c’est-a-dire T'yy,=+1 pour p=» et Tyy=0 

pour p+»). Soit &y l'ensemble des espaces (ey), 4 un nombre quel- 

conque (V) de dimensions, qui peuvent étre considérés comme des 

sous-espaces d’espaces é€y,1 & N-+1 dimensions de Vensemble &y41. 

Une variation virtuelle des paramétres qui figurent dans toute expression 

analytique de l’équation /(X', X’,.-...X**!)=0 d’un espace ey, plongé 

dans un espace €y 1, peut étre considérée comme une déformation ou 

un mouvement de ey dans éy41. Désignons alors par a',a’,.-- a des 

coordonnées générales ¢ntrinseques dans un ey, e’est-i-dire des coor- 

données telles que leurs valeurs en un point quelconque de ey sont 

‘nvariantes vis-a-vis de toute déformation et de tout mouvement de ey 

dans @y.1. La forme métrique interne d'un ey quelconque s’écrit : 

(2) ds’ = 9, da’ dx* (Cle aceet) 

les gux=gr: (coefficients métriques internes) étant, comme les T',,, des 

fonctions finies quelconques des 2’ possédant des dérivées premiéres 

et secondes. La forme (2) est invariante et gj est un tenseur cova- 

riant symétrique du second ordre qui satisfait aux conditions de con- 
servation (divergence nulle) : 

: Tie Op ne (ae 
(3) Vj owt V9 9") +9" {je} =0, 

g étant le déterminant des gi et : } le symbole de Christoffel de 
je 

_ seconde espece formé avec les gj. 

Considérons un espace ey de éy plongé dans un espace €y 1 de Sy44. 

Nous appelons forme de ey par rapport & éyi1:  1°—l’équation 

F(X',..., X4*1)=0, de la variété ey dans éy,1, déterminée aux coor- 
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données et 4 orientation prés d’un de ses éléments; 2° — l’équation 
g(xv',---,2*)=O0 de la variété (N—1)-dimensionnelle, frontiére de ey: 
(Rappelons ici qu’un ey est dit de classe 1 s’il peut étre considéré 

comme un sous-espace d’un espace euclidien ou pseudo-euclidien a’ 
N-+1 dimensions). 

A coté de la forme métrique fondamentale (2), nous envisagerons 

aussi la forme métrique externe de Vespace ey (supposé plongé dans 

un €y,1). Cette forme quadratique peut étre déduite comme suit. 

Désignons par Xin la «dérivée tensorielle» («dérivée covariante géneé- 

rale») seconde des A par rapport aux x’. Comme les YX sont des 

invariants vis-a-vis de tout changement des a’, on’a ici simplement : 

  
2 yu a ye ‘ “8 yy 

(4) ene ae Oe ae 
dae pack th 3 gael CYT nat pat 

(Les symboles de Christoffel avec indices grees et latins se rapportent 
respectivement 4 la forme (1) et & la forme (2)). On sait cue les 

ry . ) ie 
Xi sont les composantes contravariantes d’un vecteur Y,,, de éy.1 

normal a ey. Si x’ représente les composantes de la normale uni- 

taire n a ey (dans €yi1), On a done: 

6) Xecoa nt 
es rp iii! 2 sae mad 
(6) oO; = A ie ry = xX pik 1 pv = A ; ik “nN. 

La forme métrique externe de ey par rapport & éy,1 est alors définie par : 

(7) AQ? =o; da’ dat. 

La relation (5) montre que les »; sont les composantes d’un tenseur 

covariant symétrique du second ordre (dQ? est done un invariant 
comme ds*) et nous supposerons qu ils sont des fonctions quelconques 

des «' possédant des dérivées premiéres et secondes. Ce tenseur jz 

satisfait d’ailleurs, comme les gi, & des relations de «conservation», 
qui s’ecrivent maintenant : 

(8) = Ss oft) tof : i =0 
Vo dak JEN 2 

Vindice Q rappelant que le symbole de Christoffel doit ¢tre formé ici 

a eal : ve 
avec les m, de (7), et: o=|o4|, «= — >< mineur de wo relatif A o;.. 

\ 6) 
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En remarquant que l’on a: 
og 

dxX-.n=0, 

rile a ae Sieh : . eels ee 

dX étant un vecteur infinitésimal reliant deux points infiniment voisins 

de ey, les relations (4) et (6) donnent encore : 

uk oe orgs 
pe pee 1 10X? QXT 

(9) oi = ———— nt] e i eS 
dx! dak 7 

oy r : 

Y étant le vecteur (de €y,1) de composantes X? en un point de éys1 

situé sur ey. La forme métrique externe de ey dans éy,1 s’écrit done 

  

  

aussi : 
aoe 7B OY XY 

(10) dvan.aX+{ f | oa nde da 
Cal px oat 

ou bien, par suite de la relation : ne @k—=—dn-dke 

=> > > =e *B ae 

(11) n-@N=—dn-dX+ | y |e = ny. dai dak , 
7S dai dar 

Si Vespace ey est un espace euclidien ou pseudo-euclidien, la forme 

métrique externe se réduit done a: 

(12) dQ? =o; dx' dx* = —d eo ae aX ; 

Quand on se donne les coordonnées X!, X3,..., XN+! d’un point 

arbitraire P,(a',a%,---,a) de ey (supposé plongé dans un €y1), la 

normale unitaire d’un élement de ey dont LP, est le centre, ainsi que 

la métrique de é€y41 (c’est-a-dire les Ty, de la forme (1)), alors la 

connaissance des gj, et des ,,, en chaque point de ey, détermine cet 

espace (par rapport & éyy1), lorsque les gj et les o, satisfont aux 

conditions de compatibilité de Gauss et de Codazzi. 

Considérons maintenant une forme quadratique : 

(13) dQV=yxin.dx' dx*, 

dont les coefficients 7; sont des fonctions des gi et de leurs dérivées 

premidres et secondes, ne faisant intervenir Wailleurs ces derniéres 

que linéairement. Nous dirons alors que les 7x représentent une pro- 

priété intrinseque de la métrique dun espace ey , lorsquwils satisfont aux 

mémes conditions que les gx, ¢’est-d-dire lorsqu’ils sont les composan- 

tes d’un tenseur covariant symétrique du second ordre (ce qui est 6qui-
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valent & Vinvariance du dQ vis-a-vis d’un changement de coordonnées) 
qui satisfait aux relations de conservation : 

Vox*)+x*{ i} =0, 

Vindice s rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé avec 

les gx, et x*=gi g" xh. 
De méme, soit: 

15 ; dP?=T), dx' dx 
- > 

(14) Vv q % =; 

une forme quadratique dont les coefficients If, sont des fonctions 

des o, de leurs dérivées premieres et secondes, ne faisant intervenir 

(ailleurs ces derniéres que linéairement. Nous dirons alors que les Ij, 

représentent une propriété intrinseque de la forme Wun espace ey 

(plongé dans un ey;1), lorsywils sont les composantes d’un tenseur 

covariant symétrique du second ordre (ce qui est équivalent & Vinva- 

riance du dP*) qui satisfait aux relations de conservation : 

qi ‘ 
> 6 ik jk (16) Te ba ° (Va 1) +0. {ste fo7 ll 

Vindice Q rappelant que le symbole de Christoffel doit étre formé ayee 
les o;, de la forme (7), et T* =o" II,. 

Un théoréme bien connu du calcul tensoriel nous permet d’affirmer 

que l’expression analytique générale des propriétés intrinséques de la 

métrique d’un espace ey est nécessairement la suivante : 

a" 1 aa2 acer) 
car 2 

%, et 7, étant deux constantes (provisoirement arbitraires), Rx le ten- 
seur de Ricci-Einstein, et 2 Vinvariant de courbure défini par: R=" hy. 

Le méme théoréme nous parmet d’affirmer que l’expression analytique 

générale des propriétés intrinséques de la forme d’un espace ey (supposé 
plongé dans un €y+1) est nécessairement la suivante: 

Zo 
(18) 1 za 5 ma = (S'4- i) 

% et Jo étant deux autres constantes (provisoirement arbitraires), Sx le 

tenseur de Ricci-Einstein qui correspond a la forme quadratique (7) 

et S un invariant défini par S=o'' S;,. 
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Ceci étant dit, définissons finalement ce que nous entendons par étre 

mathématique non-arbitraire: c'est un ensemble de fonctions, ayant toutes 

le méme domaine d’existence, appartenant & éy, et telles que: 1.°— les 

propriétés intrinséques de la métrique et de la forme du domaine d’exis- 

tence (ou contenant) des fonctions (ou contenus) sont entivrement 

déterminées quand on se donne ces fonctions ; 2.° — inversement, les 

fonctions-contenus sont entidrement déterminées quand on se donne les 

propriétés intrinséques de la métrique et de la forme du contenant; 

3.9 —les deux premiéres conditions déterminent complétement l’ensem- 

ble contenant + contenus. 

2. Equations de |’étre mathématique non-arbitraire. Considérons un 

étre mathématique non-arbitraire 4 NV dimensions. Il est trés facile 

Wécrire les équations qui traduisent la propriété de «non-arbitraire» 

que nous venons de définir. En effet, comme (17) est l’expression ana- 

lytique générale des propriétés intrinsdques de la métrique du contenant, 

il faut nécessairement l’égaler, d’aprés la définition d’étre mathématique 

non-arbitraire, 4 une fonction contenu tensorielle bien définie, que nous 

désignerons par 7). De méme, comme (18) est expression analytique 

générale des propriétés intrinseques de la forme du contenant, il faut 

aussi l’égaler 4 une fonction-contenu tensorielle bien définie, que nous 

désignerons par U;,. On a done le systeme d’équations suivant: 

( ik : 3 
(a) | Ra— Zoe (R+)j)=%y Ti » 

(19) j ‘ 
(dD) Si -— Bi Ok ( S+ do) =o Un. Z 

a 

Par suite de la symétrie des Rix, gir, Sn et on ce systeme se compose 

de N(N-+1) équations. En multipliant (19a) par g”, (194) par wo et 

en introduisant les invariants T’=g"* T;, et U=o'* Vir, le systéme (19) 

prend la forme équivalente : 

} ie 
g ryy “d 

(a) | Ra + Jik =%y( Lik— Jir )> 
| N—2 N—2 

iy U 

(b) | Se = g a oyata( Ui 7 50): 

ere LY ae 

| (>- 1) peel erie 

    

20) 
    

et on a: 

) /(N Ne qe 
ioe’) o+ R Joho Or 

= 

21) 
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Au systeme (19) il faut nécessairement ajouter les équations de Gauss 

et de Codazzi, car les gi, et les o, que lon déduit de (19) ne sont 

compatibles que si les conditions de Gauss et de Codazzi sont satisfai- 

tes. Pour un espace ey plongé dans un éy41 les équations de Gauss ont 

la forme: 

oX% 9X8 9X 9X 
‘93 Ress A és U Pel 5 a aaa Sasi me Lijk = (O71; Oj. — Oy). © + ta8y9 ee : — 9 ( ) ij ( oie a) Py oat! oat oa! dark 

  

dans lesquelles 2);;, sont les composantes du tenseur covariant de 

courbure de l’espace ey (contenant) et 2,3ys les composantes, prises 

en un point de ey, du tenseur covariant de courbure de l’espace éy41. 

En désignant par o,,; la dérivée covariante de »;, par rapport & x’, 

les équations de Codazzi s’écrivent comme suit: 

aX? gx? gxs 
D4 Oe cl ON ne ee et (), 2 55 — ir, j + La8yd 2 , ; m ; 
4) us mat) i ox’ dai dak i 

n® étant les composantes de la normale unitaire en un point de ey. 

i Lager oes: See 
Comme le tenseur 2jjj,. a re ante composantes linéairement 

indépendantes et différentes de zéro, on voit facilement, en tenant 

compte de la forme du dernier terme de (23), qwil y a: 

o N*(N*—1)+ = N(N-1)(N+1)4+.N 

équations de Gauss indépendantes. D’autre part, grace a la symétrie 

des , il est facile de voir quwil y a: 

i geen Le a5 
Ply (N—1)(V+4)+A 

) 

équations de Codazzi indépendantes. Le systéme (19)+(23)+(24) se 
compose done de: 

N(N+1)+ - N*(N?--1)+ . N(N-1)(N+4)+ = N(N-1)(N+1)+N?4+N 
2 ) a 

équations dans le cas ol ex n'est pas de classe un. 

Si le contenant est un espace ey de classe un, les équations de Gauss 

et de Codazzi se simplifient et deviennent respectivement : 

(25) Rij jx SO); Oi — Dik Oi; 5 

et: 

(26) Oizk— Oit,j =O .
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En explicitant les dérivées covariantes des o,, les équations de Codazzi 

peuvent s’érire comme suit: 

On 
00); ; Oi / if 

27) ese tou p}—ouf jy f 20° 

; . 1 ne care ‘ . 
Il n’y a plus maintenant que aa *_1) équations de Gauss et 

a le . ; : : le 
—* (N—1)(N+4) équations de Codazzi indépendantes, de sorte que 

) 

  

le systome (19)+(25)+(26) de Vétre mathématique non-arbitraire se 

compose de: 

N(N+1)+ 3 N*(N?—1)+ “ N(N-1) (+4) 
= ) 

équations indépendentes si le contenant est un espace ey de classe un. 

3. Théoréme:, Le contenant d'un étre mathématique non-arbitraire 

est un espace de Riemann & quatre dimensions et de classe un. Pour 

démontrer ce théoreme, cherchons quel est le nombre des inconnues 

qui interviennent dans le systéme (19)+(23)+(24). On a dabord 

éyidemment les = N(N+1) fonctions gi, les = N(W41) fonctions 

ox, les ~ N(W+1) fonctions 7), et les ~ N+ 1) fonctions Vix , 

e’est-a-dire 2N(N-+1) inconnues. Nous avons ensuite ' autres incon- 

nues qui sont simplement les N fonctions oi (X!, X?,--.X%), qui défi- 

nissent, en fonction de N des N+1 coordonnées X", un systéme de 

coordonnées intrinseques dans le contenant de l’étre mathématique non- 

-arbitraire. (Il est impossible de prendre gia X!, t= X*,. 0, eV XY, 

parce qu’a de telles coordonnées dans ey ne correspondent pas a priori 

des gi, essentiellement finis). Finalement, nous avons 2N autres incon- 

nues qui proviennent du fait que la frontiére (c), ’ N—1 dimensions, 

du domaine d’existence des fonctions-contenus, n’est pas déterminée 

quand on ne connait que ’équation F(X', X*,---X%+4)=0 du conte- 

nant. En effet, pour déterminer l’équation ¢ a',a?,--»,e%)=0 il faut 

; ser Ollie dacs : ; 
connaitre les N quantites ae ainsi que les N coordonnées a d’un 

FY i 

point deg. Les 2N(N+ 1)+3N inconnues que nous venons de mettre 

en évidence déterminent le contenant et sa frontiére ¢ quand on se 

donne les coordonnées X? de l'un de ses points, ainsi que la normale
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unitaire en ce point et la métrique de ey,,. Cependant, comme ces 
inconnues doivent ¢tre déterminées nécessairement par le systeme 
(19)+(23)+(24), ot figurent les constantes ),, %,, Jo et zo, ces 
quatre constantes sont de nouvelles inconnues, car il ne saurait y avoir 
des constantes arbitraires dans un é¢tre mathématique non-arbitraire. 
(La métrique et la forme du contenant dépendent d’ailleurs en grande 
partie des valeurs de ces constantes). On a done en tout: 

IN(N+1)+3N+4 

inconnues dans le probleme de 1’étre mathématique non-arbitraire. 
Pour que ce probléme soit bien défini, e’est-’-dire pour qu’il existe, 
dans Vensemble &éy, un étre mathématique non-arbitraire, il faut 
que le systéme (19)+(23)+(24) soit un systéme complet (avec le 
méme nombre d’équations que d’inconnues). Si le contenant de 
Pétre mathématique non-arbitraire n’est pas de classe un, il faut 
done poser: 

N(V+1) )+ SMO + Eve +t NN 1)(N+1)+ 

+N?4+N=2N(N+1)43N 44. 

Comme cette relation n’est vérifiée par aucune valeur entiére et posi- 
tive de N, il faut égaler le nombre d’équations au nombre d’inconnues 
dans le cas d’un contenant de classe un. D’aprés le 
poser : 

$3 on doit done D 

N(N +1) aT =v D+> é reel (N—1)(N+4)=2N(N+41)43N+4. 

Comme cette relation est satisfaite par N=4 et seulement pour V= 
le théoréme est dont démontré. 

4. ll n’existe qu'un seul étre mathématique non-arbitraire dans |’en- 
semble Sy. En effet, le systéme (19)+(25)+(26) est un systéme 
d’équations aux dérivées partielles du second ordre qui ne peut avoir 
qu'une seule solution ne faisant pas intervenir des fonctions arbitraires 

donnant la distribution des inconnues et de leurs dérivées normales 
sur la frontiére ¢ du contenant. Or, dans un étre mathématique non- 
arbitraire il ne peut y avoir de telles fonctions arbitraires, car celles-ci 
n’auraient aucun rapport avec la métrique et la forme du contenant et 
ne seraient done pas des fonctions-contenus.
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5. Tableau des inconnues du probléme de |'étre mathématique non- 

_arbitraire. Comme nous avons démontré que le contenant est un espace 

de Riemann A quatre dimensions et de classe un, le systeme (19)-+(25)+ 

-+(26) se compose de 56 équatioas indépendantes et contient 56 incon- 

nues, 2 savoir : 

te! 10 inconnues: ix - 

métrique et forme du contenant . . . 
10 inconnues: wx. 

: i 10 inconnues: 7%;,. 

fonctions-contenus .....-+.-.--- ; = 
10 inconnues: Uix. 

; 0s 
: 4 inconnues:-——- 

frontiére ¢ du contenant......-° Ox 

4 inconnues: 2) 

coordonnées cintrinseques»...- - 4 inconnues: a/(X', X?, X°, X“). 

constantes absolues......-+- +> 4 inconnues: 7, ,%y 5/05 %0 

  

56 inconnues au total. 

05). : : : ; 
Rappelons que les —— fournissent les cosinus directeurs de la fron- 

tiare tridimensionnelle ¢ du contenant et que cette frontiére passe par 

le point x). 

6. Détermination des fonctions-contenus tensorielles Teli. 

La détermination compléte de ces fonctions, en tant que fonctions des 

x, fait partie de Vintégration du systeme fondamental (19) +(25)-+(26). 

Il est cependant trés important d’exprimer ces mémes tenseurs en fon- 

ction de certaines fonctions-contenus de base: ‘””" (pour les Tix) et 

@™ (pour les Ux). (Nous verrons que Vindice m varie de 1 a 4 et 

Vindice n de 1 & c). Les nouvelles expressions de Tet de Ua 

montrent immédiatement que ces fonctions satisfont identiquement aux 

conditions de divergence nulle exigées par le systeme (19), et l’on peut 

en déduire le caractére (hyperbolique normal, anormal ou elliptique) 

de la métrique, indépendamment de Vintégration du systeme (19)+ 

+(25)+(26). 

Désignons par é'(¢=1,2,3,4) quatre opérateurs matrices, & quatre 

lignes et quatre colonnes, satisfaisant aux conditions : 

(28) e ef + ef ef =2 64-7 (J=matrice units), 

et formons, avec quatre fonctions 4” (m=1,2,3,4) des a’, linéairement 

indépendantes, une matrice a quatre lignes et une colonne. Considérons, 

en un point P(«',a*,a’, a) quelconque de espace de Riemann qua-
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dridimensionnel qui est le contenant de l’étre mathématique non-arbitraire 
(Vaprés le théoréme du § 3), un systéme de coordonnées géodésiques 
-orthogonales locales ¢‘(¢=1,2,3,4), et imposons aux fonctions $” la 
condition de satisfaire au systéme suivant de quatre équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre: 

ym (29) 
é! ae Ve d ym 

/ det 

‘ 

dans lequel « est une constante réelle, les opérations 6/4” étant défi- 
nies par: 

(30) e! qm pay (e’)™ hy 4 

0 SNS te 
-> on voit immédiatement, 

dg 

par suite de (28) et de 9*/d¢' de" =0"/de" do’, que chaque 4” satisfait a 
Péquation : 

(31) =. 

En appliquant & ces équations l’opérateur é!   

  

  

  
| Oe, ) 

a==—_(Vg g*+), 
Vy pack oa! 

de l’espace de Riemann, et l’équation (31) s’écrit done : 

(32) A qm auth ; 

On voit que les solutions du systéme (29) sont les fonctions propres 
de l’opérateur laplacien et que la constante « est la valeur propre 
correspondante. Pour qu'il existe une solution 4', $*, 4°, ¢' du systeme 
(29), lorsque « est l’une des valeurs propres du laplacien, il faut done 
quil existe, pour cette valeur propre, quatre fonctions propres linéai- 
rement indépendantes de cet opérateur. Inversement, il est facile de 
voir qu’étant données quatre fonctions propres linéairement indépen- 
dantes 4', 4*, $’,' du laplacien, relatives & une méme valeur propre, 
ces fonctions sont des solutions du systéme (29) pour une certaine 
orientation du quadripode des 9 bien définie en chaque point. En effet, 
en introduisant des fonctions propres du laplacien, préalablement déter- 
minées, dans le systéme (29), on obtient quatre équations qui permet-
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tent de déterminer les quatre paramétres (par ex. les angles d’Euler) 

qui fixent Vorientation des ¢. D’ailleurs, orientation du quadripode 

des ¢/ qui correspond, en un point, & un systéme donné de fonctions 

propres linéairement indépendantes du laplacien, est in variante vis-a-vis 

d’un changement quelconque des matrices ¢’, pourvu que les nouvelles 

matrices satisfassent aussi aux conditions (28). et n’introduisent aucune 

nouvelle quantité arbitraire. D’apres les propriétés du groupe des 

rotations et des symétries, un tel changement de e’ est en effet équiva- 

lent & une rotation simple (dangle a accompagnée ou non d'une 
= 

\ 

symétrie des axes locaux 9’. 

Effectuons maintenant un changement des coordonnées eéodésiques 
, 

locales et désignons les nouvelles coordonnées edodésiques par ¢’. 

  Les ? sont les composantes covariantes de l’opérateur gradient, et 

age 

Von a: 
0 _ of 0 

oo og act 

c’est-a-dire : 

: ) 0g 0 
(33) —=+—. 

yn! {me ea 

e* a 0 ar —Va bm 

oe! og 

ou bien: 
me ate on m ee 

(34) got Vay, 
0g 

en posant: 
PSE 

(35) eae. 
Ov 

Comme les ¥" sont des invariants, par suite de leur définition (32), 

on voit done que les équations (29) sont invariantes vis-a-vis d’un 

changement ¢/->¢° de coordonnées eéodésiques, quand on admet que 

les e! se transforment comme les composantes contravariantes Wun 

vecteur. Or, on peut admettre cette loi de transformation puisque 

les © transformés satisfont aussi aux conditions (28): 

=k a ee 
ee te ¢=29"...
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En effet 
i k i ee 

é e+e e=(e/e! $e ef =20 EE = 21 SS» 
    

et: 

    >), op oe = pik 
i og dc! ? 

pour des coordonnées orthogonales comme les coordonnées géodésiques. 
Nous désignerons dorénavant par ¥""(m=1,2,3,4) les fonctions 

propres non-arbitraires du laplacien, ¢’est-a-dire celles qui son entierement 

déterminées quand on connait les gi, du contenant de l’étre mathé- 

matique non-arbitraire ainsi que l’équation o(a",a*,a*,2')=O0 de sa 

frontiére tridimensionnelle. (L’indice x, qui varie, comme on le verra 

plus loin, de 1 & co, sert & numéroter les valeurs propres du laplacien 

pour lesquelles il y a quatre fonctions propres linéairement indépen- 

dantes et non-arbitraires. Nous montrerons plus tard qu’aucun spectre 

continu mintervient dans notre probléme). Choisissons maintenant, 

parmi les matrices 4 quatre lignes et quatre colonnes qui satisfont aux 

conditions (28), un systéme de quatre matrices é;, dont trois sont réelles 

et hermitiques et l'autre (par exemple ¢}) purement imaginaire et her- 

mitique. De plus, les éléments de ces 6) seront uniquement les nom- 

bres O, £1 et +7. Les matrices suivantes satisfont 4 ces conditions : 

  

| OR AOR IO Nee Om er. 

Om BO Lan! Oem Oaira() 

(86) 60 Mek seo i mee dl oa eh 

be 30-0) OF 4040 —1 

ie a BG GO Gag 

0250: 21 0: O48 0 

sg P30 8 6 =|! 6 ¢- Desi 

Od MG ot OD Be               
Aux fonctions ¥"", et pour une valeur donnée de x, correspond, en 

utilisant les matrices €}, une orientation du quadripode des ¢' bien 

définie en chaque point, pour laquelle ces Y" sont des solutions du 

systéme (29). Nous dirons que l’orientation des ¢' ainsi définie est une 
orientation principale, et nous désignerons alors les coordonnées géo-
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désiques correspondantes par o’. Les fonctions ¥Y”” satisfont done au 
i vane 

systeme d’équations suivant : 

mn ole 

oe ee —Va" Wun, 

os! 
vn 

  (37) é}, 

i 
A la suite d’un changement quelconque ¢' —¢’ des coordonnées géodé- 

siques les équations précédentes deviennent : 

(38) eu LA IS a y mn 

. oo’ 
33) et = ef —*_. (39) = op 2 
Par suite des définitions : 

(40) é! ii =(e‘)”" Ds : we" e' =(e')™ MT 

il est évident que les matrices réelles €},65,¢, commutent avec les 

Wer tandis que la matrice imaginaire ¢} anti-commute avec les ¥"". 

En posant : 

(41 We, = ihm ef, 
\ 0? 

on déduit done immédiatement de (37) les équations : 

  
(42) oo a é! =Va, V aN 3 

va 

Le changement ¢;,- 9’ donne alors, grace ’ la transformation (39) : 

(43) ud ne : =Vx, V n ae 

(équations adjointes des équations 38). 

oe 0 . cut 
Désignons par —— les composantes contravariantes de Vopérateur 

oe 
ve 

gradient, et formons avec les ¥””" et les V7, le tenseur suivant: 

      ana ; oun 0 Finn ; r ; dc ane OE 7 (44) 7 i= bes e! ae e Yn + y sd ef e! Yr, 

0g), 0s %: 00; 02; 

(une sommation doit é¢tre effectuée par rapport aux indices muets m 

et n). Les 7 sont symétriques et le caractore tensoriel contravariant, 
2 

PORT. PHYS. 2 

Sa
t
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pour une transformation ¢ - 9, est évident par suite de (35). Comme 

les ¥ et les VE, satisfont évidemment aux équations 

0? Wann 0? wr 
a mn “ 

SL pr 2X a urn Se vig ee oe Wan : (45)- AP? Ry _ -— 
oo” og” 

on vérifie sans peine, en utilisant les équations (38) et (43), que le ten- 

seur 7’* a une divergence nulle, c’est-a-dire : 

car les ¢' sont des coordonnées géodésiques. (Comme le ds* en coor- 

données géodésiques s’écrit simplement : 

ds? == pay (de')’, 

dans le voisinage infinitésimal d’un point, on aici: T,=7"", Ty, étant 

le tenseur covariant «complément» de 7). Il faut remarquer qu’da 

Vinvariance des orientations principales du quadripode des ¢' corres- 
pond évidemment Vinvariance des composantes du tenseur 7’ vis-a-vis 

Wun changement des matrices €/ respectant toutes les conditions aux- 

quelles satisfont ces €). 
Nous avons ainsi trouvé un tenseur qui satisfait aux mémes condi- 

tions que le tenseur (17) des équations fondamentales (19a); en effet, 

T' est symétrique, sans divergence et ne dépend que des gx. Or, le 

tenseur (17), étant le seul qui satisfait a ces conditions et devant étre 

égalé, comme nous l’avons vu dans le § 2, & une fonction-contenu uni- 
que bien définie, il est évident que cette fonction n’est autre que le 

tenseur (44) quand on écrit (19a) en coordonnées géodésiques, et s’i/ 

existe des valeurs propres du laplacien pour lesquelles il y a quatre 

fonctions propres linéairement indépendantes. 

Ce que nous venons de dire sur le tenseur (44) peut ¢tre répété, 
mutatis mutandis, pour déterminer le tenseur U“ qui doit étre égalé 

au second membre de (196). A la forme métrique externe (7) corres- 
pondent des coordonnées «géodésiques» locales gq‘, c’est-a-dire dQ’= 

=D (dq'), et Yon peut définir des fonctions ®”"  satisfaisant aux 

équations : 
4 0” pan 

(47) pa — = fn dun, (m=1,2,3,4), 
1 oq™ 
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c’est-a-dire : 

(48) Ay O™=- ui aH (vo oil fa +) San a gan: 
oat 

Aux fonctions ©” et aux matrices é) correspondent aussi, pour une 

valeur queleonque de Vindice x, des orientations principales du qua- 

dripode des q', pour lesquelles on a: 

5 oom eae 

(49) Cs aks —Vi pe 

OFn 
ou encore: 

ES d gam 4, 
f So mn (50) eg —— =—VG, O™, 

OF 

grace a la transformation : 
ee ‘ og 

(51) Cng=— ek —- 
. J k 

ody 
En posant: 

(52 D*, yom rpm €} 

on aura aussi les équations adjointes : 

\mt 
ma) ODF, i a 

(53) 7 x € re oo OF, > 
07>, 

et 
; + 

(x IDin i A ae a 
(54) ere One =V4, 2 . 

og’ 

Le tenseur U’ a done l’expression : 

t ; 4 pun JD* 3 ; yQan Jor 
pm ri nf i on mn i F Rae OFmn 
(00) U : Di Eng Pe ae ¥ Eng om +97, Eng 

= é Dan 4 

O"dk . 0%). 0”; 04g; 

  

Pour les raisons expliquées plus haut au sujet de 7, ce tenseur U'* 

est le seul qui peut étre égalé aux seconds membres des équations (19b) 

écrites en coordonnées «géodésiques» gq’, s'il existe des valeurs pro- 

pres 6, de l’opérateur Aw pour lesquelles il y a quatre fonctions pro- 
pres linéairement indépendantes. 

7. Les fonctions propres de l'opérateur laplacien et le caractére de 
la métrique du contenant. Nous allons démontrer le théoréme suivant : 

La métrique du contenant de Vétre mathématique non-arbitraire est 

hyperbolique normale et i y a un ensemble dénombrable de valeurs pro- 

pres du laplacien pour chacune desquelles il existe quatre fonctions pro- 
pres linéairement indépendantes de cet opérateur.
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Avant la démonstration de ce théoreéme, signalons un important 

corollaire : 

Le lenseur Tix, défini par (44), est égal a la fonction-contenu ten- 

sorielle Ti, qui figure aux seconds membres des équations fondamen- 

tales (19a), lorsque ces équations sont écrites en coordonnées géodésiques ¢. 

En effet, si le théoréme annoncé est vrai, le tenseur (44) existe réel- 

lement et daprés les résultats du paragraphe précédent il est alors le 

seul qui peut étre égalé au tenseur (17) lorsque les équations (19a) sont 
écrites en coordonnées ¢’. 

Remarquons ici quun ds? hyperbolique normal et & quatre dimen- 

sions, comme celui de l’étre mathématique non-arbitraire, peut étre écrit 

en coordonnées géodésiques de deux manieres: 1.° avec trois carrés 

positifs (par exemple (do')’, (ds*)’ et (do*)*) et un carré négatif ((de*)<0); 
2.° avec trois carrés négatifs et un carré positif. L’expression (44) 

du tenseur 7’ suppose implicitement que le ds* est écrit en coordon- 

nées géodésiques, avee les trois carrés (do')’, (do”)’ et (dz")’ positits et 
(de')?< 0. Les composantes 7 et 7 pour 7,k=1,2,3 sont alors 
réelles, tandis que les composantes 74= 7 sont purement imaginaires. 

Nous adopterons toujours cette maniére d’écrire le ds’ géodésique. 

Si, pourtant, le ds* géodésique avait été écrit avec trois carrés négatifs, 
il suffirait de diviser par lunité imaginaire le tenseur (4) pour avoir le 

tenseur correspondant 7, c’est-i-dire: 7%,—=—Tj,, ce qui revient 
d 

& poser Yt,—V""es au lieu de VYi,=—i¥"™ e}, comme nous l’avons 

fait en (41). 
On peut envisager « priori trois cas essentiellement différents : 

1°. La métrique est elliptique. Autrement dit, il est possible d’écrire 

le ds’ en coordonnées géodésiques avec quatre carrés positifs (ou néga- 

tifs). La forme métrique est définie et l’équation (45) des fonctions 

propres du laplacien est une équation linéaire aux dérivées partielles 

du second ordre et du type elliptique. Soient P (a', a’, x, a’) et 

M(',%°,8,29 deux points queleonques du contenant et G(M,P) la 

fonction de Green (s’annulant aux limites) relative ao pole P et au 

domaine d’existence J” des fonctions propres WV du laplacien. En appli- 
quant la formule de Green aux fonctions G (7, P) et ¥, on obtient 

facilement, par un calcul classique en théorie du potentiel et en remar- 

quant que les fonctions propres, par leur définition méme, s’annulent 

aux frontiéres de V7, l’équation intégrale suivante : 

2 

v 

¥(P)= 5, | COL PY ande,
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Des propriétés évidentes du noyau de cette équation de Fredholm mon- 

trent qu’a chaque valeur propre «, du laplacien ne correspond qu’une 

fonction propre. Si la métrique était elliptique, il serait done impossi- 

ble de former un tenseur (44) avec les fonctions propres du laplacien. 

2°, La inétrique est hyperbolique normale. Autrement dit, il est pos- 
sible d’écrire le ds* en coordonnées géodésiques avec trois carrés posi- 

tife et un carré négatif. La forme métrique est indéfinie et l’équation 

(45) des fonctions propres du laplacien est une équation linéaire aux 
dérivées partielles du second ordre du type hyperbolique normal. 

Le laplacien est maintenant un dalembertien O généralisé relatif 

la métrique (2) et nous écrirons comme suit l’équation (45): 

(56) OY=af- 

Pour chercher sil y a des valeurs de « pour lesquelles l’équation 

précédente a quatre fonctions propres non-arbitraires linéairement indé- 

pendantes, décomposons le contenant quadridimensionnel en une famille 

infinie et continue de variétés tridimensionnelles |’, & métrique ellipti- 

que, définie par un paramétre +=<a:t be sera l’une des coordonnées !. 

Parmi les systemes de coordonnées x", 2, 2°, que l’on peut considérer 
nous prendrons ceux pour lesquels : 

(97) gx=O° pour 74k. 

La métrique pourra done se mettre_sous la forme: 

3 
te, 2 Fa - ‘2 

(97 a) ds'=9,,dv° + DS yi (de’) 
1 

avec: y,,<0 et gi >O. Désignons par 7 le déterminant des gi: 

des V,. On peut alors écrire: 

(58) I=Iu7 

et l’équation (56) des fonctions propres du laplacien (dalembertien) 
prendra la forme suivante : 

noe 1 OJ ov di 2 — ,oF 
(99)| = ria + — ger Pu 4 8 (yg gS) a, 

ra jae ou 29,, dada Vg or 0% 

Vindice » pouvant varier de 1 4 3. En désignant par A, le laplacien 

1 Pour que cette décomposition ne soit pas arbitraire, il faut naturellement pren- 

dre la famille de V3 qui donne, en chaque point, la contribution (positive) maxima 

au ds? du contenant.
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relatif aux V, et par VY, lopérateur hamiltonien (gradient) pour les 

mémes variétés, l’équation précédente s’écrit : 

(60) A, + Sig Ju) V; Wh ag (Va os y- 7 ae 
29 

(Si la métrique était pseudo euclidienne, on aurait y=—c* (c étant une 

constante, égale 4 l’unité imaginaire quand le ds* est écrit sous la forme: 

abies 1 
=D (dey, et gt=— ru de sorte que le premier membre de (60) 

1 Cc 

deviendrait identique au dalembertien classique de Y). 

Admettons, dans ce qui suit, qu'il est possible de choisir un systeéme 

de coordonnées 2', x”, 2*,7 satisfaisant aux conditions (57) et tel que 

Vune des hypersurfaces «‘=const coincide avec la frontiére ¢ du con- 

tenant. Supposons provisoirement que les yx d’un tel systéme de coor- 

données satisfont aux conditions suivantes : 

(61) Ju Iu (7) 

et: 

(62) Gu =f (*) na(a'sx*,x*) pour 1,h=1,2,3. 

L’équation (60) devient alors : 

A? f)e ug 1 3 tf _ SF dgy\ o¥ 

(68) ihe Iu ov wae 294 ‘ dt gy dr = gs 

A3= ES cs (ve nee ar 
Vinoa oa 

Par suite de (62) et de (19a) les fonctions V,, sont ici de la forme : 

(64) : ¥,= du? (<) 07a" 3", a7). 

Comme le second membre de (63) peut étre écrit sous la forme : 

— han ki uw (z) utaf(s) ¥+ 2. ky ul) (z)%, 

on obtient pour les v, l’équation : 

avec: 

(65) Asus=—ki 

D’autre part, les fonctions u? (z) satisfont aux équations : 

sat im. VP (edf 1 ee du? gy, 

Oe) dz 45 (34- 2 “dz = 76 ln FE) ka] a
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dans laquelle nous avons posé a=k,, puisqwil s’'agit des fonctions 

propres non-arbitraires Vn, du laplacien. Ces fonctions sont unifor- 

mes, bornées, continues, possédent des dérivées premidres continues, 

des dérivées secondes bornées et intégrables, et s’annulent nécessaire- 

ment sur la frontiére ¢. En désignant par G(M, P) la fonction de 

Green attachée & l’opérateur A; et s’annulant sur ¢, l’équation (65) 

donne done : 

(67) a(P)= = [aar, Pn anaray- 
V3 

Cette équation intégrale a une infinité dénombrable de valeurs propres 

ky, , toutes positives, et & chacune de ces valeurs propres correspond 

une seule fonction propre v(a', #*, x’), solution de (65). Aux fon- 

ctions v, correspondent les solutions de I’équation (66) pour la méme 

valeur de V'indice 7. Il y a évidemment deux solutions non-arbitraires 

et linéairement indépendantes de (66) pour des valeurs données des 

indices 7 et n: nous les désignerons par ul) et ua, 

Remarquons maintenant que les expressions (64) des fonctions pro- 

pres du laplacien ne peuvent étre absolument non-arbitraires que si la 

sommation fait intervenir, ou bien tous les v%, ou bien un seul 7, et 

dans ce dernier cas on doit évidemment avoir /=7. Formons done 

les fonctions : 
a . Ea 

| Vin= p> ul) (x) x(a’, 2°, x”); Youn= par ui”) (+) 0, (a', 2°, »°) 

| Worin ae ul) (+) Un (x', ke 2) 3 Viva= ue) (7) Un (a, fie oe") . 
(68) 

Ces fonctions sont les seules fonctions propres linéairement indépen- 

dantes et absolument non-arbitraires du laplacien (pour %=k,), lorsque 

la métrique satisfait aux conditions (61) et (62), et lorsque la frontiére ¢ 

du contenant coincide avec une hypersurface #‘—=const. 

Faisons maintenant subir 4 la métrique une variation virtuelle ne 

respectant plus les conditions (61) et (62). Les quatre fonctions ns 

Wins Vrn et Viv» se transformeront alors respectivement en quatre 

fonctions propres non-arbitraires et linéairement indépendantes du lapla- 

cien général, que nous désignerons par Yin, Yon; Yo et ant « 

Inversement, les fonctions Vin, Wor, Van et Yan tendront respective- 

vement vers Win, Yin, Vn et Wry» lorsque Guz Gult) et 

gix > f (+) nx (a', 2", @*). Si la métrique est hyperbolique normale et si 

la frontidre du contenant est un lieu de lignes coordonnées orthogo- 

nales & des variétés tridimensionelles 4 métrique elliptique, il existe 

done une infinité dénombrable de valeurs propres (positives) du lapla-
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cien, & chaecune desquelles correspondent quatre fonctions propres 
absolument non-arbitraires et linéairement indépendantes. De plus, 
le caleul précédent montre clairement qwil n’y a pas, pour ces 
valeurs propres, d’autres fonctions propres linéairement indépendantes 
et non-arbitraires en dehors de celles dont nous venons de démontrer 
Pexistence. 

Nous donnerons plus loin (§ 12) un exemple de calcul effectif des 
valeurs et fonctions propres du laplacien, dans le cas ot Vopérateur A% 
est attaché & un cespace-temps» de De Sitter. 

3°. La métrique est «hyperbolique anormale». Dans ce cas, le ds’, 
en coordonnées géodésiques locales <‘, comporte deux carrés positifs 
et deux carrés négatifs. L’équation AY,,,=2, V,, des fonctions et 
valeurs propres du laplacien est alors une équation aux dérivées par- 
tielles du type hyperbolique anormal. Un ealeul tout-d-fait analogue a 
celui que nous avons fait dans le cas hyperbolique normal, montre alors 
quwaux valeurs propres z, du laplacien correspondent, soit moins de 
quatre, soit plus de quatre fonctions propres non-arbitraires et linéaire- 
ment indépendantes. S’il y a moins de quatre fonctions propres, il est 
impossible d’écrire avec ces fonctions un tenseur 7’, symétrique, du 
second ordre et sans divergence, pouvant par conséquent étre égalé 
aux seconds membres des équations (19a). S’il y a plus de quatre 
fonctions propres du laplacien, il est évidemment impossible de former 
avec ces fonctions un tel tenseur 7, ayant une expression absolument 
non-arbitraire. En effet, & chaque combinaison quatre & quatre de ces 
fonctions propres (le nombre de ces combinaisons étant au moins d) 
correspondrait un tenseur partiel 7% , qwil faudrait associer linéaire- 
ment aux autres tenseurs partiels. Comme cette association comporte 
toujours un choix arbitraire de facteurs, elle est inadmissible et empé- 
che Widentifier les tenseurs qui en résultent avec le tenseur qui figure 
aux seconds membres des équations de l’étre mathématique non-arbi- 
traire, 

En résumé, on voit que c’est seulement dans le cas hyperbolique 
normal qwil existe un tenseur 7’, formé avee les fonctions propres du 
laplacien, ayant une expression absolument non-arbitraire, et satisfai- 
sant aux conditions qni permettent de Videntifier au tenseur fondamen- 
tal T;, des équations de l’étre mathématique non-arbitraire. Comme 
un tel tenseur existe nécessairement, puisque nous avons démontré dans 
le § 3 qwil existe un étre mathématique non-arbitraire, et comme d’au- 
tre part il ne peut avoir plus d’un tenseur satisfaisant aux mémes con- 
ditions que 7, la métrique du contenant de létre mathématique non-
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-arbitraire doit étre nécessairement une métrique hyperbolique nor- 

male. Le théoréme énoncé au début de ce § est done démontré. 

Nous savons, d’aprés les calculs faits dans le cas hyperbolique 

normal, que la surface frontidre ¢(a',2*,x°,a')=O du contenant de 

Vétre mathématique non-arbitraire est un lieu de lignes coordonnées 

orthogonales & des variétés tridimensionnelles 4 métrique elliptique. 

Comme les coefficients gi, de la forme métrique interne sont essentiel- 

lement des fonctions finies en chaque point du contenant, le résultat 

que nous venons de signaler entraine la conséquence que la frontiére ¢ 

ne peut étre fermée, c’est-a-dire que /e contenant de Vétre mathématique 

non arbitraire doit étre illimité dans les deux sens le long de certaines 

lignes coordonnées, orthogonales i des variétés tridimensionnelles c métii= 

que elliptique. 

8. Les fonctions propres de l'opérateur Aw et le caractere de la 

métrique externe du contenant. Les raisonnements du § précédent 

peuvent ¢tre répetés sans aucun changement au sujet de opérateur Ao 

et de l’équation Ao Pnn=Gn Pnx de ses fonctions propres ®,,, et de ses 

valeurs propres @,. On a done le théoréme suivant : : 

La métrique externe du contenant de Vétre mathématique non-arbitraire 

est hyperbolique normale, et il y a un ensemble dénombrable de valeurs 

propres de Vopérateur Aw pour chacune desquelles il existe quatre fonc- 

tions propres non-arbitraires linéatrement indépendantes de cet opérateur. 

On voit done que le tenseur U;, défini par (55), est égal a la fone- 

tion — contenu tensorielle qui figure aux seconds membres des équations 

fondamentales (19b), lorsque ces équations sont écrites en coordonnées 

eéodésiques locales q' relatives 4 la métrique externe (7). 

9. Le principe variationnel qui correspond aux équations (19a, b) 

(38 , 43) et (50,54). Considérons la fonction de Lagrange suivante : 

  (G9 ae bo [Vo ik (Wt i ove =e hen é‘ Pun 2/2, yr Wan _ 
( e ) bs Ba dg ( mu En ) = Ma, En )4 vont Ay mn k 

ikmn ( Qie OPK 

mn aul 
eam ste a i o® ID» 

4Vo gil (Din Cig Re 

O"Fdk O7Fdk 

  
i oe, 

Eng or) 42 Bn Cu pr] - 

et désignons par a‘—¢! Vopération qui fait tendre, en un point 

P(a', x, a, a) quelconque du contenant de l’étre mathématique non- 

-arbitraire, les coordonnées générales x vers des coordonnées géodési- 

ques locales orthogonales ¢’. De méme, soit a’ +q' Vopération qui 

fait tendre les coordonnées générales a’ vers les coordonnées «géodé-



  

26 ANTONIO GIAO 

siques» locales orthogonales gq’. Les équations (38) et (50) s’obtiennent 
alors en égalant 2 zéro la dérivée variationnelle de £ par rapport aux Y;,,, 

et aux ©}, respectivement, et en soumettant ces dérivées aux opéra- 

tions a’! et a’+q'. Ona en effet: 

    

  

1 / o£ ei ON : 
Pare aa] : ae Va, ¥ mn = 0, 
2 0) Ti. xi gi og’ 

et 

- OL i Din ie " 

igen - as cn a Xion -+ V6, OF = O ; 

2 0®;,., vi qi bis Ogi 

ig , i G . ik AY a ik s puisque, pour 2’-—o' on a: g*+d, et g>1, de méme que »* > 9d 
et o>1 pous vq’. Pour ce qui est des équations adjointes (43) 

et (54) des équations (38) et (50), on a simplement, d’une maniére 

analogue : 

if OL Aes c. Von 0 
O. AT =e el oy Y fan mts) 

,) es wi» @ Ogi ‘ 

et: 

    1 ed OM an i Pee 

oF aa En V6, Din —_ O . 

2 Can qi Ogi at f 

Finalement, en prenant les dérivées variationnelles symétriques de £ 

par rapport aux g” et aux w'* qui y entrent explicitement, on obtient 

(ef les expressions (44) et (55)): 

Vq ik 3 <:) L 
J Jgi* *: by, z 

» > 

/~- Tip 9 QO Vo U* = (— +—) 2. 
Oak Ook! 

Ceci étant dit, considérons la fonction: 

  

et: 

  

  

nee Te, eS pam lp oe ae 
(70) G=—(R+i,)Vg + —(S+ie)Vo 

“9 “o 

et formons sa dérivée variationnelle par rapport aux gi. On a: 

49a dpe 4 og 
og” og@ dai ) (2 dai da! | 0° gs 

oad dard pac! } | 
D’autre part: 

36 2 08. ae ea clans i: 0g + 

do® — durtt dx ) =) ere *( sera 0” w'* 

oxet } | ax! pact} | 
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On obtient donc: 
eed, 1 ar 2 = — [Ra gud), 

V9 gow" %9 a 
et: 

i 0g te 1 Se ane 
= — [Siz — — on (St+7e)], 

Vo datt 0 2 

et ces fonctions ne sont autres que les premiers membres des équations 

(19a,6). Les «principe» variationnel qui correspond aux équations 

(19a) s’écrit done (pour a’ 9°): 

(71) ~ CG £\=0, 
dgi* 

en convenant que la dérivée variationnelle de £ est la dérivée symé- 

trique. Au systéme (194) correspond aussi la relation variationnelle 

analogue (pour a’ — q'): 
a ener 
(72) eae 

dans laquelle la dérivée variationnelle de £ est la dérivée symétrique. 

On peut (ailleurs mettre ces relations sus la forme intégrale : 

Oy [ (GS—) dat dx? da? da*, 
i 

pour (71) et: 
de [ (G—£) da! dix? dax* dix’, 

V 

pour (72). Dans ces relations V est le contenant de l’étre mathéma- 

tique non-arbitraire et les variations doivent s’annuler aux limites de J 

e’est-i-dire sur la frontiére ¢o. 

10. Les fonctions-contenus et les nombres contenus de |’étre mathé- 
matique non-arbitraire. Soit o(x', «’, x’, 2") une fonction dont le domaine 
dexistence est le contenant de l’étre mathémique non-arbitraire. D’accord 

avec la définition de cet étre, nous dirons que la fonction 9 est une 

fonction-contenu de |’étre mathématique non-arbitraire lorsqu’elle satis- 

fait aux deux conditions suivantes : 
1°. La valeur. de 9 en chaque point du contenant est entiérement 

déterminée par les propriétés intrinseques de la métrique et de la forme. 

2°, Les propriétés intrinseques de la métrique ou de la forme du 

contenant sont entieérement déterminées par la fonction o seule ou 
associée 4 d'autres fonctions satisfaisant 4 la premiere condition. 
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Considérons maintenant un opérateur A et écrivons l’équation de ses 

fonctions propres © et de ses valeurs propres @: 

(73) Ag=ar 

Supposons que les fonctions propres de A sont des fonctions-contenus 

de Vétre mathématique non-arbitraire. L’ensemble }a@{. des valeurs 

propres, dénombrables ou non, de Vopérateur A est alors un ensemble 

de nombres non-arbitraires, puisquils peuvent étre déterminés, comme 

les fonctions propres 9, par les propriétés de la métrique et de la forme 

du contenant. Nous dirons que les valeurs propres d’un opérateur dont 

les fonctions propres sont des fonctions-contenus, sont des nombres-con- 

tenus de Vétre mathématique non-arbitraire. C’est évidemment le cas 

des valeurs propres «, de Vopérateur laplacien A et 6, de Vopéra- 

teur Aw (nous verrons que les «, et les 6, jouent un grand réle dans 

Vinterprétation physique de la théorie). 

Les nombres-contenus qui correspondent & un opérateur A sont évi- 

demment des propriétés de l’étre mathématique non-arbitraire qui 

doivent étre attachées & certains points du contenant, marquant ainsi 

dans cet espace un espace discontinu (si le spectre de A est discon- 

tinu), dont nous dirons que chaque point est un pocnt s/ngulier de l’étre 
mathématique non-arbitraire. Nous verrons plus tard quelle est Vin- 

terprétation physique des points singuliers et quels sont les points du 

contenant ot doivent étre attachés les nombres-contenus. 

Désignons par a* la quantité conjuguée d’une quantité donnée a. Con- 

sidérons alors l’équation (73) et son équation conjuguée. On déduit 
immédiatement de ces équations : 

(74) [[9* A (9)—-94* (9*)]dv=(a—a*) [ 9* odv, 
Vv 4 

les intégrales étant étendues 4 tout le domaine d’existence des fonctions 

propres de 1, c’est-a-dire 4 tout le contenant de l’étre mathématique 
non-arbitraire. Il faut distinguer deux cas: 

1°. L’opérateur 1 est réel, ainsi que ses fonctions propres. La rela- 

tion précédente montre alors immédiatement que a=a*, c’est-d-dire 
que les valeurs propres de A sont réelles. Dans ce cas, les a 

seront des propriétés réelles des points singuliers du contenant. 

2°, L’opérateur A est complexe. Alors, la relation (7+) montre que 
ses valeurs propres ne peuvent étre réelles que s’il est un opérateur 

hermitique. Dans ce cas, comme les g sont des fonctions-contenus, 

les a, seront aussi des propriétés réelles des points singuliers. Les 

fonctions propres, par contre, tout en étant des fonctions contenus, ne
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seront pas en général des propriétés réelles de l’étre mathématique 

non-arbitraire, mais on peut former des combinaisons des 9 essentielle- 

ment réelles, la plus simple étant la fonction qui figure sous le signe 

Wintégration du second membre de (74). Il est intéressant de remar- 

quer que si le spectre d’un opérateur A est simplement discontinu, les 

propriétés correspondantes des points singuliers ne peuvent prendre 

qu'une suite discontinue de valeurs. Cette distinction entre propriétés 

réelles et propriétés imaginaires de l’étre mathématique non-arbitraire, 

joue, comme on le verra plus loin, un réle important dans Vinterpréta- 

tion physique de la théorie. 
Les opérateurs les plus importants dans l’analyse de l’étre mathé- 

matique non-arbitraire peuvent étre rangés en trois classes, a savoir : 

1°. Opérateurs dont l’expression est formée uniquement avec les gix 

(ou les w), les a’ (ou les ¢° et q') et les symboles de dérivation ou 

WVintégration par rapport aux sr’, o ou gq’. Tels sont par exemple les 

importants opérateurs A et Aw, déji utilisés dans les paragraphes 

précédents. 

2°. Opérateurs dont expression ne contient aucun des symboles de 

nature géométrique qui interviennent dans les opérateurs de la pre- 

miére classe. Tels sont par exemple les opérateurs matrices e’ et tous 

les autres que l’on peut former par des combinaisons des e’. 

3°. Opérateurs mixtes, faisant intervenir & la fois des symboles 

appartenant aux opérateurs de la premiére et de la deuxiéme classe. 

Tels sont par exemple les importants opérateurs oe et i é' 
Ost 

dont nous avons vu le réle dans le § 6. 

Dans chacune de ces trois classes d’opérateurs on peut encore dis- 
tinguer les opérateurs complets, faisant intervenir toutes les variables 

x (ou ¢’ et g'), des opérateurs ¢ncomplets qui ne font pas intervenir 

toutes les variables a’. Nous dirons que les nombres-contenus (valeurs 
propres) qui correspondent aux premiers sont des propriétés intrinse- 

ques des points singuliers, tandis que les valeurs propres qui corres- 

pondent aux seconds seront appelés des propriétés non-intrinseques des 

points siguliers. 

Considérons en particulier les opérateurs de la deuxiéme classe qu’on 

peut former uniquement avec ¢ et les e’ définis par (39) et qui satis- 

font aux relations (28). En ajoutant aux e' la matrice unité J 

(a quatre lignes et quatre colonnes) on peut former les seize opéra- 

teurs suivants : 
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Tin aioe eerie” tar Meta ‘ x ds Gn, On, Cn, On} =7" (p—l1,2,---d), 

he eS to Weg Sig oa oe a4 ae pgp ce wae og ee 5 (ere — On 62): | Cen en, Cen en, En En, Tn En, TEn En, 1En En | = 
  SESE aad 

(75) =7?(v=6,7,---11), 

Ge Sey em ee Ey By OY me (ayer ae Gene” ae ee eee Ie ae) 
dest! 7? 6/43: | den @n En, 1En En En » 161 En En , 16n Ey En | = 

a ie et [OD 5 =f (u=12,.-.15), 
ee = i 

En En En En | = ¥e * 

    
Ces opérateurs sont linéairement indépendants et de plus sont hermiti- 
ques lorsque les ¢' le sont, c’est-a-dire lorsque ces matrices se con- 

fondent avec les matrices de base e; définies dans le § 6. Ecrivons 

équation des fonctions propres d’un 7 formé avec les €;; 

Vo Finy = UY Pmy + 

On trouve alors que pour tous les 7 il ne peut y avoir que les deux 

valeurs propres +1 et —1. 

Il est possible de former d’autres nombres-contenus différents des 

nombres-contenus valeurs propres d’opérateurs. Nous allons indiquer 

les principaux modes de formation de ces nouveaux nombres-contenus. 

Soit f(a', a, x’, a‘) une fonction-contenu queleonque et A un opérateur 

dont les fonctions propres 9 sont aussi des fonctions-contenus. Suppo- 

sons, ce qui est vrai sous des conditions trés générales lorsque A est 

hermitique, que f peut étre développée en série absolument et unifor- 

mément convergente suivant les fonctions propres de A: 

f= Dan Con G+ Din f Bn (@) Om (a) da= Bn Cmn Pmn + 
ri atSa i 

f Qm(a)da | da, 
oa + 

  
aE Deke Dix (a) 

la sommation se rapportant au spectre discontinu de A (lindice n ser- 

vant 4 numéroter les valeurs propres correspondantes) et |’ intégrale 

au spectre continu. Si l’opérateur A est complet, alors les én,» et les 

b»(a) sont des constantes ; dans le cas contraire, ces quantités sont des 

fonctions des variables a’ qui n’interviennent pas dans l’expression de 

Popérateur A. Remarquons que si A est hermitique, les fonctions pro- 

pres sont orthogonales. En effet, on déduit de Ao™ =a" yg” la relation : 

[em A* (3",)—9%, A (Gnn)] d= (Gy — ay) [95,9 
D D 

Toy 
py
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Vintégrale étant étendue A tout le domaine défini par les variables dont 

dépend A. L’orthogonalité : 

{9% Onn dv=0 
wy * 

de deux fonctions propres relatives 4 des valeurs propres différentes 

(a"=-a7) résulte done immédiatement de la relation précédente si A 

est hermitique. Pour des valeurs propres possédant plusieurs fonctions 

propres linéairement indépendantes on peut encore supposer lorthogo- 
nalité si A est linéaire, car alors on peut former une combinaison 

linéaire 4 coefficients constants des %,, qui sera encore solution de 

AQnn=An Fmn et Qui satisfera a la relation : 

[ o =O pour p#m. 
+m 2 pr 

D 

Grice i Vorthogonalité des 9, et des «différentielles propres» 
at+da 

  

1 
— | (a)da, ona: 
0M « 

Pa = 

[sf Qin dv 

Db 
gs 

* 

f Sn Coan d U 

D 
et: 

ge 4 atda 

[ : f o* (a)da | fdv 
D od 9 

  b, (a) = ‘ 
me («) ata = ~atda ? 

f 7 f o* (a)da Fs 9, (a) da | dv 

D D a 

  

relations qui se réduisent a: 

ott . 
Cun = [ft ok dv ¥ 

D 

et 
at+Sa 

Om (a) = [i Bs 3 o* (a)da | fde, 
Od « D Od - 

si les ©,, et les «différentielles propres» sont normalisées 4 Vunité. 

Comme les fonctions f et %,, sont des fonctions-contenus, on voit que 

les coefficients Cn, et bn(a) sont des nombres-contenus, si A est 

complet.
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Kn plus de ces nombres-contenus, relatifs 4 une fonction-contenu f 

et & un opérateur complet A, on peut former par exemple les nom- 

bres-contenus suivants : 

(76) A(f)= tse A(f)dv, 

Il est facile de voir que Von a 

AUS eS ats 
e aod |   

In effet : 

0 9 ( £ 3 ‘9 PT reas eit fs A(f)de = pe Cen (9° On) dn Ut =>3 dn be, |": 

Appliquons maintenant un opérateur B a Vnne des fonctions propres 

o” Wun opérateur A et supposons que la fonction B(o™") soit 

développable en série absolument et uniformément convergente suivant 
les om: 

Bigm)=3 (Onn) 9 wh. TLV) ° 

vy) 

(Nous ne tenons pas compte du spectre continu). On déduit de la 

relation précédente : 

(Omn)uy = fs ‘ B (Qmn) dv . 

Ces nombres (%,,,),, sont les éléments de la matrice engendrée par wy 
Vopérateur B dans le systeme des fonctions propres orthogonales de 

Vopérateur A. Comme les 9””" sont des fonctions-contenus, les fone- 

tions B(o"") sont aussi des fonctions-contenus (si l’opérateur B ne 
fait pas intervenir des contantes arbitraires, ou, ce qui revient au 

méme, si ces fonctions propres sont des fonctions-contenus). La matrice 

(Onn),, est done une «natrice contenu» de l’étre mathématique non- 

-arbitraire. 

En résumé, de toute fonction-contenu f, associée & une paire d’opé- 

rateurs (A, B) hermitiques dont les fonctions propres sont des fonctions 

-contenus, nous ayons déduit les nombres-contenus suivants : 

x? L Gn (A) ; Cnn (A ? tf) 3 A ‘wa, ; Oaalie (A ’ B) . 

Les nombres A(jf) les plus importants dans l’analyse de létre 

mathématique non-arbitraire sont ceux qu’on obtient en prenant pour 
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f Vune des fonctions propres yun de Vopérateur A ou &” de Vopé- 

rateur Aj, pour A l’un des opérateurs ie,7% et en remplacant dans (76) 

Vintégration par une sommation par rapport & Vindice m qui sert a 

numéroter les fonctions propres relatives 4 une méme ‘valeur propre 

(cet indice est en somme la seule variable sur laquelle agissent les opé- 

rateurs 7”). Nous formons done les quantités : 

(7 a,b) ACE) =Van tas Am) Pin 7h, 
et l’on peut aussi envisager les quantités : 

(78 a,) AM=¥E eV; AO) =On 7, Om, 
n 

avec sommation par rapport aux indices m et n. On peut ranger ces 

quantités en plusieurs catégories suivant leurs variances vis-a-vis d’un 

changement de coordonnées géodésiques locales ¢’ (pour les quantités 

(77, a) ou de coordonnées «géodésiques» q' (pour les quantités (77,0). 

On a ainsi le tableau suivant: 

ee ik ki up Ay ik 

My eae We, (exe, —Enen) Yn 5 Ad «3, My : tenseurs 

= antisymétricues du second ordre, 

xvi r. i me rE ri : 

Vin Vine Ta » Viet 2g Va > quadri- 

vecteurs, 

oo} i+] i4+2 i438 me rr; yi 

(79) W,, = Vin €n En Gu, ; W= 3, W, +: tenseurs 

completement antisymétriques du 3°" ordre, 

+ m 5 ae . a ae 

(Zn = bess Be 
3 i= be (Za * Vas 

riants (scalaires), 

f i 22 a3 4 we 7 ei Cian” 

(L)n = Bas En En En En By n ; = 2. (Zs : Inva- 

riants (pseudo-scalaires), 

De méme: 
i 

ik i k k i m , ik ik , Ns 

(Ma) = S Vian (€ng Eng — ng eo"; Mi=Zn(Mo)n + tenseurs 

a antisymétriques du second ordre, 

yr \t i m 
rt ry . 

(Vo)a = Phin Eng On »  Veus Bin( Ves? Quadri- 
vecteurs, 

xvi i+1 i42 i+3 gym fs ri WN ryi. ne 

(80) J (Wo) = Wn @ny Ong. Ong Gn - Wi=2in( Wen : tenseurs 

complétement antisymétriques du 3°" ordre, 

‘yo Pe mn 
. 

° [ 7 

(2? )n Fer te O 
] hg = ri (TP), > imva- 

riants (scalaires), 

1 2 : 4 Pe . - MVE 

(yn ae Gin Eng Eng Enq Enq ®, 5) = ae Ge, > Inva-   riants (pseudo-scalaires). 

PORT. PHYS. 2
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me 

Les vecteurs 1, Vi, V5, (V7), sont conservatifs (divergence nulle). 

Par suite des équations (38) et (43) on voit en effet immédiatement que 

ee v= (82) “fo = igaaiV9 Ve Va= 

et: a(V,) 

§ ohn ae 1 = 
(83) aq: Vo pact ~ [Vo (Va)s] 

D’autre part, on a: 

1 9m," i iz) ee ee 
SoS a PRT = EY BU 4 73% . BU = 

mw. FF aig ae VOM Beit : 

ee, Woe (ae ye ye OFn 
oo oc! ; 

ie a a (Mon | + > tat (Ife)! = 
YJ Jo 

r 0 Or, ™m 0 a 
= an V O}n oD, ae On — °] Vin (Von + > ( 4 Ogi )   

Vindice Q rappelant que le symbole de Christoffel est formé avec les 
o, de la forme métrique externe (7). 

Il est important de caleuler aussi la divergence des vecteurs W" 

et Wi. Pour W* on trouve: 

oW, 1 a Ss es BD Ur TA\\ ey eR 
(86) de! ais V9 Dat Vy VW ») a ae Vor, (Ls) ; 

  

et pour W: 

0(W,): (37) (Wo 9 ‘ W..))) =—2V6, I2)n- eo ee =~ Vo (We);,) VG, (2)   

. eee ik . , . . Finalement, désignons par B, un tenseur antisymétrique sans diver- 
gence satisfaisant a la condition : 

PM 9 day |: ame cee vg 9, Coane YY dg 88 Bi = n n n pa n n n 

(88) ae ee a de 
et par (B,)* un tenseur antisymétrique sans divergence satisfaisant i 
la condition : 

(89) (B= 

  

  

0(B.)! io * 0(Ba)! 0(M,¥ o( i) 3(0t, iE 
04k 0g: x 0g; Ok Ogi * oq;
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~ On peut alors poser: 
k i 

(90) Me fhe 0 An 0A, oy Be 
nr 

09: Ook 
  

A* étant un vecteur, et: 

a(4.% 3AM ay 
n veal n B ik 

Ogi 04: + (B.) 
n 

(A,)i étant un autre vecteur (par rapport & un changement des q’). 

(91) (Mo )n = 

Il va de soi que l’on peut assujettir A, et (Aw)n aux conditions : 

dA), 0(Aw), 
9 

_—_—_—_—- i ee = (92 a.) t=O; Sat =O, 
ce qui entraine : 

: out 

93 
Aa =—*, (93) aa 

et: 

(94) O4 4a), aie oq F 

Toutes ces relations sur les Win 7% ¥™ et les Onn 7‘, ®”” nous seront 

indispensables plus tard dans V'interprétation physique de la théorie. 

11. Solution approchée des équations de |'étre mathématique non- 

_arbitraire. Le systeme d’équations complet formé par la réunion des 

systémes (19), (25) et (26) se compose de 56 équations indépendantes 

faisant intervenir 56 inconnues que nous avons appris 4 distinguer plus 

haut (§ 5). La solution de ce systome de 56 équations aux dérivées partiel- 

les du second ordre (non linéaires) constitue un probléme trés difficile 

qui ne peut étre attaqué de front actuellement. Il faut trouver des 

solutions approchées en utilisant la méthode des perturbations. 

Nous partirons d’une solution de base des équations (19), (25) et (26), 

qui définit une hypersurface (X', Rak X*)=0 de Vespace £, 

pseudo-euclidien hyperbolique & cing dimensions ot le contenant de 

Vétre mathématique non-arbitraire peut, daprés nos résultats précé- 

dents, étre plongé. Nous admettrons ensuite que les écarts entre les 

valeurs des inconnues qui correspondent exactement a l’étre mathéma- 

matique non-arbitraire et les valeurs qui correspondent @ la solution 

approchée sont, ou bien nulles, ou bien des quantités trés petites dont 

on peut négliger les carrés et les produits. Désignons par Gx et Qin 

les coefficients de la forme métrique fondamentale et de la forme 

métrique externe de Vhypersurface de base F,(X¥)=0 a quatre dimen-



  

36 ANTONIO GIAO 

sions. Nous supposerons que cette hypersurface (dont la métrique est 
hyperbolique normale d’aprés le théoreme du § 7) admet un ds de la 
forme suivante : 

(95) ds? = —dz*+- P? (+) [d6’+ sin’ 9 (do + sin? odu*)] , 

dans lequel le coefficient de P* est & symétrie sphérique (les coordon- 
nées angulaires orthogonales 9, 9, , ayant la signification habituelle). 
Les univers statique d’Kinstein, ceux de De Sitter-Lanczos et de Lemai- 
tre admettent tous des ds’ qui sont des cas particuliers du ds* précé- 
dent. Pour qu’une telle hypersurface de base /, soit acceptable, il 
faut qu'elle satisfasse aux équations (19), (25) et (26) du probleme. 
Remarquons que tous les #;, pour 7+* sont nuls, par suite de la forme 
du ds*. Il en est évidemment de méme des 7% correspondants. D/ail- 
leurs, en conséquence de l’homogénéité du ds* et de la symétrie sphé- 
rique de sa partie elliptique, les 7, non nuls ne peuvent dépendre a 
priori que de 7 et de 6, et nous admettrons (ce qui caractérisera la 
premiére approximation) qu’ils ne dépendent que de +. Alors, comme 

les fonctions propres non arbitraires YW, du laplacien s’annulent néces- 

sairement sur la frontiére tridimensionnelle ¢ du contenant de l’étre 
mathématique non arbitraire, et comme d’autre part nous savons (§ 3) 
que cet é¢tre doit posséder une telle frontiére (c’est-a-dire qu'il ne peut 

avoir un contenant fermé), l’expression (44) montre que les contenus. 
tensoriels 7, s’annulent aussi sur ¢. Or, comme nous devons admet- 

tre que les 7%, ne peuvent dépendre que de +, on voit qu’en réalité 
ils doivent s’annuler en chaque point du contenant. Il ne reste done, 
dans le systéme d’équations (19 a), que les deux inconnues P(t) et 79. 

Dans ces conditions, si nous introduisons les R;, formés avec les Gj, 

de (95) dans les équations (19 a), ces équations se réduisent 4 deux 

seules équations qu’on peut mettre sous la forme ‘suivante, A la suite 
de quelques transformations simples : 

oP hy 
dv” 6 

| (3) - +o pt_y, 
dt 6 

On en déduit immédiatement la solution suivante, en désignant par P, 
Ja valeur de P pour +=0 (valeur minima): 

T 
a) { P(t)=P,ch( —), 

| Pode Poat er) 
: Tew 

b) “0 ge? 
0 

? 

(96) 

(97)
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ce qui montre qu’en premiere approximation le contenant de l’étre mathé- 

matique non-arbitraire est un espace-temps de De Sitter-Lanczos. 

Un tel contenant a une courbure moyenne constante et satisfait aux 

conditions Q,=7G, 7 étant la courbure moyenne. On a d’ailleurs 

Tle — = = i D’autre part, les équations (19 b), od l'on pose 
0 

Qn=7 Gi, cest-a-dire: Si,=Rh et sip, montrent que l’on a 

ici Uz=0 et que 2=7}/y. 

La solution (97) semble donner & 7) une valeur arbitraire puisqu’elle 

exprime cette constante en fonction de la constante arbitraire P,. Or, 

comme il est évident que l’intégration effective du systéme fondamental 

(19 a)+(19 b)+(24)+(25) ne peut déterminer complétement les incon- 
nues que lorsqu’on a fixé préalablement l’unité de longueur dans l’es- 

pace pseudo-euclidien /, ot l’étre mathématique non-arbitraire doit étre 

plongé, il est clair que la relation (97 b) ne doit pas étre interprétée 

en disant que 2, est une constante arbitraire. Il faut dire, au contraire, 

que P, est une longueur caractéristique de l’étre mathématique non- 

-arbitraire, jouant le role d’unité naturelle de longueur déterminant la 

valeur numérique de 7,. Un changement de P, est done en réalité un 

changement d’unité de longueur. Dans le cas général de l’intégration 

du systéme fondamental sans aucune hypothése sur la forme du ds*, on 

doit aboutir é6videmment a une relation généralisant la relation (97 b) et 
faisant intervenir aussi une longueur caractéristique, qui jouera le réle 
d’unité naturelle de longueur. 

Nous savons (§ 3) que le probleme posé par le systéme d’équations 

(19)+(25)+(26) n’est bien défini que s’il existe une variété tridimen- 

sionnelle ¢ bornant le contenant de l’étre mathématique non arbitraire. 
Nous devons done limiter hypersurface de base F,, qui constitue la 

premiére approximation dans la solution du systeme fondamental, par 

une variété tridimensionnelle ¢,. D’aprés les résultats du § 7 cette 

variété doit d’ailleurs étre un lieu de lignes coordonnées «temporelles», 

et comme la partie elliptique du ds* (95) est a symétrie sphérique, nous 

devons prendre ici une variété frontiére ayant pour équation 9=const=9, . 

Pour définir complétement notre premiére approximation il nous reste 
done a déterminer la valeur qu'il convient d’adopter pour cette cons- 

tante 8,. Considérons la section de par l’hyperplan 7=0. La 
Wied . . . 0 > 8 > 

variété ¢, limite cette section (§),) par une surface sphérique enfermant 
. ° rae 0 . “4: . , 

un volume v, qui, ajouté & ¥),, forme un espace tridimensionnel sphé- 

rique fermé dont le rayon est P, et dont le volume est 27°P?. En 

Pe a ene ee
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désignant par 9, le diamétre de v,, on a 6,=2P,4%, Vorigine des ¢ 

étant le centre de v,. Pour les raisons que nous indiquerons plus loin 

(Chap. III, § 8) on doit poser ()=dn, dm étant la plus petite longueur 

dont la mesure ait un sens. L’espace Dd). tout en étant géométrique- 

ment ouvert, est done «physiquement» fermé et illimité, en ce sens 

qu’aucune mesure ou observation ne pourrait déceler l’existence d’une 

frontiére de >. 

Pour trouver une solution plus approchée des équations de l’étre 

mathématique non arbitraire, nous allons placer en chaque point de 

Vhypersurface de base /, un quadripode géodésique o’ orienté tangen- 

tiellement aux lignes coordonnées orthogonales 9,9,,7 de /. Dési- 

gnons par (G)x les coefficients métriques relatifs & ces quadripodes, 

cest-a-dire (Gp);,=9% et considérons la différence entre l’hypersurface 

F qui correspond a |’étre mathématique non-arbitraire et l’hypersurface 

de base J. D’aprés les hypothéses caractéristiques de la méthode 

des perturbations, cette différence peut étre considérée comme une 

déformation infiniment petite de 7, a la suite de laquelle les coordon- 

nées §,9,n,7 de FF, se déforment et deviennent des coordonnées 

générales a‘ (que nous avons appelées «coordonnées intrinséques» dans 

le § 3). En méme temps les quadripodes des ¢’ se déforment aussi et 

deviennent tangents aux lignes coordonnées a’, de sorte qu’en désignant 

par ga les coefficients de la forme métrique interne de F écrite en 

coordonnées locales ¢' déformées (que nous désignerons par ¢'), on 

peut poser : 

(98) Ju=Sat yn; As*=(Bu-+yu) de de, 
les 7, étant des quantités infiniment petites par rapport aux ((',);. 

Les gi, de la forme métrique interne de / écrite en coordonnées géné- 

rales a seront done donnés par la transformation : 

— oy oF 
(99) Jix= Git T Jock > 

et lon a: 

ie og! 100 eo tt ke 
( ) Oar! 0 i? 

9 étant celle des coordonnées 6,9,p,7 qui devient x’ & la suite de 

la déformation de /,. Il va de soi que l’on peut aussi considérer sur 1’ 
des coordonnées §,%,u4, 7 intersections des hypersurfaces 9,9,2,7 de 

E, avee I. Nous désignerons par Gj, les coefficients métriques de F
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relatifs 4 ces coordonnées, ¢’est-a-dire : 

on oxi par! 

(101) Ga= Oi oe a6 aoe 

En posant Rxz=Ry+ Rix, R%, étant les composantes du tenseur de 

Ricei-Einstein pour F,, le systeéme (19 a) se scinde en deux systémes 

qu’on peut écrire comme suit, grace a (98): 

1 . x 

(102) Bi — > (RY +5) Fa= 

(ce systéme est équivalent aux équations (96) déja étudiées), et: 

pee OF ‘ Wy 
(103) Rix — = [(RP+ 45) pat R444) 8a] =H Ln » 

x, étant la perturbation de 2} qui correspond a la déformation de Ff: 

En tenant compte de (98) et de (21) ce systéme se transforme facile- 

ment par un calcul bien connu en Relativité et devient 

9. il Ny “7 oe 

(104) Dy Ya = 2x, (Te — > ik T) — hg Gin dg Jit 5 

O, stant Vopérateur dalembertien attaché & la forme métrique interne 

de F,. 

Considérons maintenant les quadripodes «géodésiques» des q' (forme 

métrique externe) et orientons—les aussi, en chaque point de /,, tan- 

gentiellement aux lignes coordonnées 9,9,»,7- On sait que lon a: 

Q.=7 Gin, de sorte qu’aprés la déformation infiniment petite de /, on 

peut poser: 

(105) On= 19uton; AQ=(ydn+ wind" dg ’ 

les », étant des quantités infiniment petites par rapport aux ¥9,. Les 

oj, de la forme métrique externe de /’ écrite en coordonnées généra- 

les a seront done donnés par la transformation : ] 

06 —~ dp dp 
(106) Oix = jr a a 

et on a: 

(107) ag ogee     
at 90k
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De méme, en désignant par Q;, les coefficients métriques externes de / 

relatifs aux coordonnées 9,9,4,7, on aura: 

(108) Oi; = Wj 50! 908 

ij 
En posant Si,=Si-+S%, Si, 6tant les composantes du tenseur de 

Ricci-Einstein associé & la forme métrique externe de /, le systéme 

(19d) se scinde, comme (19a), en deux systomes qu’on peut écrire 
comme suit: 

(109) Si — es OS" +78) x On=0 , 

Gt: 

crs 1 red . ! Cys ow, AY - 
(1 10) Sir: = a [(S ee i) Oj]: a GS =o i) X Gin | =hw U ik 

, ii, étant la perturbation de 2°, qui eorrespond & la déformation de F,. 
Ce dernier systéme se transforme facilement et prend la forme: 

; Lig Sting 6 BA dani) / (111) ay On=2z Xo (U ik — 7 Oi U ) aha ik 1a, OE 
o 

OY, étant lopérateur dalembertien attaché A la forme métrique externe 
de f,. 

Aux équations (104) et (111) il faut naturellement ajouter les équa- 

tions de Gauss et de Codazzi. Kn tenant compte de (98) et de (105) 
ainsi que du fait que les », sont ici des infiniment petits, les équations 
de Gauss donnent : 

i . / s / x i LY , 

(112) Rui jr <P $ Ong Dit +7, Vik O17 —Y Ve O17 —¥, 917 Oe 

avec : 
Dg eas, 0 

Rijn = Rij —Rii jx . 

De méme, les équations de Codazzi donnent : 

— as al ae Zu : 
dg 7) 

PY LL, (8% 4 Otin  OFin\ 
ik{; 2 de oe oe 

Le systeme (104) +(111)+(112)+(113) est un systéme complet de 56 
équations & 56 inconnues. Les solutions non-arbitraires de ce systéme 

(113)   

2] 
v 

avec : 

ee ee
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sont évidemment les seules qui nous intéressent, de sorte que l’on a 

nécessairement les conditions aux limites suivantes : 

ou ae 
1 on os ? 

n étant la normale a la frontiére ¢ du contenant de l’étre mathéma- 

tique non-arbitraire et « l'une quelconque des 40 inconnues 7%, x , 

Tix et Ux. 
Les équations (104) et (111) permettent d’exprimer les 7; et les o;. 

en fonction des Zi, et des Ui,, ce qui élimine 20 inconnues. En intro- 

duisant ces expressions des 7 et des », dans les 20 équations de 

Gauss, celles-ci déterminent les 20 inconnues 7; et Uy, sous la forme : 

oa 7 

al Ota. 59 Ag» Ay 9 hy y Xen) « 
Vix ik 

Finalement, ces expressions des 7, et des Uj, introduites dans les 

solutions de (104) et de (111), transforment les 16 équations de 

Codazzi, écrites en coordonnées 6”, en équations aux dérivées partiel- 

‘oe rau, oF . 
les pour les 16 inconnues a! (9), aa vi, tos Mga Bo Ot Ren Quatre 

t 
‘oO? 

des équations de Codazzi, par suite de (108), sont des équations aux 

dérivées partielles du second ordre déterminant les quatre inconnues 

a’ (9%), les valeurs aux limites (sur ¢) de ces inconnues pouvant d’ail- 

x Brey ‘ : ; : oc 5: 
leurs 6tre exprimées en fonction des inconnues aj et cant de méme que 

0 t 

ie, oa! P Sere 
les valeurs des dérivées normales jn St o- La détermination des 

n 

x’ (9) est indispensable parce que la connaissance des 7; et des oj, ne 

détermine hypersurface /” de EH, a un déplacement et & une symétrie 

pres que si l’on connait aussi les fonctions z‘(6"), puisque les do’ ne 

sont pas intégrables. Ces fonctions «x! (6", - 9 Bk Joy Fea Ma's Hie) pero” 

duites dans quatre autres équations de Codazzi, déterminent alors les 

quatre inconnues a et les autres huit équations de Codazzi donnent 

les valeurs qu’il faut attribuer aux huit constantes 7, 2, VOPR AIR et 4 OF OP 0 

pour qu’elles soient satisfaites. 

Remarques. 1°). Il est intéressant de remarquer que les équations 

(104) et (111) deviennent des équations de Laplace-Poisson quand on
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peut négliger les variations des 7 et des », avec 7 ainsi que les ter- 

mes en 2’ et 2. Dans les mémes conditions leurs solutions deviennent 

naturellement des «potentiels newtoniens», et des «potentiels newto- 

niens» attachés & la forme métrique externe de F’. 

2°). Quand on a fait la détermination préalable des fonctions pro- 

pres non-arbitraires des opérateurs 0, et 0}, attachés 4 J, (nous ferons 

cette détermination dans le § suivant), les inconnues 7, et Uj, sont 

données aussi par les expressions (44) et (55). 

3°). Les caleuls de ce § montrent la voie 4 suivre dans les essais 
Vintégration du systeéme fondamental (19 @)+(19b)+(25)+(26) sans 

aucune hypothése restrictive sur les inconnues. On peut partir encore 
de la méme hypersurface de base /, que précédemment et l’on écrira 

aussi les relations (98) et (105), mais les 7; et les wi, ne seront plus 
des quantités infiniment petites par rapport aux quantités correspon- 

dantes de /,. Les coordonnées @,9,n,7 de , définissent encore 

des coordonnées 6’ dans EF, et sur F et les systémes (102) et (109) 

restent évidemment inchangés. Par contre, il faut remplacer les sys- 

témes (103) et (110) respectivement par : 

y 1 rs / 5 N 5 
(114) Ri, — - [Fo +15) Zin (+29) On + 7n)l=%g Tix , 

et: 

Fr Cys 1 CY *0> , Cy! s/ N ) yr (115) Si —— [(S°-498) win + (8’ 4%) (But ou) 40a 
= 

12. le spectre et les fonctions propres des opérateurs 0, et Co- 
Le calcul du spectre des opérateurs laplaciens © et O,, dans le cas 

général, plus exactement la détermination des valeurs des « et des ( 

pour lesquelles les équations (45) et (48) possédent quatre solutions 

non-arbitraires et linéairement indépendantes est trés difficile quand on 

ne fait aucune hypothése simplificatrice sur le contenant de l’étre mathé- 

matique non-arbitraire. Bien que la véritable solution du probleme 

posé par Vanalyse de l’étre mathématique non-arbitraire ne puisse étre 

atteinte, par suite de la nature méme de la question, dés que l’on intro- 
duit des hypotheses simplificatrices arbitraires, il est cependant trés 

important dans l’interprétation physique que nous ferons plus tard des 

résultats de cette premiére partie du mémoire, de déterminer le spectre 

et les fonctions propres des opérateurs 0 et O,, comme si le conte- 

nant de l’étre mathématique non-arbitraire était une hypersurface a 

métrique et forme simples, ou bien, ce qui revient au méme, comme si
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ce contenant pouvait étre approché par une hypersurface simple (point 

de vue du probléme cosmologique de la Relativité) . 

Nous avons vu, dans le § précédent, que 1’étre mathématique non- 

-arbitraire est, en premitre approximation, un espace-temps de De Sit- 

ter-Lanezos, que nous avons désigné par /,. Cherchons donc le spec- 

tre et les fonctions propres des opérateurs laplaciens O et O,, attachés 

i F,, plus exactement cherchons les valeurs des « et des @ pour les- 

quelles les équations : 

(1 16) Oo Va =A en > 

et: 

(117) Dy oe, = Ghe Din > 

ont quatre solutions non-arbitraires linéairement indépendantes. 

Par suite de la symétrie sphérique des sections D, de F, par les 

hyperplans +=Const., il faut chercher des solutions de (116) qui ne 

  

dépendent que de 9 et de +. En posant = = , cette équation 

devient : : 

oe ov ov ov : 
118 + 2 cotg 6— — (ch?£) — — 3 (sh) (chE) — = a P§ (ch?t) ¥ sega c fae: (ch’s) EB (sh) (ch) 5 o (ch") 

par suite des valeurs des G;, de (95) et de la forme de la fonction 

P(z). Comme on a ici les conditions (61) et (62), c’est-a-dire : 

Gy=—1; Ga=P?(t)n-(0,9,4) pour 7,k=1,2,3, 

on doit chercher des solutions de la forme: 

(119) ¥i= Si, ul (s) v.(9). 

Le second membre de (118) peut étre écrit sous la forme: 

— pe ky w® va Ph (ch? 2) ¥+ Po, hie vy 

de sorte qu’on obtient pour les v,(9) l’équation diférentielle : 

(120) va + 2cote 4 2 =—Pk vy 

qui est un cas particulier de l’équation aux dérivées partielles (65) du 

§ 7. D’autre part, les u(z) seront les solutions des équations : 

Pu du) kn WELK 
n ¢ t n ise in 174 

de + 3th ra P; oo eR     (121) uw , 
nr
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Il est nécessaire d’assujettir les v,(9) 4 la condition aux limites 
%(9)=0 sur ¢,. Nous savons, d’aprés les résultats du § 11, que |’é- 
quation de cette frontiére est 6=9,, ou bien: 9=4,/2P,, de sorte que 
la condition aux limites s’écrit: v,(6)=0 pour §=6,. Dans le voisi- 
nage de Vorigine, l’équation (120) est une équation de Bessel : 

av, 2 du, 
—— =— Pikiv dP ate 5 ad py VU   

dont les solutions bornées non-arbitraires ont la forme: 

las — 
v, (6) = a (P, Vk; 6). 

Les solutions bornées non-arbitraires de (120) sont done: 

0 (0) = : ul) sin (P, Viz 9) 

les w,(6) étant des fonctions bornées qui satisfont dla condition w, (O)xx1 
et que l’on détermine facilement par (120) sous forme d’un développe- 

ment: w= b, 8”. De plus, on doit avoir évidemment : 

a i 122 re ll eee ( ) Viki P, 4, ( Pf ? ? ) 

pour que la condition aux limites 2, (6,)=0 soit satisfaite. 

Les 6quations (121) ont deux solutions bornées non-arbitraires et 
linéairement indépendantes pour des valeurs données des indices n et /. 
En tenant compte de 9—4P5k, <0, ainsi que de la condition géné- 
rale: 

123 an Van ~0 pour 2-00 I 

conséquence de (116) et de (122), on voit immédiatement que les for- 

mes asymptotiques (pour ++ co et pour +-—oo) de ces solutions 
sont les suivantes : 

pour 7—--+0co; 

i! 
a(t) — =—e i sin 

n* 

Fs 
ap, Ph 9 °): ih ae eos (Se V4P7k,—9 9) 

me 2
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pour too: 

3 ma pias \ 

uA) — A e2P, sin (= V4P° kin —9)\5 a A ea e >, Cosi = Vapek,—9 Oe 
n 3 2p, n 2p 

n n° 2P, 
\ 

D’autre part, dans le voisinage de V’origine (+=0) I’équation (121) 

prend la forme: 

Pu a wl’) : 
caer’ E. =—Pi (Kathi) u , 

et ses deux solutions bornées, non-arbitraires et linéairement indépen- 

dantes sont les deux séries : 

= [BGO T, w= B@es 
u Py ret P, 

avec : 

a a Pil thi) +30 ,   

cee 
et les conditions : 

| (a,))=0 ’ (a, ye?) =1 

(a, =p, Vien thy pee s(enis yy as 

Nous avons d’aprés (68) les expressions suivantes des quatre fonctions 

propres linéairement indépendantes et non-arbitraires du laplacien 

‘attaché & Vhypersurface de base /, et qui correspondent 4 chaque 

valeur prspre (positive) de lopérateur — A}: 

Yay Deel (5) sin (PV 9); Won = De?(s) sin (PVE: 9) 
(124) 

Ws, = ue” (< ) me wn 8) (P, Vien 6); a ut (7) tn 7) Ww x ) sin (P, Vi, 6) 

Les valeurs propres @, du laplacien qui correspondent 4 ces fonctions proy 
propres, se déduisent de (122) et sont évidemment données par la 

relation : 

4? n? 
  (125) A, = (n==1 ,2,---00} 

y2 
g 

% 

(avec 0,=2P,9,), puisque «=k. 
La détermination des valeurs et fonctions propres (6, et Px) de 

Vopérateur 0? est maintenant immédiate. En effet, par suite des rela-
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tions Q;,=y7 G;,, qui sont valables pour F/,, on a évidemment : 

(126) Onn = Tin 

et: 

oil 1 6 x 
(127) Bn = — o% = Phen = ao en = ag hn . 

i, hg ty 

Nous ferons plus loin (Chap. IJ, § 8) d’importantes applications de 

ces relations dans l’interprétation physique de la théorie. 

Ill — LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 

1. Nature du probleme. D’aprés le principe fondamental posé dés 
le début de ce travail et selon lequel il y a identité entre l’étre mathé- 

matique non-arbitraire et l’Univers physique, il y a aussi identité entre 

le probleme cosmologique généralisé et le probléme de l’intégration 

complete et effective du systéme d’équations (19)+-(25)+(26). La solu- 

tion rigoureuse de ce systeéme donnerait done immédiatement la métri- 

que, la forme, l’équation de la surface frontiére et les coordonnées 

normales du contenant de l’Univers, de méme que les fonctions-contenus 

tensorielles Ty, et Ui, et les valeurs des constantes absolues 2», 2, 

%, et 2,. D’autre part, la solution approchée de systéme (19)+(25)+ 

+(26) que nous avons développée dans II, § 11 est aussi une solution 

approchée du probléme cosmologique généralisé. 
Indépendamment de la recherche de la solution du systeme fonda- 

mental (19)+(25)+(26), le probléme cosmologique généralisé comporte 

aussi, bien entendu, l’importante question de l’interprétation physique 

des différentes grandeurs qui interviennent dans les équations (19)+ 
+(25)+(26) et qui ne sont pas de nature manifestement géométrique 

comme les gx et les »;,, de méme que l’interprétation physique des 

autres résultats de l’analyse de l’étre mathématique non-arbitraire. 
Il faut cependant souligner que cette interprétation, malgré son impor- 

tance évidente, est une question en quelque sorte accessoire vis-a-vis 

de V’intégration du systeéme (19)+(25)+(26) et dont a la rigueur une 
théorie cosmologique pourrait se passer. 

Nous commencerons naturellement par l’interprétation physique des 
équations (19 a) et (19 b), mais tout d’abord il faut indiquer, d’aprés 

le principe de Videntité de l’existence mathématique non-arbitraire et 

de lVexistence physique, les équivalents cosmologiques de quelques 

propriétés générales de l’étre mathématique non-arbitraire :



  

  

LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 47 

I, § 3: Le contenant de l’Univers est un espace de Riemann a 

quatre dimensions et de classe un. 

II, §§ 7 et 8: La métrique du contenant de l’Univers est hyperbo- 

lique normale. Kn d’autres termes: ce contenant est un espace-temps 

(trois dimensions spatiales et une dimension temporelle). La métrique 

externe du contenant est aussi hyperbolique normale. 
La frontiére de l’espace-temps est un lieu de lignes coordonnées 

temporelles orthogonales 4 des variétés spatiales (tridimensionnelles & 

métrique interne et externe elliptique) de cet espace-temps. 

L’espace-temps est illimité dans les deux sens le long des lignes 

coordonnées temporelles. 

Il, § 11: L’espace-temps réel est, en premiére approximation, un 

espace-temps de De Sitter-Lanczos 4 courbure moyenne constante. 

2. Gravitation et «matiére». L’interprétation physique du systéme 
(19a) ne peut faire aucun doute si on le compare au systéme des équa- 

tions d’Kinstein du champ de gravitation. La forme des équations 

d’Einstein est en effet la méme que celle des équations (19a). Ilya 
cependant entre les équations d’Einstein et les équations (19a) une 

différence essentielle: ¢’est que dans les premiéres les composantes du 

tenseur 7, d’énergie-quantité de mouvement doivent étre considérées 

comme des données a priori du probleme cosmologique parce que les 

équations d’Kinstein ne forment pas un systéme complet, en ce sens 

qu’elles ne permettent pas de déterminer la métrique et la forme du 

contenant de l’Univers ainsi que son contenu 7. Par contre, dans 

nos équations (19a@), qui ne sont qu'une partie du systéme complet 

(19 a) + (19 b) +- (25) -+ (26), les composantes du tenseur 7, peuvent 

et doivent étre considérées comme des inconnues du probléme, au 

méme titre que les gx et les w;,. Cependant, l’interprétation physique 
du systéme (19a) est évidente. Le tenseur 7}, qui figure dans ces 

équations est foreément le tenseur d’énergie-quantité de mouvement, 
tandis que les g;, déterminent, comme en Relativité générale, le champ 

de gravitation. De méme, la constante %, ne peut étre que la cons- 
tante de la gravitation et 2, la constante cosmologique d’Hinstein. 

Leurs valeurs ne sont pas arbitraires et résultent de Vintégration des 
équations (19a, b) +(25)+(26). 

Nous ne développerons pas ici les conséquences des équations (19 a) 

qu’on trouve dans tout traité sur la Relativité générale. Nous nous 
bornerons & remarquer que les relations de conservation : 

Tat 
og" 
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auxquelles satisfait le tenseur d’ 6nergie-quantité de mouvement, expri- 
ment d’une part la conservation de l’énergie (en posant ‘=4 dans les 
relations précédentes) et d’autre part la conservation de la quantité de 
mouvement (Impulsion) (en posant ¢=1,2,3) Nous savons d’ailleurs 
(II, § 6) que le tenseur d’énergie-quantité de mouvemente peut étre 
exprimé en fonction de certaines fonetions-contenus de base Wan qui 
sont les fonctions propres de l’opérateur laplacien. On peut done 
soupconner qu'il doit y avoir un rapport étroit entre les valeurs propres 
%, de cet opérateur et l’énergie. Pour préciser ce rapport, considérons 
la contribution des fonctions propres d’indice x (relatives & la valeur 
propre 2, du laplacien) 4 la somme des composantes diagonales de T'x: 

  
rm 

i - T;, = Vt, 6 j Fn OE in e/ w" 
QO adj DU mn & j & ni? 

oe " OF 0p; 

ce qui peut s’écrire comme suit, grace aux équations (38) et (43): 

1 : 1 =a 

= pay Ly= —Vem Qin; 
1 

9 
aad 

(i), étant Vinvariant défini dans le tableau (79). Etant donnée la 
signification de > T on voit que —Va, (11), est la contribution de la 
valeur propre 2, du laplacien d la densité d’energie en un point de 
l'Univers. Nous verrons d’ailleurs plus tard que les Va, sont (& un 
facteur constant prés que nous apprendrons i déterminer) les masses. 
propres cosmologiques des corpuscules élémentaires de Univers. 

Considérons maintenant les vecteurs V7; définis aussi dans le tableau (79). 
On sait que ces vecteurs sont conservatifs : 

avn. 
gt 

  

Comme nous avons déja une relation de conservation pour l’énergie, 
il faut interpréter la relation préeédente en disant qu’elle est uné équa- 

tion de continuité généralisée, de sorte que Vz, V7; est la contribution 
de la valeur propre 2, du laplacien au courant de «masse cosmologi- 
que» (cf. les resultats du § 8 de ce Chapitre). 

Pour trouver aussi la signification physique du vecteur Wi, remar- 

quons que l’on a: 

aW ne =—2 2 V2, (L2)n .    
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Cette relation est analogue (en coordonnées 9‘) a la relation d’Uhlen- 
beck et Laporte sur la divergence du vecteur densité de spin dans la 
mécanique de Dirac. On doit done interpréter IW comme la contribu- 

tion de la valeur propre 2, du laplacien au vecteur spin généralisé 

Wi= DW; et la fonction —27g,,(Z2)n est done la contribution de #, a 
n 

V'intensité des sources du vecteur spin généralisé. 
. . , . ik . 

En ce qui concerne le tenseur antisymétrique J; , nous lui accorde- 

rons la signification d’un tenseur des moments de. «rotation» et de 

«translation»! et en déduirons deux vecteurs d’espace =, et Ln en posant: 

1 1 1 1 2 173t. 12 
te — 5 Ue; > rt, = re MM? ; Ts = san > 

(128) 
: 

Pa = Ms p= SM s = SM. 

Affectons d’un indice s les opérateurs d’espace, désignons par une 

fléche les vecteurs d’espace et posons : 

eae) 

(129) . eh aie 
A, an oy ant ip: Be we 4 Bey . AS ie Bw 

  

+ > +> 

u',w,u® étant les vecteurs unitaires des axes o',¢",o°. Les relations 

(84) et (88) s’écrivent alors comme suit: 

    

ar 

OUn fis ey eee ra . 7m of TTA ni 

De" er rot, ig iV, Vi—Pr 5 div, Un = V2, J fi sae 2 dae , 

‘ 

(130) = 
OTn - ri rf me 4 
de! + rot, Pn = 1S 5 div, Tin ? 

ly 

et les relations (90) prennent la forme : 

Bn = erad, Ai, — An tn Bi (131) lie Oe 
ane rot, A, ae B, 

  

avec ; 

(132) By= Bea + Bee + Bow 
i BM ay eo ie w+ BY we 

1 On peut aussi interpréter Mi comme étant les tenseurs du «champ mésique» 

(forees nucléaires). Nous développerons de point ce vue dans un travail en préparation. 

PORT. PHYS. 2 4
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Il va de soi que l’on peut assujettir le vecteur d’Univers A, (vecteur 
«potentiel des moments») & la condition (92a) qui s’écrit avec les nota- 
tions actuelles : 

4 

(133) or + divs d.=0, 

et l’on a aussi la relation (93). 
Le systéme (130) +(131)+(133) est formellement égal au systéme 

des équations électromagnétiques pour un milieu diélectrique, mais il 

est essentiel de remarquer que toutes les grandeurs qui interviennent 

dans ces équations (130), (131) et (133) sont formées avec les fonctions 

propres de l’opérateur laplacien dont les valeurs propres sont, comme 

nous le montrerons plus loin, les masses propres des corpuscules 

élémentaires de l’Univers. Le véritable systéme d’équations électro- 

magnétiques doit done étre formé avec d’autres fonctions-contenus de 

Vétre mathématique non-arbitraire. 

3. Le champ électromagnétique. Pour les raisons que nous indi- 
querons un peu plus loin, nous interprétons le tenseur symétrique qui 

figure aux seconds membres des équations (19 b) comme étant un ten- 

seur d’énergie-quantité de mouvement électromagnétique, quwil ne faut 

cependant pas confondre ‘avec un tenseur de Maxwell généralisé. Dans 
ces conditions, les équations (19 b), qui sont le «pendant» des équations 

(19 a) du champ de gravitation, expriment l’influence des contenus 

électromagnétiques de l’Univers sur sa forme (c’est-a-dire sur sa métri- 
que externe rapportée a l’espace pseudo euclidien & cing diemensions 
ou Univers peut étre plongé), de méme que les équations (19 a) expri- 

ment l’influence des contenus «matériels» de l’Univers sur sa métrique 
interne. 

Comme les yx de la forme métrique interne décrivent le champ de 

gravitation, on doit admettre que les »; de la forme métrique externe 

décrivent les «forces électromagnétiques». Considérons un corpuscule 

électrisé se déplagant sous laction d’un champ électromagnétique. 

L’équation de sa ligne d’Univers sera done l’équation des lignes «géo- 

désiques» qui correspondent & la forme métrique externe (7), ¢’est-d- 
dire : 

(134) cS a 
dQ? jk Jo dQ dQ 

Considérons le caleul bien connu qui permet de déduire, comme une 
premiére approximation, les équations newtoniennes du mouvement et
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Véquation de Laplace-Poisson des équations du champ de gravitation 

d’Einstein (ou, ce qui revient au méme, des équations (19a)). Si la 

métrique externe est quasi-statique, ce calcul peut étre appliqué sans 

changement aux équations (190) et aux équations (134) et donne les 

résultats suivants: 

1°. Les équations des géodésiques de la forme métrique externe 

deviennent : 

  
i gi C 004, A 

a = — —— 2 =ct 
(@) dt 2 og’ ( ) 

90 2°, Les équations (19) donnent: 

HMONG Og), 0 Oke 
ez ere b 

( ) oq” og” og” P 
  = 7%0U—)oy 

puisquw’on a ici o%.=7Jn+oOx, % étant une constante convenablement 

choisie et , des petites quantités par rapport aux »,. Il faut remar- 

quer que ces équations sont écrites en coordonnées géodésiques loca- 

les q' relatives & la métrique externe. Elles ne deviennent done com- 

parables aux équations classiques pour le champ électrostatique que si 

Yon a: 

(135) Casyon, pour {,k=1,2,8 

car alors (>) devient: 

    
: oa, Ody, 0 My Fi 2 4 

(136) Oo” “Oe Bi Oo” = 7 to U—)e7x 
‘ v Ly 

et les (a) prennent la forme: 

Let Af (137) do ¢ Ou, 

de ~ — Fy og   

Les équations (136) sont les équations du mouvement du corpuscule 
électrisé sous l’action du champ électrostatique pur dont le potentiel 

2 

est a Véquation (136) est l’équation de Laplace-Poisson pour ce 

champ de Coulomb. Le fait que le champ électrostatique satisfait aux 

équations (136) et (137) prouve que la métrique externe de l’espace- 

-temps satisfait presque rigoureusement aux conditions (135), de sorte 
que les lignes de courbure des variétés tridimensionnelles V, a métrique 

interne et externe elliptique sont «presque indéterminées». Remarquons
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que la constante x» des équations (19) est, d’aprés l’équation (136), 
la «cconstante de Coulomb» du champ électrostatique, tandis que 7 x0 U 
représente, dans les limites de l’approximation qui permet de passer 
de (196) & (136), la densité de charge électrique, en un point des V,, 
multipliée par un facteur constant que nous apprendrons i déterminer. 

Le tenseur U“ satisfait, comme on sait, aux relations de conservation: 

oue | 
ook 

0.   

Comme U* n’est pas le tenseur de Maxwell, nous dirons que les rela- 
tions précédentes expriment la conservation de l’énergie-quantité de 

mouvement électromagnétiques externes. Nous savons d’ailleurs (II, § 6) 

que le tenseur U peut étre exprimé en fonction de certaines fonc- 
tions-contenus de base ©” qui sont les fonctions propres de l’opérateur 

laplacien Aw relatif 4 la forme métrique externe. Il doit done y avoir 

un rapport étroit entre les valeurs: propres (, de cet opérateur et 

V’énergie électrique qui intervient dans U“. Pour préciser ce rapport, 
considérons la contribution des fonctions prupres d’indice x (relative 
i la valeur propre 6, de Aw) & la somme des composantes diagona- 

ik 
les de U;,: 

m 

7 0®; Din 

"Oq) Ogi 
  a m 

Eng 9, ; 

1 4 a” 
1) ae 

5% bak Ui, a= 7,6 
“4 

ce qui peut s’écrire comme suit, grace aux équations (50) et (54) : 

1G), = — 

al by . a —V 6. 7"), ’ 
4% 

(7°), étant Vinvariant défini dans le tableau (80). Etant donnée la 

signification de Y) U# on voit que—V6, (/?), est la contribution de 
la valeur propre (, de Aw & la densité d’énergie électromagné- 

tique externe en un point de VUnivers. Nous verrons (d’ailleurs 

que les 7G, sont (& un facteur constant prés que nous détermi- 

nerons) les charges propres (cosmologiques) des corpuscules élémen- 
taires de l’Univers. 

Considérons maintenant les vecteurs (V,,)’ définis dans (80). On sait 

que ces vecteurs sont conservatifs : 

d(Va, _ 9. 
oq’
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Comme nous avons déja une relation pour la conservation de l’éner- 

gie électromagnétique externe, il faut interpréter ce résultat en disant 

quwil s’agit dune «équation de continuité» généralisée exprimant la con- 

servation de l’électricité, de sorte que V@,(Vo), doit représenter la 
contribution de la valeur propre (6, de Aw au «courant électrique» 

total d’Univers. (Voir le § 8 de ce Chapitre). 

Quelle sera maintenant la contribution de 6, au tenseur antisymétri- 

que du champ électromagnétique total? Ce ne peut étre que le tenseur 

antisymétrique (J/,,)* défini dans (80). De ce tenseur nous déduisons 

done comme suit deux trivecteurs réels d’espace qui représentent le 
> > ‘ 

champ électrique partiel /, et le champ magnétique partiel //, qui cor- 

respondent & la valeur propre 6, de Aw: 

| i ce + (Uo ~. Hi= — 5 (io a: eee < (Mo ia 

(138) 
| Ei = 5 (a) : Ma =( Ms) ; Eos. > (Mey 

Les relations (85) et (89) donnent alors avec ces notations : 

  

  

| pe —rote H,=VE, (Von +(Pa)ny dive E,=tV6, (Vo) + t(Po)h 
(130) } 2 

i; = + rote E, (a Nw); 3 dive + Hat =2 i(Aw)n ; 
q 

ol nous avons désigné par Vindice » les opérateurs d’espace formés 

avec les q* et posé: 

‘4 it 0 PF m 0 7 

Fs bi ®,, —OF, 

ee 2( oq’ og" 
(Ae)n= (Bu) 24 1 ' + (Bu)! a ui -+ (Bu) us (Aw) = —7 (Bo), 

  

(140) 

> =e — - x 4 " : 

Uq,Uq,%q Stant les vecteurs unitaires des axes q',q’,q’. D’autre part, 
les relations (91) s’écrivent maintenant : 

0 (2 0 (Aw) 

ao Vo Aw i = ( 0g 4 + (Bo) 

(141) = 
HL, = ey [rote (As), + (Bo)n] ’
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avec: 

(Bo)n= (Bo)® wt + (Bo) a2 + (Bo) Pui; (Bo)k=(Bo)!! ul +(Bo)i 2 +(Bo) ad 

et il va de soi qu’on peut assujettir le quadrivecteur (dw), potentiel du 
champ électromagnétique aux conditions (925) et (94) qui s’écrivent 
avec les notations actuelles : 

0 ue Yn   (142 a,b) + div (Aw)n=0; Gw(Awn=tV Gn (Voi +7(Pw)h . 

Le systéme ean a), dans lequel toutes les fonctions sont 
formées avec les fonctions propres ®”” de l’opérateur laplacien Aw rela- 

tif & la forme métrique externe (7), est le systeme d’équations du champ 

électromagnétique partiel que correspond & la valeur propre (,, 

Le champ électromagnétique total s’obtient naturellement par une sim- 
ple sommation par rapport a Vindice 2. 

Les équations électromagnétiques que nous venons de déduire sont 

écrites en coordonnées qg'. Cependant, comme les relations (135) sont 

trés sensiblement réalisées dans l’espace, on peut, en premiére appro- 

ximation, remplacer les opérateurs rotw et divw par les opérateurs rot, 

et div,. Une comparaison de nos équations électromagnétiques aux 

équations de Maxwell, montre alors que, conformément 4 Vinterpréta- 
Es 

: = s 5 ahs recteurs (Vivi a/R (ar tion que nous avions donnée plus haut des vecteurs (Vw), , 76, (J “oi 

est bien la contribution de la valeur propre (, de Vopérateur Aw au 

courant électrique total d’espace, tandis que V6,,(Vw), est la contribu- 

tion de 6, a la densité de charge électrique en un point de l’espace. 
> 

D’autre part, on voit que (Pw), et 7(Pw), sont la contribution de 6, 

a’ la «polarisation électrique» intégrale de l’Univers, tandis que 
> 

(Aw), et ¢(Aw), doivent étre interprétés comme représentant l’«ai- 

mantation» intégrale de l’Univers. On déduit d’ailleurs facilement des 

équations en rote H, et dive E, » grace a (83), la relation qui exprime 

la conservation de la polarisation électrique : 

(143) 0 Co a dive (P, fi n=O i 

> > 

tandis que les équations en rotw L, et divw //, conduisent immédiate- 
ment a la conservation de l’aimantation : 

(144) : 2G 4 diva (Aes 
q 
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Tl est intéressant de faire apparaitre dans les équations (139) la con- 
—> > 

tribution (%,), de #, 4 Vinduction électrique &, ainsi que la contribu- 
~ 

tion (8), de 6, &Vinduction magnétique. Pour cela, il suffit de poser : 

: oF e : (145) pe oie aig 
oq og: 

On a alors: 

(146) (@),=Ent% 3 (®n)n= Ha +5, . 

et les équations (139) prennent la forme suivante, grace aux relations 

(143) et (144): 

  

    

a 2 were 2).- 08, r 0 ma — rotu H,=V6n ( Vo)n : dive (2, r=WV6, (Vo 5 , 

(147) 
i? = +r Oto L p20 ; divw (@n)n=9 

0    

Nous avons déja écrit plus haut (6quation 142 )) ’équation de pro- 

pagation des potentiels (Aw): . Un calcul facile donne aussi les équa- 

tions de propagation des champs E, et i. sous la forme: 

(148) 

Ow it Vo Von (V wn (Pa jt l—r ot (Aw)e—i, iB ( V Va w+ (P Po)r] 

2 ca 
i—Sa- + rote [VEn Vos od Ow Fi Ei Z Vw (Aw); :. aa 

Ces équations se réduisent aux équations habituelles pour le «vide» 

lorsyue le courant électrique, la susceptibilité électrique et Vaimantation 

sont nuls. 
Considérons maintenant les fonctions : 

a > > —=> > 

Si ns ay 3 des —V6,, En : ( Vo)n . 

> 

(S, est le vecteur de Poynting et J, la «chaleur de Joule»). Désignons 

par &/ une longueur mesurée sur la géodésique de (7) issue d’un point 

tangentiellement i q’, et formons les quantités suivantes : 
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a 
sgl sas e 

= < Bs. (@)n-+ Hy (&,)u]-+ Kx 
os 

aps oO (By dE, Zz a= o (Bn 0 i Ly 
ao iin? ———- — —:(&), | + — 5 chi pa 1 te 4 4 De] 9 | fe og og. (& Brn ] | dé, 5) 

= 

Ba
ni

 
oe

 

  

20 — 0) =(E,<H,)i=Si (pour i 1,2,3) 

vai] (E je (ag Eat = mal bas f (ve [Ey i( Vo)$ + Hy><(Vau)n]+ 
ei, 

+B, iP, Eyo<(g)n t+ Til Ny) TP La (pour j=1,2,3)   ik oki 7 i oxyk 2 6 = % = 1B, BE, +H) We] (pour k,j=1,2,3; kj). 

. . . jit 
Ces fonctions 2%," satisfont aux relations de conservation: 

opik 

(150) — =e 

qui expriment, pour 7=4, la conservation de l’énergie électromagné- 

tique «interne» et pour ¢=1,2,3 la conservation de la quantité de 

mouvement (ou impulsion) électromagnétique «interne». Lorsque les 
inductions électriques et magnétiques se confondent avec les champs, 

les 0" se réduisent aux composantes du tenseur électromagnétique de 

Maxwell pour le «vide». 
- 

Considérons finalement la «foree de Laplace-Lorentz» / qu’on peut 

mettre sous la forme suivante, en écrivant seulement la contribution 
de Bn: 

“ yi ze r 4 Vik . . © 
(151) hi =V6, ( Vor)nk (Mo)n ? G=1 ’ 2 5) 3 5) 4) 

(\/;,)* étant le tenseur antisymétrique réel suivant: 

(An ss GE = Ei; (Mn =F n5 59 

me) (Mi i = —(Bn)n 5 (Me = = —(Bn)n 3 (Mey = —( Buy)n . 

L’expression (151) de la contribution de %, & la force de Laplace- 
-Lorentz peut encore s’écrire comme suit : 

(153) i= I + —V6, ( r ‘an oS = Ju 

a, a ip Eat Me )n By Ve,(4 (I Vo)aX<(Bn)u .
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Les valeurs propres (,, de lopérateur Aw tendent vers l’infini quand » 

augmente indéfiniment; par contre, les fonctions propres ®”" tendent 

vers zéro quand n-+co plus vite que les %, ne tendent vers 0. Toutes 

les fonctions précédentes, que nous avons formé avec les D,,, ten- 

dent done vers zéro quand n->co ; ce sont done seulement les premiers ,, 

du spectre de l’opérateur Aw qui contribuent d’une maniére sensible a 

la valeur d’une fonction formée avec les ©" et comportant une somma- 

tion par rapporte 4 l’indice n (valeurs totales). Les ©”, pour des 

valeurs méme relativement petites de 1, n’ont done que trés peu d’in- 

fluence, aussi bien sur la métrique externe de l’Univers (c’est-a-dire 

sur sa forme relativement 4 l’espace pseudo-euclidien 4 cing dimensions 
ot il peut étre plongé) que sur le champ électrique et le champ magné- 

tique. On peut répéter ces remarques au sujet des fonctions propres ¥"” 
du laplacien, qui tendent aussi vers zéro quand n-co. Le champ de 

gravitation (et la métrique interne de l’Univers) dépendent done pres- 

que seulement des premiers termes spectraux de l’opérateur laplacien. 

Ce sont li des circonstances qu'il est essentiel de ne pas perdre de vue 

pour bien comprendre la signification des formules de notre théorie 

cosmologique. 

4. Les masses propres des corpuscules élémentaires, Considérons 
un opérateur complet. Nous avons expliqué dans H, § 10 que ses 

valeurs propres sont des propriétés intrinséques de points singuliers 

du contenant de l’étre mathématique non-arbitraire, les points singu- 

liers étant précisément ceux auxquels doivent étre attachés les valeurs 

propres des opérateurs complets. Nous interprétons physiquement les 

points singuliers en disant qwils sont /es corpuscules élémentaires de 

lV Univers. Deux importantes questions se posent alors immédiatement : 

1°. Quel est l’opérateur complet dont les valeurs propres représen- 
tent la propriété intrinséque la plus importante des corpuscules élémen- 

taires, c’est-a-dire leur masse propre ? 

2°, Quelle est la condition analytique nécessaire et suffisante pour 

déterminer a priori les points de l’espace-temps ot se trouvent les cor- 

puscules élémentaires ? 
Oceupons-nous d’abord de la premiére question. Considérons |’équa- 

tion d’onde du second ordre que la mécanique ondulatoire déduit pour 

tous les corpuscules élémentaires libres. Cette équation s’écrit avec 

nos notations : 

rc)
 

i a 4x’ ¢ : 
(154) ia) es rs tee eae (m1 Jn pe : 

h
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e étant le rapport des unités électromagnétique et électrostatique de 

charge électrique, h la constante de Planck et (m,), la masse propre 
Wun corpuscule élémentaire. Comparons cette équation & notre équa- 
tion (56): 

(56) O W ati =n an 

On voit done immédiatement qu’on est en droit de poser : 

ae 4r* ¢* 
(155) on = ik (my)n ? 

c’est-a-dire : 

=A je 
(156) (2% )n = One Varn , 

dans la théorie cosmologique s’il est possible d’introduire dans cette 

théorie, d’une maniére absolument non-arbitraire, les deux constan- 

tes c et h. Or, nous verrons un peu plus loin (§ 7) que cela est pos- 

sible en effet. 

D’aprés (156) les masses propres des corpuscules élémentaires sont 

proportionnelles aux racines des valeurs propres de l’opérateur lapla- 

cien relatif 4 la métrique interne (2) de Univers. Or, nous savons 

(§ 7, chap IT) qwil y a une infinité dénombrable de valeurs propres du 

laplacien pour chacune desquelles il existe quatre fonctions propres 

linéairement indépendantes. Les corpuscules élémentaires de UV Univers 

ont done une infinité dénombrable de masses propres, entierement déter- 

minées par la métrique interne et la forme de la frontiere de Vespace- 

-temps, d’apres les résultats fondamentaux du § 7, chap II. Cette 

importante l/aison «macrocosme-microcosme» sera développée plus loin (§ 8) 

jusqu’aux résultats numériques. La relation (156) montre aussi que 

les masses propres des corpuscules élémentaires augmentent indéfiniment 

quand n--co, puisque «, tend aussi vers Vinfini pour n--co. Cepen- 

dant, la contribution des corpuscules élémentaires & la métrique interne 

de V Univers et au champ de gravitation diminue et tend tres vite vers 

zéro quand n-co, puisque tel est le cas des fonctions propres V,, du 

laplacien dont dépend exclusivement, d’aprés (44),le tenseur 7), d’éner- 

gie-quantité de mouvement des équations (19a). Cette circonstance est 

Pune des principales raisons qui expliquent pourquoi les corpuscules 

élémentaires de grande masse propre sont restés jusqu’ici inapercus 

(cf. les résultats du § 8). 
Il est utile de remarquer, avant de finir ce paragraphe, qu’en mul- 

tipliant, d’aprés (155), les composantes (44) du tenseur d’énergie-quan- 
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, ae he : 
tité de mouvement par le coefficient constant >. OB obtient une 

expression de ce tenseur ayant les dimensions physiques d’une énergie. 

D’autre part, en multipliant les vecteurs Vi, étudiés dans les §§ 10 

du Chap II et 2 du Chap ILI, par les coefficients (moe = Wes, 
ale 

on obtient la contribution de Va, au «courant de masse» avec les 

dimensions classiques d’une quantité de mouvement. 

5. la propagation des actions électromagnétiques et les lignes de 
«longueur» nulle associées aux formes métriques externe et interne. 
Considérons les équations de propagation des champs ou des potentiels 

électromagnétiques déduites dans le § 3, par exemple l’équation (142 0) 

de propagation des potentiels : 

Ow (Aw)s =7 V6,(7 ff +¢(Puds . 

L’équation de propagation des potentiels du champ électromagnétique 

total dérive de celle-ci par une simple sommation par rapport &Vindice n: 

x 
(157) Oy At = 2(Vi o oil A i DalVEn (Von + (Pode |, 

Vo » da! 1 

et un théoréme bien connu de la théorie des équations aux dérivées 

partielles linéaires du second ordre et du type hyperbolique normal, 

comme |’équation (157), nous apprend alors que les «rayons» de la pro- 

pagation des actions électromagnétiques (rayons lumineux, par exemple) 

sont les bicaractéristiques de Cauchy de UVéquation (157) et que ces bica- 

ractéristiques sont les lignes de «longueur» nulle qui correspondent & la 

forme quadratique: 

dQ? = wi dx; dx; 

cest-a-dire «la forme métrique externe. Contrairement & ce quon admet 

en Relativité générale, les rayons lumineux ne sont pas les lignes de 

longueur nulle du ds*, sauf dans le cas particulier tres important ou 

Von a en chaque point de l’espace-temps : 

(158) Oin= 7, Jit (¢,k=1,2,3,4), 

y, 6tant un invariant (courbure moyenne en un point de l’espace-temps). 

Les lignes de courbure de l’espace-temps sont alors indéterminées et la 

formule de Gauss (25) prend la forme: 

Rijw=L (Yi Gu—GJu Yin) +
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Un théoréme connu de Schur nous apprend alors que ~ est une cons- 
tante en chaque point de l’espace-temps. On arrive de la sorte au 
résultat suivant : 

Pour que les rayons de la propagation des actions électromagnétiques 
(les rayons lumineux, par exemple) soient les lignes de longueur nulle du 
ds* (de la forme métrique interne), il faut et il suf fit que Vespace-temps 
soit une hypersurface & courbure moyenne constante. 

Nous savons qu’en premiére approximation l’espace-temps réel est 
un espace-temps de De Sitter-Lanezos qui satisfait & (158), mais en 
toute rigueur les rayons lumineux sont les lignes de dlongueur» nulle 
du dQ? et leur marche doit dépendre essentiellement du champ électro- 
magnétique, d’aprés les résultats du § 3. Refaisons done, en partant 
des de la forme métrique externe, le caleul, aujourd’hui classique, 
qui donne la formule einsteinienne de la déviation des rayons lumineux 
par la gravitation des grandes masses, comme le soleil. Pour cela, 
considérons un champ électrostatique pur d surfaces équipotentielles 
sphériques. On déduit alors I’équation (136) des équations (19 b), et 
cette équation (136) donne, en dehors des charges : 

(159) Ge Sek 
To 

avec : 
  

yz 22 32 
To = V(q') +(q ) + (q°) : 

(on néglige ici, comme dans le ealeul d’Einstein, 7 et la courbure des 

sections spatiales de l’espace-temps, de sorte que les dq’, pour *‘=1,2,3 
sont intégrables) et : 

2 

(160) dy = ftw O, 

U étant la «charge électrique» totale qui produit le champ. 

‘Pour les autres »,, on obtient la solution suivante A symétrie 
sphérique : 

. Ji Tk 
(161) abu det aw —— i,k=1 52,8: 

4 =64;=0. “i 

Considérons un rayon lumineux venant «de Vinfiniv, appartenant 
au plan des a',a* et orienté perpendiculairement 4 l’axe des a! quand 

il passe le plus prés du corps qui produit le champ. La vitesse de la 
lumiére est donnée par |’équation : 

(162) dO? = wz. dai dak =0.
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Soit 7 le module de cette vitesse, c’est-i-dire : 

: __. I fda" dey , pee, (163) = \/ (S)+(S) +(@) 
On déduit alors de (162), avec une approximation suffisante, pour le 

rayon défini ci-dessus : 

  

  

  

et la courbure totale de ce rayon sera donnée!, avec une bonne appro- 

ximation, par: 

+ 0 

= | Shae, 

ou bien: 
+o 

(164) om [ag 

par suite des relations (135), qui sont toujours valables, en premiére 

approximation, sur les sections spatiales de l’espace-temps dans le cas 

dun champ électrostatique pur. Comme b» doit s’annuler lorsque 

Vespace-temps tend vers un hyperplan, il faut poser: bw =y, de sorte 

que (164) donne en tenant compte de (159) et (161): 

(165) ee 
iV, Dm 

D,, étant la distance naturelle minima du rayon lumineux au centre du 

champ. 

Considérons maintenant le cas particulier tres important ot le champ 

électrostatique 4 symétrie sphérique est produit par une masse électri- 

sée dont la gravitation est si importante qu’on peut négliger tout-a-fait 

la gravitation des autres masses. Supposons encore que les surfaces 

de niveau du champ de gravitation coincident pratiquement avec les 

surfaces équipotentielles du champ électrostatique. Tel est le cas du 

soleil et de toutes les étoiles simples. Dans ces conditions, les poten- 

tiels de la gravitation sont donnés, au méme degré d’approximation 

1 Cf. A. Einstein: «Les fondements de la théorie de la relativité générale», 
Hermann, Paris.
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que les expressions (159) et (161) des »,, par les expressions bien 
connues : 

  

a 
Ju=—1 + - 

(166) Uv; Ly 
g n=O ke C—— * Gir = Cnt Y $i,k=1,2,3. 

Ju=Ga—0 

avec : 

rVOFFOFHe, 
et: 

%_ M eee wie 
C= » (%=constante einsteinienne de la gravitation) . 

17 

AM étant la masse totale qui produit le champ de gravitation. En com- 

parant ces valeurs des gy, aux expressions (150) et (161) des o, on 
voit immédiatement que l’on a ici .=ZLgix pour 7, k:—ly 275 nae 

Dans ces conditions, la formule (165) pour la déviation des rayons 
lumineux par le champ électrostatique devient identique & la formule 
einsteinienne de la déviation des rayons lumineux par le champ de gravi- 
tation : 

(167) eas 6 = 

m 

On voit done que, grace a la condition (135), la déviation einsteinienne 
est égale 4 la déviation (165) davs le cas d’un astre comme le Soleil, 
bien que cet effet doive étre attribué toujours au champ électrostatique. 

Dans Vespace environnant le Soleil ou toute autre étoile simple, les 

rayons lumineux sont donc, en premiére approximation, a la fois les 

lignes de «longueur nulle» du dQ? (de la forme métrique externe) et 
les lignes de longueur nulle du ds°. 

6. Les charges électriques propres des corpuscules élémentaires. 
Considérons )’équation (48) des fonctions et valeurs propres de l’opé- 
rateur laplacien Aw relatif & la métrique externe (7): 

1 — _ 0 (48) ae La 
Vo oa! oa 

Comme cet opérateur est complet, ses valeurs propres (, représentent 

(voir § 10 du Chap II) des propriétés intrinseques des corpuscules élé- 

mentaires. D’aprés les équations électromagnétiques (147), il est évi- 
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dent que les ¥@, sont, & un facteur constant prés que nous allons 

déterminer, les valeurs absolues des charges électriques propres des 

corpuscules élémentaires. Considérons par exemple |’équation : 

ad . Te Da Ee r 4 3 ee m 

(168) divw (B.)n= iV 6, ( J w i ai Dry €) Eng ®, . 

En la comparant 4 I’équation de Maxwell correspondante, on voit faci- 

lement qu’en multipliant ses deux membres par un facteur constant 
1 

ayant les dimensions M? L’ 7’ on obtient au second membre la den- 
1 3 

sité de charge électrique avec les dimensions classiques M* L* 7™' 

(en unités électrostatiques), quand on convient de donner aux ®,,, les 
3 

dimensions L?. Ce facteur constant doit évidemment étre formé uni- 

quement avec les constantes fondamentales h, ¢ et 0). En désignant 

par e, les valeurs absolues des charges élémentaires, il faut done 

poser : 

(169) =, heb, , 

e’est-i-dire : 

(170) en=t(V.A, he) VE , 

@ étant une constante positive sans dimensions (nombre pur) que nous 

déterminerons plus loin (§ 8). 

La transformation (51) montre que le second membre de (168) peut 
4 

varier entre la limite inférieure négative aah se y. ®;,,, et la limite supé- 
1 

eae 

rieure positive A) By dow Poe - Il y a done des charges electri- 
4 

ques négatives et des charges électriques positives pour tout ba’, 
ane. 

et il est clair qua la limite inférieure ~f/ 6x 7 correspond la 
1 

charge propre élémentaire négative : 
bl le oa 

=o) (V5, he) y ie 

4 

et & la limite supérieure +/G, ¥),, Pn la charge propre élémentaire 
1 

positive : 

ten =+(Vad,he)V En. 

En d’autres termes: aua corpuscules élémentaires de masse propre (M)n 

et de charge électrique propre —e,«correspondent toujow's des corpus-
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cules élémentaires de méme masse propre et de charge électrique égale et 

de signe contraire (+e,). On sait expérimentalement que tel est le cas 

des électrons, mais la théorie cosmologique montre qu'il en est de méme 

pour tous les corpuscules électrisés véritablement élémentaires. 

La relation (170) montre que les charges électriques propres des cor- 

puscules élémentaires tendent vers V’infini avee V’indice de numérotage 

des valeurs propres des opérateurs A et Aw pour lesquelles ces opé- 

rateurs ont quatre fonctions propres linéairement indépendantes. Mais 

les e, tendent vers l’infini moins vite que les masses propres (mm), . 

Nous devons insister 4 nouveau sur le fait important que, malgré l’exis- 

tence de corpuscules élémentaires de charge électrique propre infini- 

ment grande, leur influence sur le champ électromagnétique est nulle. 

Plus exactement: l’influence des corpuscules élémentaires de charge 

+e, sur le champ électromagnétigue diminue et tend vite vers zéro 

quand Vindice x tend vers l’infini, puisque tel est le cas des fonctions 
propres ©,,, dont dépend exclusivement le champ électromagnétique. 

En rapprochant ce résultat du résultat correspondant de la fin du § 4 

sur le champ de gravitation, on comprend maintenant parfaitement 

pourquoi les corpuscules élémentaires de grande masse propre et de 

grande charge électrique propre sont restés jusqu’ici rebelles 4 l’obser- 

vation et doivent méme probablement le rester par suite de leur nature 

méme. En effet, un objet, un phénoméne physique, n’est observable 

que par les actions, en derniére analyse gravifiques et électromagnéti- 

ques, qu’il exerce directement ou indirectement sur les sens de l’obser- 

vateur. Si donc les actions gravifiques et électromagnétiques des cor- 

puscules élémentaires tendent vers zéro quand leurs masses cosmolo- 

giques et leurs charges électriques propres tendent vers l’infini, leur 
«observabilité» (physique) tendra aussi vers zéro dans les mémes con- 

ditions. On peut done affirmer que notre monde physique habituel, 

celui qui est facilement accessible 4 nos sens, aidés ou non d’instru- 

ments scientifiques, tout en étant celui qui modéle presque entiérement 

la métrique et la forme de l’Univers, n’est qu’une toute petite partie, 

qwune partie infiniment petite, de l'ensemble des contenus de l’étre 

mathématique non-arbitraire, c’est-i-dire de l'ensemble de ce qui est 

doué d’existence physique dans l’espace-temps (cf. les résultats du § 8). 
La théorie des corpuscules élémentaires comporte évidemment la 

détermination a priori des points de l’espace-temps ot doivent étre 

attachées les masses et les charges électriques propres ainsi que les 

autres propriétés intrinséques des corpuscules élémentaires. Mais ce 

probléme de la «position des corpuscules» ne sera traité que plus loin 

en méme temps que d’autres questions qui ont un rapport étroit avec lui.



LE PROBLEME COSMOLOGIQUE GENERALISE 6D 

7. les constantes ¢ et h. La présence des constantes ¢ et h dans 
la théorie cosmologique n’est admissible que s’il est possible d’en donner 
des expressions absolument non-arbitraires dans le cadre de cette 
théorie. Considérons d’abord la constante ¢, qui est le rapport de l’unité 
Glectrostatique 4 lunité électromagnétique de charge électrique et aussi 
la vitesse de propagation des actions électromagnétiques dans une région 
ou VPeffet de la «matiére» électrisée sur cette propagation est insensi- 
ble. Si nous considérons Vexpression (163) du module de la vitesse 
de propagation des actions électromagnétiques, expression qui devient: 

Oa 

en placant Vaxe des «* parallélement i la direction de propagation en 
un point, alors la constante ¢ peut naturellement étre considérée comme 
Ja limite de 7 lorsque les », tendent vers leurs valeurs pour un espace- 
-temps pseudo-euclidien plan, c’est-a-dire lorsque @,—~0. Ona done: 

me : W,, (171) e= lim \/— 28; 
7.0 Dao 

en sous entendant que les axes a‘ sont ici des axes orthogonaux et 
que l’axe des a’, par éxemple, est tangent d la direction de la propa- 
gation. Cette définition de ¢ introduit, sans aucun arbitraire, cette 
constante dans la théorie cosmologique. 

Pour introduire aussi la constante h dans cette théorie, considérons 
un phénoméne (rayonnement) se propageant « la vitesse des actions 
électromagnétiques. Désignons par n les vecteurs unitaires des rayons 
de cette propagation et par / une constante (arbitraire) ayant les dimen- 

: mira iaite . p c , sions d’une longueur. Posons «— — et formons V’invariant 2 uz, les u; 

> 
étant les composantes covariantes de wv. On peut alors éerire : 

(172 Finn (2°) = Onn (st! 0.) +f mn (22°) « 

Posons d’ailleurs a'=ct et considérons aussi les composantes contra- 
variantes 7’ du tenseur 7 qui forme les seconds membres des équa- 

: ot 1 : ; tions (19@). Formons alors les fonctions ee T*' dv, v étant le petit 
w 

5% 

volume autour de chaque corpuscule (photon) o1 70 dans le phé- 
noméne (rayonnement) décrit par (172). Envisageons les limites de ces P g 
PORT. PHYS. 2 

o
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rapports lorsque les fonctions f;,, (a) de (172) tendent vers zéro et 

les On, vers des fonctions périodiques de Vinvariant x‘ u;, en méme 

temps que la métrique de l’espace-temps tend vers une métrique pseudo- 

-euclidienne ds° = (da!) + (da*)? + (da? )—e d?, dans une certaine région 

de Univers. Dans ces conditions, les [re dv tendent vers les com- 
e 

posantes (un vecteur de l’espace-temps pseudo-euclidien et on a néces- 
sairement : 

(173) 

ee ee lee Rk) here ee fa ty eer ee eee : 
lim — | 1 dv =lim — | T? dv=lin — | ke dv=lim — | LT dialing 

Wn Abs « We Ui 
v vu uv i 

h, étant une constante universelle et le passage d la limite étant celui gy af s 

qui vient d’étre défini. En nous reportant aux formules (177) et (178) 

du § 8 de ce Chap., on voit que l’on peut écrire : 

rd, Sr 
zg | [dv = ——m, 

o/ c 
e 

A étant la constante newtonienne de la gravitation et m la masse 

pesante des photons du rayonnement décrit par (172) avec fin (a) +0. 

C Pe ; 2 
En posant v= he la derniére relation de (173) donne done : 

hx 
me? = —! —2 

Sn 

dot Von déduit la définition de la constante h: 

Ig X%y 
2= — 

8n K 
(174) 

qui est ainsi é6troitement reliée & la structure corpusculaire du rayon- 
nement. 

8. Masses et charges des corpuscules, gravitation et électromagné- 
tisme dans l’espace-temps. Nous savons (Chap. I, § 11) qu’en pre- 
miére approximation l’espace-temps réel ne différe que par une petite 

perturbation d’un espace-temps /, de De Sitter-Lanezos. Les masses 
et charges propres des corpuscules élémentaires doivent done étre, en 

premiére approximation, les masses et charges propres qui correspon- 

dent & une petite déformation de /,. Dans le § 12 du Chap. II nous
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avons déduit que le spectre de Vopérateur laplacien A est donné pour 
un /, peu déformé, par la relation : 

y-- on 
\y Ag Se y 

0 

En utilisant la relation (156), nous aurons done le spectre suivant de 
masses propres des corpuscules élémentaires qui sont compatibles avec 
une petite déformation de F: 

(175) (ma =   

Rappelons-nous que 4, est le diamétre (3,—2P, 4,) de la surface 
frontiére ¢ (d’équation 9=9,) du contenant /’,. Nous savons (Chap. IT, $3) 
quune telle frontiére existe nécessairement dans l’étre mathématique 
non-arbitraire au point de vue géométrique. Elle doit cependant 6tre 
«physiquement» inexistante, en ce sens qu’aucune observation ne doit 
pouvoir la déceler, car il est clair que seul un espace fermé et illimité 
est physiquement admissible. Dans ces conditions, ¢, doit étre la plus 
petite longueur dont la mesure ait un sens. Cette longueur est la clon- 
gueur d’onde de Compton» 6,,—=h/(m,),¢=2,24><10-" em , (m)). 6tant la 
masse propre (pesante ou d’inertie) de I’électron. En remplacant cette 
valeur de 3, dans (175), on voit immédiatement que I’électron corres 
pond exactement au premier terme spectral de l’opérateur laplacien A, 
de l'espace-temps ,, c’est-’-dire (m,),=(m,).. Toutes les autres mas- 
ses propres des corpuscules élémentaires compatibles avec une petite 
perturbation de /, sont alors données par (m,),—=(m).n et sont donc les 
multiples entiers de la masse propre de l’électron. 

Pour comprendre ces résultats, il est absolument essentiel de ne pas 
yconfondre la notion de masse propre (m,), des corpuscules élémentai- 
res, que nous avons utilisée jusqu’’ présent, avec la notion classique 
de masse propre pesante (ou dinertie) des mémes corpuscules. Consi- 
dérons en effet ’équation de Laplace-Poisson généralisée qui corres- 
pond a (104) lorsque le champ est quasi statique : 

aa ow, 
: (176) By Vis 4% Lead, . 

On sait, daprés la théorie de la Relativité générale, qwil faut poser : 

(177) 25 Meee) 

p 6tant la densité de masse pesante ou gravitationnelle et x, la cons-
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tante einsteinienne de la gravitation, qui est reliée & la constante clas- 

sique (A’) newtonienne par la relation : 

; oak 
(178) i= - as 

Cc 

On sait Vautre part que p=, pm tant la densité de masse d’inertie. 

L’équation (176), appliquée dans le voisinage dun corpuscule dont la 

masse pesante est m,, donne la valeur suivante du potentiel gravifique 

propre 7), créé par le corpuscule : 

  2 (179) “/, Lh ty pS 
: 4n 9 

r étant la distance entre le centre du corpuscule et le point ot l’on 

détermine le potentiel. La constante 2, est, comme nous l’avons dit 

plus haut (chap IT, § 11), la différence entre la constante cosmologique 2, 

qui correspond a Univers et la constante cosmologique 2) qui corres- 

pond a Vespace-temps /',. La fonction 7’ est donnée par (44), et il 

est clair, comme nous l’avons déja fait ressortir plusieurs fois, que sa 

valeur ne dépend que des premiers termes du spectre de l’opérateur 

laplacien, c’est-a-dire des premiéres masses propres (7), compatibles 

avec une petite déformation de /. Comme 7), tend trés vite vers zéro 
ie 

quand oo, on peut, en premiere approximation, poser 7’= x Li 

=T7,, ce qui revient a dire qu’en premiére approximation la masse 

pesante m, de (179) est égale & la masse propre de Vensemble des 
électrons qui forment le corpuscule m,, c’est-a-dire: m,=»,(m),= 

= (mM), % 6tant le nombre d’électrons dans m,. Autrement dit, la 

masse propre pesante (ou @inertie) de l’électron est presque identique 

sa masse propre (m,), qu’on déduit de notre théorie cosmologique. , 

(Pour ne pas confondre les masses propres (7), des autres corpuscu- 
les avec leurs masses propres pesantes (ou d’inertie) qui, pour n+, 

tendent vers zéro alors que les (m,), tendent vers oo quand n>, 

nous dirons que les masses propres qui ont été et seront désignées par 
(m,n sont les masses propres cosmologiques des corpuscules véritable- 

ment élémentaires (ponctuels)]. 
Considérons maintenant la mottié en contraction de Vespace-temps de 

De Sitter-Laneczos, c’est-a-dire, d’aprés (97), Vhypersurface 7, pour 

~-coS7S0, et donnons-nous la petite perturbation qui représente la 
différence entre /, et le contenant /' de l’étre mathématique non-arbi- 

traire (contenant de VUnivers). A cette perturbation correspondent,
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nous l’avons déja montré, des corpuscules élémentaires dont les masses 
propres cosmologiques (7m), ne different que peu des valeurs (175). 
Par suite de la contraction de F, pour —o<+<0 et du champ de 
gravitation créé par les corpuscules élémentaires, ceux-ci doivent néces- 
sairement se rapprocher pendant cette phase en contraction de fi, et 
se réunir pour former des corpuscules complexes non-élémentaires. 
Pour analyser ce processus, dont V’importance est énorme dans l’Uni- 
vers, remarquons d’abord que, du fait que la contribution 7’, des cor- 
puscules élémentaires de masse propre cosmologique (m), dla fonetion 7 
tend trés vite vers zéro quand noo, le champ de gravitation qui 
existe autour de ces corpuscules tend tres vite vers zéro quand la 
masse propre cosmologique (m,), croit. Il est done clair que la ten- 
dance & la réunion des corpuscules élémentaires pour former des cor- 
puscules lourds non-élémentaires diminue trés vite en importance quand 
n—co, Qn peut done se borner, en premiere approximation, 2 consi- 
dérer seulement la formation de corpuscules lourds non-élémentaires 
par réunion des corpuscules élémentaires qui correspondent aux tous 
premiers termes du spectre de l’opérateur laplacien (et spécialement 
par réunion d’électrons, qui sont les seuls corpuscules véritablement 
élémentaires dont la masse propre pesante ou d’inertie est appréciable). 
Le processus que nous analysons s’arréte foreément quand le corpus- 
cule non-élémentaire qui résulte de la réunion de corpuscules élémen- 
taires n’a plus autour de lui de champ de gravitation, ce qui arrive 
lorsque la masse pesante du corpuscule lourd compense la masse fictive 
qui correspond a la constante cosmologique 7. Nous pouvons admet- 
tre que le processus est achevé partout dans l’Univers a la fin de la 
phase de contraction du F, correspondant, c’est-i-dire pour 7=0 (voir 
la formule (97). A ce moment la le champ de gravitation 7,, est nul 

w(r) 
en chaque point de Vespace. Désignons par ——— la solution élé- re 

ae w (7) sale mentaire de l’équation de Laplace Aj] ——]|=0, a? étant l’opéra- 

teur laplacien relatif 4 V’espace Dd} (section de l’'espace-temps /, par 

    

Vhyperplan +=0). Alors, de l’équation (176) on déduit, en tenant 
compte de (177) et (178): 

; 2K wir) i toy 2s 
(180) eo oa 1 eo ave— zt f ——4V,’, 

v3 v3 

1) étant le volume de x. c’est-a-dire V?=2n* P?. Soit N, le nom- 
bre d’électrons de ’Univers pour 7=0 et AM, sa masse pesante totale
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our t=O. On a done M,=N,(m).. Remarquons qu’a la valeur de p 0 0 Os 

la premiére intégrale de (180) ne contribuent évidemment que les } 5 | 

points ott se trouvent les corpuscules, de sorte que lon a, pour 7=0: 

Cw 
(= ave. 

i 
. 0 
V3 v3 V3 

  
    

kK fo w ©) 2KM, 1 w v, 
OVE me gy 

eV; 
a) = 

  

c 

Si done, pour 7=0, il n’y a pas de champ de gravitation, la relation 
(180) donne immédiatement : 

ou bien: 

(181) M,= 
0 

ne P, a 
ce (avec: @==P32,). 

La relation (181) est analogue & la relation d’Einstein pour un Univers 
sphérique et statique, avec cette différence que la constante cosmolo- 

gique d’Kinstein est ici remplacée par la constante cosmologique qui 

correspond a la différence entre l’espace-temps réel et lespace-temps /’, . 

Considérons maintenant l’équation électrostatique qui correspond a 
Péquation (111): 

(182) AMOu=KL ho U—7* do» 

De cette équation on déduit: 

. ; Y” he wr). lo (Cwlr) 1, (183) On = fo! —+dV,— hy {22 aVs. 

"3 V3 

Pour caleuler la valeur de la premiére intégrale, posons : 

(184) [ Uae.=U, 

v, 6tant le petit volume sphérique autour de chaque électron ot la 

valeur de U differe sensiblement de zéro (conception classique de 
Pélectron, globule d’électricité). Kerivons maintenant VPéquation clas- 
sique du mouvement d’un électron de charge e et de masse pesante 
(m,)- sous Vaction d’un champ de Coulomb électrostatique pur, créé 
par une charge égale: 

(185) SE OOS Cay =, con Fy) 
dt? (1m) 09! (i
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A étant le potentiel et (Ae) la constante de Coulomb. De lPéquation 
2 

29R , . : rye . é 4, € 

(136) on déduit immédiatement la valeur suivante du potentiel ~ — 

en tenant compte de (184) 

P 2 Ty 

: Oye LC Koide 
(186) A Lo ee ae 

2Y poh iaalay() 

L’équation (137) du mouvement de 1’électron sous l’action du champ 

de Coulomb pur (c’est-d-dire en faisant abstraction de jo) s’éerit donc : 

  

ee dee com, yo. J a4 

(187) oe aos, ris 2 4, = cos (ro). 
dt 2x dp’ La oe a x % 

En comparant cette équation & (185) on déduit : 

- jen Us aes age St 
(188) ees =8r Gage 2 

Les corpuscules lourds non-élémentaires qui résultent de la réunion 

des électrons pendant la phase en contraction de /, possedent forcé- 

ment, ou bien une charge nulle, ou bien une charge e égale a celle de 

lélectron. - En tenant compte de (188) on peut done écrire comme suit 

la premiére intégrale de (183): 

ft 
    (189) z 

i 

c wlr)  .  2ye (Kale wie 
| U——_dV,= ry po ? 

r (1%) )e € 1 r; 
Vs 

en désignant par V, le nombre de corpuscules lourds qui existent 

dans V, et 9; étant égal & zéro ou & £1 suivant qwil s’agit d'un cor- 

puscule neutre, ou positivement ou négativement électrisé. Nous avons 
vu que lorsque le processus de réunion des électrons pour former les 

corpuscules lourds est achevé (pour 70), il n’y a pas de champ gravi- 

fique autour de ces corpuscules, plus exactement 7,,=0 pour 7=0. 

Nous devons done admettre aussi que pour +=0 il n’y a pas non plus 

de champ électrique, c’est-d-dire qu'il y a compensation entre le champ 

électrostatique propre des corpuscules et le champ qui correspond & la 

densité fictive de charge représentée par la constante 7??/,. Dans ces 

conditions, la formule (183) s’applique aussi bien a la totalité du 

volume V2 qu’a l’une quelconque de ses parties. En posant done »,,=0 

et en tenant compte de 7, >0 et de la relation (188), on voit immédia- 

tement que la charge d’une partie queleonque de V) doit étre toujours 

positive, la densité de cette charge étant d’ailleurs constante dans J’,’. 
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Ceci signife que /es corpuscules lourds sont, ow bien positivement électri- - 
sés (par la charge élémentaire +e), ow bien électriquement neutres, le 
pourcentage de corpuscules électrisés étant constant dans V?. Le sym- 
bole 4; de la formule (189) ne peut done prendre, pour 7=0, que les 
valeurs zéro et +1. Par suite du champ de Coulomb, les électrons 
négatifs ont tendance 4 se réunir aux électrons positifs, de sorte que 

-les corpuscules lourds non élémentaires et positivement chargés sont 
évidemment beaucoup moins nombreux que les corpuscules lourds neu- 
tres. D’autre part, le fait d’étre neutre ou électrisé pour un corpus- 
cules lourd, pris au hasard dans I’ Univers, peut évidemment ¢tre con- 
sidéré statistiquement. Si nous désignons par N? le nombre total de 
corpuscules lourds (dus & la réunion d’électrons) qui se trouvent dans 
l'Univers pour 7=0, alors (189), traitée statistiquement, devient pour 
cette valeur de 7: 

  (190) 2 (Kola ve (rs), (72) we (ry) Bye” 
if (i%)e r, r, cI a ee rst se 

xe (Koei VNP (we (”) 7 

SS So ee Po ee 
7 (aN)e C* PS 

V3 

Comme on a o,,=0 pour 7=0, la relation (183) donne immédiate- 
ment, en tenant compte de (190) et pour cette valeur dé 7: 

(191) VN TaPS (m)ec 

P, ca 4 (Ra) : @ 

  

, , 1 - _ 
Mais on a Wune part y= — et dautre part (Aw). =1 et %4=)/P,, 

4 étant un nombre pur voisin de 1. La relation (191) s’écrit done : 

    
(192) VN? ab (aig 

et est done identique, au facteur constant 7b/4 pres qui ne change pas 

Vordre de grandeur de NV’, a la eélébre relation d’Eddington. Nous 

avons done montré que cette relation est une conséquence de notre 

théorie cosmologique, ce qui & notre avis est un résultat trés important. 

Un simple coup d’oeil sur la relation (192) montre qu’elle exprime 

Végalité de l’énergie de masse et de l’énergie électrique d’un électron 
placé dans le champ électrostatique propre de ensemble des corpus- 
cules lourds de Univers pour 7=0. 
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Désignons par m, la masse pesante des corpuscules lourds qui résul- 
tent de la réunion des électrons. Pour 7=0, on a M,=N, (™)e= 
=N mp, (mp). étant la masse de Vélectron. Appliquons alors les for- 
mules précédentes pour calculer les valeurs numériques de J/, (masse 
totale de ’'Univers pour 70), de N,, N? et surtout de Vimportant 
rapport m,/(m). de la masse des corpuscules lourds non élémentaires 
i la masse de l’électron. Nous avons, par exemple. dans le systéme 
Wunités c.g.s., les valeurs numériques suivantes : 

  

K=6,6 ><10° (gr) (em)' (see)? ;  e=3><10” (em) (see)! (193) ? gry ( SEC em) Lvs 1 3 
| (mp)e=9,02>< 10 gr; e=4,8><107" (ue. s.) [(gr)* (em)? (sec)“']. 

Quant & P,, les observations astronomiques et toutes les études cos- 
mologiques d’Einstein, de De Sitter, de Friedmann et de Lemaitre, ete., 
s’accordent pour lui assigner V’ordre de grandeur 10°—10° parsees, 
cest-a-dire 10% em. Des formules (181) et (192) on déduit immédia- 
tement : 

(194) Ps ie a : (m). 7b? K (mc P, 

En: tenant compte des valeurs numériques précédentes on trouve done: 

Hs : Mp da (195) Ordre de grandeur de —°. = — 
(Mis)e cae? 

<1. 

Comme on a dP/dz=0 pour >=0, nous admettrons que la masse 
totale de Univers pour +=0 est égale & la masse totale d’un Univers 
sphérique et statique d’Einstein de méme rayon P,. La relation (181) 
donne alors a=1. On connait par ailleurs la relation (Vw=Ag/y), de 
sorte que j.==b/P,=a/Pi7, d’ou: b=a=1. Alors (195) donne : 

(196) Ordre de grandeur de —””- = 10°, 
(Mp )e 

et pour obtentr la valeur expérimentale exacte mp/(m,),=1847 , 7 suffit 
de poser dans (194) la valeur parfaitement admissible : 

(197) P, =530>< 10° parsecs =1,6>< 10" em. 

Les mémes valeurs numériques donnent d’ailleurs pour .V, (nombre 
total d’électrons de l’Univers pour +=0) et pour N? (nombre total de 
corpuscules lourds non élémentaires de l’Univers pour +=Q) en utili-
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sant la formule (181) avec a=1 et les relations W,=N, (My). Ne ty = 

nee 2 
; ee nc P 4 5 : ac’ P , i 
(198) N, = = 6 >< 10"; NP = ——* = 3,2 « 10” 

4K (m,). 4K, 

nombres dont l’ordre de grandeur est précisément celui que l'on admet 
généralement. 

Nous avons ainsi démontré par notre théorie cosmologique : 

1° que des corpuscules lourds comme les protons, les neutrons et les 

atomes Whydrogene (ceux-cr vétant en somme que des neutrons de plus 

grandes dimensions) existent nécessatrement dans l’ Univers ; 

2° que ces corpuscules lourds ont précisément une masse théorique 

égale «& la masse expérimentale des protons. neutrons et atomes Whydro- 

gene et doivent étre identifiés avec eux. 

3° que les protons, neutrons (et atomes d’hydrogene) ne sont pas des 

corpuscules véritablement élémentaires (ponctuels) et sont formés par des 

électrons réunis tntimement. 

4° quwil n'y a pas des protons ayant une charge électraque négative, 
ow du moins qwil n’y en aratt pas pour 7==20, cest-d-dire lorsque P (>) 

était égal a P,. 

On voit que l’existence des protons, neutrons et atomes d’hydrogéne 

est essentiellement conditionnée par Vexistence des deux constantes 

cosmologiques 2, et 20 des équations fondamentales (19a) et (19). 

La constante cosmologique einsteinienne 7, est d’ailleurs insuffisante 
pour démontrer Vexistence et les propriétés des corpuscules lourds ; 

il faut. lui associer l’autre constante cosmologique 7. que la Relativité 

nenvisage pas, parce quelle n’étudie que les propriétés de la métrique 

interne. Ce fait est & mon avis une raison suffisante pour ajouter le 
systéme (196) au systeme einsteinien (19 a), indépendamment méme de 

notre principe fondamental sur Videntité de Vexistence physique et de 
Pexistence mathématique non-arbitraire, dont la traduction mathémati- 

que est précisément le systeéme d’équations (19 a@)+(19d). 

La masse des protons, neutrons et atomes d’hydrogéne, que nous 

avons déduit théoriquement, est, d’aprés le raisonnement méme cui 

démontre existence de ces corpuscules, une limite supérieure pour la 

masse pesante des corpuscules lourds non-élémentaires qui peuvent 

exister dans l’'Univers. En parlant de corpuscules lourds non-élémen- 

taires nous ne pensons évidemment pas aux noyaux des atomes, qui ne 

sont que des ensembles de protons et de neutrons, reunis par Vinter-
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action d’échange (de mésons) entre protons et neutrons. Si a chaque 
moment du temps cosmique le processus de réunion d’électrons qui 
donne lieu aux corpuscules lourds (protons et neutrons) était com- 
plétement achevé comme pour 7=0, alors il n’y aurait jamais dans 
Univers des corpuscules de masse pesante intermédiaire entre celle de 
l’électron et celle des protons et neutrons. L’existence, expérimentale- 
ment bien établie, des «électrons lourds» (appelés aussi mésons), prouve 
justement que le processus fondamental dont il est question n’était pas 
complétement achevé pour +=0 (c’est-d-dire lorsque P=P,), ou bien 
qwil ne Pest plus. Les mésons rentrent done facilement dans notre 
théorie et doivent nécessairement étre interprétés comme des protons et 
neutrons incomplets, tres probablement en voie de désagrégation (perdant 
done peu & peu leurs électrons constituants). 

Nous ne voulons pas développer dans ce mémoire les conséquences 
cosmogoniques des résultats de ce paragraphe et passons d la détermi- 
nation de la valeur du coefficient @ de la relation (169) entre les char- 
ges propres des corpuscules véritablement élémentaires et les valeurs 
propres de lopérateur laplacien associé ’ la forme métrique externe de 
l'Univers. Pour faire cette détermination, il suffit d’utiliser la relation 
(192) et de se rappeler que Von a (175) dans FP, et Br=P, a. 
On obtient alors immédiatement : 

b 

160V NP 

ou bien si on pose b=1 comme précédemment : 

(199) a   

iL 

6aV Np 

Il va de soi quw’il ne faut pas confondre les charges électriques pro- 
pres des corpuscules élémentaires, données par (170), avee les charges 
électriques au sens classique, de méme qu'il est essentiel de ne pas con- 
fondre les masses propres cosmologiques (m,n avec les masses pesan- 
tes (ou d’inertie) classiques. Les charges électriques au sens clas- 
sique [(e,)..] des corpuscules élémentaires sont reliées A la fonction UW 
(appelée énergie électromagnétique externe dans le § 3) par la formule: 

(200) C= 

hes ly ee ak 

(Ko er (@n Jet | (m)e @ 

1 
8a 
  

(201) 

  

qui est une généralisation immédiate de (188) et ott e¢ et (m,), repré- 
sentent comme toujours la charge et la masse (au sens classique) de
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Pélectron. On voit done que les charges au sens classique tendent 

rapidement vers zéro quand n-co, puisque tel est le cas pour U,,, 

contribution de e, ala valeur de U. Les charges e, (qu’on peut appe- 

ler charges propres élémentaires cosmologiques) tendent au contraire 

vers l’infini quand n- co. Comme les masses propres cosmologiques, 

les charges électriques au sens classique (€,)ex ne sont sensibles que 

pour les toutes premiéres valeurs de l’indice de numérotage des valeurs 

propres (¢,,%,) des opérateurs laplaciens, et spécialement pour n=1, 

qai correspond a l’électron. C’est done seulement pour l’électron que 

la charge au sens classique, donnée, d’aprés (201), par: 

(Cnc = XX (1M)e 0? Ux, —— 

  

se confond pratiquement avec la charge propre cosmologique ; c’est-i- 
-dire : 

e=(¢)a=e, 

et nous avons (ailleurs posé e=e, dans la détermination du coeffi- 
cient & de (170). 

Avant de finir ce paragraphe il est intéressant de caleuler le pourcen- 

tage (constant dans lV’espace pour +=0) de protons, c’est-a-dire le 
N° 

rapport i N; étant le nombre total de protons dans lUnivers 
ANG 

pour +=0. De la relation (181) et de l’équation (183) dans laquelle 
on pose o,,=0, puisque 7=0, on déduit immédiatement : 

ge (Mg\a ab (ir )e Ni and) an on Pp’, P 
ae BP 40 —__—_ = 7p 0 5) 
Ne N? 4e” 4N? e 

  

et la relation (192) donne alors (a=b=1): 

Ny 1 
(202 i) oe 
Sa NS VN 

c’est-a-dire la valeur numérique suivante pour N)/N?: 

(203) No 1,1><10-®, 
7 ag 

Il y avait done environ 1 proton pour 0,6><10" corpuscules lourds 
(neutrons+atomes d’hydrogéne+ protons) dans l’Univers au début de 

sa phase expansive.
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IV — MECANIQUE ONDULATOIRE COSMOLOGIQUE 

1, Ondes et corpuscules. Principes fondamentaux de la mécanique 
ondulatoire cosmologique. La dualité ondes-corpuscules, qui est fon- 
damentale pour la mécanique ondulatoire «classique», se retrouve dans 
notre théorie cosmologique et permet d’en déduire une mécanique ondu- 
latoire relativiste et cosmologique en accord avec la relativité générale. 
On doit remarquer dés maintenant qu’il y a dans la théorie cosmologi- 
que deux sortes de fonctions ondulatoires pour «un corpuscule» de 
masse propre (m)), et de charge électrique propre +e, (ce sont d’une 
part les fonctions propres Y,,,, de l’opérateur laplacien A qui corres- 
pond a la métrique interne et & (m,),, et d’autre part les fonctions pro- 
pres ®,,, de Vopérateur laplacien A» qui correspond a la métrique 
externe et 4 +e,), tandis que la mécanique ondulatoire classique ne 
considére que des fonctions d’onde d’une seule sorte. 

Les Vn et ®,,, satisfont, comme on sait, aux équations (38) et (50). 
Les équations (38) peuvent évidemment étre interprétées comme des 
«équations de Dirac» généralisées, compatibles avec la relativité géné- 
rale, tandis que les équations (50) sont des «équations de Dirac» géné- 
ralisées relatives 4 la forme métrique externe, d’o nous avons déduit 
toutes les grandeurs électromagnétiques. 
I faut attirer ensuite l’attention sur un autre point essentiel, & savoir : 
tandis que l’introduction des quatre fonctions d’onde qui satisfont aux 
équations de Dirac dans la mécanique ondulatoire «classique» de I’éle- 
ctron est arbitraire et ne se justifie que par ses conséquences, l’exis- 
tence de quatre fonctions d’onde linéairement indépendantes satisfaisant 
i des équations de Dirac généralisées, pour chaque valeur propre a, 
du laplacien ou , de Popérateur Aw, est un des points fondamentaux 
de la théorie cosmologique et fait l’objet de l'un de ses théoremes. 
Comme les fonctions d’onde Y,,, et ®,, sont des fonctions propres 

non-arbitraires des opérateurs A et Aw, toute opération de normali- 
sation qu’on ferait subir & ces fonctions leur ferait perdre évidemment 
leur caractére absolument non-arbitraire (c’est-d-dire ferait en sorte que 
leur valeur en chaque point ne pourrait plus é@tre entidrement 
déterminée par la métrique, interne ou externe, de Pespace-temps 
et par la connaissance de la surface frontiére de Pespace-temps). Les 
fonctions d’onde ne pouvant ¢tre soumises 4 des opérations de norma- 
lisation, il est impossible de leur accorder, comme aux fonctions d’onde 
de la mécanique ondulatoire classique, le caractere de fonctions de pro- 
babilité de présence des ‘masses élémentaires (7% )n ou des charges
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électriques élémentaires +e,). Ceci est tout-a-fait naturel, puisqu’on ne 

voit pas comment pourraient intervenir des fonctions de probabilité 

pour décrire les phénoménes essentiels dans un Univers que la théorie 

cosmologique identifie complétement a l’étre mathématique non-arbitraire. 

Il serait absurde d’accorder aux W,,, et aux ®,,, la signification de 

fonctions de probabilité, alors qu’on forme avec les W,,, le tenseur 7’, 

d’énergie-quantité de mouvement et avec les ®,,, le tenseur électroma- 

gnétique U;, des équations fondamentales (19a) et (196) de Vétre 
mathématique non-arbitraire. 

Nous avons appris (voir les $§ 6 et 10 du chap. II et tout le chap. TH) 
a déduire des V,,, et des ®,,, Vimportantes grandeurs scalaires, vecto- 

rielles, tensorielles, dont nous avons donné Vinterprétation physique. 

En particulier, toutes les grandeurs électromagnétiques sont formées 

uniquement avec les ©, et les valeurs propres correspondantes 6, 

(charges électriques propres). Mais nous devons maintenant chercher 

i déterminer la signification des fonctions d’onde W,,, et ®,,, au point 

de vue de la présence des corpuscules élémentaires dans un élément de 

volume de VUnivers. La réponse a cette question va résoudre non 

seulement la question de linterprétation physique des fonctions d’onde 

en elles-mémes, mais encore le probleme de la «position des corpus- 

cules». 

Pour résoudre ce probleme, il faut d’abord indiquer les équivalents 

cosmologiques des deux principes fondamentaux de la mécanique ondu- 
latoire !: 

Premier principe. Les valeurs que peut prendre une grandeur (pro- 

priété intrinséque ou extrinséque) attachée & un corpuscule élémentaire 

sont les valeurs propres de Vopérateur linéaire et hermitique corres- 
pondant. 

Remarque. Il faut distinguer, comme nous l’avons déji dit, entre 

opérateurs complets (ou spatio-temporels) et opérateurs incomplets. 

Dans le premier cas, les valeurs propres correspondantes représentent 
des propriétés intrinséques des corpuscules élémentaires ; dans l’autre 

cas, les valeurs propres correspondantes représentent des propriétés 

extrinséques des corpuscules élémentaires. 

Comme exemples de propriétés intrinséques, on peut citer les deux 
plus importantes: la masse propre (m,), et la charge électrique pro- 

pre (+e,) qui correspondent respectivement aux opérateurs A et Aw 

1 Cf. par exemple les ouvrages de L. de Broglie, surtout «L’électron magnétique», 

pag. 209 et suivantes, Hermann, Paris, 1934.
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et que nous avons étudié en détail. Comme exemples de propriétés extrin- 

seques, on peut citer la position des corpuscules élémentaires, leur 

quantité de mouvement, leur spin, les fréquences propres de leurs vibra- 

tions dans un systéme, etc., chaque propriété correspondant & un opé- 

rateur incomplet que nous déterminerons. 
Avant d’énoncer le second principe fondamental de la mécanique 

ondulatoire cosmologique, il est nécessaire de définir /’intensité des 

différentes valeurs possibles d’une grandeur cattachée» & un corpuscule. 

Considérons par exemple le spectre de raies de Vatome d’hydrogéne, 

«’est-a-dire le spectre des valeurs propres de lopérateur qui correspond 

A la grandeur «fréquences propres de vibration de l’électron» dans un 

systeme formé par un électron négatif et un proton. Pour caractériser 

complétement le spectre, il faut connaitre non seulement la fréquence 

des raies mais aussi leur intensité, ceci en faisant abstraction. de leur 

largeur. On peut done dire qu’a chaque terme du spectre des valeurs 

propres de Vopérateur «fréquence des vibrations de l’électron dans 

Vatome d’hydrogéne» est attaché un nombre (ou une fonction) qui est 

Vintensité de chaque valeur propre de l’opérateur fréquence. Ce fait 

est général, et on peut dire qu’é chaque valeur possible d’une grandeur 

attachée A un corpuscule élémentaire, et qui correspond & un certain 

opérateur, est associé un nombre (ou une fonction) qui représente Vin- 

tensité des différentes valeurs possibles de la grandeur, c’est-d-dire 

Vintensité des différents termes du spectre (discontinu et continu) des 

valeurs propres de l’opérateur correspondant. 

Considérons maintenant les quatre fonctions propres WY, relatives a 

la valeur propre a, du laplacien. Ces fonctions peuvent s’écrire : Wan= 

=W,,(a',a°,x*,a',m), m 6tant au second membre une variable discon- 

tinue pouvant prendre les valeurs 1,2,3,4. Soit O un opérateur 

complet ou incomplet dont nous désignons par a les valeurs propres 
et qui peut agir non seulement sur les variables spatio-temporelles, 

mais encore sur la variable discontinue m. Supposons que ¥, admet 

un développement suivant les fonctions propres o de O. En désignant 

par & Vensemble des variables continues et discontinues que O fait 

intervenir, et par 1 l’ensemble des variables que O ne fait pas interve- 

nir, le développement en question peut s’écrire : 

(204) a+ya 

Y,.(2' a, a, a, m)= Dep» (4) Su (+2 c) (a,x) i i %, (a, ‘da | da, 
wy a,y 0a 

a 

V'intégrale se rapportant au spectre continu, indice » servant & numé-
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roter les valeurs propres du spectre discontinu de O et l’indice v les 

fonctions propres linéairement indépendantes de O pour chacune de ses 

valeurs propres. De méme, nous pourrons écrire comme suit le déve- 

loppement des quatre fonctions propres ®,,,, de Vopérateur Aw suivant 
les fonctions propres de O: 

(205) a+ $a 

2 3 4 n + 1 4 + i 
®,, (a! , ac? 22° a‘, m)= LE (co)uv[a]2,,(2)+ (co)[a, 7] i. f ?y(a,6)da |e : 

wy ‘ dayy oa a 

a 

Convenons maintenant de représenter par f dm wne sommation par 

rapport & Vindice m lorsque 2 comprend cette variable discontinue, 

c’est-a-dire lorsque O n’agit pas sur m. Ceci étant dit, le second prin- 

cipe de la mécanique ondulatoire cosmologique s’énonce comme suit, 

pour les corpuscules élémentaires de fonctions d’onde Vy, et yn: 

Second principe. 1°). Dans le spectre discontinu d’un opérateur 

linéaire et hermitique O qui correspond & une grandeur non électro- 

magnétique (grandeur mécanique) attachée aux corpuscules, l’intensité 

de Tune quelconque des valeurs possibles de cette grandeur est la 

somme [ De, (a) }dm des carrés des modules des coefficients de 2 rll ae 

dans le développement de ¥,, suivant les fonctions propres de O. 

Dans le spectre continu, V’intensité des valeurs de la grandeur, com- 

prises entre a et a+da, est la quantité [ Dich (a, a) Pdadm. 
v 

2°). Dans le spectre discontinu d’un opérateur linéaire et hermiti- 

que Oo qui correspond & une grandeur électromagnétique attachée aux 

corpuscules, l’intensité de lune quelconque des valeurs possibles de 

OLY fy 
cette grandeur est la somme [ DS | (c2),, [a] [Pdm des carrés des modu- 

v 

les des coefficients de Qu, dans le développement de ®, suivant les 

fonctions propres de Oj. Dans le spectre continu, lintensité des 

valeurs de la grandeur, comprises entre a et a+da, est la quan- 

tité Ni D | (c2), (a, 2] Pdadm. 

Considérons, par exemple, l’intensité des masses propres des corpus” 
cules élémentaires, ¢’est-i-dire l’intensité des valeurs propres du lapla- 
cien. Dans ce cas, le développement (204) se réduit a: 

Me (z', a, x’; a, Mm) == Y sig , ie, x, a") 9
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et l’on a pour expression de Vintensité de la masse propre (i,), dans 

le spectre des masses propres : 

[ > | Cnn [Pdm= 4. 
® m 

De méme Vintensité de la charge électrique propre e, dans le spectre 
des charges électriques propres (opérateur Ao) est donnée par: 

{ > | (Conn ig dm=-4 

Nous pouvons maintenant traiter le probléme de la «position des cor- 

pusculesy. Cherehons @abord les valeurs propres de Vopérateur qui 

correspond 2d la grandeur extrinséque «coordonnée x d’une masse pro- 

pre élémentaire (i,),». Cet opérateur n’est autre que la coordonnée a! 

elle-méme et I’équation de ses fonctions et valeurs propres s’écrit : 

we O=4' 9 

La solution est Ja fonction de Dirae 4 (a'—a') dont on connait les pro- 

priétées. L’opérateur a’ a done un spectre purement continu (ce qui est 

évident, puisque les masses propres élémentaires peuvent prendre toutes 

les positions), et comme les «différentielles propres» : 

ai+Sai 

ene et eee 
a | 6 (w'—a') da! 
ba! " 

ai 

forment un systéme de fonctions orthonormales complet, on peut écrire 

Wate", nes yet ; in) =Y, (ar n)=e" (a, n) 

D’aprés le second Bie Vintensité des valeurs de la coordonnée xx’ 

des masses élémentaires (#,),, comprises entre a et ai+da', est alors 

donnée par : 

filer@, 2) Paadn: =Dle(@ 1) |? dai = Llu, 2) Psa = D Vin da! 
  

Cette quantité est done l’intensité de la présence d'un corpuscule élémen- 

taire (de masse propre (7,),) entre a/=«' et «’=a'+oa'. L’intensité 

de la présence dun corpuscule élémentaire de masse propre (7), dans 

élément de volume d’espace dx! 327d. autour du point P (a! ,a*, x", 2) 

est done la quantité ) ¥3,, (a! , 2,2", a) dx' dx? da’ et lon peut dire 
m 

que DS ¥2,, est la densité Vintensité de présence dun corpuscule élémen- 
m 

PORT. PHYS, 2 6 
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taire de masse propre (m),. Il est alors évident que les points des 
sections spatiales de l’espace-temps qui sont effectivement occupés, pour 

une certaine valeur de a‘, par les corpuscules élémentaires de masse 
propre (m,), sont les points ot la densité d’intensité de présence Sv 

m 

est maxima. Ces points engendrent, dans l’espace-temps, des lignes, 

mn 

qui sont les lignes d’Univers ou trajectoires d’espace-temps des corpus- 
cules élémentaires de masse propre (12), . 

Le raisonnement précédent peut étre répété sans changement avee les 

fonctions propres ®,,, pour arriver 4 la notion de densité d’intensité de 

présence des corpuscules élémentaires de charge électrique propre +e. 

Cette densité est évidemment la fonetion > ¢:,,, de sorte que les 
m 

points des sections spatiales de l’espace-temps qui sont effectivement 
occupés, pour une certaine valeur de av, par les ee élémen- 
taires de charge électrique propre +e, sont les points ot la fonction 

= ®;,, est maxima. Ces points engendrent done, dans l'espace- temps, 
m 

les lignes d’Univers des corpuscules élémentaires de charge électrique 
propre +é. 

sé . ‘i 2 A . 5 . Du fait que les maxima de > ®;,,, ne coincident que fortuitement 
m 

avee les maxima de be ®,,,, sur les sections spatiales de Vespace-temps, 
m 

on peut déduire de ce qui précéde un trés important résultat : /es points 
des sections spatiales de UVespace-temps ou se trouvent les masses propres 
élémentaires (My)n ne coincident que fortuttement avec les points oi se 
trouvent les charges électriques élémentaires +e, . En d’autres termes. 
le corpuscule «élémentaire» électrisé classique, doué d'une certaine 
masse propre non-nulle et dune charge électrique propre est toujours 
en réalité wr couple de corpuscules ponctuels véritablement élémen- 
taires, l'un avec une masse propre (m,), et sans charge électrique, 
autre avee une charge électrique +e, et sans masse propre, ces 
deux corpuscules ne coincidant qu’accidentellement mais restant en 
général trés rapprochés lun de l'autre, comme nous allons le yoir 
immédiatement. Considérons les deux équations (45) et (48) des fone- 
tions propres des ian A et Ao: 

oe mn a 

189 == Gp Y MN > (45) a ox salVan" dark ts ¢ 

ett 

IP inn Ag) 
1c) ay - = In Din (48) aa sav ee
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On sait que les 2, sont proportionnels aux carrés des masses propres 

élémentaires et que les (, sont proportionnels aux carrés des charges 

propres élémentaires. Supposons que Vespace-temps satisfait 4 la con- 

dition (158): o.=7gx. L’équation (48) devient. 

1 0 Va ike OP nn fo ey eit g'* —— )=Ylen Dan ie ( gg" ) vA : 

de sorte que ses fonctions propres deviennent identiques aux fonetions 

propres de l’équation (45) et d’autre part a%=y,. Dans ce cas, la 

densité (intensité de présence des masses propres ¢lémentaires est 

égale en chaque point de l’espace-temps & la densité Wintensité des 

charges électriques élémentaires. Kn d'autres termes, tout corpuscule 

élémentaire de masse propre (m,), et sans charge coincide alors cons- | 

tamment avee un corpuscule élémentaire sans masse propre et de charge 

électrique propre +e, (pour la méme valeur de x), de sorte que la 

notion de corpuscule élémentaire électrisé classique se confond, dans 

ces conditions, avec la conception de corpuscule élémentaire qui découle 

de la théorie cosmologique. Or, on sait que l’espace-temps satisfait 

effectivement, en premiére approximation, a la condition 07,=7Jin, ce 

qui permet d’affirmer qu’en général 4 un point ot se trouve un corpus- 

cule neutre de masse (m,), correspond un point trés rapproché ot se 

trouve un corpuscule sans masse et de charge +e, (pour la méme 

valeur de x), I’éloignement de ces deux points étant (ailleurs d’autant 

plus grand que les variations de la courbure moyenne de l’espace-temps 

sont plus grandes. 

Pour compléter l'étude de la position des corpuscules élémentaires, 

il faut déterminer quels sont, parmi les maxima de la densité d’inten- 

sité de présence Y) 9%, des charges électriques élémentaires, ceux qui 
m 

sont occupés par des corpuscules élémentaires de charge négative —é, 

et ceux qui, par contre, sont occupés par des corpuscules élémentaires 

de charge +e, (égale et de signe contraire). Considérons & nouveau 

I'équation électromagnétique (168). La densité de charge électrique 

étant, d’apreés cette équation, égale, 4 un facteur constant positif pres, 

Xi la quantité V6, Pn, 6. eng®, , on voit immédiatement qu'un maxi- 

mum de la densité d’intensité de présence des charges élémentaires est 

oceupé par un corpuscule & charge négative lorsque la fonction ®p», Eh Eng Pn 

est positive et inversement. Prenons les axes «géodésiques» locaux 

q',@,¢ dans leur orientation principale relative a la valeur propre (,, 

de l’opérateur Ao; les supports des axes locaux q' et q. sont alors 

en coincidence et nous dirigerons g‘ vers les «temps propres» croissants
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des charges. Dans ces conditions, la fonction ®,,,, é\¢€,,%; devient 

égale en valeur absolue a la densité d’intensité de présence Y &2,, des 
m 

corpuscules, car on a maintenant €)@,7=+1, ou bien, d’apres la trans- 
; ees i F a six formation (51): re . Un maximum de la densité d’intensité de * fame 

a 

présence des charges est done occupé par un corpuscule élémentaire 
Jae 

at =+1 (ou ua =-1l). 
Odn Odn 

Remarquons qu’avec cette orientation des axes locaux q’, la contribution 
des corpuscules & la densité partielle (U{') d’énergie électromagnétique 
«externe» est nulle, d’aprés l’expression (55) du tenseur U“, mais il 
y a foreément autour des corpuscules, et dans leur voisinage immédiat, 
une surface fermée, presque sphérique, o& Us‘ est maximum. Il y a 
done autour des corpuscules une sorte de «barriére» d’énergie marquant 
la limite de ce que la conception classique désigne par corpuscule élé- 
mentaire, alors que le véritable corpuscule élémentaire doit étre consi- 
déré comme rigoureusement ponctuel. 

D’aprés Péquation (168), l’espace-temps peut étre divisé en régions 
occupées par des charges négatives et en régions occupées par des 
charges positives. Cette distribution continue de charges est en quel- 
que sorte l’«écho» de la présence des charges des corpuscules élémen- 
taires, mais n’est pas une fonction ou grandeur cattachée» aux corpus- 
cules, au méme titre que les charges propres +e, (Voir § 2). 
Tl en est de méme pour les masses propres (1,),. Si nous considérons 
en effet I’équation de continuité des masses (82), qa’on peut écrire 
comme suit: 

de charge -—e, (ou +e,) sil’on aen ce maximum 

2 Van Vn 656), Wn) = — div, (Van Wan ef, ¥%) 
dg" 

on voit immédiatement que tout se passe comme si des masses de den- 
sité égale, & un facteur constant positif prds, & Von, Yrnn e,e, VY; se trou- 
vaient répandues d’une maniére continue dans l’espace-temps. On peut 
du reste, d’aprés (39), admettre que certains maxima de la densité 
WVintensité de présence des masses propres (ceux pour lesquels on a 
Vin é,é, Vi >O) sont oceupés par des corpusculos élémentaires de 
masse propre positive +(7,),, tandis que d’autres maxima (ceux pour 
lesquels on a Vn» @je, Fn <O) sont oceupés par des corpuscules élé- 
mentaires de masse propre négative —(m,),. D’une maniére analogue 
& ce que nous avons fait pour les corpuscules d’électricité, prenons
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les axes géodésiques locaux ¢',¢’,¢* dans leur orientation principale 

ny ns on relative a la valeur propre «, du laplacien ; les supports des 

axes locaux o' et ¢” sont alors en coincidence et nous dirigerons ¢‘ vers les 

«temps propres» croissants des masses. Dans ces conditions, la fonction 

Vineie, Fy devient égale, en valeur absolue, & la densité d’intensité 

de présence YW, des corpuscules, car on a maintenant €,¢,=+1, 
“ae 

oe" +. < “<r .a9s er 
-=+1. Un maximum de la densité d’intensité 

yu 

de présence des masses élémentaires est done occupé par un corpus- 

cule de masse propre +(m,), (ou —(m,),) si Von a en ce maximum 

  ou bien, (apres (39): 

4 

  dv og" aa y f 
50 =+1 (ou Oe =—1). Remarquons aussi qu’avec cette orientation 

On Cn ‘ \ 

des axes locaux ¢’, la contribution des masses propres a la densité par- 

tielle (7;") d’énergie est nulle sur les corpuscules, d’aprés Pexpression 

(44) du tenseur 7%, mais il y a foreément autour des corpuscules et 

dans leur voisinage immédiat une «barriére» d’énergie (surface fermée 

sur laquelle 7)!‘ est maximum). 

Les équations (130) montrent que la densité de masse (positive et 

négative) joue par rapport au champ des «moments de rotation et de 

translation des masses» le méme role que la densité de charge par 

rapport au champ électromagnétique. L’existence de masses propres 

positives et négatives permet seule d’ailleurs de comprendre le phéno- 

mene, expérimentalement bien établi, de apparition et de la disparition 

par paires de corpuscules de méme masse (absolue) et de charges 

électriques contraires. 

La solution que nous venons de donner du probleme de la position 

des corpuscules assigne & chaque corpuscule élémentaire une position 

et une vitesse bien définies 4 chaque instant. Ce fait est cependant 

parfaitement compatible, comme nous le verrons plus loin, avec les rela- 

tions d’Heisenberg sur les incertitudes inévitables dans les mesures 

simultanées de la position et de la vitesse d’un corpuscule élémentaire. 

Il faut enfin souligner le fait que la théorie cosmologique établit une 

distinction radicale entre masse et électricité. Il n’y a pas de corpus- 

cule élémentaire ayant 4 la fois une masse et une charge électrique, 

sauf si l'espace-temps satisfaisait rigoureusement & o«.=7Zgix (,=Ccons- 

tante), mais méme alors il faudrait plutot dire que les corpuscules élé- 

mentaires neutres et de masse propre non nulle occuperaient les mémes 

points de Vespace-temps que les corpuscules élémentaires dénués de 

masse et de charge électrique non nulle.
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2. Grandeurs attachées aux corpuscules élémentaires et champs 
d'espace-temps correspondants. Dans le paragraphe précédent, nous 
avons déja rencontré deux champs d’espace-temps qui correspondent 

aux masses propres et deux autres champs qui correspondent aux char- 

ges propres. Il s’agit des densités d'intensité de présence Y) V2, et 
m 

me 
3} @;,,, des masses et des charges et des densités de masse Ve, Yorn efen En 
m 

et de charge électrique V En Din 6, Eng Pn. Ce fait est général. A chaque 

opérateur dont les valeurs propres sont, d’aprés le premier principe de 

la mécanique ondulatoire cosmologique, les valeurs possibles d’une pro- 

priété ou grandeur attachée aux corpuscules, correspondent des champs 

WVespace-temps (densités de valeur moyenne). Soit O lopérateur qui 

correspond a la propriété mécanique a des corpuscules et appliquons 

Popération (76) aux quatre fonctions propres VY, =W, (z', #*, x’, a‘, m) de 

Vopérateur laplacien (fonctions d’onde des masses élémentaires (7,)n) - 

Tl vient : 

(206) O(Gn)= [Vans Onde , 
4 

avee une sommation par rapport 4 l’indice muet m. Nous dirons alors 

que les fonctions ¥,,,-O.¥%; sont les champs d’espace-temps qui cor- 

respondent a la grandeur mécanique a. De méme, soit Ow l’opérateur 

qui correspond & une grandeur électromagnétique dw attachée aux cor- 

puscules et dont les valeurs possibles sont les valeurs propres de Ow. 
Appliquons alors lopération (76) aux quatre fonctions propres ®,= 

=, (a"', 2”, a”, a‘, m) de l’opérateur Aw (fonctions d’onde des charges élé- 
mentaires); il vient: 

(207) Oo (®,)= [Pm 0-08 de, 
V 

avee une sommation par rapport & Vindice muet m. Nous dirons que 

les fonctions ®,,,-Oo-®7 sont les champs d’espace-temps qui corres- 

pondent a la grandeur électromagnétique a» attachée aux corpuscules. 

Considérons par exemple les opérateurs Vz, ei¢§ =Vz,-1 et V2, ees = 

=V/6,-I. Les champs correspondants (Ve, ¥ ¥2,, et Vz, > 9,) ne 
m m 

sont autres, aux facteurs constants Va, et V6, pres, que les densités 

(intensité de présence des masses et des charges élémentaires. De méme, 
, ip cg BOR * 4 _k . 5 , 

aux opérateurs (Va, 6,€, et 7V6,6€)6nq qui sont, d’aprés les équa- 

: ; SPER i : ; oy ee ape 
tions (38) et (50), identiques respectivement aux opérateurs — ‘ei, e, €; — 

og! 
‘
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me sr ee 
et —ie! 64,63,» correspondent les champs d’espace-temps WV ay Vnnese kn 

og! 
Aa ig 1s Ah : ‘ ; tie ‘ 

et iVB, ®,,, 6) €n,P, qui sont, a des facteurs positifs constants pres, les 

densités des courants de masse et de charge électrique dont il a été 

question dans les §§ précédents. 

3. Impulsion d’Univers, spin et «magnétisme propre» des corpus- 

cules élémentaires. Nous allons chercher quels sont les opérateurs qui 

correspondent ’ ces différentes grandeurs intrinséques et extrinseques 

attachées aux corpuscules. Considérons d’abord Vimpulsion d’ Univers. 

Si on désigne par Y* les coordonnées cartésiennes de Minkowski de l’es- 

pace-temps pseudo-euclidien, Vopérateur covariant de la mécanique 

ondulatoire classique qui correspond a l’impulsion WUnivers attachée & 

un corpuscule élémentaire a expression : 

_— h o 

Pe On YE 

Comme dans la théorie cosmologique ce sont les axes locaux o* qui 

jouent le réle des variables ¥*, Vopérateur «Impulsion d’Univers» de 

la mécaniqne ondulatoire cosmologique sera le suivant : 

ho 
(208) p= 

2m dp* 1 
= 

D’une maniére générale, 2 tout opérateur de la mécanique ondulatoire 

classique construit avee les Y* correspond un opérateur de la mécani- 

que ondulatoire cosmologique obtenu en remplacant les Y* par les ¢. 

Ainsi, par exemple, en associant les opérateurs py aux opérateurs d¢* 

(qui représentent de petites longueurs mesurées, i partir de l’origine, 
ala 

‘ 0o¢ ° ‘Rie ° 

sur les ¢*, de sorte que * —1), on obtient l’équivalent cosmologi- 
dg ‘ 

  
a 

que d’une importante relation opératorielle de la mécanique ondulatoire 

classique : 

909 r : h 
(209 a) Dex Pi — Pr 99% = 5—° 

ate 

Considérons maintenant l’opérateur tensoriel : 

= > < << 

ee Hi sO) 0 uae 0 
» 4 i k ris 4 
(210 a) rei( a +165 ri é a c:) 

Uk vé
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dans lequel les + indiquent les fonctions auxquelles les opérateurs us 
g. 

sont appliqués. Les champs d’espace-temps correspondants sont les 

tenseurs 7°" dénergie-quantité de mouvement que figurent dans les 
équations fondamentales (19 a). 

Il y a lieu de rappeler ici que la mécanique ondulatoire classique ne 
fait intervenir que les fonctions d’onde des corpuscules de masse (intro- 
duites d’ailleurs a priori), tandis que la mécanique ondulatoire cosmo- 
logique dispose des fonctions d’onde non-arbitraires W,,,, des masses 
élémentaires et ®,,, des charges électriques élémentaires. On peut alors 
faire correspondre & chaque opérateur mécanique construit avec les ¢! 
un opérateur électromagnétique construit avec les qg'. Ainsi, par exem- 
ple, & coté de Popérateur Impulsion mécanique d’Univers» il y a lieu 
de considérer un opérateur «Impulsion électromagnétique» dont l’ex- 
pression est évidemment : 

. ae h 
(208 b) (Po)k = s- — 

et dont les valeurs propres sont les valeurs possibles de l’impulsion 
électromagnétique d’Univers attachée ’ une charge élémentaire +e, . 
Le champ d’espace-temps correspondant : 

h 
5 ®,,, ee ‘ 

= O"dk 

est la densité dimpulsion électromagnétique d’Univers répandue dans 

Vespace-temps. De méme, i Vopérateur (210a) on peut faire corres- 
pondre l’opérateur : 

> se 

5 : eae, , O Ok, 0) = (210 db) 16,(6' ——-+ eF —_— —~g@! _- él 
/ nq 0 Vi. ng 0 q; fa) qi): ny fa) q; ug 

, , rye rik 
dont les champs d’espace-temps sont les tenseurs électromagnétiques U;, 

qui figurent dans les équations fondamentales (19). Enfin, l’analogue 

électromagnétique de la relation opératorielle (209 a) s’écrit comme suit, 

: ay / ‘ h 
(209 b) 0g" (po): — (Po): Sq" = 7 

Il est intéressant de remarquer que les expressions (208) et (208 4) des 
opérateurs p, et (p,)« permettent d’écrire comme suit les équations (38) 

et (50) en tenant compte de (156) e (170) :
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Wee , 
ot © €) P; See =(im))n oF ; 

  

et: 

Ae, 9a 0 Py \/ i oa (P,)j Pun=Cn Pm 5 

; ; ie - (Ges. 5. 
On voit done que ce sont les opérateurs * 6, pj et —2% oe ~ Gq Po)i 

qui correspondent, sans coefficients constants, aux masses propres et 

aux charges électriques propres des corpuscules élémentaires. 

Il est utile de remarquer que, du fait que les dg’ et les dq’ ne sont 

pas intégrables, la détermination des fonctions propres des opérateurs 

qui font intervenir les ¢/ et les q' ne peut etre faite qu’aprées avoir 

écrit ces opérateurs en coordonnées générales «’. C’est ce que nous 

avons fait avee les vpérateurs laplacien A et So (opérateur laplacien 

de la forme métrique externe), en passant des équations (45) et (47) 

aux équations (5G) et (48). 

Considérons maintenant les opérateurs e}7‘/* dont les valeurs pro- 

“ ‘ het h 
pres sont +1. Affectons ces operateurs du coefficient constant — 

T 

(la raison de ce coefficient apparaitra plus tard) et formons les opéra- 

teurs suivants : 
; h 

Z Noé Ay tik 
(211) M%, = 0s pj do! pi -— im é; iyi?! fs 

de 

Ces opérateurs correspondent au «moment de rotation total» des cor- 

puscules élémentaires, qui est égal 4 la somme du «moment de rotation 

orbital» (rapporté ici 4 un point infiniment yoisin du corpuscule) et du 

«moment de rotation propre» ou «spin» des corpuscules (opérateurs 

Dig Peet 5 5 ‘ 
—ieiyi*), Les champs d’espace-temps qul corrrespondent au spin 
4 0 Yn 

Te 

: : [OM ie am ae A i 
ont l’expression — — W%,, ie, 7/* ¥", de sorte quwils sont égaux (au 

4 h d , Bs ne es 
facteur z pres) aux vecteurs d’espace-temps 1) de densité de 

spin, que nous avons défini plus haut (tableau (79)) et qui satisfont aux 

relations (86). On a en effet: 

Wi Fan 7k En = tb OY Ens 
et d’autre part (86) s’éerit: 

i a r/ aes 

7 e if] ') = —[(mM)n C] eae  
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Il est trés intéressant de calculer les développements de 

Va= Vs (a"', 2°, a, 2‘, m) 

suivant les fonctions propres des opérateurs qui interviennent dans ces 

valeurs des composantes de la densité de spin. Considérons, par exem- 

ple, Popérateur —?e)e\¢)¢, relatif & la composante de la densité de spin 

suivant g, et cherchons d’abord ses fonctions propres, qui sont les 
solutions 9,,(m) de l’équation : 

— (469 65 5 €5) Py, (m2) =U. 2, (m) = — (465 € ) Oy, (m) « 

En tenant compte des valeurs (36) des éléments des matrices €} et 3 
on trouve : 

tp (3)=a9(1); | —tp(4)=a9 (2) 
—t(1)=a9(8); tp (2) =a (4) 

Wot Von déduit qwil n’y a que les deux valeurs propres +1 et qu'il 

existe, pour chacune de ces valeurs propres, deux fonctions propres 
v,, et 9, définies par: 
Tul 

wel %.(1)=—1; bar (2)= 1; 9, (3)=—23 9, (4)=7% 

(212) nae ital tale 3 tB)=1 5 tale 
2 Po (j= 1 ; Pa, (2)=—7 ; $2, (3) = ey; On (4)=1 

(a= +1) 9a(I=—73 92(2)=1 3 %mB)=—-li 9(4)=?. 
Ces fonctions sont normées et orthogonales, car on a: 

{4 pour u=p!; v=y' 
[s, (m) Oy (m)dm=N ; Sn (a) 9, f y(n) = 

~~ Lo pour psu! ; vay 

D’aprés (204) le développement de YW, (a', 2°, a", x',m) suivant les %y 
s’écrit : 

YW (a', x, 2", ac', m)=c?, (1) 9,, (m) +e”, (0) 9,2 (m) + cf, (2) Sy, (m) + 0%, (1) G5 (m). 

Wot Von déduit, grace a (212): 

—4icr, = (Wir— iY sn) —(Po, + eV 4): = ter = Cen : tW3,)4 a (Wor+ aa), 

dick, = (Van am iY on)—(Yin aie WV 3n)3 4% = (Want 1 tPon)+ +(Vin ais i s,,), 

En appliquant le second principe fondamental de la mécanique ondula- 

toire ae on voit immédiatement que: 

+] Cory Pies: =| Vat Was ?-+ +| Vin— Van P+ | Yo, + V3n P+ | Pon— Van |?      
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est Vintensité des valeurs positives (+h/47) de la composante du spin 

suivant ¢}, (axe local ¢' dans son orientation principale) tandis que : 

|e, E+ lew!" cagl 16 \| Win 1 Wo, P+|Pin—Pon   : a | Won + Ban F + | ¥in— Van Mt 

est l’intensité des valeurs négatives (—h/4z) de la méme composante 

du spin pour les corpuscules élémentaires de masse propre cosmolo- 

gique (m,),. Ces résultats, et ceux que l’on peut obtenir facilement en 

répétant le caleul précédent pour les autres composantes du spin, pré- 

cisent la signification physique des fonctions d’onde non-arbitrai- 

res ¥,,, des corpuscules élémentaires. 

Aux opérateurs mécaniques (211) on peut faire correspondre les opé- 

rateurs électromagnétiques : 

= i ae 2 mug 7 Gare 
213) (Gen = 3q*( P. — 9q7 (P..)' — = te, yi, 

qui définissent un «moment de rotation électromagnétique total» des 

corpuscules élémentaires d’électricité, somme d’un «moment orbital de 

rotation» (rapporté ici & un point dans le voisinage du corpuscule) et 

un «moment de rotation électromagnétique propre» ou «spin électro- 

magnétique» des corpuscules d’électricité (opérateurs tey7t). Les 

champs d’espace-temps qui correspondent au spin électromagnétique 

: h a 46 ; 
ont pour expression — — ®*, je'y#*O™. de sorte qwils sont égaux, au 

‘dn mn ©Solng ~n ? to) ’ 

3 ee ; : 7 Ae ‘ 
facteur a pres, aux vecteurs d’espace-temps (Io), de densité de spin 

électromagnétique, que nous avons définis plus haut (tableau 80) et qui 

satisfont aux relations (87). 

En plagant les axes locaux q' dans leur orientation principale en 

chaque point (pour une certaine valeur de Vindice 7) alors on a, par 

suite des relations (28) et en tenant compte de e! =e, pour q'=q),: 
ng a 

1 be "h* p23 7\3__ gh? 9 
(Wa) =tO%, FeSO", (Won =7Pinn €y €5 OP n? 

72 __oh* 23 r\4__ *—? 42 ; 
(Won =EPinn ©, P", (Wot =F Pn €5 65 € CD Oh 

Telles sont, pour g’=q', les composantes de la densité de spin qui 

correspond aux corpuscules élémentaires d’électricité de charge propre 

cosmologique +e,. En répétant le caleul fait plus haut, on voit que 

af a 2 a 

16 } | ,,+ 9, r ae | 91,—P yn, P+-| 2, +95, P+ | ®,,— 93, P { 

i 
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est l'intensité des valeurs positives (+ 2/4) tandis que: 

1 9 2 2 

16 } | 9;,+%,, P+ | ®,,—®2, P+ | ®5,,+ 9, + | V5, — 94, |? 
) 

est l’intensité des valeurs négatives (—h/4r) de la composante, sui- 
vant g,, du spin électromagnétique. Ces résultats, et les résultats ana- 
logues pour les autres composantes, précisent la signification physique 
des fonctions d’onde non-arbitraires ©,,, des corpuscules élémentai- 
res d’électricité. 

Il nous reste 4 déterminer les moments magnétique et électrique des 
corpuscules d’électricité. Nous avons étudié, dans les paragraphes 
2 et 3 du Chap. HI, les tenseurs antisymétriques M‘* et (At.)*, et 
nous avons vu quil faut attribuer aux J la signification de tenseurs 
des moments de rotation et de translation qui correspondent aux cor- 
puscules élémentaires sans charge et de masse propre (m)n, tandis que 
les (.Mo)* sont les tenseurs des champs électromagnétiques partiels qui 
correspondent aux corpuscules élémentaires d’électricité de charge +e, . 
Ni les Mi, ni les (Jo)* ne peuvent done représenter les moments 
magnétique et électrique des corpuscules d’électricité, quels que soient 
@ailleurs les facteurs constants dont on les affecte. Pour représenter 
les moments magnétique et électrique il reste done une seule possibilité, 
qui consiste & former les tenseurs électr omagnétiques (Me)'* =O;7,,, 7h OP = 

= os, (e,e4 —ex 6.) ®™. Les composantes de ces tenseurs, lorsqu’on 

place les axes ¢‘ dans leur orientation principale, dépendent unique- 
ment des fonctions contenus de base ®,,,, et sont done des erandeurs 
électromagnétiques. En les multipliant par les facteurs constants 
en, h/4x(m)n€¢ (magnétons élémentaires de Bohr pour des corpuscules 
de charge e,), on obtient les tenseurs qui, dans la mécanique ondula- 

toire cosmologique, généralisent le tenseur des moments magnétique et 
électrique de la mécanique ondulatoire de l’électron de Dirac. Les opé- 

rateurs correspondants i. ae (e} 6.6, e,) n’ont que les deux 
oT (7%) c 

valeurs propres +e, h/45 (ign es 

Il est essentiel de remarquer que ces valeurs propips, de méme que 
celles des spins mécanique et électromagnétique, n’ont pas d’existence 
physique réelle, puisqu’elles sont les valeurs propres d’opérateurs dont 

les fonctions propres ne sont pas des fonctions-contenus de l’étre mathé- 
matique non-arbitraire. Il s’agit done la de grandeurs purement mathé- 
matiques «attachées» aux corpuscules élémentaires, qu’il faut cependant
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introduire dans la théorie cosmologique paree que les champs d’espace- 

-temps et les intensités correspondantes sont doués d’existence physique 

et jouent d’ailleurs un role important dans l'Univers. 

4. Grandeurs simultanément et non simultanément mesurables. Con- 

sidérons les opérateurs linéaires et hermitiques dont les fonctions pro- 

pres sont des fonctions-contenus de 1’étre mathématique non-arbitraire, 

Les valeurs propres des ces opérateurs sont alors douées d’existence 

physique et représentent les valeurs que peuvent prendre les propriétés 

intrinséques ou extrinséques réelles des corpuscules élémentaires. Ces 

grandeurs sont en principe mesurables, en entendant par mesure précise 

Tune grandeur attachée & un corpuscule une opération qui permet de 

déterminer la valeur propre de lopérateur correspondant qui est effec- 

tivement réalisée sur le corpuscule en un point de sa ligne d’Univers. 

Ainsi done, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une mesure 

précise d’une grandeur soit possible en un point de la ligne d’Univers 

dun corpuscule et donne pour cette grandeur la valeur ay est que 

Vintensité de toutes les autres valeurs propres (différentes de ay) de 

Vopérateur qui correspond & cette grandeur soient nulles. C’est seule- 

ment en de tels points que l'on peut dire que l'une des valeurs propres 

est effectivement réalisée. Pour tous les autres points de la ligne d’Uni- 

vers du corpuscule, toutes les valeurs propres existent simultanément, 

quoique d’une manidre en quelque sorte virtuelle. Soit O, lopérateur 

qui correspond & une grandeur a, attachée aux corpuscules. En un 

point de Vespace-temps ot la mesure précise de @, est possible, on a 

évidemment un développement de ¥,, se réduisant a: 

(214) Fn (2', =, ae", a, m) rer. Sy (a) (2) (4) 

(2,)uy étant les fonctions propres de 0,, s'il s’agit d’un corpuscule 

dénué de charge électrique et de masse propre (m,),, ou bien un déve- 

loppement de ®, se réduisant a: 

oh 9 q 4 1 a 

(215) ®, (a', 2, 2", x, m) =b), (1) (2,)uv (é) ’ uy 

s'il s’agit d’un corpuscule d’électricité dénué de masse et de charge 

propre +e,. Soit d’autre part O, Vopérateur qui correspond a une 

autre grandeur a, attachée aux corpuscules. En un point de l’espace- 

-temps ot la mesure précise de a, est possible, on a le développement 

suivant : 

(216) T. (a, x, i, x, m)= Cr (a) (2,)r (é) ?
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s’ils’agit des corpuscules dénués de charge et de masse propre (mn, et: 

(217) ®, (a! 0%, 2°, a’, m)=0"2 (1) (9,)on (2) 
s'il s’agit au contraire des corpuscules d’électricité de charge propre 

+e,. Si la mesure simultanée, au méme point de l’espace-temps, des 

grandeurs a, et a, est possible, on doit done avoir en ce point: 

Wu= Ch 1) (9 dev & )= eh, (2) (2) @) 

pour les corpuscules de masse propre (m),, et: 

=i (1) (P,)uv (2) = By (a) (22)oy ) 

pour les corpuscules d’électricité de charge +e,. En tenant compte 

des équations 0, (?,)u.=(a,)p. (yu, et O,(9,)u1=(a,)»(%)uy des fonctions 

et valeurs propres des opérateurs O, et O,, on déduit immédiatement 
de (214) et de (216) la condition : 

O, 0,=0, 0, . 

Done, pour que deux grandeurs soient simultanément mesurables (en un 

point de Vespace-temps), il faut et il suffit: 1° que les développe- 

ments des fonctions d’onde suivant les fonctions propres des opéra- 

teurs correspondants se réduisent a (214) et (216) fou (215) et (217)); 
2° que ces opérateurs soient permutables. 

Les relations opératorielles (209 a) et (2096) montrent done que la 

position et la quantité de mouvement des corpuscules ne sont pas des 
grandeurs simultanément mesurables. La mesure simultanée de ces 

grandeurs comporte toujours des incertitudes, et l’on déduit de (209 a) 
les relations d’Heisenberg : 

(218 a) do! dp'>h 

qui ne sont applicables en toute rigueur qu’aux eonpnacties dénués de 

charge électrique et de masse propre (m,),, tandis qua (2095) corres- 
pondent les relations : 

(2183) sg'8(pY=h, 
applicables aux corpuscules élémentaires dénués de masse et de charge 

électrique propre +e,. Si l’on avait exactement »==yg,,, alors les 
relations (2186) se confondraient avec les relations (218 a). On sait 
@ailleurs que dans ce cas les corpuscules élémentaires de masse occupe- 

raient constamment les mémes points de l’espace-temps que les corpus- 
cules élémentaires d’électricité,
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La conception de mesure précise d'une grandeur introduite dans ce § 

appelle certaines remarques importantes. La théorie classique fait une 

distinction radicale entre observateur et processus observé, entre obser- 

yateur et «monde extérieur», c’est-a-dire en somme entre sujet et objet. 

Dans la théorie cosmologique aucune distinction de ce genre n’est per- 

mise et n’a de sens. En effet, les fonctions-contenus fondamentales WV,» 

et ®,, de Univers, qui interviennent dans tout le développement de 

cette théorie, sont les fonctions d’onde de tous les corpuscules élémen- 

taires de l’espace-temps et représentent les contenus de Univers, y 

compris tous ses observateurs et instruments de mesure. L’observa- 

tion et la mesure précise d’une grandeur quelconque nest pas une 

opération arbitraire agissant arbitrairement sur l’Univers; c’est au 

contraire un événement comme tous les autres événements qui se réalise 

en chaque point des lignes d’Univers des corpuscules élémentaires ot 

les développements des fonctions donde non-arbitraires Vn», (OU Pn 

s'il s’agit d’une grandeur électromagnétique) prennent la forme (214) 

ou (215). 

5. Mécanique ondulatoire cosmologique des systemes de corpus- 

cules. Les éyuations fondamentales de la mécanique ondulatoire clas- 

sique ne peuvent étre écrites facilement que dans le cas d’un systeme 

formé par un seul corpuscule (le champ électromagnétique agissant sur 

le corpuscule jouant le rdle d’une donnée). Le probleme se complique 

énormément dans le cas général des ensembles de corpuscules et il 

faut alors avoir recours A des artifices (introduction d’espaces de con- 

figuration, etc.) peu conformes & la réalité et jusquwici rebelles aux 

exigences de la Relativité. Rien de semblable n’arrive dans la Physi- 

que cosmologique parce que les fonctions-contenus de base Vn et Pnn , 

invariantes et absolument non-arbitraires, sont les fonctions donde de 

Vensemble des corpuscules élémentaires de UV Univers. Ml n’y a aucune dis- 

tinction X faire ici entre le probleme d’un corpuscule et le probleme 

dun ensemble de corpuscules; plus exactement, il n’y a ici, en toute 

rigueur, que le probléme de l'ensemble des corpuscules élémentaires 

de Univers. En admettant que lon a résolu préalablement le pro- 

blome de Vintégration du systéme fondamental des équations (19 «) + 

-+ (19 6) +(25)+(26) de Vétre mathématique non-arbitraire et déterminé 

ensuite les solutions non-arbitraires des équations (45) et (48), tout 

probleme que l'on peut se poser sur un systeme «cnatériel» queleconque 

ou sur ses rayonnements électromagnétiques et eravifiques se trouve 

par cela méme résolu. Considérons par exemple un systéme quelcon- 

que d’atomes complexes émettant un rayonnement analysé par le
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«spectrographe», qui détermine l’énergie du rayonnement en fonction de 

sa fréquence. La détermination théorique de cette fonction est immé- 

diate si l’on a préalablement résolu le probleme (cosmologique) de la 

détermination des fonctions propres non-arbitraires ®,,, de lopérateur 

laplacien Aw attaché a la forme métrique externe de l’Univers. En 

effet, si l’on connait les ®,,, dans la région occupée par le systéme d’ato- 

mes dont il s’agit de déterminer le rayonnement, alors on connait aussi 

dans cette région le tenseur électromagnétique du champ total I" qui, 
@aprés (80), est donné par: 

. t 2 . . 
Gh 5 EN Ht J kak Jj mn 

My >) = Din (eZ, ong oa é!,) ® ? 
of 61 

Vou l'on déduit, par les relations (138), les composantes des champs 

électrique et magnétique. De la décomposition des Me" en intégrale de 

Fourier, qui correspond a la décomposition du rayonnement par le spec- 

trographe, et qui s’écrit: 

+0 
jl: ek ie ian 

ve [ ps, (v) em dy 
a 

) 

avec ; 

+a * 
PL oe Jk a axint ps (v) = [ AL e dt 

ft 

on déduit énergie du rayonnement en fonction de la fréquence v, car 

cette intensité est, d’aprés des résultats classiques, la fonetion : 

E? + 7? 

9 
~ 

ot. les barres indiquent des moyennes prises sur un grand nombre de 
périodes. 

Pour ne pas allonger démesurément ce mémoire, nous devons arréter 

ici exposé de la mécanique ondulatoire cosmologique. Nous espérons 

pouvoir reprendre sous peu cet exposé avec quelques questions impor- 
tantes qui n’ont pu étre traitées dans ce travail. 

Décembre 1944.
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L'INFLUENCE DES FORCES DE SCHWINGER 
SUR DES PROCESSUS NUCLEAIRES 

par J. L. Ropricues Marriys 
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SOMMAIRE: 

I. Les expériences nous fournissent deux indications sur les termes d’interaction 

entre les spins qui sont susceptibles de renverser la direction du spin des particules 

nueléaires: a) La détermination du moment quadrupolaire du deuteron (1); 6) La 

1 
diffusion de résonance des protons 7 = 5 par les états du compound Li, (2). Ces ter- 

mes sont du type 
mS Of 

(417) - (27) (1) g(r) SET) heer) 
rT? 

Des solutions rigoureuses d’un probléme de deux corps peuvent étre trouvées si 

nous posons 

3 @) 90) =5 2 8x2 Pr? 
  

et nous trouvons, par comparaison avec la valeur expérimentale du moment quadri- 

polaire du deuteron, la valeur numérique du paramétre 2: 

(3) he 

Il. Appliquant les solutions trouvées plus haut au probléme de la diffusion tri- 

plet d'un neutron par un proton, on trouve que les forces (1) donnent lieu, sous 

certaines conditions, 4 des processus de renversement des spins avec une probabilité 

de Vordre unité, méme si les forces (1) sont faibles para rapport aux forces de liaison 

nucléaires. Ce résultat indique que les mesures de TSIEN sont compatibles avec 

les résultats de KELLOG, RABI, RAMSAY et ZACHARIAS. Le moment cinétique 

orbital ne peut done étre considéré comme une intégrale approchée du mouvement 

dans des processus nucléaires.
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$1— INTRODUCTION 

  

Les données expérimentales sur la liaison des particules nucléaires 

ont donné lieu a l’étude de quatre types de forces (Wigner, Bartlett, 

Heisenberg et Majorana). Ces théories du champ nueléaire (champ 

de mésotrons) de Yukawa, Heitler, etc., ont conduit d des forces d’un 

type plus générale qui implique, en particulier, des termes d’interaction 
du type 

(1,1) g(r): e G7) ©, ") 

qui, suivant ces théories, sont du méme ordre de grandeur que les for- 

ces indiquées plus haut. Contrairement aux types de forces les plus 

simples, ces termes (forces de Schwinger){3] ne commutent pas avec 

(c,+2,); ils ne laissent done pas inchangée, pendant le mouvement, la 

direction du spin total. 

Comme nous verrons plus loin, des termes du type (1,1) ont pour 

conséquence qu’il n’éxiste plus d’états “S, purs, mais que des états tel 

que |’état fondamental du deuteron, représentent un mélange *S,-+-"D,. 

Kellog, Rabi, Ramsay et Zacharias {1} ont pu vérifier qualitativement 

ce résultat théorique. Ils ont trouvé que le moment quadrupolaire du 

deuteron est 

Q= | ¥-r? (8 cos?0—1). Wdr=2,71><10 em? 

D’autre part, Beck et Tsten [2] ont trouvé que la diffusion de réso- 

el ; ; . 
nance des protons j= par les états du compound Li, doit étre 

décrite par une superposition d’ondes S, et P, avec une probabilité 
2 

de renversement de Vordre unité, ce qui, suivant les idées courantes, 
indiquerait que les forces (1,1) sont du méme ordre de grandeur que les 

forces de liaison nucléaires. 

C'est pour étudier l’influence du couplage (1,1) sur la distribution 

angulaire des neutrons diffusés, que nous avons étudié en détail les 

propriétés d’un systéme de deux particules nucléaires, dont linter- 

action contient des termes du type: 

(1,2 VOLO 2)+90) Ce 

te
] 

g, et a, étant les opérateurs de Pauli pour chaque particule, 7 la dis- 

tance rélative, f(r), g(r) et V(r) des fonctions potentielles 4 déter- 
miner.
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§ 2 —LES SOLUTIONS SINGULET ET TRIPLET 

ar et . ; a Ped . 4 . 
L’équation d’onde d’un systeme de deux particules dont l’interaction 

a la forme (1, 2) peut s’écrire, en courdonnées relatives, 

2,1) [H+70)-Ga)tg@ 22729 ly_o 
h? 
  H, est l’operateur [A,+A,]—V(r)+E, » la masse réduite du 
Si” p. 

mouvement relatif. 

La fonction d’onde est censée avoir 4 composantes correspondantes 
aux quatre orientations des deux spins : 

(2,2) 7. 
a: wor ws 

whe ws 

    

Voici les solutions trouvées : 

1. Solutions de singulet. Ces solutions sont antisymétriques dans 
les spins 

  

; < 0 +9 (2,3) ¥- | ?| 
oa | 

et satisfont & l’équation 

(2.4) | H,—3f (g(r) | 90 
dont les solutions sont du type 

(2,5) =x"), P™ (cos 6). em? 

Pm (cos 9) est une fonction sphérique, x,(7) une fonction du type des 

fonctions de Bessel, et qui satisfait 4 l’équation 

(2.6) 
7.9 9: Ol. ; RB U(l+1 pa ot O01 ee 

: Smupae 7 
    

or or or WV 

2. Solutions triplets. Ces solutions sont symétriques dans les spins 

      

  

<_ 24 

8.7) ee cin 
9 wes 

et satisfont a l’équation 

eer he 
2,8) Pe ¥=jJ+)—e 

47?
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J étant le moment cinétique total 

= = 1 1 ps = 

(2,9) J=M + > -5-: (9,422) 

qui est une intégrale du mouvement pour l’interaction (1,2). 

Voici les solutions générales trouvées, correspondantes & chaque pair 

de valeurs 7 , im 

a) j=l (états purs) 

  

us Bk N - Xj (r) " a (cos 6) ' ei (m1) 

2 

wea b, - +), pm a) imo (2,10) 9 = xd; (7): BF (cos 4). ems 
2 

  

7: 5 5 ‘m i i(m+1)¢ wa = No 4 (7). Patt (cos 9) - emt? 

a, 6 @ 7 étant données par 

a, =m (m—1)—/(7-+1) 

(2,11) 6,—=-——m 

, 1. 

La partie radiale de ces solutions satisfait 2 Péquation 

Car Br +o 212 2 8 (E—V+f+ 9) !4@= ay. 2) or: | ” or J tg, = 

b) t=j—1 et /=j+1 (états mixtes) 

(2,13) 

o ot rele 
dealt N, Xj (7) Pt (cos 6). ef)? + N * X41 (7): Pag (cos 6). ec! D? 

9m Fr () Phy (608 9)-0* + SE 15-400): Phy (008 5) im 

wss — ie N, aa G r): Len (cos 9) ei (mel? x a el (r) : | genie (cos 9) 1 Gi(mel)® | 

&,, Bis Yr> %» 6, Ct 7, Stant donnés par 

a =1(0+1)+m(m—1)—2lm: a, =1(1-+-1) +m(m+1)4+2lm 
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(2,14) 6,=l—m = 8, =—(m+1-+1) 

y=1 Jel 
+ 

N,, N, e N, sont les facteurs de normalization, donnés par la condi- 

tion de normalization a Vunité 

(2,15) [W-Wdr=f || V2 P+2 [oP +] VP |r sen bdr di dp=1. 
  

Voici les expressions trouvées : 

  we fat UM)! gs (EIA! | mt 2) de 
ee Vt (ja—m+2)f 0" (g—m+1)! h (j—m)! 2743 

- »(j+m—1)! » (m+)! (j+m+1)!/] 45 
N= gore oe ee a a ees |G ae 

’ | > mp) Gam)? Gm=T) 741 

ne Se (j-+-m—2)!_ og? (me g—B)T iy ig (j+m)! 4n 

a] (jam)! 3 (7—m—1)! Ms (j—m—2) f 2j—1 

(2,16) 

  

Les parties radiales de (2,13) satisfont au systeéme d’équations : 

oO; 2 >) . . Bb) 

“J . : 0 20 J+1)(j+2 
Gays +[s ty @ _Gt)U!) d4 

  8r zee ge 
a nal te rt || 2 =0 

(2,17) 
2g4+) fe 2 8 sGey 
ory unt as oe 

  

On peut conclure immédiatement de (2,17) que c’est le dernier terme 

de Vinteraction (2,1) —forees de Schwinger — qui est responsable de 

la coexistence des états triplets =j—1 et /=j—1, tels que *S, et “D, 

dans l’état fondamental du deuteron. Pour estimer cet effet nous allons 

résoudre le systéme (2,17), dans le cas particulier j=1.
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$3 — SOLUTIONS RIGOUREUSES DES EQUATIONS (2,17) POUR J=1 

Pour obtenir de solutions rigoureuses du systéme (2, 17) nous posons 

we
 

| 
bo
 

loo
) 

a 
to 

e 

|
=
 

(3,1) 

  An a ea a a 
or for h? 3 

Le systeme (2,17) s’écrira done 

Pee ks . 
Ny + %2 (r) i re [6+ % (T)—2.-X (r)] 

(3,2) 

Hy + %o (7") = — 2 +7 +%4(") 

et, par la transformation linéaire 

Yyme-xel)+B tal 
Z (r)=7-%2(7) +. 9-9 (75 

peut alors étre ramené sur axes principaux 

(3,3) 

Hy ¥(r)==-Y@) 
(3,4) 

H,: Z(r) ad a Z (7) 

si nous introduisons les relations 

0 (6.a— 4.6). B+. 9 
3,5 a.9—S.y% : (3,9) clas (6.y—2.2.0).d-+7?.4=0 

On peut alors résoudre sans dificulté le systéme (3,4), pour une valeur 

donnée de 2, et déterminer ensuite y,(7) et y,(7) & l'aide des expres- 
sions 

ili —6:-Z _ 7 Y+a-Z 
%2(7) = oe Xo (7) = 2 0— By 

(3,6) a=cos@ B=sen@ y=senp d=coso 

gl =e Vere x wen Say/See.
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§ 4—LE MOMENT QUADRUPOLAIRE DE L'ETAT FONDAMENTAL 
DU DEUTERON 

Nous avons défini le moment quadrupolaire de la méme facgon que 

Kellog, Rabi, Ramsay et Zacharias, par la valeur moyenne de l’expres- 
9 

sion —-(3cos’@—1), ot r est la coordonné du proton par rapport au 
4 

centre de gravité du deuteron. En utilisant la valeur expérimentale du 
moment quadripolaire du deuteron dans l'état fondamental (j=1), on 

peut écrire l’équation 
: 2 Pa 

Q= fh. Beost6—1)-¥ 42-978 cos*0—1)- 9+ 

~~ , 
+ WEB. ~ (3 cos? 9—1) W*8! +? dr d (cos 9)d9=2,71><10~ cm’. 

En introduisant dans cette équation les solutions triplets trouvées en 

fonction du paramétre 2, on trouve alors en premiére approxima- 

tion (7° <1) 

(4,2) ; k=: 

Nous avons ensuite déterminé Vordre de grandeur de g(r) par rap- 
port aux forces de liaison nucléaires 

Gu (4,3) a ee 
wu 10 

$5 —LE PROBLEME DE LA DIFFUSION TRIPLET 

L’équation d’onde (2,1) nous permet également d’écrire des proces- 

sus de collision de deux particules. On peut immédiatement écrire les 

expressions pour les ondes planes incidentes au dehors du rayon d’action 

des forces nucléaires : 

I. Ondes incidentes. a) Ondes singulets. Ces solutions de l’équation 

(2,1) sont antisymétriques dans les spins; le spin total correspondant est 

done zero, aucune modification de la théorie habituelle de la diffusion 

n’ayant lieu: 

| 0 ae J. sheng 
<_ /s) 

(5,1) a | < 
i eikrcos 9 O 

v2
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b) Ondes triplets. Ces solutions sont symétriques dans les spins ; 

nous avons 2 distinguer les trois possibilités du spin total par rapport 

a la direction de Vonde incidente (m= +1,0,—1) 

    

  

a) m=+1 

(5,2) o.. gikreos) | 

0 0 

b) m=—l 

(5,3) ea! 0 0 

QO) ‘eirens?)| 

c) m=0 

: Lee 

(5,4) raat O aoe 

7 elkreosg     
A Vaide de la formule de Rayleigh 

(9,9) etkrcos§ — Te ; bs . bo te (21-+1)- 4 (7)- P? (cos 9) 

nous decomposerons chacune des ondes planes triplets; en utilizant 

ensuite les solutions (2,10) et (2,13) on peut écrire chaque onde plane 

sous la forme de une série infinie construite de fagon 4 mettre ensem- 

ble les trois états /=j+1, /=j7 et /=j—1 correspondantes a chaque 
valeur du moment cinétique total jj. Mais, comme ce qui nous inte- 
resse ici est étudier le couplage entre les états °S, et “D, dans le pro- 

cessus de diffusion, done nous n’ayons utilisé dans chaque série infinite 

que les termes les plus bas correspondantes aux valeurs 1=0 et 1=2. 

Les ondes incidentes triplet prennent alors la forme : 

a) m=+1 

Wee —@,- X,(r)- ¥} (cos 9) +, X,(7)- Y} (cos 9) 

yb Web YE 0) 
b) m=0 

(5,6) Was — WSR 0 

ye — wha — @,-X, (r)- ¥8(cos 6)+-c,: X,(r): ¥° 
c) m=—] 

yas — wos — yee 0 

8 — a, X, (1) - Y3(cos 6)+-¢,* X, (r)- ¥2(cos 9)
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Y*(cos 9) e Y$(cos9) sont les fonctions sphériques normalisées 

  Y5 (cos 9) = Hao Ie P} (cos 9) 
Ni 

(5,1) 
Y} (cos 6) = Sa DP} (cos 9) 

x o(") e X,( (r) des fonctions du type des fonctions de Bessel, a et ¢:, 

des coeficients dont les valeurs peuvent ¢tre obtenues en utilisant la 

formule de Rayleigh : 

a) m=+ ay 

  

b) m=0 

= \/ =o (5,8) seal 4% G4"! 

  
c) m=—1 

4 

© 1 #(l—1 E 
y= jee 

: m 1#(l+2) , 
C= >: ee! #) ING 

Il. Les ondes planes diffusées. L’onde diffusée sera écrite, comme 

Whabitude, sous la forme d’une série analogue a celle des ondes inci- 

dentes, ol nous remplacerons a, et ¢, par les coefficients de diffusion 

a, et ¢, et ot les ondes stationaires X, (1) et X, (7) seront remplacées 

par les ondes divergentes 

aN <i 3 ikr 

x= 2 {(A-1)+e)S 
(5,9) i 4 e fi 7 

5 2 eilkr-> 

XG (r= /= om ;
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Les expressions des ondes diffusées seront done 

a) m=+1 

Wr — a, + XS? (r)- ¥3(cos 9)+¢, + XS (r) - ¥% (cos 9) 

w28— wh=_ w88.__¢ 

b) m= —0 

(5,10) 8 wR a, X (r)- Y8(cos 9)-+¢, + Xs (7) ¥° (cos 6) 

yar — W680 

Cc) m=—1 

WB @, - Xi (r)- Y2(cos 6) +c, XW (x) ¥8(cos 9) 

yor wb. 8 0) 

JH. Les ondes stationaires & Vintérieur. Le systeme (3,4) admet 
immédiatement les deux solutions particuliéres 

(5,11) a) Z(r)=0; Y(r)=JIn+ 5 (n ~ 2) 

i 7 i ‘ 
Ja = étant une svlution de l’équation de Bessel 

(5,12) Hy Yr)=SY@ , 

(5,13) b) Y(r)=0; Zr)=JI,+ . (n ~ 0) 

J, étant une solution de l’équation 

(5,14) H,-Z(r)= 2-40). ; 

Les solutions y, (7) et 7%, (") correspondantes seront obtenues A Laide 
des relations (3,3) 

  

(5,15) a) Z—AY()s Y=B-Y(). 
(5,16) b) y= AZ); y%=B 2) 

A, A’, B et B' étant données par les relations 

ion eee ae ae ECR eee: 
(5,17) xi—(y 24 ai—By 8 

ics ae: Be a 
    

ay 6 ad—hy
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Les expressions de l’onde stationnaire 4 l’interieur prennent alors la 

forme final 

a) m=-+1 

wr —fT-A-Y(r)+S-A!- Z(r)]- ¥3 (cos §)+ 

+[T-B-Y(r)+8-B'(r)]- Yo(cos 9) 

b) m=0 

(5,18) wr — wea —(T-A-Y(r)+8-A'- Z(r)]- Y3(cos 6)-++ 

+[T-B-Y(r)+8-B'- Z(r)]- Yo (cos 8) 

c) m=—l 

ye_yr -A-Y(r)+8- A’: Z(r)]- ¥3 (cos 9)+ 

+(T-B-Y(r)+8-B': Z(r)]- Yo(cos 6) 

T, S, T’ et S' sont des facteurs qui mesurent les amplitudes des 

fonctions d’onde a Vintérieur du noyau. 

$6—LES CONDITIONS AUX LIMITES 

L’onde résultante 4 l’extérieur et l’onde stationnaire a lintérieur 

doivent satisfaire aux conditions de continuité aux limites (r=R,R 

étant la largeur de notre modéle simplifié, trou de potentiel rectangu- 

laire). Nous allons écrire ces conditions dans le cas m=-+13; on 

obtiendra ensuite des expressions analogues pour m=—1 et m=0. 

L’onde résultante por m=—1 s’écrit 

24, 8) mo+1 
(6,1) ee ; | Laan 

wn _[a, X, +a, X]- Y3(cos 6)+[c, X +c, Xf]: Yo(cos 9) 

ce qui nous permet d’obtenir immédiatement le systome d’équations cor- 

respondantes aux conditions aux limites 

T-A-Y (R)+S- A’: Z (R)=a, X, (R) +a, X$° (R) 

T-B-Y (R)+S-B':Z (R)=ce, X,(R)+¢, (Xi? (R) 

T-A-Y'(R)+S- A! Z' (R)=a, Xj (R) +a, X$’ (R) 

T-B-Y'(R)+8-B' : Z'(R)=c, X,(R)+e, Xi" (R) 

(6,2) 

X'(R), X*(R), Y'(R) et Z'(R) sont les dérivées, par rapport a r, 
do X, x, Y et: Z.
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En resolvant ce systéme on obtient les coefficients de diffusion a 
et c, et les facteurs T et S: 

(6,3) 
- ey AA'[X,, X}[Y, Z]+-a, |A' BX, Z} (Xt, Y]—AB!-[X, Y]-X-Z]} 
  

    

  

—— ABT ne Y]-[Xo, ZJ—A'B-[X*, Z]-[ x, ¥] 

= _ Co }ABY TX), Z)-[X4",Y]J—A'B [X,Y ][X3?Z]| +4, BB! LX, XY] [Y,Z] 
0 AB! [X&, Y]-[XS? Z]—A'B-[X”, Z]- 1X0", Y] 

pe a, B': [2,2 oo) | 6. Oe. J—e,° Al: (Z,2 xP) - [X,, PG 

~~ AB [X® Y]-[X% Z]—A'B [XZ] [X,Y] 
(6,4) 
  

[ 
ty Be [Ya [X,: -X)_¢,- Af [Y , Xi? )- [X, , Xt] 

MB [X®, Y] [XP Z]-A'B (XS, Z(X®, V] 0 9 

a, et c, nous donnent les amplitudes des ondes S et D_ incidentes ; 
les expressions tels que [X,Y], par exemple, sont définies par 

[xX Yj=XY—-2'y. 

$ 7 — DISCUSSION DES RESULTATS 

Les tableaux. I-IT indiquent l’ordre de grandeur des différents 

facteurs de (6,3) qui déterminent l’ordre de grandeur de la section 

efficace pour les résonances 8 et D et hors de résonance, pour diffé- 
n . . at : 

rents valeurs du rapport 1 aR ou 7 est un parametre numérique qui K2 

caractérise le couplage entre les spins (lim 7=0, 70,05). 
g—>0 

Nous pouvons distinguer deux types de minima du denominateur 

commum de (6,3) et (6,4) correspondant dans le cas. limite 1-0 
respectivement aux résonances S et D. 

a) Condition @une résonance § 
YZ, 

er ee i pares eh a 5 
Y'+2Y-+-2Y 7” 

b) Condition @une résonance D 

    
re FIV _OR2R27 (VIL s Yiev 2 “Pip ay) - SZ Y AR RZ (V4BY) 

3 3 (Z'—2v* Z) 
ott nous posons 

i” j = ry 2 Bf), wf], eed. 
dr dr |p 10 
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Les tableaux III-IV ont été établis de fagon analogue; on y trouve 

Vordre de grandeur des amplitudes. des fonctions 7 et 7, a Vintérieur 

du noyau, dans les mémes conditions que celles des tableaux I-I. 

Pour faciliter Vinterprétation de ces tableaux, nous avons dessiné sché- 

1000 

Les courbes: 

SS 3 représentent la fonction 7» 

== représentent la fonction 7 

4 droite correspondent A une résonance D 

A gauche correspondent 4 une résonance S : a 

  

40 

Oh Bert Som erence 
    
  

  

a diiron umenemmae ii 

matiquement les courbes (Figs. 1, 2, 3 et 4) qui décrivent la variation 

des amplitudes des fonctions 7, et 7, avec les différents valeurs de kR. 

Pour la discussion nous avons & distinguer deux cas essentiellement 

différents, & savoir le cas (KRY > et le cas (KRY >a. En parti- 

culier, le domaine (kR)?~» présentera un intérét considérable pour 

nous.
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i?" (ER <4. 

Ce cas comprend le comportement des particules incidentes extreme- 

ment lentes, telles que les neutrons thermiques. Les tableaux et la 

figure 2 nous apprennent que le couplage entre le spin et le moment 

orbital, caracterisé par le parametre 1, doit étre considéré, dans ce 

cas, comme couplage fort. En effet, on se rend facilement compte que 

les résonances dites S ne sont guére modifiées, tandis que les réso- 

nances dites D se trouvent é¢tre élargies par le couplage de telle 

maniére qu’elles aussi se comportent comme des résonances S. Nous 

devons done nous attendre a ce que des particules lentes, satisfaisant 

i la condition (KR) >, ne donnent lieu qu’ une diffusion S_ ordi- 
naire, de distribuition sphérique. 

2°. (kr)i>an. 

Les courbes : 

Ae otc représentent la fonction yz» 

em roprésentent la fonction 7 

a droite correspondent & une résonance D 
a gauche correspondent 4 une résonance S 

  

  

    

  

200 

10 

Sow O04 : 
PR A eoeeeeeeree 

04 
Fig. 2 

RR <4 

Ce cas se rapporte a des particules incidentes relativement rapides, 
dont la largueur d’onde peut, toutefois, encore dépasser considérable- 

ment les dimensions nucléaires. On se rend facilement compte que dans 

ce cas, le couplage montre toutes les caractéristiques d’un couplage 
faible. Nous pouvons méme arriver & une description qualitativement 

suffisante si nous négligeons le couplage entiérement (a0) et si nous 
distinguons simplement entre résonances 8 et D, sans tenir compte de 

la faible interaction entre elles.
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o . (eRy ~ a 

Ce dommaine limite entre les deux cas 1° et 2°, présente pour nous 

un intérét considérable. En effet, il est caractérisé par le fait que le 

couplage est déji assez fort pour impliquer une interaction sensible 

entre les résonances S et D, mais pas encore suffisamment fort pour 

faire disparaitre les différences caractéristiques entre ces deux types 

cx
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i? R? ~ 4 

  

  
  

  

ie 

ee 

r\) 
4 

]2 Sj 

de résonances. Les figures 1 et 3 nous apprennent que dans ce cas, 

c'est & dire, pour des energies comprises entre 10° et 10°cV, les 

résonances § ne sont practiquement modifiées par le couplage, tandis 

qu’une résonance D entraine, par le couplage, une résonance 5S du 

méme ordre de grandeur. C’est dans ce cas, donc, que nous devons 

nous attendre A trouver des conditions de diffusion dans lesquelles plu- 

sieurs ondes partielles seront simultanémment excitées par une réso- 

nance simples (renversement du spin). 

PORT. PHYSIC. 2 : 8
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TA BUBB AU: 1 

Hors de résonance 

  

Coefficients cy et ay 

  

  

  

  

  

  

            

  

  

  
    

  

  

Valeurs de q/(KR)? cor<(-~") X<(-~) 

% R O * 

4=0 — 

ay oO * R (KR)é 

Co R 7 R (KR)? * 

(KR <4 a 
Os n-R (KR) * R (KR)é 

C0 R R (KR)! * 

(KR)? ~ 
ay R (KR)! * R (KR)é 

CG R ~R (KR)? * 

(KR)? >q 

ay ~R (KR)? * R (KR)é 

TABLEAU II 
En résonance 

Coefficients c et a, —_| 
Types de résonance e.<(-++) ay><(-++) 

Valeurs de -4/(KR)? 

% h O * 

ay o* 2 (KR)? 
o 

l 
a 

Co » (KR) 0 * 

dy 0? a     
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TABLEAU II 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

(surTE) 

Coefficients cy et a 
Types de résonance co>r<(-++) a> (+++) 

Valeurs de ~/(KR)? 

% n.d (KR)? * 

2 ay nd (KR)? * a | (KR)®+ 7? (KR)!! 

V 

y i #?— (KR) (KR)? 
“ ve 7+ (KR) “* 2+ (KR)! “* 

D | 

te n(KRY y (KR) 
K + (KR)! ** m+ (KR) * 

Co A ». (KR)é * 

. ay »(KR)4 * » (KR) 
a 

- 2 2 

= a PN 
Ay . * py 

cy 2 an (KR)? * 

= ay 1 (KR)? * a (KR) 5 

A 

g i 
= Co a (KR) (KR oy is 

es n iu "2 

M2 (KR)? "* (KR)***         
  

NOTE. Les termes marqués d'un * sont dus & des processus de renversement du 

spin pendant la collision.
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TABLEAU III 

Hors de résonance 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

  

  

          

Les fonctions yx et x. " ; 7 

Valeurs de *4/K? R? Cor<(-++) dy (+++) 

Y O 0 

10 

Z 1 0 

S 
ll 

a ¥ O _(KR)? 

V0 

Z O 0 

= e —n- (KR)? 
Lo 

v 2 ae —» (KR)? 
V 
2 

a a 1 — (+t) KAR? 
xo : 

ss a —o? KK? R? 

Y K*R¢ —K4 Ré 

xo 

a Z 1+K‘ R4 —K4 Ré 

a 

| 

fe Y K? R? = (1 +Ké4 R‘) . K?2 R2 

Lo 

Z K? R? —K®R® 

_ ° 4 (KR)? 
to 

A : Li —7 (KR) 
A 

a 
x . —(1+-?) « KR? 

xo 

Z n —~? - K? R?   
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TABLEAU IV 

En résonance 

  

  

  

  

  

    

  

  

    

  

  
  

  

  

    

  

  

  

  

  

Les fonctions yo et y2 

Valeurs de -4/K? R? Co><(-+*) aa><(-+-) 

Types de resonnance 

y O O 

x ee 0 i * E 

5 i KR 

Yi O —K?2 R? 

%2 

Z O O 
° 

ll 
= 

a O O 

to 

Z i O 

y 0 ee 
KR 

Ya 

Z O O 

2 
ae a + K?R? 

xo 

Z (1+? = KR 
S : 1) ER te 

Y "° : ~(1+42) - K? R? 
KR 

4a 

= 7, "| ° 1A —1 “3 KR 

V KR 

i a KR 2 Yy 1 _ KR 

. KR rr 

of KR 
Z 1+? — — 

D ; : 
: i _KR 

KR 2 
x2 K. i. 

Z " —KR        
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TABLEAU IV 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

    

      

(surrE) 

Les fonctions x et x 

Valeurs de -4/K? R? Co><(-++) >< (+++) 
Types de résonance 

pa K? R8 —K‘ R‘ 

Xo 1 

Z 14K‘ R4) «— —K°R3 5 (i+ ) ER 

¥ KR —(14+K*R4) . K?R? 
Xa 

a Z KR —K5 R® 

S - 1 i 
re 2KR 2.KR 

Lo 1 

Z 1+K‘R! ~ me 2.KR 
D % 1 _ 1+K*Ré 

9K3 Re D f R? K8 

ta 
: _— 1-KR /, K2 sees 

2 

2 

Y al + K?R? 
KR 

Lo 

Z 1+?) -— —7- KR S (l+9/) ER " 

r q f fa 9 Y —t — (1442) -K?R? KR (+?) -K 
(| 

= Z at —7?- KR 
A KR 

. 0 1 BR 
y : (K* R*F 9) <KR (K* R43) 

to 
-KR Z 142 al Sie 

D - (Kt Ri +?) 
. A ees (14%) -KR 

, (4? + K4 R4) KR KIR'4 2 

42 

seed les 7, a 
CRG 
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SUR L’EXPRESSION 2=h/mv DE LA LONGUEUR DES ONDES DE 

DE BROGLIE ASSOCIEES AUX CORPUSCULES EN MOUVEMENT * 

par Roprico SarMENTO DE Berres (A PORTO) 

(Recu le 31 Janvier 1946) 

C’est 2 Louis de Broglie qui revient le mérite d’avoir réussi le pre- 

mier 2 associer utilement un «paquet d’ondes» & un corpuscule en 

mouvement. Parti des relations définissant une transformation parti- 

culisre de Lorenz, Louis de Broglie a été amené & fixer pour la lon- 

gueur 7, de l’onde associée 4 un corpuscule de masse m, en mouvement 

rectiligne de vitesse v, la valeur 

(1) Dam at 
mv 

h représentant la constante de Planck. 
Peu de temps Aprés, Erwin Schrodinger est arrivé au méme résultat 

par une toute autre voie et — ce qui a da surprendre les physiciens de 

l’époque — indépendamment de la théorie de la relativité sur laquelle 

De Broglie avait fondé ses raisonnements. 
En lisant les ouvrages sur la Mécanique Ondulatoire on a pourtant 

Vimpression (nous l’avons eue du moins) qu'il aurait été possible de 
fixer pour 2 une expression autre que celle choisie par Louis de Broglie. 

Le but de la présente note c’est précisément de montrer que la rela- 
tion de De Broglie donne la valeur de % la seule possible, si l’on con- 

sent d’admettre les trois hypothéses suivantes qui, 4 l’époque, étaient 

i la base méme de la Mécanique Ondulatoire : 

a) l’énergie du corpuscule doit ¢tre un multiple entier du quantum 

de Planck (quantification sous sa forme primitive), 

b) le «paquet d’ondes» associé au corpuscule posséde une vitesse de 

groupe égale A la vitesse du corpuscule (principe de l’onde pilote), 

* Je remercie Mr. le professeur Mira Fernandes d'une trés interessante remarque 
quwil a bien voulu me faire sur la conclusion de cette note.
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c) les prinecipes de Fermat (ou du chemin optique minimum) et de 

Maupertuis (ou de la moindre action pour des mouvement isoénergéti- 

ques) sont équivalents au sens que nous indiquerons plus loin. 

Désignons par E l’énergie du corpuscule; l’hypothése a) nous per- 
met d’écrire 

(2) E=nhyv 

avec n entier, v étant la fréquence. 

I/hypothése b) donne, d’autre part 

®) = ela) 
car v est la vitesse du corpuscule, u(y) représente celle de propaga- 

tion et le second membre de (3) est l’expression de la vitesse de groupe 
Wun paquet d’ondes (Lord Rayleigh). 

Supposons enfin que le rapport des intégrales de Maupertuis et de 

Fermat, aw lieu d’étre constant, dépend de la fréquence. S’il en est 

ainsi, en effet, Vannulation de la variation de l’un entraine encore 

celle de l’autre et les deux principes seront équivalents (hypothése c)). 

Désignons, alors, par F'(v) une fonction inconnue de la fréquence, 

par 2T la force vive du corpuscule et par s l’are de la trajéctoire sur 

laquelle nous avons fixé deux points d’abscisses s, et s, correspon- 

dants aux instants ¢, et ¢,, d’ailleurs quelconques. Nous aurons, 
Waprés ce que nous venons de dire: 

ty 

[orden fe. ds-==mE oft 

ty sy 
et par suite 

$4 

F( 
fm (v = aah ds—0, 

uy 
Sy 

quel que soit le trajet, d’ot: 

(4) w=F(v). 

Posons 

  

PO= | " 

G(v) étant, tout comme I'(v), une fonction & déterminer.
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De (3) et (4) on tire, sucessivement, 

4) q 1 es. dG 

—{—) =—(vG(v)) 
= — q ae UG Pee 

dy \ ) a (vG (»)) v a s 

ou 

  

Or, 
mv =2 (KE (v)—U), 

—U étant la fonction des forees correspondante a la sollicitation du 

corpuscule ; par conséquent : 

a a ede ae 
m dv = = Us 

Mais E=nhv, done: 

nh G (v) +2 (nhyv—U) “ =m, 
y 

Vou: 

dG dy 
  

m—nhkG@ 2 (nbv—U) — 

En intégrant on obtient 

1 o 
Gv)= oF ( _ \/ ao) 

ou bien, en éliminant U: 

5Yoi 
Giy)= 4 (m— a 

La longueur d’onde étant donnée par 

il en résulte, pour n=1, 
h 

MmMU— 
me 

—— 

Si, v tendant vers zéro, 2 doit croitre au dela de toute limite, la 

constante © est nulle et nous arrivons a la relation de Louis de Broglie.
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MESURES SUR DES FILMS MINCES EN ARGENT 

par A. VAN ITTERBEEK et L. DE GREVE 

(Regu le 2 Juin 1946) 

1. Introduction. Depuis quelque temps nous étudions dans notre labo- 

ratoire [1] les propriétés électriques et magnétiques des films minces. 

Ces films sont obtenus soit par pulvérisation cathodique soit par évapo- 

tation directe dans le vide. Le présent travail traite Vinfluence des 

phénoménes de cristallisation sur la résistance électrique. Une étude 

analogue fut déja publiée il y a quatre ans par SUHRMANN et Scuna- 

CKENBERG [2]. Ils sont parvenus a établir qwil existe une relation simple 

entre la vitesse de cristallisation et la température © de DesyE. Nous 

avons mesuré la vitesse de cristallisation en fonction de l’épaisseur des 

films et de la température. En ce que concerne ce dernier facteur, nous 

avons trouvé qu ’effectivement on peut poser Q=k-O (Qu énergie 

activation pour la cristallisation, la constante de Boltzmann). 

La seconde partie de ce travail traite la variation de la résistance 

électrique des films lorsque des gaz y sont ocelus. Notre but initial 

était de mesurer la chaleur d’adsorption des gaz sur des films, en obser- 

vant la variation de la résistance laquelle se produirait immédiatement 

lorsque le gaz est admis sur le film. En effet la chaleur d’adsorption 

dégagée devrait produire une augmentation de la résistance. Nous avons 

bien constaté une augmentation brusque de la résistance, mais celle-ci 

resta tout le temps. Une explication possible est que le gaz 

pénétre & Vintérieur des trous du métal et produit ainsi une augmen- 

tation de la résistance résiduelle. Nous avions déji pu observer par 

nos travaux antérieurs que cette résistance résiduelle est tres grande. 

Nous avons étudié systématiquement Yaugmentation de la résistance 

pour différentes épaisseurs des films et différents gaz (oxygene, hydro- 

gene, hélium, azote, éthyléne et ammoniaque). 

PORT. PHYSIC. 2
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2. Technique expérimentale. Fig. 1 représente l’appareil dans lequel 
se fait l’évaporation. Dans cette figure S est un fil en tungsténe de 

0,5 mm. Un courant de 10 amp. passe & travers ce fil. Des petits 

rubans d’argent trés pur, fourni par la Maison Pauwets Freres de 

Bruxelles, sont enroulés sur la partie centrale de S. A’ représente une 

  

          
      

          
cloche en verre laquelle repose dans une rainure 1 tournée dans un 

disque en cuivre massif. Cette rainure est remplie de cire molle pour 

vide de Leybold. Les films sont déposés sur des lames en verre de 
pyrex (é6paisseur 0,5 mm, longueur 40 mm, largeur 4mm). Ces lames 

sont attachées ala boite D, en cuivre rouge, laquelle contient le liquide 

réfrigérant pour les mesures aux basses températures. B représente un 

tube en maillechord. Les fils conducteurs de la résistance passent a 

travers les tubes b, les sorties étant remplies de cire dure pour vide. 

L’assemblage des appareils est donné dans la figure 2. Le vide est 

contrélé au moyen d’un manométre & conductibilité thermique de Prrant,
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Le vide est meilleur que 10%mmHg. Le dégazement de la cloche se 

fait par ionisation appliquée au moyen d’un oscillateur de Tesla. Avant 

a b Ky 
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Fig. 2 

la formation des films le vide est fait dans la cloche pendant 24 heures 

environ. 

La formation des films se fait de la maniére suivante. Nous évaporons 

en premier lieu des dépots épais sur les deux = -— 

extrémités du support en verre, la partie milieu | 

restant couverte (voir fig. 3). Nous avons 

observé que dans le cas ot les dépdts sont fi gy Hl 

obtenus par pulvérisation cathodique la sou- 

dure des films s’opére difficilement. Cela n’ar- 

rive pas lorsque les bouts argentés sont 

obtenus par évaporation directe. Aprés cette 

premiére opération d’évaporation le support est 

enlevé de l’appareil et nous glissons des petits 

blocs en cuivre massif, auxquels sont soudés 

les fils conducteurs, sur les deux extrémités. 8 f ] 

Entre les vis de serrage et la lame sont pla- 

cées des petites plaques en cuivre rouge de 

sorte que le contact porte sur une plus grande 

surface (voir figure 3). Le film est déposé Fig. 3 

entre les deux extrémités argentées. 

La résistance des films est mesurée au moyen d’un pont de Wheats- 

tone. L’épaisseur des films se détermine par pesée au moyen de la 

balance de Sartorius. 
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3. Mesures du phénoméne de cristallisation. Différents expérimen- 
tateurs ont déja observé que pendant un certain temps apres la forma- 

tion des films par évaporation, la résistance diminue d’une facon con- 

tinue. Ce phénoméne est expliqué comme étant da A une cristallisation 
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    20 
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10 20 30 40 50 4h 410 120° 130 
Fig. 4 

                        19 

continue du métal. Les études faites jusqu’ici et aussi la notre consistent 
a mettre ce phénoméne en rapport avec les constantes physiques du 
métal en question. 

SUHRMANN et SCHNACKENBERG ont montré que la variation de la résis- 
tance en fonction du temps peut étre représentée au moyen de la for-
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mule empirique suivante : 

; R—-R,= : ; 

(1) K.t+——— 
R,-R,, 

ou 

1 i 
2 SS Kt 
@) R—R, ‘i k,—R,, 

R, étant la résistance correspondant 4 t=O et #,, pour ¢ tres grand. 

La vitesse de cristallisation AK dépend du degré de cristallisation, de 

sorte que A n’est défini que pour un intervalle de temps déterminé et 

pas trés long. Il en résulte aussi que la notation F,, n’a pas beaucoup 

de sens. On peut seulement dire que A, &, et FR, sont des parame- 
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tres qui définissent la courbe #(¢) dans un intervalle déterminé. Cet 

intervalle est dans nos mesures de l’ordre de 2 heures environ. Nous 

avons trouvé qu’effectivement pour nos films la fonction R(t) peut étre 
représentée au moyen de l’équation (1). Dans les figures 4 (Ag,) 

et 5 (Ag,) nous avons tracé quelques courbes correspondant 4 deux de
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nos films. Pour déterminer les facteurs A’, 2, et 2, , nous procédons 

graphiquement de la facon suivante. Nous faisons d’abord sur les courbes 
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Fig. 6 

F(t) une estimation de la valeur #,, , puis en corrigeant cette valeur 

nous voyons graphiquement pour quelles valeurs de 2, et 2, , on obtient 
nm? 

1 Ee : : bin ts 
pour a en fonction de ¢ des droites. Dans les figures 6 et 7 

fb, 

nous donnons les droites correspondant aux résistances Ag, et Ag,.
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Les valeurs de /,“) que nous obtenons correspondent généralement au 

temps de 5’ aprés larrét de la condensation. 
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Fig. 7 

Nous avons déterminé les valeurs de A pour différentes épaisseurs 

des films, les condensations se faisant chaque fois dans les mémes condi- 

(1) Pour Ry on ne peut pas prendre la résistance correspondant au moment de 

Varrét de l'évaporation. En effet il faut tenir compte du décroissement de la résis- 
tance par suite du réfroidissement du film aprés la condensation.
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tions. Les résultats obtenus sont indiqués dans le tableau I. Dans la 
figure 8, nous avons dessiné A’ en fonction de R,. 

SUHRMANN et SCHNACKENBERG ont montré en partant d’hypothéses 
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trés simples que log A= — Rpt constante. En déterminant done A 

pour un méme film en fonction de la température on obtient Q,. Ceci 

nous avons fait pour les films Ag;, Ag), Ag, et Ag). Pour ces films 

la condensation se fait 4 242°abs. La vitesse de cristallisation est
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déterminée en premier lieu & cette temperature et ensuite 4 la température 

ordinaire. Pour cela le liquide réfrigérant est enlevé trés vite du réser- 

voir D et celui-ci est rempli d’un liquide ayant la température ambiante. 

Dans la fig. 9 sont indiqués les résultats obtenus pour la résistance Ag,. 
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Fig. 10 représente les droites pour la détermination des vitesses A’ 

pour Ag\. 
Les résultats obtenus pour les différentes résistances sont indiqués 

dans le tableau I. 
SuHRMANN et SCHNACKENBERG ont trouvé 420 cal/gr. atome. On peut
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remarquer que k-O(=h-v) est égal 4 427 cal/gr. atome. La correspon- 
dance est donc trés frappante, de méme qu’avec nos résultats (Tableau IT). 
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4. Variation de la résistance sous |'influence de gaz occlus. Au cours 
de nos expériences, nous avions observé une augmentation brusque de 

la résistance du film lorsque de Vair fut introduit dans la cloche d’éva- 

poration. I] nous était venu 4 Vidée appliquer ce phénomeéne a la 

mesure de la chaleur d’adsorption. Il fut décidé d’étudier systématique-
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ment la variation de la résistance quand différents gaz sont introduits 

dans l'appareil d’évaporation et cela en fonction de l’épaisseur des films 

et pour différentes pressions des gaz. Nous avons di abandonner cette 

premiére idée de déterminer par cette méthode la chaleur dadsorption. 

En effet on observait bien une augmentation brusque de la résistance 

mais cette augmentation ne disparut pas. 

L’argent est un catalyseur trds actif dans les réactions d’oxygénation 

des composés éthyléniques; ¢’est ainsi qu’on observe la plus grande varia- 

tion pour le cas de l’oxygene. Les résultats obtenus pour Voxygéne 

sont indiqués dans le tableau III. On observe que la variation relative 

de la résistance est dans les limites des erreurs d’observation indepen- 

dante de la pression. Nous avons chaque fois fait en sorte que l’épais- 

seur des films soit la méme. FR est la valeur de la résistance corres- 

pondant au régime ov la cristallisation est terminée. Dans la fig. 11 sont 
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indiqués les variations AR en fonction de I’épaisseur pour loxygene. 

Dans le tableau IV sont indiqués les résultats des mesures pour les 

différents gaz. Nous remarquons done que lorsque les gaz pénétrent dans 

les trous, qui produisent d’ailleurs la résistance résiduelle des films, la 

résistance des films augmente. Cette variation est la plus grande pour
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Yoxygéne comparé aux autres gaz. Pour l’ammoniaque dipolaire on 
obtient merveilleusement un décroissement. 

TABLEAY I 

  

  

          

Ry ohm R, ohm -K.10° min“! 

Ag, 22,54 18,50 375,4 
Ags 41,58 27,50 158,4 
Ags 54,90 30,50 128.5 
Ag, 79,85 50,00 70,4 
Ag; 96,30 66,00 52,2 
Ags 112,10 48,00 35,2 
Ag; 138,20. 116,00 29,4 
Ags 203,90 170,00 18,7 
Agy 246,10 103,00 14,7 

  

TABLEAU II 

  

T = 242° abs T=294° abs 

K - 10° K - 10° Q. 
ohm~! min=! Pyesin) Bahia ohm~ min™}cal/gr. at. 

  

Ry ohm | R, ohm 

  

    
Ag; | 2742 | 250 15.8 289.9 | 180 18,5 422 

| Ag: | 1600 | 128 20,0 169,5 | 100 23,4 428 
| Ags | 1046 | 83,8 35,2 1116 | 44 41,2 427 
| Agi 82,0 | 66.9 53,1 83,0 | 185 61,8 420               
  

TABLEAU III 

Augmentation de la résistance en fonction de la pression (oxygéne) 

  

  

          

Epaisseur my. | Pression mm Hg R ohm AR ohm AR/R ! 

26 0,3 111,7 2,1 0,019 
22 0,073 152.5 2,1 0,0139 
27 0,032 88,79 1,84 0,0207 
25 0,006 108,58 2.73 0,0251 | 
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TABLEAU IV 
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Epaisseur my. Gaz Pression mm He R ohm AR ohm AR/R 

26 0, 0,3 111,7 2,1 0,019 

20 Hy 0,3 119,87 1,87 0,0156 

25 He 03 110,79 1,47 0,0133 

17 No 3) 181,5 1,50 0,0082 

27 C, Hy, O1 126,72 0,67 0,0053 | 

20 NH, 0178 119,58 —0,83 —0,0069 | 
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1. But du travail. L’étude de la bande satellite La de Vor a été 

entreprise, en 1937, par F. K. Richtmyer [1] au moyen d’un spectro- 

mdtre d cristal double.: Les résultats furent comparés aux caleuls de 

FE. Ramberg [2] et malgré certains écarts entre V’expérience et la théorie, 

celle-ci a, en tout cas, une valeur qualitative. 

Dans le présent travail nous nous sommes proposé : 

1°) de reprendre les mesures de Richtmyer au moyen d’un spectro- 

graphe & cristal courbe, type Cauchois, et de comparer les deux grou- 

pes de résultats ; 

' 2°) de rechercher la bande satellite prévue par la théorie entre La, 

et La, mais qui n’a pas été observée par Richtmyer ; le cas écheant 

nous rechercherions sa forme, son intensité maximum et la position de 

celle-ci dans la bande ; 

3°) de montrer, une fois de plus, l’avantage que le spectrographe de 

Cauchois peut présenter sur le spectrometre 4 cristal double. 

2. Description de l'installation. Nous avons employé un tube a 

gaz, type Shearer, a anticathode d’or; nous n’avons pas choisi le 

tube Coolidge car les raies du tungsténe, qui apparaissent toujours 

avee les tubes 2 cathode incandescente, géneraient Vobservation de 

la bande satellite. 

Le vide était obtenu au moyen d’une pompe préparatoire suivie d’une 

pompe & diffusion de mercure, car les raies du mercure qui se forment 

toujours ainsi ne genent pas Vobservation des bandes satellites. 

Le tube était placé & Vintérieur d’une boite en plomb, dont les parois 

avaient 1mm d’épaisseur, et qui ne génait pas Vaecés au tube. 

Comme générateur de haute tension, nous avons employé une bobine 

dinduction Ducretet avec un interrupteur a jet de mercure.
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Nous avons presque toujours travaillé & une tension de 40kV, de 

fagon & obtenir le meilleur contraste des raies, selon les indications de 

Coster et Huinzinger [3] d’aprés lesquels cette tension doit étre d’envi- 

ron deux fois et demi le potentiel d’excitation de la série (environ 14,4kV). 
Le courant était de 2mA car nous avons remarqué qu’au dessus de 

cette valeur l’intensité des raies s’affaiblissait. 

Nous avons construit un spectrographe a cristal courbe, type Cauchois, 

de 500mm de rayon (v. planche 1). Les dimensions de la fenétre du porte- 

-cristal sont assez peu courants: 15mm de largeur sur 5mm de hauteur. 

Ces dimensions réduites, qui ont l’avantage de permettre l’usage d’excel- 

lentes lames cristallines, n’ont pas d’inconvénients, dans nos conditions 

de mesure, car la largeur du faisceau de rayons X ne dépassait pas 

5mm sur la fenétre et, d’autre part, celle-ci permet encore d’obtenir 

sur le méme cliché LG, de Au (1038 U. X.) et Kz de Cu(1541U. X.). 

Quant 4 la hauteur des raies, elle reste encore légerement supérieure 

i 10mm qui est la longueur maximum utile pour le microphotométre 

enregistreur. 

La lame cristalline a été obtenue a partir d’un protoprisme de quartz; 

elle a été coupée parallélement a l’axe. Comme plains réticulaires de 

réflexion, nous avons utilisé des plans paralléles aux faces du prisme 

di-hexagonal }1230!, avec une distance réticulaire de 1748,9U.X. 

L’angle des plans réticulaires de réflexion avec la normale a la face 

est de 1°25’. 

3. Spectrogrammes. La fenétre du tube drayons X était a 22cm 
du cristal sous un angle de 28°. Pour faire ressortir convenablement les 

bandes satellites nous avons da faire des poses de plus de 24 heures 

avec des courants de 1,5 4 2mA sous une tension de 40 a 50kV. 
Nous avons employé des plaques «Ferrania Super-Orto Anti-halo». 

Les spectrogrammes ont été étudiés au moyen d’un microphotome- 

tre enregistreur Zeiss 4 cellule photoélectrique & vide. Au cours des 

mesures nous avons examiné plusieurs fois un coin microphotométrique, 

vérifiant ainsi que la déviation d du fil de l’électrométre mesurée sur. 

le cliché est reliée A la densité de noircissement 9 par la relation 

0=A—nlogd 

ot A est une constante, variable avec chaque expérience, et » une 

constante dont les valeurs dans nos expériences ont toujours oscillé 

autour de 1,6. 
dy o - 

Par définition on a J=log ot J, est Vintensité de la radiation BT
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lumineuse qui incide normalement sur le coin dans la zone de densité 6 

et J est l’intensité transmise. On a done 

Hs 
log = A—nlogd. bo g 

On peut écrire 

A=log 1,+const. 

nlogd=logJ +const. 

On en déduit 

d* =kI 

Puisque dans les cellules a vide il y a proportionnalité entre l’inten- 

sité de la radiation et le courant d’électrons et comme la tension du fil 

de l’électrométre est directement proportionnelle 4 ce courant, la courbe 

d’étalonnage de l’électrométre aura la forme 

La constante n, de la formule J=A—nlogd, caractérise done la 

courbe d’étalonnage. La forme de celle-ci dépend un peu de la position 

des couteaux et, surtout, de la nature de l’étrier du fil; mais dans nos 

mesures la position des couteaux s'est maintenue pratiquement invariable 
ce qui explique la constance de n. ; 

La détermination de la densité de noircissement aux différents 

points du spectrogramme se faisait en passant au microphotométre, 

dabord le spectogramme et tout de suite aprés le coin microphoto- 

métrique. 
La connaissance des constantes A et n permettait alors de résoudre 

notre probleme. 

Pour passer des densités aux doses il faut déterminer expérimenta- 
lement la forme de la courbe 3=f(D), ot 4 est la densité et D 
la dose. 

Pour celi nous enregistrons sur le méme cliché Lz, de l’or, avec des 

temps de pose variables, en maintenant toujours le m3me régime du 

tube. Nous avons vérifié que pour des densités allant jusqu’a 1,7 et 

pour différentes densités du voile on pouvait admettre la proportionna- 

lité de la dose 4 l’accroissement de densité. 

4, Le structure de la bande satellite de Lz del’or. Cette structure 
a été étudiée sur le spectrogramme donné dans la planche 2. Le micro- 

PORT. PHYSIC. 2 10
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photogramme est reproduit dans la planche 3. Les densités sont obte- 
nues en passant le coin et les résultats en sont donnés dans le tableau 

  

  

    

suivant. 

Densités Ecarts Densités Eearts 
3 d log d 5 d log d 

3,8 0,75 = 2,0 6 0,778 

3,6 1,0 0 1,8 8 0,903 

3,4 1,0 0 1,6 10 1,000 

3,2 1,5 0,176 1,4 13 ° 1,114 

3,0 1,75 0,243 1,2 17,5 1,243 

2,8 2,0 0,301 1,0 23,5 1,371 

2,6 2,75 0,439 0,8 81,5 1,498 

2,4 3,75 0,574 0,6 42.5 1,628 

2,2 4,75 0,677 0,4 57 1,756           
  

Avec la densité en ordonnées et le logarithme de l’écart en abscisses 

on obtient une courbe d’équation 3=3,25—1,62logd. On peut ainsi 

calculer les densités aux différents points du spectrogramme. Nous 

obtenons de cette fagon les valeurs suivantes : 

ANALYSE DU MICROPHOTOGRAMME 
  

  

          

‘5 Logarithmes F 

Abscisses = des écarts 1,62 log d ee 

log d 

—10a+3 71 1,8513 2,999 0,251 
+ 9a 32 60,5 1,7188 2,886 0,363 

34 58 1,7634 2,857 0,393 
36 57 1,7559 2,845 0,405 
37 54,5 1,736 2,812 0,438 
38 51 1,708 2,767 0,483 
39 46 1,663 2,694 0,556 
40 41 1,613 2,613 0,637 
41 31 1,491 2,415 0,835 
42 26 1,415 2,292 0,958 
43 23,5 1,3711 2,221 1,029 
43,25 » » » » 

44 24. 1,380 2,236 1,014 
45 26 1,415 2,292 0,958 
46 31 1,491 2,415 0,835 
AT 37 1,568 2,540 0,710 
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ANALYSE DU MICROPHOTOGRAMME (suite) 
  

  

            

hy Logarithmes . 

Abscisses eh des écarts 1,62 log d + 

log d 

48 44 1,643 2,662 0,588 

49 49 1,690 2,738 0,512 

50 52,5 1,730 2,786 | 0,464 

51 55 1,740 2,819 0,431 

52 57 1,756 2,845 0,405 
53 57 1,756 2,845 0,405 

54 a 60 57,5 1,760 2,851 0,399 

67 56,5 1,752 2,838 0,412 

70 54 1,732 2,806 0,444 

73 51 1,708 2,767 0,483, 

75 46 1,663 2,694 0,556 

17 40 1,602 2,595 0,655 

78 35 1,544 2,501 0,749 

79 29,5 1,470 2,381 0,869 

80 23,5 1,362 2,206 1,044 
81 18,5 1,267 2,052 1,197 
82 12 1,079 1,748 1,501 
83 ¢ — — — 
84 4 _— — oo 

- 85 2,75 — _ _ 
86 2,5 —_ _ — 
86,5 » — _— — 

87 2,75 — _ — 
88 3,5 ~ _ _ 
89 5 _— _ — 
90 cf ~~ — _ 
91 li 1,041 1,686 1,564 
92 16 1,176 1,905 1,345 
93 21 1,322 2,142 1,108 
94 26 1,415 2,292 0,958 

95 30 1,477 2,393 0,857 
96 32,5 1,512 2,449 0,801 
97 34 1,531 2,480 0,770 
98 36 1,556 2,521 0,729 
99 38 1,580 2,560 0,690 

100 40 1,602 2,595 0,655 
101 41 1,613 2,613 0,637 
102 42 1,623 2,633 0,617 
103 44° 1,643 2,662 0,588 
104 45 1,653 2,678 0,572 
105 46 1,663 2,694 0,556 
106 47,5 5,677 2,717 0,533 
107 49 1,690 2,738 0,512 
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ANALYSE DU MICROPHOTOGRAMME (suite) 
  

  

: . Gi Logarithmes : 
Abscisses = - des écarts 1,62 log d ce sie 

log d 

108 51 1,708 2,767 0,483 
109 53 1,724 2,793 0,457 
110 54,5 1,736 2.812 0,438 
111 56 1,748 2,832 0,418 
112 57,5 1,760 2.851 0,399 
113 58 1,763 2,856 0,394 
114 59 1771 2,869 0,381 
115 59 L771 2,869 0,381 

116 a 119 60 1,778 2,880 0,370 
120 a 130 61 1,785 2,892 0,358               

La courbe de la fig. 1 représente l’enregistrement microphotomé- 
trique du microphotogramme de la planche 3. 11 a été tracé en prenant 
en abscisses les nombres donnés dans la premiére colonne du tableau 
et en ordonnées ceux qui se trouvent dans la deuxidme colonne. 
La bande satellite dans la region y>yzz, se détache nettement de la 
partie inférieure de la raie Lz, et dans la région entre Lz, et Lx,, bien 
qu'elle soit moins nette, on peut encore l’observer. 

On peut admettre que la différence de longueur d’onde de deux radia- 
tions voisines est proportionnelle & leur écart. C'est sur cette base que 
nous avons étalonné les axes supplémentaires de la fig. 1. 

Pu'sque nous avons remarqué que jusqu’’ d=1,7 il y avait propor- 
tionnalité. des doses aux accroissements de densité, il s’ensuit que la 
courbe des densités, jusqu’a 4=1,6, représentera aussi, dans une cer- 
taine échelle, la courbe des intensités. 

A partir des valeurs du tableau nous avons tracé la courbe & trait 
plein de la fig. 2 (en abscisses, les valeurs de la premidre colonne et 
en ordonnées celles de la seconde). 

_ Lintensité aux différents points du spectrogramme est SisBitorumed 
proportionnelle 4 la différence entre l’ordonnée de la courbe et celle 
du fond continu, 0,35. Le maximum de la raie Lz, est égal a 10,7 °/, 

du maximum de La, et comme, sur l’original de la fig. 2, l’intensité 
maximum de Lz, est donnée par une longueur de 66,5 mm, on en déduit 

que 6,2 mm représentent 1°/, du maximum de La,, ce qui a permis de 
représenter les intensités sur la fig, 2 : 

Pour séparer la bande satellite de la raie fondamentale nous avons 

soustrait de la courbe d’intensité le fond sur lequel se détache la bande
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satelitte. Parrat [4] a déji remarqué la difficulté et l’arbitraire de cette 

opération. Pour la réalizer nous avons admis que les raies Lz, et La, 

sont symmeétriques et que dans les voisinages des maxima l’intensité de 

la bande est suffisamment petite pour qu’on puisse la négliger. Nous 

avons ainsi obtenu le fond sur lequel se détache la bande et qui est 

représenté sur la fig. 2 par la ligne pointillée FED et ABC. 

Intensité °/, du max. La, 

7 

    
54 

Calculée 
B 

Observée 
Caleulée 4 Observée 

F E ] ¢ 
T sea | T apa I T T T T T T T Ryd. 

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1! O 1 2 3 4 5 
Lag Loy 

Fig. 3—Bande satellite 

Les branches FED et ABC de la fig. 3 ont été obtenus en sous- 

trayant les ordonnées des courbes A trait plein et pointillée. Ces deux 

branches donnent la distribution observée de I’énergie dans la bande 
satellite. Nous y avons representé aussi, a échelle égale, la bande cal- 

culée par Ramberg. 
Dans le tableau suivant nous comparons nos résultats a ceux de 

Richtmyer et aux valeurs calculées : 

  

  

  

        

Bande satellite y> ee Bande satellite v,,. ages ret 

Intensité Position Intensité Position 

maximum | du maximum maximum | du maximum 

J. Sarmento. .... 8,0 %/ +1,73 Ryd. 0,8 %o —4,7 Ryd. 

F. K. Richtmyer. . . 2,7 % +1,96 » — —_ 

Valeurs calculées 3,25 9/9 +28 » 2 %y — 3 Ryd.     
  

5. Conclusions. Nos résultats s’accordent, tout au moins en partie, 
avec ceux de Richtmyer qui a travaillé avee un spectrométre a cristal 

double. Tandis que cet auteur a obtenu la valeur 2,7 °/, pour l’intensité
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maximumd e la bande située dans la région y>vz,, nous avons déterminé 

la valeur 3,0°/,; la différence est tout-i-fait admissible en pareilles 

mesures. On peut en dire autant en ce qui concerne la position du 
méme maximum. 

Richtmyer n’a pas trouvé trace de la bande prévue théoriquement 

entre les raies Lz, et Lz,; nous avons observé cette bande et, malgré 

limprécision des mesures, determiné sa configuration, la longueur d’onde 

et lintensité de son maximum. La configuration de la bande observée 

ressemble & celle prévue théoriquement. La différence signalée dans 
cette région entre les valeurs observées et calculées est du méme ordre 

de grandeur de celle de la régions v>v;,,. Les maxima de deux ban- 

des se trouvent déplacés, par rapport 4 la théorie, vers les grandes lon- 
gueurs d’onde respectivement de 1,1 et 1,7 Rydbergs. 

En signalant ce déplacement systématique on espére donner une con- 

tribution utile aux théoriciens qui voudraient refaire la théorie dans le 

but de rechercher un meilleur accord avec l’expérience. 

Les résultats que nous avons obtenu montrent, encore une fois 

[5,6], quwun spectrographe a cristal courbe, type Cauchois, permet 

d’obtenir des résultats qui ne sont pas inférieurs 4 ceux qui resultent 
de l'emploi d’un spectrométre A cristal double. 

Ce travail a été realizé, en 1943-44, au Centre d’Etudes de Physique 
de la Faculté des Sciences de Lisbonne. L’auteur a bénéficié d’une 

bourse accordée par |’Jnstituto para a Alta Cultura. 
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LES SCHEMAS ALEATOIRES DEVANT LA RELATIVITE RESTREINTE 
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INTRODUCTION 

Sous le titre de «Mécanique Aléatoire», nous avons — en collabora- 

tion avee Ph. Wehrlé — publié dans cette Revue, un exposé, malheu- 

reusement trop condensé, du Ca/cul <Aléatoire et de ses premiéres 

applications physiques. Tel quel, sa lecture est pourtant nécessaire 

a la parfaite compréhension de cette Note. L’appareil mathématique 

fort modeste, dont nous nous servons, ne doit pas faire mésestimer la 

valeur et l’importance des idées qui y sont exprimées. 

Présentement, il s’agit d’un essai d’application du point de vue aléa- 

totre aux Nouvelles Mécaniques. On y trouvera deux schémas aléatoires 

relativistes: l’onde aléato‘re (ou fonction aléatoire stationnaire de 
Vespace-temps) et la probalité de présence dans lV’espace-temps, linéarisés 

—pour simplifier leur traitement mathématique — respectivement sous. 

forme de paquet d’ondes et de paquet d’événements, qui nous semblent 

offrir un pouvoir d’explication étendu (notion statistique d’onde et de 

corpuscule; formule de L. de Broglie; champ électromagnétique, théorie 

de la Lumiére; constituants élémentaires de la Matiére). Notre espoir 

est que lintérét de Physiciens et de Mathématiciens, plus compétents 

que nous méme, soit suffisamment éveillé pour que, passant sur les 
imperfections de forme, ils se rendent compte des possibilités énormes 

de la voie que nous avons entrevue. 
Les circonstances veulent que j’ai réalisé ce travail seul, mais je me 

rends bien compte que je n’y serais pas parvenu sans les échanges sui- 

vis @idées que j’ai eus pendant des années avec Ph. Wehrlé, dont le 

concours m’a cette fois, beaucoup manqué. 

Je dvis 4 l’Instituto para a Alta Cultura de m’avoir procuré, en 

1 Portugaliae Physica. 1944-45.
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m’invitant & venir exposer mes idées 4 la Faculté des Sciences de Porto, 

Vambiance nécessaire pour les mettre au point et je remercie en bloc 

les Professeurs avec qui j’ai eu des échanges de vue tras profitables. 

Je remercie enfin «Portugaliae Physica» de m’accorder encore une 

fois Phospitalité. , 

I. L’onpt ALEATOIRE 

1. Qu’est-ce que l’onde aléatoire? La Théorie des Fonctions aléa- 
toires montre que la fonction aléatoire analytique stationnaire la plus 

générale de deux paramétres certains x et t, a un coefficient de corré- 

lation de la forme: 

(1) n(t, k) = cos (Ur — Mk) 

tet k désignent les différences: (t,—t,) et (w,—a,). Q et M sont deux 

nombres aléatoires quelconques, définis par la loi de probabilité conjuguée: 

©, Pp), 

» et » étant les valeurs courantes de Q et de M. 

Le signe «trait» (~ ) est la moyenne prise avec cette loi de probabilité. 

Nous rappelons que cette forme (1) du coefficient de corrélation est 
une conséquence immédiate des «conditions de cohérence» — ou condi- 

tions que doivent remplir les coefficients de corrélation de nombres 

aléatoires associés par couples. 
Au point de vue statistique, deux fonctions aléatoires sont équivalen- 

tes, lorsqu’elles ont le méme coeficient de corrélation, bien que leurs 

réalisations sur des épreuves individuelles puissent ¢tre trés différentes. 

Or, on peut réaliser le coefficient de corrélation (1) au moyen de la 

fonction aléatoire |, définie sur une épreuve de la maniére suivante : 

b=Acos (Qt—Mx-+9), 

ou A et ® sont deux nouveaux nombres aléatoires, indépendants de Q et 
de MM; ® est un angle aléatoire, compris entre 0 et 27, et de distribu- 

tion undforme. 

Cette réalisation particuliére explique le succés de /’onde en Physique 
Théorique, malgré sa naiveté (optique ondulatoire de Fresnel, acous- 

tique, électromagnétisme, etc.). Elle justifie le nom «d’Onde aléatotre» 

que nous donnons a la fonction aléatoire analytique stationnaire la plus 

générale, de deux paramétres certains. 

On peut se représenter une onde aléatoire comme un ensemble d’ondes 

élémentaires, ayant pour caractéristiques Q, M, des nombres aléatoires 

e
e
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dont les dispersions (statistiques) et la corrélation sont définies par une 

certaine loi de probabilité conjuguée: (», 4). 

La différence de notre conception avec celle d’une série de Fourier 

réside en ceci: que, dans la série de Fourier, il y a Vidée de super- 

position par addition des différents termes (ou composantes), tandis que 

dans l’onde aléatoire, il y a seulement l’idée de considérer & la fois les 

diverses composantes, sans préjuger de la maniére dont on peut les 

combiner. Notre conception n’est pas, au fond, distincte de celle de 

matrice. 

2. Qu'est-ce qu'un paquet d'ondes? L’onde aléatoire devient un 

«paquet d’ondes» lorsque les nombres aléatoires Q et M sont peu dis- 

persés. C’est une maniére de «linéariser» en quelque sorte le probléme, 

en le réduisant & son squelette, sans cependant abandonner aucune idée 

essentielle; cela va permettre des calculs tout a fait élémentaires. 

On montre qu’alors ' et M' (parties purement aléatoires de Q et de M) 

suivent une loi de Gauss-Bravais. La loi (»,») est done décrite par 

les moments statistiques suivants : 

<0, 2-0, P-H*, Q-7W, RaM*. 
Un calcul facile montre que le coefficient de corrélation d’un paquet 

d’ondes se laisse mettre sous la forme: , , 

r(t,k)=cos(o,t—p,&)exp i= a (t, | ‘ 

ou 9 (+, £) est la forme quadratique définie positive : 

o(t,k)=PR—2Qkt+ Rr’. 

. i . 
6), 

Faisons remarquer que la vitesse moyenne des ondes du paquet: —, 
Ho 

peut étre supérieure 4 celle de la lumiére sans que que 7 cesse d’étre 

«cohérent». 

3. Effet de la transformation de Lorentz sur le paquet d’ondes. 

Soit S(0)—ou simplement S— et. S(¢)—ou simplement S'— deux 

systémes de référence dont la vitesse relative est eG. 

Ecrivons la tranformation de Lorentz: 

a! +.6c8 
v= vi-? 

+B a 
t= ee 

Vv¥1l-? 

pit
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Les différences k=x,—a2, et +=t,—t,, se transforment ‘selon les 
mémes formules : 

  

k k'+-Ger tt Blek! 
rpg). ee 

Dans le systéme S(2), le coefficient de corrélation est de la forme: 

7, (s', k')=cos [w, (2) 7'—u, (2) k'] exp hr 2 9, (z', | ; 

avec: 

2,(7',k)=R(9)3°—2 Q(2) M+ P(E". 

Nous poserons que r,(z',k') est identique & ce que devient r(r,k) 
quand on y remplace + et & en fonction de 7', k' — ce qui revient A dire 
que le coefficient de corrélation est un invariant physique. 

' Lidentification nous donne alors les formules selon lesquelles se 
transforment les caractéristiques statistiques du paquet d’ondes : 

Ps (2) amid Bo—“/e m, 
! Vin. =F 

om ony — Ge po 

ovr 

6,(0)} PO = pap (P-2ble A+ eB 

i) (2) = 

Qe) = —[—fe P+ (1+ F*) Q—F/e R] 

  RQ) = —(e' # P—2ehQ+-R) i 
Les transformations ¢,(%) forment un groupe. Elles laissent inva- 

riante la loi de probabilité seajigaes (»,v) qui définit la structure du 
paquet. d’ondes : 

ee eu ang [-= Ry2—2Q potPot) | ; (A=PR—Q). 

En effet: 

1°) ®, se transforme comme k, et u, comme 7+. II en est de méme 

des valeurs courantes » et », car les valeurs probables », et 4, sont 
susceptibles, en faisant varier la loi de distribution — de prendre n’im- 
porte laquelle des valeurs courantes.
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Or, puisque nons avons posé que la forme quadratique : 

o(t,k)=PR—2Qkr+ Re 

était un invariant, il en est de inbne aussi de la forme: 

9(u, 0)=Po’—2Qop+ Rp? , 

qui est l’argument de la loi de Gauss. 

2°) A=PR—Q’, discriminant de la forme quadratique, est aussi un 
invariant. 

3°) Enfin: dos! dy! =dw du. 

Remarque. Le résultat précédent est vrai d’une maniére générale, 

sans linéariser l’onde aléatoire sous forme de paquet. En effet: 

  

C(t, k)=e (eM) 

désignant la fonction caractéristique de la loi (w, 4), on a: 

C(z,k)+C%* (zk) 
(+, k) = cos (Qt — Mk) = 5   

Si done, lon assure l’invariance de r(z,%), on assure ipso-facto 

l'invariance de la fonction caractéristique, done de la loi (#, 2). 

4. Equivalence du changement du systéme de reférence avec un 
certain mode d'observation dans le systéme: primitif. Soit des obser- 
vateurs placés dans le systeme S(¢), qui étudient en un point (k! +0) 

la corrélation en fonction de l’intervalle de temps propre 7’, de ce 
systéme (connexion «/ocale» '). 

Soit d’autre part, des observateurs placés dans le systtme S, qui 

étudient la corrélation entre deux points variables #,, et 2, de S, a des 
instants ¢,, et t,, tels que: 

2,— 2, 

t.—t, 

> hin =   BC’. ce
 

Le résultat des mesures sera: 

a) pour les observateurs de S(), un coefficient de corrélation, 

1 Selon la terminologie que nous avons introduite en Mécanique Aléatoire. -
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fonction de V’intervalle de temps propre 7', et donné pour la formule: 

ig ! 1 12 cos [, (7) t'] exp = 5 RO) | ; 

obtenue er faisant k’=0 dans l’expression générale de r,7', k’). 

b) pour les observateurs de S, un coefficient de corrélation, fone- 

tion de l’intervalle de temps propre +, et donné par la formule: 

COS ()— Hy 2c) T EXP i* = (Pe? ?—2Qc3+R) =| : 

obtenue en faisant k=(ct, dans l’expression générale de r(t, /). 

Comme: 
7! 

= Vi-e’ 

il résulte des formules de transformation 7¢,(%), que les corrélations 

obtenues par les observateurs de S(%) et par ceux de S sont tden- 
tiques. 

Cela tient visiblement & ce que nous avons posé que le coefficient 

de corrélation est un invariant physique. 
Ainsi, un certain mode d’observation dans le systeme S, équivaut 

a la mesure de la connexion locale dans le systéme S(%), ou encore 
a la mesure de la «connexion physique»: d’un «corpuscule» ayant par 

rapport 4 S la vitesse Gc. 
Pareillement, soit des observateurs du systeme S(6), qui étudient Ja 

la corrélation & un instant donné (7'=0) entre les différents points de 
ce systéme («connexion géométrique»), et soit d’autre part, des observa- 

teurs de S, qui étudient la corrélation entre des points a, et x,, et des 

instants ¢, et t,, tels que: 

ki 

he Neely So 
6 

Ces deux groupes d’observateurs obtiennent le méme coefficient de 

corrélation. 
Il y a done équiva/ence entre un certain mode d’observation dans S 

et la mesure de la connexion géométrique dans un systéme S (3), ou 

1 Par connexion physique, nous entendons: connexion en accompagnant le cor- 

puscule (Voir Mécanique Aléatoire).
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encore de la connexion d’une «onde stationnaire» dans le systome S (/), 
onde qui est progressive de vitesse ¢/3, dans le systéme S. 

Allons plus loin: nous devrions pouvoir dire aussi que ce dernier 

mode d’observation équivaut & la mesure de la connexion locale dans 

un systéme S(1/6), de vitesse c/%, si la transformation de Lorentz 

n’interdisait pas de considérer des systémes de référence en mouvement 

plus rapide que la lumiére. 

5. Les systémes de référence de vitesse supérieure 46 c. Pourtant, 
la considération de tels systeémes a un sens physique parfaitement défini, 

car elle équivaut a des opérations physiques, matériellement réalisables 

dans S. 

Insistons un peu plus sur ce point — bien qu’il ne cache aucun mys- 

tere — parce qu’il semble heurter l’idée que l’on se fait habituellement 
de la Théorie de la Relativité restreinte. 

Soit deux points x, et 2,, appartenant 4 un méme systeme de réfé- 

rence matériel (disons: la Terre). Dans ce systéme existe un temps 
propre (les horloges de tous les points pouvant étre synchronisées au 
moyen de signaux lumineux). Or, rien n’emp3che l’observateur (r,) de 

transmettre rétrospectivement, par une voie quelconque (disons: la poste 

ordinaire), les observations qu’il a faites en w,, en fonction du temps 

propre du systime, a l’observateur (w,) qui pourra 4 loisir, les confron- 

ter avec les siennes — faites en fonction du méme temps propre. 

Le coefficient de corrélation : ; 

r(x,—2, ’ t,—t,) 

pourra étre calculé pour toutes les valeurs de k=x,—«a,, et de t=t,—t,, 

alors méme que k/t>c, alors méme que k/t=00. 

Et s'il est vrai qu’en ce cas, les corrélations ne traduisent plus un 
lien de causa/ité, il n’en est pas moins sar qu’elles existent — comme il 

existe, de par le synchronisme des mouvements, des corrélations entre 
les vitesses verticales des ondes d’une houle établie, méme i des dis- 

tances considérables. 

Or, la méthode expérimentale qui vient d’étre décrite revient, formel- 

lement, 4 se placer dans un systeéme de référence de vitesse B>1. 

Le résultat des expériences doit pouvoir s’exprimer dans un tel systéme. 
Et pourtant, pour (>1, la transformation de Lorentz donne un coef- 

ficient de corrélation incohérent, parce que supérieur A |’unité —le 

cosinus devenant un cosinus hyperbolique et l’exponentielle négative, 

une exponentielle positive. Il y a donc lieu de rechercher un prolonge- 

ment de la transformation de Lorentz (pour 6>1), qui donne un coef- 
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ficient de corrélation théorique cohérent, susceptible de représenter le 

coefficient de corrélation expérimental, pour des observations faites dans 
z2,— 

le systeéme S, au cas ou: — se. 
t,—t 2 1 

6. La transformation de Lorentz étendue. Effectuons un change- 
ment d’axes quelconque: 

R= 1,0 a,t 

t= @,0'-a,t'. 

Pour que ces axes puissent constituer un systéme de référence physi- 

quement admissible, doivent étre satisfaits les deux principes de base 

de la Relativité restreinte, & savoir: 

a) le principe de l’invariance de la vitesse de la lumiére. 

b) le principe de Relativité, selon lequel il est impossible de distin- 

guer celui des systemes S ou S' qui est en mouvement et quel est 

celui qui est au repos. 

Le premier principe entraine : 

we —c@a—x (gt C t’) : 

x étant un constante. 

Cela réduit les changements de coordonnées admissibles & la forme: 

1 i 5 ' 
e=—(2'+Fet); t= — fe ; 

a a Cc 

a et 6, étant deux paramétres arbitraires. 

Le second principe s’applique, classiquement, de la maniére suivante : 

Résolvons les formules de transformation par rapport a a! et ¢', soit: 

ba iM tings ni eel he Ae ie a et laa ar *).   

Cette transformation inverse doit étre la méme que celle que l’on 
obtient en changeant 6 en —(. Il faut done que: 

  

dou: 1—?? a” 

a=+V1—§6,. 

On trouve la transformation de Lorentz en choisissant la détérmination
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positive du radical. Cette transformation entraine: <1, et toutes les 

conséquences qu’on a tirées de 1a. , 

Avec le point de vue aléatoire, le principe de Relativité peut s’en- 

tendre d’une maniére moins stricte. Comme l’expérience n’atteint que 

des corrélations, il suffit que la transformation inverse donne le méme 

coefficient de corrélation que le changement de @ en—f, ou encore 

donne le méme: 
cos (a7—pk) . 

Or, pour cela, il suffit que la transformation inverse reproduise aw 

signe pres Vargument (wt—yk) que donne le changement de 6 en—f. 

Il suffit cette fois que: 

  
a 1 

=+-, 

T—* 7s 

ce qui donne: 

Wot: 

: '"Let'); pees tt fe a! 
(£) *— are te '); t wine )- 

Telle est la transformation de Lorentz «étendue». 

  

Remarque. La transformation : 

ts rs =—2 3 t=—T; 

est en somme considérée ici comme non distincte de la transformation 

identique. Elle laisse en effet le coefficient de corrélation formelle- 

ment identique a lui-méme, et c’est tout ce qui importe. 

7. Propriétés de la transformation de Lorentz étendue. Convenons 

de considérer la transformation : 

w=ea’; t=et' (¢=+l), 

comme la transformation identique. Alors, les tranformations (£) for- 

ment un groupe. . 

a) L’inverse d’une transformation s’obtient en remplacant 6 par—(. 

b) Le produit de deux transformation s’obtient en composant les 

vitesse ( et 6! selon la régle: 

Al we 6+ 6 

1466 
la méme que dans la transformation de Lorentz. Mas |’on peut obtenir 
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maintenant des vitesses supérieures 4 1; il demeure cependant que 1, 

composé avec n’importe quelle vitesse, donne toujours 1. 

Le groupe (-£) est caractérisé non plus par l’invariance de: (c’ ?— a”) , 
mais par celle de |c’t’—a*|. C’est un groupe abélien dont le groupe 
de Lorentz (£,) est un sows-groupe, mais les transformations de l’en- 
semble (-£,) qui correspond & (’>1, ne forment pas wn sous-groupe. 

En effet: 

a) sipetpi<1l, Bl = |e 
1+66 
_1/€+1/' B+8' - 

ue eRe 
[le produit de deux transformations de (£,) appartient a (£,)]. 

: ie ee: eee c) si let—>1,6"= = 
ae ce iu 1+ 6/6 B6+6' 

[le produit d’une transformation de (£,) par une transformation de (£,) 

donne une transformation de (£,)]. 
On peut établir ’isomorphisme suivant entre le groupe de Lorentz 

étendu et le groupe multiplicatif des nombres réels des deux signes 

(a=nombre réel) : 

<1; [(£,) est un sous-groupe]. 

b) si l/@ et 1/8'>1, 6"   

> 1;   

(6) (6!) 2 aa! 
“4 ne 

Te iad to Pao 
a 

Dans cet isomorphisme : 

a) (<£,) correspond au sous-groupe des nombres positifs. 

b) (£,) correspond a l’ensemble des nombres négatifs. 

c) 6=1 (vitesse de la lumiére) est l’homologue du nombre zéro, car: 

(8) (1)=(1) et a. O=0 

d) 6=0 (transformation identique) est ’homologue du nombre un, 
car: 

(6)(0)=(6) et a. L=a. 
e) changer @ en 1/6 revient a changer le signe d’un nombre : 

6-1/6 correspond a: a> (—a) 

La considération de vitesses ultralumineuses apparait donc comme 

une conception du méme ordre que celle des nombres négatifs.
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Mais l’on peut présenter d’une maniére encore plus saisissante le 
sens de ’extension de la transformation de Lorentz. 

On sait que le groupe de Lorentz est isomorphe au groupe des 

rotations dans l’espace-temps. Son extension consiste a adjoindre les 
symétries aux rotations. Le groupe étendu (£) est isomorphe au groupe, 

formé par les rotations et les symétries. Comme lui, il est constitue 
par deux familles continues distinctes, dont l’une seulement est un 

sous-groupe. En somme, nous n’avons fait que douer l’espace-temps 

@une orientation. La transformation qui consiste & changer 6 en 1/6 

change une figure en nne figure égale, mais d’orientation inverse. 

Cette transformation est définie par les équations : 

x (1/6) =e ct(6) 

t(1/@)=</ew (6). 

Elle permute le temps et l’espace ; son jacobien est : 

A | 

Bee: 
| ee 0 | 

Nous verrons plus loin que c’est dans l’orientation de l’espace-temps 

que réside l’explication profonde de la dualité onde/corpuscule, comme 

aussi de la dualité électricité/magnétisme ; et si nous osons risquer une 

hypothése aventurée, on peut peut-étre y voir une représentation des 

domaines extra et intra-nucléaires. 

8. La dualité onde/corpuscule. Nous désignerons par T(@) les trans- 
formations des caractéristiques du paquet d’ondes résultant de la trans- 

formation de Lorentz étendue, soit : 

      

    

Oe 

n@— ee 

z() P= a, By —2B/e Q+('/c R) 

OTA BeP+(1+6') Q—B/eR] 

R@= in gee A) i oe CP er )
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Occupons nous d’abord de l’aspect moyen du paquet d’ondes, autre . 

ment dit de son onde de phase. Les deux premiéres formules de ¢ (() 
nous suffiront pour cela; nous compléterons ensuite les résultats en 

faisant intervenir la structure du paquet d’ondes. 

Désignons par: 
4) 

cy=—; 

Ho 

la vitesse moyenne de propagation des ondes qui composent le paquet 

(ou vitesse de l’onde de phase). Cette vitesse peut étre absoltiiment 

quelconque et méme supérieure 4 ¢, sans que le coefficient de corré- 

lation r(t,k) cesse d’étre cohérent. 
Les deux premiéres formules de ¢((6) s’écrivent alors: 

  

B\ta 1—fy 
2 (8) OV FI 

wi (BY eng ae 
» (6) *Vi1— By 

a) Cas des ondes lumineuses. Faisons d’abord : 

emma) 

c’est 4 dire supposons que l’onde de phase soit une onde lumineuse 

(nous verrons plus tard que le paquet se réduit alors nécessairement 
& une seule onde). 

On retrouve en ce cas, les formules de Déppler: 

n@meny/ [ize 

La vitesse de propagation de l’onde de phase: 

(8) _ 
Fo (6) Yo F 

ne dépend pas du systéme de référence; cela veut dire qu’une onde 

lumineuse apparait toujours comme une onde lumineuse, dans tous les 

systémes de référence; ce n’est évidemment pas autre chose qu’une 
conséquence dn principe posé de l’invariance de la vitesse de la lumiére. 
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b Cas d’ondes de vitesse différente de c. Envisageons, en général, 

‘le cas d’un paquet d’ondes, composé par des ondes élémentaires dont 

la vitesse moyenne de propagation 7 est différente de 1. 

On voit alors que: 

1°) Dans le systéme S(@), tel que: 

b= 1/y ’ 

le paquet aparait en moyenne —c’est a dire au point de vue de l’onde 

de phase — comme un corps solide en vibration (longueur d’onde infinie: 

bs (1/7)=0) 
2°) Et, dans le systome S (6), tel que 6=y, il apparait comme une 

onde stationnaire (fréquence nulle: »,(7)=0). 
Les lois de transformation de », pour l’un des systémes, de p, pour 

lautre, sont: 

  wan=ay/ [3-3] 
By (7 )=nV[1-7| 

La premiére est la formule selon laquelle se transforme la fréquence, 
@aprés L. de Broglie. La seconde est, en quelque sorte la «duale» 

de la premiére. 

Il existe done deux systémes de référence privilégiés S(y) et S (1/7) 
dans lesquels un paquet d’ondes, de vitesse de phase 7, revét en 

moyenne : 

    

1°) Vaspect dun coscillateur», c’est & dire d’un solide animé d’une 

vibration d’ensemble. 

2°) Vaspect d’une conde stationnaire», c’est & dire d’un phénoméne 
périodique dans l’espace et permanent. 

9. La formule de Louis de Broglie. Entre la pulsation ,(1/y) du 
corpuscule et le p(y) de onde stationnaire, on a la relation: 

Oo (1/y) Or 1 

aS KH = 6 
Moly) Po 7 

Il y a une sorte de «dédoublement» de la formule raat 
0 

lumineuses. Pour trouver la vitesse de la lumiére, il faut prendre la 

fréquence du corpuscule et la longueur d’onde de l’onde associée. 

  =c des ondes
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La longueur d’onde associée est: 

hr 
by a » (1/7) 

vy (1/7) étant la fréquence du corpuscule. Admettons maintenant que la 

lot de Planck s’applique & Voscillateur du systeme S (1/7). On a, m(1/7) 

désignant la masse propre (ou masse au repos) de ce corpuscule: 

m (1/7) ¢*=hy, (1/7) » 

Et il vient pour la longueur d’onde associée : 

i (7) om 

  

ae e 

Cela c’est la longueur d’onde de l’onde stationnaire du systéme S(7). 
Dans le systeéme S cette onde apparait comme une onde progressive 

(de vitesse ) de longueur d’onde. 

) (0) =2 (VIF 
(inverse de la formule de transformation des p). 

D’autre part: 

: Re Pee 
Vvii—1/7| vj1—7"| 
  

D’ot enfin: 

h h h 

m(O)e/7 m(0)v0) pO)’ 

—p(0) désignant la quantité de mouvement du corpuscule dans le sys- 

teme S(0) de l’observateur. — C’est précisément la formule de L. de 

Broglie. 

Ay (0) = 
  

Remarque. La loi de Planck, écrite pour le corpuscule, dans le sys- 

teme S (1/y), qui accompagne le corpuscule: 

m (1/7) =hy, (1/7) ; 

se transforme dans le systeme S(0) de l’observateur, en: 

m (0) c?=hy, (0). 

Elle est done znvariante par rapport & un changement du ‘systeéme de 

référence, puisque S (0) est, par rapport au systéme S(1/y) du corpus- 
cule, un systéme de référence quelconque.
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10. Infra et ultra corpuscule; Ultra et infraonde. Il est remarquable 
que tout ce que nous venons de dire est vrai aussi bien pour 7’<1 que 

pour >1. Et il n’y a aucune raison — une fois étendue la transfor 
mation de Lorentz — de rompre la symétrie entre ces deux cas. 

Nous pouvons dire: 

a) qu’un paquet d’ondes wltralumineuses (y’>1) équivaut a: 

i infracorpuscule de vitesse-1/7<1. 

une wltraonde (ou onde de L. de Broglie), de vitesse y>1. 

Cella suffit 4 rendre compte de l’onde associée au corpuscule, au sens 

de L. de Broglie. 

b) qu’un paquet d’ondes infralumineuses (y’<1) équivaut a: 

Bs ultracorpuscule de vitesse 1/y>1. 

une infraonde de vitesse y7<1. 

Et ceci constitue une hypothese nouvelle: Dans la mesure ov il existe 

des corpuscules (dits «réels») de vitesse 1/y<1, il existe des ondes de 

L. de Broglie, de vitesse y>1. 

Il est tentant d’avancer que, réciproquement, et pour une raison identi- 

que, dans la mesure ou il existe des ondes (dites «réelles») de vitesse y>1, 

il existe anssi des wltracorpuscules de vitesse 1/y>1. Or, nous connais- 

sons des ondes physiques infralumineuses; ce sont entre autres: les 

ondes lumineuses dans les milieux réfringents, les ondes hertziennes 

dans une milieu ionisé. 

Nous ne voyons done aucune raison d’admettre d’une part «l’exis- 

tence» des ondes de L. de Broglie et de nier d’autre part celle des 

ultracorpuscules. 

11. Définition plus précise des corpuscules et des ondes. Nous 
n’avons pas, jusqu’’ présent, fait intervenir les caractéristiques P,Q, R 

du paquet. Si on les prend en considération, on voit qu’en général, 

le corpuscule (1/y) n’est pas tout a fait un corps solide en vibration, 

ni l’onde (y) tout & fait une onde stationnaire parfaite. 

Cherchons les conditions pour que le corpuscule et l’onde soient 

«parfaits», malgré la dispersion du paquet d’ondes. I] faut, pour le 

corpuscule que 7 ne dépende pas de k"' et pour l’onde, que 7 ne dépende 

', Et cela donne: pas de +’. 

ba P(i/y)=9 Q(1/7)=9 
2°) #Y)=0 Q%)=0 
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Or, les racines de l’équation : 

Q(6)=0, 

sont déja bien inverses l’une de l’autre; ce sont: 

  

  

a _ R/e+Pce+V(Ri/e— Pec} +4(PR— @) 
71 2Q 

Ensuite, PR—Q’ étant un invariant, si Q(@)=0 et que, soit P(f) 
soit (6) est nul, il faut que: 

PR—-Q=0. 

Et cela veut dire que le coefficient de corrélation entre Q et M est égal 

a’ +1, done que Q est une fonction certaine de M: Q=f(M), en 

d’autres termes: que la dispersion optique du paquet est certaine (indice 

de réfraction fonction de la fréquence). 
1/y et y sont alors égaux a: 

ae Save P 
Cc P + 

Et l’on constate que R(1/7) et P (7) sont nuls aussi. 
Finalement, les coefficients de corrélation dans les systémes (1/y) 

et (y) se réduisent a: 

(1/7) =c0s [4 (1/7) #1 
7 (7) =c08 [15 (7) 

On obtient done bien un oscillateur et une onde stationnaire parfaits, 

malgré que la fréquence des ondes constituant le paquet reste aléatoire. 

Evidemment, ce n’est qu’a cet oscillateur parfait qu’on peut appliquer 

en toute rigueur la loi de Planck, comme nous I’avons fait pour établir 
la formule de L. de Broglie. 

On notera que la condition d’avoir un oscillateur et une onde parfaits, 

fixe la vitesse moyenne 7, de propagation des composantes du paquet 
en fonction de ses caractéristiques P,Q, R. En d’autres termes, parmi 

tous les paquets d’ondes ayant une structure déterminée (P, Q, ) et 
toutes les vitesses 6 possibles, se manifestent seulement ceux de vites- 
ses y et 1/y, parce que ce sont les seuls qui contiennent des étres doues 

@individualité permanente. Les autres sont rapidement éclipsés devant 

eux, vu l’amortissement de leur coefficient de corrélation. 

Lorsque: R/c=Pc, le paquet se réduit 4 une onde lumineuse.
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12. Corpuscules imparfaits. Les corpuscules parfaits sont doués 

dune individualité permanente: leur coefficient de corrélation ne s ’amor- 

tit pas. Ils sont done propes a représenter les constituants stables des 

édifiees atomiques. Mais la Physique connait des corpuscules imparfaits 

dont Vindividualité n’est qu’éphémére. Pour en rendre compte, il faut 

cesser de supposer que: 
A=PR—-Q= 

Lorsque A+0, nous pouvons encore déterminer une vitesse de phase 7 

du paquet, qui réalise & la fois le meilleur corpuscule et la meilleure 

onde. Et parmi tous les paquets définis par des caractéristiques P,Q, & 

données, ce sont seulement ceux constitués par des ondes de vitesse 

moyenne 7 (ou 1/7) que revétent l’aspect d’un corpuscule ou d’une onde, 

en ce sens que les coefficients de corrélation des autres s’amortissant infi- 

niment plus vite, ils ne se manifestent pratiquement pas en présence des 

premiers. 

Nous allons faire l'étude de: 

P(6), , R(6), 
en fonction de 6. (6), Q() (f) 

Nous remarquerons que: 

P(@)=1e RAS), 
ce qui nous dispensera d’étudier P (6). 

Etudions & (6). 

La courbe représentative admet les asymptotes : 

  

pat) 
tee 

La dérivée est: 

BO=* aime] O—(G + Pe) 8+ a], 
avec le signe: 

— pour ?’<1 

+ pour #?>1. 

Elle s’annule pour deux valeurs inverses l’une de l’autre: 1/y et 7, 
qui ne sont autres d’ailleurs que les racines de: 

Q(6)=9. 
Elles correspondent A des minima de R((@). 
Tl est intéressant de classer ces minima. On trouve: 

R(y)—R(1/p)=Pe—R.
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Tl y a done deux cas de figure selon que Pe= R/e (la variante est 
représentée en pointillés sur la figure 1). 

Rip) 

    

  

ee ee ee ee ee ee 

  r 
a
 

S ' 

  

  

‘ fen
) 

3S
 

Fig. 1 

P(@) suit évidemment une allure toute semblable. Il a deux minima 

pour les mémes vitesses y et 1/y. 

Ces minima se classent ainsi: 

P(y)— Pdly) =— (4) 

Notons aussi les relations : 

R)RO)=8 A 
R(y)Py)=A. 

Quant 4 Q(6), le numérateur de sa dérivée est : 

+ [(Pe+-R/c) B’—4Q64(Pc+ R/c)]; 
il n’est done jamais nul. ‘ 

Q(@) peut prendre toutes les valeurs positives et négatives. 
Ecrivons le coefficient de corrélation dans le systéme S(1/y), pour 

un paquet constitué d’ondes de vitesse moyenne 7: 

ou 

r, (+!, k!) = cos 0, | i * v'exp[— 1/2(P (1/7) k®-+R (1/7) 2")].
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Ainsi, il ne représente plus tout a fait un solide, puisque 7, dépend 

de k', ni un oscillateur parfait, puisque la vibration est amortie 

(terme en 7” de l’exponentielle). Les grandeurs ¢* P(1/y) et R(1/7) 

qui mesurent l’imperfection du corpuscule s’expriment d’ailleurs au 

moyen des invariants | Pc—R/c| et (PR—Q’) du paquet d’ondes. 
Ce sont: 

pe
 

  

rs (V(Pe— Ry +4¢ (PR—Q@)+Pc—R]. 

Ils sont done des invariants du paquet d’ondes. 

La grandeur 9=1/R(1/y) peut étre considérée comme un mesure de 

la durée de vie du corpuscule, tandis que /=1/P(1/y) mesure ses 

dimensions spatiales. 

13. Constantes physiques d'un paquet d’ondes. Les cing grandeurs: 

%, Ho, P, Q, FR, 

qui caractérisent le paquet d’ondes se réduisent & 4 indépendantes : 

7 > P, Q, f£, 

‘ puisque l’on a vu que la vitesse 7 de l’onde de phase s’exprimait au 

moyen de P, Q, R, par une équation du 2°" degré ayant d’ailleurs 

des racines inverses. 

Le groupe de transformation ¢(6) admet trois invariants : 

| c* pop — | = 8 po] 1 — 7*| 

| R/e — Pe| 

(PR — Q). 

On peut done dire que, parmi les quatre paramétres statistiques 
indépendants qui définissent le paquet d’ondes, il y en a trods (les 

invariants) qui représentent intrinsequement l’étre physique et un qua- 

triéme (la vitesse de phase y ou 1/7 du paquet), qui repére sa position 

par rapport au systéme de référence particulier qui a été choisi. 

Nous voyons ainsi se préciser le*sens physique ‘qu’il convient de 

donner & notre théorie. 

Soit un étre physique caractérisé par ses trois invariants, il est mathé- 
matiquement représenté par un paquet d’ondes. Et celui-ci peut revé- 

tir deux sortes d’aspect, selon que l’on se place dans des systémes de 

référence, tels que l’onde de phase ait des vitesses de propagation = 1. 

a) St y>1, il apparait 4 la fois, comme un zntracorpuscule de
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vitesse 1/y<1, et comme une ultraonde de vitesse 7>1. (conception 
de l’onde associée au corpuscule, au sens de L. de Broglie). 

b) St y<1, il apparait au contraire, & la fois, comme un ultracor- 
puscule de vitesse 1/y>1, et comme une infraonde (conception duale 
de celle de L. de Broglie et apparemment non confirmée jusqw’’ pré- 
sent par l’expérience). 

Si y=1, les deux aspects se rejoignent sur la ligne de démarcation 
eréée par la vitesse de la lumiére. 

On a alors: 

2Q=Pc+R/c, 

ce qui exprime que Q(1)=0. 

Mais cela s’écrit aussi: 

4(Q’— PR)=(Pe—R/c), 

et comme le premier membre est négatif ou nul, et le second, positif 
ou nul, il faut a la fois: 

@—PR=0 
Pc—R/e=0. 

Ainsi pour y=1, les trois invariants sont nuls. 

Le corpuscule apparait done alors comme ayant une individualité 

permanente (R(1/y)=0, 9=0cc) et par contre une extension spatiale 
infinie (P(1/y)=0, loo). C’est, pourrait on dire un «courant» de 
corpuscules certains (photons); il ne saurait y avoir de meilleure image 
du «rayon lumineua». 

Remarque: Etant donné un étre physique représenté par un paquet 

d’ondes et défini par ses trois invariants fondamentaux, la dispersion 

du paquet change selon le systtme de référence. Voyons de quelle 
maniére. 

D’abord, quel que soit 6: 

(1) |R(@Q)—e P@|=I. 
De plus, le produit P(6)R(6) est minimum et égal 4 A, pour 6=y 

ou 1/y (ses deux facteurs étant minima en méme temps). D’ow: 

P(B)RGE)SA. 
C’est la une «sorte» de relation d’incertitude. Elle différe cepen- 

dant de nature avec la forme classique de telles relations car, 4 cause 

de (1), P(@) et #(6) doivent varier dans le méme sens. On peut dire
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en somme quiici la relation d’incertitude se renforce en se dédoublant : 

la dispersion des fréquences et la dispersion des longueurs d’onde ont 

séparément une borne inférieure. 

II. LA PROBABILITE DE PRESENCE DANS I’ ESPACE-TEMPS 

1. Distribution statistique d’événements. Nous allons traiter 4 présent 
@un autre schéma, qu’inspire également le point de vue aléatoire et 

nous constaterons 4 travers un langage différent, son analogie formelle 

avec celui de l’onde aléatoire. Il nous apprendra en outre des choses 

nouvelles. 
La Théorie de la Relativité restreinte et le Calcul des Probabilités 

emploient. tous deux le terme «événement», mais tandis que celui-ci 

Venvisage en dehors de tout cadre spatio-temporel, celle-li fait reposer 

précisément ce cadre sur les notions de coincidence de deux événements 

et de distance de deux événements. 

Sous une forme ramass¢ée, on peut dire que: 

«Un point de Vespace-temps représente wne classe d’événements coincidents» 

et que: 

«L’espace-temps est espace abstrait des classes d’événements coincidents». 

En somme, la conception de l’espace temps revient & représenter un 

événement par un point de cet espace, en fondant dans une méme «con- 

gruence» tous les événements qui se produisent en ce point (c’est dire: 

au méme lieu et au méme instant). Un ensemble d’événements est alors 

un domaine de l’espace-temps, et attacher & chacun de ces événements 
une probabilité revient 4 considérer une densité de probabilité dans |’es- 

pace-temps. 

On est ainsi conduit bien naturellement, & satisfaire un des desidérata 

des Nouvelles Mécaniques: introduire une statistique sur la coordonnée 

temps comme sur les coordonnées d’espace. 

2. Sens physique d'une densité de probabilité dans l'espace-temps- 
Soit un systéme de référence S(0), que signifie physiquement un point- 

-6vénement de coordonnées (X,7')? Il lui correspond dans l’espace 

géométrique (coordonnée X) un point animé de la vitesse X/7'. Ona 
en effet, en vertu des formules de Lorentz. 

X(X/T)=0,
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ce qui veut dire que les points (X, 7’) du systéme de référence S$ (0), 

tels que X/7’=c", ont pour transformés des points cmmobiles dans le sys- 

teme de référence S(X/7'). Ces points (X, 7’) ont done bien, dans le 
systéme S(Q), la vitesse X/T7’. 

On notera que les vitesses ainsi définies se composent selon la loi 
relativiste. 

Soit maintenant une densité de probabilité dans l’espace-temps, repéré 

par un systéme de référence S(O). Il lui correspond dans l’espace 

géométrique de ce systéme (coordonnée X) des points qui parcourent 
Paxe des # avec des vitesses dispersées autour d’une valeur probable 

(=): Cette densité de probabilité se manifeste donc, aux yeux de 

Vobservateur de S(O) comme un «train de particules ponctuellesy sui- 
vant la méme trajectoire (l’axe des 2), avec des vitesses distribuées 
selon une certaine loi de probabilité. N’est ce pas la précisément une 
image de ce que lon voit dans la chambre de Wilson, lorsque les phy- 
siciens expérimentaux déclarent qu’elle est traversée par un «corpuscule»? 

3. le paquet d’événements. Considérons done un point aléatoire 
(X, 7’) dans l’espace-temps, c’est & dire une certaine distribution de 

probabilité de présence, définie par une loi conjuguée: (a, ft). 

Comme pour l’onde aléatoire, linéarisons le probléme en supposant 

les nombres aléatoires: X, 7’ faiblement dispersés. Nous savons que, 

dans ces conditions, les nombres purement aléatoires : 

X=X-X et ['=T-T 

sont distribués selon la loi de Gauss-Bravais. 

De méme que nous avions appelé: «paquet d’ondes», le cas corres- 

pondant pour l’onde aléatoire, nous appellerons maintenant: «paquet 

d’événements» cette distribution de probabilité dons l’espace-temps, con- 

centrée autour d’un point probable. Nous nous proposons d’étudier 

Vétre physique représenté par un paquet d’événements. 

Une remarque s’impose ici: les corrélations entre eux des événements 
qui constituent le paquet et qui sont le lien indispensable pour faire 

dun simple «ensemble» de points aléatoires un «espace», paraissent étre 
laissées de cdté. En fait, elles sont déjé implicitement contenues dans 

la métrique qui a été adoptée pour l’espace-temps. Le coefficient de 

corrélation entre deux points-événements doit étre considéré comme 
étant une fonction : 

f(@)
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du carré de la distance, telle que f(0)=1 et satisfaisant d’autre part 

aux conditions de cohérence. C’est en posant V’invariance de ce coeffi- 

cient de corrélation, c’est 4 dire celle de s*, que nous avons été conduits 

4 adopter comme groupe de transformations de l’espace-temps, le groupe 

de Lorentz étendu : 

  

(B)+beT6). peo) = T(6)+B/e X(6) | 
OCB evj1—B"| 

Appliquons aux coordonnées aléatoires (X, 7’), la transformation de 

Lorentz étendue. Un simple caleul algébrique donne immédiatement 

la loi de transformation des caractéristiques statistiques de la distribution : 

     

2 (=X @ = ESF a, G) 

6-7 =F a,—pjewy 
    

1 
E@=xX"6)=7 ze ed 

F(6)=X'(@) 7" (6) =                 cG 

te aie Race 
G(8)= 7") = Te aCe 28/el*-+ G) 

Ces transformations forment un groupe, caractérisé: d’une part; par 

Vinvariance de |x?(@)—c* 8 ()|; d’autre part, par celle de la probabilité 

de présence : 

Bhat 

2nVA 

L’analogie formelle de ces formules de transformation avec celles qui 

transforment les caractéristiques statistiques du paquet d’ondes, nous 

permet de répéter—en modifiant seulement le langage — la théorie 

que nous venons de développer & leur sujet. 

Cette analogie existe méme en dehors de la linéarisation «en paquet» 

que nous n’avons adoptée que pour rendre nos idées plus faciles a 

exposer. : 

  
  exp : sy (Gat 2Fat+Et)| : An EG—F. 

4. Autre forme de la dualité onde-corpuscule. Occupons nous 

d’abord de aspect moyen du paquet d’événements ayant la vitesse
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probable : 

(en négligeant les parties purement aléatoires X’ et 7" devant les valeurs 

probables a, et t,). Dans le systeme S(0), ils apparaissent comme un 

courant de particules ponctuelles se déplagant le long de l’axe des x 

avec la vitesse y= amt), 
ct, (0) 

a) Dans le systéme de référence S(7), on a, de par les formules de 
Lorentz : 

ay (7) = 0. 

Cela veut dire que le courant est immobile dans le systéme S(y) ou 
encore constitue un corps solide ou «corpuscule» qui, dans le systeme S(0) 

est animé de la vitesse 7. 

b) Dans le systéme de référence S(1/y), on a: 

i,(1/7)=0. 
L’étre physique y apparait donc comme un ensemble d’événements 

simultanés ou onde stationnaire; dans le systeme S(0) l’aspect corres- 

pondant est celui d’une onde progressive de vitesse 1/7. 

Ainsi, un paquet d’évéments est & la fois un corpuscule (ou plutét un 

courant de corpuscules) de vitesse 7 et une onde de vitesse 1/7. 

5. Considération des moments du second ordre. Tant qu’on se 
borne aux valeurs probables, on ne fait pas jouer le point de vue 

statistique. Celui-ci ne s’introduit qu’avec les moments du second 

ordre; il va apporter une précision plus grande a nos idées. 

Les systémes de référence S(y) et S(1/7) sont aussi ceux qui jouis- 

sent des propriétés suivantes : 

a) F nul. 

b) E et G@ minima. 

On n’aura plus en général de corpuscule et d’onde parfaits. Mais 

parmi tous les paquets d’événements ayant les mémes caractéristi- 

ques P,Q, F et ne différant que par la vitesse probable, il y en a deux 

qui revétent le mieux possible respectivement l’aspect onde et l’aspect 

corpuscule. Ces aspects éclipsent les autres dans leur manifestation 

expérimentale. Un cas limite est 4 examiner spécialement: c’est celui ot: 

y=1/y=1.
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Il s’agit alors du photon et de l’onde lumimeuse. Les trois inva- 
riants fondamentaux : 

  2 ry? vr YR, F12 FyTD 
jet —a2il, [er — X" |] ef VXF 7" Xe 

étant nuls, on a nécessairement : 

Pen he 

c’est 4 dire que chaque événement individuel consiste en la présence 
d’un photon. 

Si y#1, Vargument de la loi de Gauss est, dans le systeme S(y) 
— par exemple — :. 

2 ? Jip oe 
E(y) Gi) 

Le corpuscule imparfait n’est done pas tout A fait ponctuel et sa dis- 
tribution n’est pas tout & fait permanente. On peut dire encore que 
sa position et son temps propre’ sont quelque peu incertains. Ces 
incertitudes sont de l’espéce crenforcéen, c’est 4 dire qu’elles portent 
séparément sur la position et le temps. * 

Nous verrons, au contraire, que les incertitudes sur la position et la 
vitesse sont bien de l’espéce d’ Heisenberg. 

    

6. Raccord des schémas de l’onde aléatoire et de la probabilité 
de présence. Si nous posons le principe que des grandeurs qui se 
transforment de la méme maniére, représentent les mémes étres physiques, 
nous sommes conduits a écrire: 
d’une part: 

    
vb ae 

Ho ye wae? 
d’autre part: 

e. Ge DOP ee ea oh, 
—=— = ou = 
ra Rye ~~ Q Rie Pe as 

et 4 identifier—-& un facteur prés —les trois invariants : 

9 
|ee—a|, |G?—E|, VEG—F, 

  

‘ Cette question est visiblement la méme que celle du temps propre & attribuer 
& ce qu’on appelle classiquement: «un systtme de corpuscules». Le point de vue 
aléatoire la résoud en adoptant le temps ¢ du centre de gravité et une incertitude 
sur la coordonnée «temps». 

2 Comme celles de Landau et Peicrls. 

POTR. PUYSIC. 3 12



  

ET TURRET eee LITT Lek A ODEDRRANT 5 710 

aux trais autres invariants : 

|wie—at|, |Pco—Rfe|, VPR—@. 

On aura ainsi attaché wn paquet d’ondes & un paquet d’événements 
et inversement. L’un et l’autre représentent le méme étre physique, qui 

est caractérisé par ses trois invariants. 

7. De la relation d’incertitude. Caleulons la partie purement aléatoire 
de la vitesse. Ona: 

y= XO) _ 2) +X") 
TO) 40) +7 (0) 
  

et, en vertu de ’hypothése que les dispersions sont faibles : 

V'(0)= a [X' (0) —-ye 7" (0)], 

avec ees a, (0) 

ME %O) 
Formons le moment rectangle: X'(0)V'(0). Ona: 

YOM =~ [X"(0)—ye T*(0] = 4 (Eye F). a (0) V0) ‘(0 (0)—ze 7" (0)] = st yok) 

(E— Ge) + (E— Gey + 4c (EG— F*) 
: 9 

  

  E—yek = 

est un ¢nvariant que Von 4 pamener par: 

E(y) ou X*(y), car'F lyfe 0. 

D’autre part: .., : 

aos fg) in OW TTF fn ne 
masse au meres. est aussi un invar ariant. ; 

Puis : eo seas 

4 ee 4 OVE ih a. 
| 

est egleman un znvar tant que nous edesmuonid Be =e 

~ Maintenant, ‘Capres Vinggalité. a Semen 

  
ae 

© MOVOTO) a xo. =p
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La borne inférieure de l’incertitude est done un ¢nvariant, indépendant 

du systéme de référence S(0)— qui est un systéme de référence quel- 
conque — et caractéristique de l’étre physique envisagé. 

2 

X*Q) se présente sous la Remarques. 1. Pour y=1, le quotient 
epee an ‘0 (7) | 
forme indéterminée 0/0; on ne trouve done pas, méme dans le cas dU 

photon une incertitude nulle. 

‘2. Dans le systeéme S(y) du corpuscule, si l’on adopte le temps t, (7) 

qui est, dans ce systéme, le temps de l’événement probable du paquet 

d’événements (le temps propre du corpuscule, pourrait-on dire), on a: 

— h 
X'? == —} 

7 ele 

formule dans laquelle on reconnait la loi du mouvement brownien. 

Ainsi, «l’évolution» du paquet d’événements suit une loi discontinue 

(X non dérivable par rapport a ¢,). Il est curieux de remarquer que 

Von peut o¢pendent traiter la méme probléme a l’aide d’un paquet 

d’ondes, done en utilisant la dérivation aléatoire. Ceci montre qu’il 

n’est pas interdit au schéma aléatoire dérivable de permettre la 

solution de problémes qui semblent ressortir d’un schéma non déri- 
vable'. 

3, Une des grandes difficultés qui empéche le raccord des Nouvelles 

Mécaniques avec la Relativité est ’impossibilité apparente d’introduire 

un paramétre d’évolution jouant le role du temps. Il nous semble bien 
que le point de vue aléatoire résoud cette difficulté puisqu’on peut 

concevoir une éyolution d’une distribution de probabilité dans l’espace- 

-temps, en fonction du temps propre du point probable. 

II. Le cHAMP ELECTRO-MAGNETIQUE 

_- 1. Champ. électromagnétique. Nous traiterons maintenant d’un troi- 
siéme schéma qui va éclairer le sens physique A donner aux deux pré- 

eédents. 

1 Cette remarque vise des objections qui nous ont été faites autrefois sur la limi- 

tation du pouvoir dexplication du schéma aléatoire dérivable. Nous avons, pour. 
notre part, toujours soutenu la thése de la nécessité de la dérivée pour faire de 

PAnalyse ‘mathématique, et de l’efficacité de cette notion, convenablement généra-~ 
lisée — (Voir «Mécanique Aléatoire», 1°" Partie).
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Considérons un champ électromagnétique 

& (0 ? B, ? B) 

6(0,H,, Hl), 
normal a l’axe des x; et une densité de charge eléctrique 9, les char- 

ges étant animées d’une vitesse w, dirigée selon l’axe des x 

Le calcul montre que les équations de Maxwell, relatives 4 ce champ; 

      

ig Soa, | gt ee ag, ee 
oy dz oz oy’ oy dz 

ay UO Ea a 
dy az a ¢ ot ow 
fe wv, 1loH,___ (0B, 1 0B, _ oF, | 

re © ot ox? © ot on 

sont invariantes par rapport 4 la transformation de Lorentz étendue 

1 1 
Cr). =; z2=2'5 “ita wie '+Bet); y=y “i ee 

en adoptant les lois de transformation suivantes pour le champ électro- 

magnétique : 

B@=5(B,-GH)s TG) = + (UBB): 

BQ==(B+8H); HQ => (He-EB,)s 

=| 6-By)3 
eS an 

eV |1—f*| 

  
j@)=+U-6)3 

Les vecteurs @ et 6 forment dans le plan des y,z une figure géo- te} 

métrique qui, abstraction faite de son orientation dans le plan, est défi- 
nie par les invariants géométriques suivants 

B, 8 ct (@x#),. 
Les deux premiers sont les modules carrés des vecteurs ; le troisiéme, 

- 

la composante selon l’axe des x de leur produit vectoriel (dont les deux 
autres composantes sont nulles) 
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Ces grandeurs se transforment ainsi: 

  

  

  

(= OP OX); 

(© O><6 @). = a [Fat HLH) (<e) 6a 
Ue, Vceee 1 629 2 p2 ee Tame 26 (@>< 6), +6? 6"). 

2. Association d'un champ électromagnétique & l’onde aléatoire. 
On remarque immédiatement que ces grandeurs se transforment comme: 

Pe, Q & Eis, 

tandis que et j se transforment comme », et p,c. Par conséquent, 

on peut associer les caractéristiques du paquet d’ondes aux grandeurs 
électromagnétiques en posant: 

dune part: 

(ous) flea) 
By ®, 
  

et d’autre part: 

(& ou 6°) ne (6? ou &°) #3 (#6), 

Ric Pe Q 
    

On notera que les proportions précédentes sont bien homogénes en dimen- 

sions (@ est exprimé en unités électrostatiques et 6, en unités électro- 
magnétiques). 

Les trois invariants de la transformation des grandeurs éléctro- 
magnétiques : 

lp—p |, @-&, |&.4], 

s’identifient respectivement aux trois invariants de la transformation des 
caractéristiques du paquet d’ondes :   |We—of|, |Rle—Pe], VPR—@. 
Dans les systémes de l’onde et du corpuscule (vitesse 7 et 1/y), on 
a& vu que: 

Y(y)=0 et o,(1/y)=0. 

1 en résulte que dans l’un de ces systdmes, ou 9 ou j est nul. 

Remarque. Nous ne pouvons pas nous empécher de souligner com- 
bien simplement le point de vue aldéatoire permet d’incorporer (grace
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a Vapparition des caractéristiques P,Q,, circonstance qui lui’ est 

propre) l’électromagnétisme dans la Relativité restreinte, alors que la 

Relativité généralisée ne réussit que trés imparfaitement 4 en rendre 

compte. Et pourtant, la Relativité restreinte étant basée sur l’invariance 

des équations de Maxwell, on. aurait da raisonnablement penser: qu elle 

devait contenir en puissance I’électromagnétisme. 

3. Charge électrique et moment magnétique. Choisissons, par 

exemple, l’association : 
é Bo. 85 

Poe J 

(ce que nous allons dire est vrai aussi bien pour l’autre association 

possible). 

Alons ¢(y) et / (1/7) sont nuls. 
Le. corpuscule transporte une charge : 

e(1/y)=9 (1/7) dx (1/7), 

et l’onde est accompagnée par le courant Slectrique : 

i(y)=j (y) dee) 

A ce courant, correspond un moment magnétique, situé dans le plan 

des (y,z), et ayant pour composantes : 

OM, (y) = — 2) (7) dae (7) 
M,(y)=. yj (y) de (7) . 

Montrons que la charge électrique et le moment magnétique sont des 

invariants. 

On a d’abord: 

    

ps 6) = ae lin) i 

J or Fi (y)- 

Ensuite : 

et tan OyE (OY i= fier iy) ae Cin ale es 
dO} Sey 2 ae I 

d’ou enfin : Oe air 1-7], dt (7) ~ Va" 1-7 f 

e (1/7) dar (1/y)=¢ (0) da (0) 
J (7) dae (y) =) (0) de 0); -
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et comme y-et z se transforment selon lidentité, ¢, 7, et M7, ne eepeny 

dent pas du systéme de référence. S(O). - j B b0ep 
Ainsi, & un paquet d’ondes aléatoire, de vitesse de phase me sont 

associés :° - fy ch sphathe 

une charge électrique eae 
invariants, 

un moment magnétique 

et l’on peut considérer que la charge électrique accompagne un corpus- 

cule de vitesse 1/7 et que le moment magnétique accompagne une onde 

de vitesse 7 (ou inversement). ees. 

Il y a done une espéce de «dédoublement» de la conception courante 

qui consiste & attacher 4 un-corpuscule & /a fois une charge électrique 

et un moment magnétique. Ces entités se rattachent en fait 4 l’étre 

physique: paquet d’ondes, et une anges, oi Mites si he 

Vautre, aspect onde.--- ~ .-° a wae ae Sri ella 

Lorsque 7=1, invariant |’—j*| est nul, ce qui entraine que (1) 

et j(1) sont ante: Un paquet a spies lumineuses. (ou un photon), 1 n’a 
done ni charge électrique ni moment magnétique. 

4. Ondes électromagnétiques de Maxwell. Ace slept le 
pega formé d’ondes Meciromagneiiges de vitesse 1. 

- Alors i eee 

Q(6)=0, 

admet la racine double 1, ce qui entraine & la fois: 

R/c—Pe=0 

: PR-@=0 
On aussi d’autte part: ‘ : 

pee—oa,=0, Phen arias ob 

puisque par hypothése : he. 
Po 

Ie cces exprime : ey aos 

AA) “que le c Seite de vitesse égale a ¢ (photon) n’a pas de charge 

Sesotriaus 
re ET Ce ERS 

2.°) qu il est -accompagné par des chanips— dlectrique et magnétique 

ortogonaux et éyaux, car: ) 

petosse. Ou Gites Sa wee es ae eg tye: Ob 265 Gee 

Ces conséquences sont de nattire:i..denner confiance dans l’assimilation
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que nous avons faite des propriétés electromagnétiques aux caractéris- 

tiques statistiques du paquet d’ondes. 

5. Ondes de vitesse 7#1. Soit maintenant un paquet d’ondes de 
vitesse de phase y#1. 

St y>1, nous pouvons appeler ces ondes: ondes de L. de Broglie, 

et nous avons vu que le paquet représente: un (infra) corpuscule, de 

vitesse 1/y<1, et une (ultra) onde, de vitesse y>1. 
Si 7<1, ¢’est un nouveau genre d’ondes, duales des précédentes, 

dont le paquet se manifeste sous l’aspect : 

d’un (ultra) corpuscule, de vitesse 1/y>1, 

et d’une (infra) onde, de vitesse 7<1. 

Dans les systémes de référence liés aux corpuscules et aux ondes, ona: 

Q(7)=Q(1/7)=9. 
D en résulte que: 

Bx A= 0; 

e’est 4 dire que, dans ces systémes, les vecteurs @ et 6 sont portés 
par le méme support. 

D’ailleurs, les supports relatifs au systéme (1/7) sont orthogonaux. 
On le voit, en remarquant que le changement de f en 1/8 produit, 

dans les formules de transformation du champ électromagnétique, 
Veffet suivant : 

| B,(1/6)= H,(6) H; (1/8)=—B, (6) 
B, (1 /p)=—H, (¢) A,(A/f)= BG), 

de sorte que: 

@ (6) .8(1/8)=B, () B, (1/6)+-B, 6) B,(1/8)=[8(8)<8@),, 
soit zéro si 6=7 ou I/y. 

Les vitesses y et 1/y des corpuscules et des ondes sont reliées au 
champ électromagnétique par les formules : 

  

  

1 {#46 C TTR 
yi’: 2 (B>< 8), 

Dans le cas de corpuscules et d’ondes parfaits, c’est 4 dire lorsque: 

PR—-Q=0, 
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on encore, lorsque la dispersion (optique) est certaine — cas des ondes 

électromagnétiques dans un diélectrique — on a, de plus: 

P(7)=0; R(1/;)=0, 
d’ou: 

6(7)=0; &(1/7)=0. 

Alors, chaque corpuscule (ou onde) est accompagné par un champ 

exclusivement électrique ou exclusivement magnétique, orthogonaux et 

égaux en module. Il y a une sorte de dédoublement de l’onde électro- 
magnétique de Maxwell. 

Il y a la une différence avec la propre théorie de Maxwell, selon 

laquelle les vecteurs électrique et magnétique sont alors inégaux en 

module et orthogonaux, et se propagent avec la méme vitesse. 

La figure suivante résume nos conclusions : 

6 (1) 6 (3) & (1) 

&(x) 

>> oa 

& (1) A(t) B(1/) 6 (1/7) 

1. Ondes électromagnétiques 2. Cas général 3. Ondes electromagnétiques 

dans le Vide dans un diélectrique 

6. Association d'un champ electromagnéticue & une distribution de 
probabilité. Si nous rapprochons maintenant l’association faite dans la 
section II, de la probabilité de présénce au paquet d’ondes, de celle 

que nous venons de faire du champ électromagnétique au paquet d’on- 
des, nous obtenons l’identification suivante : 

    

d’un part: po a ou ae ane 
A ? p 

; BE Gé Fe Be Oe Fe 
dautre part: — = — = —=— = ‘ 

& B (6 < &) ; B 6? (6 «x )) 

Nous laissons au lecteur le soin d’exprimer en langage clair les con- 

conséquences de cette nouvelle analogie. 

7. Généralité des résultats précédents, Nous croyons n’avoir rien 
enlevé d’essentiel & l’exposé de nos idées, en limitant dans les schémas
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aléatoires P'espace-temps 4 deux dimensions. Nous indiquerons pourtant 
que si l’on voulait traiter le probléme sous une. forme. tensorielle géné- 
rale, il faudrait : 

1°) dans le schéma de Vonde aléatoire, partir d’un coefficient “de 
corrélation : 

( r. ( ky, ks, ks) = Cos (Q:—M, kM, k,—M, ky) ’ 

  

la loi de probabilité (©, »,, 4), 4,) étant-dans la linéarisation du paquet 
—-représentée par le tenseur symétrique formé avec les 16 moments 
rectangles (10 différents) des Q et des M. 

“. 2°). dans le schéma de la probabilité de ro partir d’un loi de 
distributions 

e985); 

qui se représente par un tenseur symétrique 4 16 composantes (10 disffé- 
rents), formé ayec Tes moments rectangles Oo 3, ¥,2,7. 

Chacun des tenseurs précédents représente en ‘fait, le tenseur'/e plus 
général de eae temps, puisqu’en faisant’ varier la loi de ptebabiliis 
conjuguée, on peut lui donner n “tmporte eel? valeur. Ta la, _¢royons 
nous, €n puissance, une possibilité d Vexp ication, en termes d’ondes ou 
en ‘termes de probabilité, de toutes les lois physiques, puisque celles-ci 
s’expriment. par. des relations. tensorielles. Un. tenseur. quelconque 
pourra toujours, en effet, étre identifié avec une certaine onde aléatoire 
(ou distribution de fréquences et de longueurs d’ondes dans un eapane 
@ondes):. ee ee ’ 

En: second lieu, il serait évidemment intéressant de Meat ces 

idées, ‘en.se dispensant de la linéarisation ani nous a permis de ne faire 
que des caleuls 6lémentaires. 

IV. Les ULTRACORPUSCULES ET LA LUMIERE 

1. Les ultracorpuscules et leur dynamique. Nous avons soutenu 
que, au méme.titre que L. de Broglie. a associé une (ultra): onde & un 

(infra) corpuscule, on devait aussi associer un (ultra) corpuscule & 

“ine (infra)'onde...‘Or,“ les ondes lumineuses dans ‘un miliew réfringent 

sont justement des infraondes.-“ On-doit done pouvoir aussi bien traiter 

de leurs propriétés en langage d’ultra corpuscules (disons méme d’ultra- 

photons), & condition de préter a ‘ceux-ci la dynamique qui leur convient. 

Notré. avis. est. d’ailleurs que,si.la théorie ¢orpusculaire dela Lumitre
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n’a pas encore pu étre réconciliée avec sa théorie ondulatoire, c’est 

parce qu’on a songé uniquement & des infracorpuscules, les vitesses 

supérieures & ¢, étant considérées, & tort, comme prohibées par la 

Théorie de la Relativité restreinte. 

L’ultracorpuscule suit, bien entendu, une dynamique différente de la 

relativiste classique (ot 6<1). Dans le groupe de Lorentz étendu, on 

est conduit 4 baser ainsi la dynamique du corpuscule (infra ou ultra): 

  M t m1) : a asse: m(Q) = reac 

Quantité de mrparerqent 3 PO) as a 

~m (3) c° : ses 

Vj1-@| 

~ Ces formules qui, pour e<1, rejoignent la bd Sn relativiste, 

‘eréent’ Vassez sérieuses différences lorsque (?>1 . 

Pour 6~co, la masse est nulle; la quantité de mouvement est’ ‘gale 

a’ m(co)e; et l’énergie est nulle. 

On remarquera que l’on a, en tous cas; “Tee -@latich suivante entre la 

quantité de mouvement et neon 

Energie: &(0) = 

E O, 
  ?p ©) = a. 

2. Propagation rectiligne de la iain On a tendance & croire que 

la théorie corpusculaire de la Lumiére rend compte ipso-facto. des faits 

de l'Optique Géométrique et n’éprouve de difficultés qu’en face de 

VOptique Ondulatoire. Or & notre avis, tel n’est pas le cas. Car si la 

Lumiére est formée de petits projectiles susceptibles de choquer. les 

particules élémentaires de la matiére, on explique bien la diffusion, 

particuliérement l'incohérente (effet Compton), mais on devient incapa- 

ble d’expliquer un aussi gros fait que la propagation rectiligne de la 

‘Lumiére, sans diffusion appréciable, dans certains milieux matériels-dits 

transparents et homogénes (comme les verres d’optique). Il faudrait en 

effet nous expliquer pourquoi la lumiére est capable de poursuivre 

imperturbablement sa course.rectiligne; en. dépit des .chocs. qu’éprou- 

vent les photons avec les. constituants élémentaires du. milieu non. vide 

qu’elle traverse. Et aussi pourquoi les rayons lumineux se traversent 

les uns les autres. et reprennent leur course sans modification aprés tre 

sortis. de la,zone d’interférence. vie 

Eh bien! nous allons précisément constater, sur nos “équations, que
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le choe des photons (ou plutét des ultraphotons) sur des ultracorpus- 
cules ne modifient ni leur trajectoire, ni leur fréquence. 

Considérons un milieu matériel, formé d’ultracorpuscules, et ayant 
Vindice de rétraction: n. La lumiére, dans ce milieu, ne consiste pas 
en photons proprement dits (de vitesse c), mais en ultraphotons de 
vitesse nc>c, qui sont associés aux ondes infralumineuses de vitesse 
c/n. La dynamique de ces ultraphotons est caractérisée, d’aprés ce que 
nous avons dit, par la relation: 

p=-n. 
¢ 

Examinons ce qui se passe quand, par un phénoméne tout 2 fait 
analogue & l’effet Compton, un ultraphoton chogue un ultracorpuscule 
de masse propre m,. &, et &, étant ses énergies avant et aprés le choc; 
9, angle de déviation du rayon luminoux, et 2 l’angle de la direction 
de recul de V’ultracorpuscule choqué, écrivons les équations de conser- 
vation. On obtient': 

  

  

  

m,¢ 
& = + 8 

0 Vi—1 4 

ny _ ng ao Pai cos 0+ m,¢ cos 9 Vit 1 

hs ae alas sin 0-+-m,esing| Em 1]. 

On en tire, par un calcul tout & fait paralléle au calcul classique : 

(n?—1) (8 + &)+2 (1--n? cos? 0) &, 8, =2m, c? [m, P—V/(,—8, + nc | 

expression qui se laisse mettre sous la forme remarquable : 

(n?— 1) (8,—8)'+ 2n® (1—cos 0) & 8, = 2m, ¢ [m, eV (&—8, + myc ] . 

Cette égalité va nous conduire & des relations trés strictes. Le pre- 

mier membre est, en effet: XO, et le second: 20. On doit done 
avoir nécessatrement : 

&=6, (pas de changement de fréquence) ; 
cos 9=1 (pas de déviation du rayon lumineux). 

* On étudie le choc dans un systime de référence dans lequel l’anticerpuscule a 
la vitesse B=co avant le choc, e’est 4 dire aussi, dans lequel l’infraonde est 
stationnaire.
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Pour mémoire, nous noterons que l’anticorpuscule reste immobile. 
Ainsi, la Lumiére est bien — comme l’expérience /a plus grossivre nous 

l’a d’abord montré — capable de traverser sans perturbation certains 
milieux. 

Ce calcul nous explique aussi pourquoi des faisceaux lumineux se 

traversont sans modification (puisqu’il s’agit toujours du choc nul de 
deux ultracorpuscules). Cela ne préjuge rien de ce qui peut se passer 

dans la zone d’interférence parce que: 

1°) Les équations du choc ne sont qu’un bilan «avant, aprés» qui 

ignore le détail du mécanisme du choc. 

2) Les franges résultent d’une question d’intensité, et non pas du 

mécanisme élémentaire. Elles doivent s’expliquer par des superposi- 

tions de probabilité. 

Si nous tirons de 1& les conséquences qui s’imposent, il nous parait 

qwil faille y vo'r une confirmation de l’existence physique des ultracor- 

puscules: il faut les chercher parmi les constituants élémentaires de la 

matiére transparente et homogéne. 

3. La masse des ultraphotons. Aux ondes lumineuses dans un milieu 
réfringent, il faut associer non des photons, mais des ultraphotons. 

Ceux-ci ont une masse, d’ailleurs trés petite, dont on peut évaluer l’or- 

dre de grandeur de la maniére suivante. 

La longueur d’onde associée étant : 

1(0) mes 
p(0) 

oy OE 
wh) Tee er 

on en déduit : 

La masse propre des ultraphotons est nulle pour 6=1, et ce sont alors 
des photons. Elle croit ensuit avec @ et tend vers la limite: 

  

h 
M (co) = ” 

(=) (0) ¢ 
Or, on a: 

S 5A ee 
O°) Sele * 

Done pour les ondes lumineuses (2.(0) compris entre 10° et 10~‘cm), 
m(co) est compris entre:
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92,2510" et 1,2><10™ 
(pour mémoire: masse de l’électron=0,9. 10“). 

4, la loi de la réfraction. La loi.de la réflexion s’interpréte bana- 
lement en termes corpusculaires, que le corpuscule acompagne ou non 
Vonde lumineuse. Il en va tout autrement de la loi de la réfraction 

qui, si l’on attache le corpuscule & l’onde, donne pour Vindice de 

réfraction l’énverse de la valeur réelle'. | 

- Le-raisonnement corpusculaire peut se résumer ainsi: 

On pose la conservation de I’énergie et de la quantité de mouvement 

paralléle a la surface de séparation des deux milieux. 

Et cela donne: = 
Boe. BB 

Cc 
—sin?t = 

c 
  sin? , 

Se étant la vitesse du photon réfracté. 

6. is (n=indice de réfraction) et l’on ale résultat faux: , 4 

sing = —sinr. 
n 

~ Dans le concept de Vultraphoton, la loi. de Descartes s’établit au 

contraire,. correctement. En effet, & l’onde infralumineuse. de vitesse 

c 4 ches ; : uf é 
7 dans le milieu réfringent, ‘s’associe un ultraphoton de vitesse ne. 

Par suite l’on a bien: 

sing=nsinr. 

La loi de Descartes est équivalente au principe de Fermat.. Done, 

on a: 

[nds ~ minima’; / 
ce aes 8 crit aussi > 

v=nc étant la vitesse de l’ultraphoton. | 
Le principe de Fermat est ‘done identique au principe de Maupertuis 

appliqué a l’ultraphoton, et ce ‘dérnier principe résulte de la dynamique 

des ultracorpuscules (puisque. E Se conserve). 

* Leg. -remarques. qui suivent ne sont,pas nouvelles. L. de Broglie y a déja beau- 
coup “insisté; mais ce qué ious appértons: de neuf e’est be apa (corpuseule de 

vitesse supérieure 4 c). wes i ras
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‘Nous pensons’ avoir montré que les faits fondamentaux de l’optique 

s’expliquent avec une grande simplicité, dans l’hypothése corpusculaire, 

lorsqu’on admet des vitesses supérieures & c, ce que nous avons montré 

ne pas étre interdit par la conception relativiste. 

- V.- LES PARTICULES ELEMENTAIRES 

1, Idées générales. Lorque la Physique expérimentale décrit le 
résultat de ses investigations dans le domaine atomique, elle s’exprime 

en langage de «particules», c’est a dire de corps matériels trés petits, 

doués de certaines propriétés mécaniques et électromagnétiques. Tout 

le monde sait bien a présent que les particules élémentaires sont tout 

autre chose que de simples «petites billes». Nons croyons avoir précisé- 

ment montré quelle idée on pouvait s’en faire, soit comme paquet d’on- 

des, soit comme paquet d’événements. Et nous sommes amenés a appeler 

«particule» cet étre physique ambigi qui se compose dun corpuscule 

et d’une onde associés. 
Mais une fois pensé cet étre, i y a bien des ¢ cas ou Von peut raison- 

ner sur lui comme sur une «petite bille» — la théorie cinétique a tout de 

méme donné des resultats, et la Mécanique Céleste traite les astres 

comme des points matériels. Péut tre un jour se dispensera- -t-on d’em- 

ployer de telles images. En attendant, nous les utiliserons encore car 

c’est le seul moyen ‘de confrontrer nos concepts avec. les connaissances 

expérimentales. 

Rappelons que nous avons distingué deux sortes de particules, que 

nous appellerons dorénavant : 

infraparticules (infracor puscule/ultraonde) 

- et wre npioutes ( ultracorpuscule/infraonde) . ue ea 

Laissons provisoirement de coté Vinterprétation 3 a donner de cette ie: 

tinction, et voyons comment sittribuent aux particules élémentaires une 

oO > eae é ¥ Soak 

, 
oo eh ya felaiye Ae j nae? are a 

Lito’ il s’agit- bd ae. particule «simple», les. diffévenites éharges qui 

constituent la distribution électrique dans-l’espace-sont toutes. de méme
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signe, et la charge totale e ne saurait ¢tre nulle sans que ¢ le soit. 

On a vu quiil en résulte alors que la particule a nécessairement la 

vitesse de la lumiére (aussi bien sous l’aspect corpuscule que sous 
Vaspect onde): c’est un photon. 

Mais pour une particule «complere», e peut étre nul sans que ¢ le 

soit, par suite des compensations entre les charges des deux signes. 

On échappe ainsi & la conclusion précédente et on peut concevoir des 

particules neutres n’ayant pas obligatoirement la vitesse de la lumiére 
(neutron, atome). 

Quant au moment magnétique, ses composantes sont: 

On, = — [ zjdwdy dz; 

ON, = [yj dee dy dz; 

avec j=¢7 ou ¢/7. 

Si j7=0, la particule a nécessairement la vitesse de la lumiére, & la 
fois sous ses aspects corpuscule et onde: c’est un photon. 

Mais une particule s¢mple peut avoir un moment magnétique nul sans 

que j le soit: cela dépend de la distribution des charges, 4 les supposer 

méme toutes du méme signe. I] peut y avoir également des particules 

neutres pourvues d’un moment magnétique. Enfin, moment magnétique 

nul n’entraine pas spin nul, si la particule est neutre (photon). 

3. Confrontation avec les particules élémentaires de la Physique. 
Nous n’avons évidemment pas l’ambition, par des schémas aussi simplifiés, 
d’apporter une explication des particules élémentaires, mais seulement 

de tirer les conséquences de nos considérations et de les confronter 
avec les connaissances expérimentales. 

Nous partons de l’idée de représenter les particules élémentaires de 

la Physique par un cpaquet» d’ondes ou d’événements. Nous savons 

dabord que ce paquet revét deux aspects que nous noterons. 

O~ eb ~O, 

—le signe ©, désignant l’aspect corpuscule et le signe ~, l’aspect 

onde — selon que c’est le corpuscule ou l’onde qui a une vitesse infé- 

rieure 4 1. 
Nous nous occuperons seulement des infraparticules. 
Nous devons attribuer ensuite & chaque demi-entité (Oou ~) une 

charge de l’un ou l’autre signe et un moment magnétique susceptible de 

deux signes. L’un ou |’autre de ces deux caractéres, ou méme les deux, 

peuvent d’ailleurs faire défaut.
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Enfin, de part et d’autre de la vitesse de la lumiére, charges et 

moments changent de signe. 

La confrontation donne les résultats suivants : 

Electron ae aa na 

Mésoton — 7 

Positon ,: a + 

Mésoton-+- ae 

a 
Neutron : 0 —~ O”~ 

Pe 

Photon : ¥ 

Il y a dans ce tableau certaines coincidences heureuses : 

a) Une méme particule chargée et pourvue d’un moment magnétique 

existe sous quatre formes; ainsi: 

electron/position 

mésoton —/mésoton +. 

b) La combinaison de deux particules de méme nature et de charge 

opposées crée un photon. 

En effet, Vensemble infraparticule (vitesse $) et ultraparticule 

(vitesse 1/@) a pour quantité de mouvement: 

pat me ( ‘i me/6 _ me(6 +1) 

vig vat yl 
et pour énergie : 

  

    

me me me (1+ 6) Vou: 8 

; ol Wine Se 
  =C¢ 
  

- oe 

c) Le photon est bien représenté, car absence de moment magnéti- 

que ne veut pas nécessairement dire spin nul (quand la charge est 

nulle). 

Il y a aussi quelques discordances : 

a) Il y aurait la possibilité de particules chargées sans moment 

magnétique ; elles ne sont pas connues. 

b) Le proton ne trouve pas sa place (il n’a pas de correspondant 

de charge négative), mais on sait qu’il est possible de le considérer 

PORT. PHYSIC. 2 13
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comme formé de la combinaison d’un neutron avec un mésoton 
positif. 

4. Interprétation des ultraparticules. L’hypothése que nous allons 
émettre ici est toute éntuctive. 

Un des résultats les plus nets de nos Schémas est qu’une méme par- 
ticule élémentaire se présente sous deux variétés; infra ou ultrapar- 
ticule selon que son aspect corpuscule a une vitesse inférieure ou supé- 
rieure 4 la lumiére. L’hypothése spéculative que nous avangons est 
celle-ci: les infraparticules seraient les éléments extranucléaires et les 
ultraparticules, les constituants du noyau. 

Nous allons examiner quelques conséquences de cette conception. 
Calculons d’abord les ordres de grandeur des ondes associées aux 

particules élémentaires considérées non plus comme des infra-, mais 
comme des ultra- particules. La formule A appliquer est: 

7 HOC A 6>1; 

m(B)e 6B? 
Contrairement 4 ce qui se passe pour la formule de L. de Broglie 
(avec 6<1), la longueur d’onde associée & un ultracorpuscule n’est pas 
tres sensible a la vitesse. Ainsi 6 serait il égal 4 2 —ce qui est le cas 
homologue des électrons les plus rapides connus (vitesse 1/2)—, 
que (0) ne serait diminué que dans le rapport 0,85. 

Nous calculerons done sur l’expression : 

h pe cdl 
mec 

(connue d’autre part sous le nom de longueur d’onde de Compton). 
On obtient : 

Ae 

0,9 .10-” 
qui est la longueur d’onde des rayons +. 

ana. 10 
ent Seeeml ie 

s £65, 10" 
Yordre de 10° A, ce qui correspond & des ondes apparemment en 
dehors du domaine exploré. 

Pour V’électron : 4 = = 2,4.10- em, soit de l’orde de 107 A, 

Pour le proton (ou le neutron): } = =1,3.10-"% em, soit de 

5. Comment se congoit la désintégration. La conception ordinaire 
du noyau est celle d’une matiére fortement concentrée dans un trds 
petit espace et défendu contre les bombardements de particules par une
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solide barriére de potentiel. Ce noyau renferme une énorme quantité 

dénergie (relativiste): mc®. La cdésintégration» du noyau améne la 

libération de cette énergie ou d’une partie de cette énergie. 

Nous sommes conduits 4 voir les choses d’une maniére extrémement 

différente. Les particules sont des étres physiques ayant une extension 

spatio-temporelle quelconque; tout au plus celle-ci est-elle concentrée 

autour d’un point probable. Ces particules sont & la fois des corpus- 

cules et des ondes. Elles revétent en outre deux aspects: infra et ultra, 

selon que leur corpuscule est moins ou plus rapide que la lumiére, ou 

encore que leur onde est plus ou moins iio que la lumiére. L’aspect 

ultra est celui des particules du noyau. La barriére de potentiel est 

remplacée par la ligne de démarcation de la vitesse de la lumiére. 

Nous avons dit que l’on pouvait jusqu’’ un certain point raisonner 

sur les particules comme sur des petites billes. La théorie de leffet 

Compton en est un des meilleurs exemples. Nous avons vu, en étudiant 

un ultra-ef'fet Compton (choc dultracorpuscules) qu’en raison de leur 

dynamique toute spéciale, les billes se traversaient, dans ce cas, sans 

perturbation. Ceci montre bien a quel point il est nécessaire WVidéaliser 

cette image des billes. Nous avons pu expliquer ainsi pourquoi la 

lumiére se propage en ligne droite et pourquoi deux rayons lumineux 

se croisent sans accident. Maintenant, nous allons étudier un autre phé- 

noméne: celui ot le choc transforme une des ultra particules en une 

infra particule. 

Placons nous dans un systdme de référence ot un ultracorpuscule du 

noyau a une vitesse infinie—c’est & dire oi son onde associée est 

stationnaire. L’énergie de l’ultracorpuscule est alors nulle. On voit que, 

contrairement & la conception d’Einste’n, nous considérons le noyau 

«au repos» comme dépourvu d’énergie, et non pas doué de Vénergie 

énorme me*. Il posséde par contre une quantité de mouvement caw 

repos» égale & mec. 

Bombardons maintenant le noyau avec d’autres ultracorpuscules 

a” ae ; ; c 
(crest a dire avec un «crayonnement» au sens habituel, de vitesse >): 

n 

Ecrivons les équations du choc élastique : 
2 My € 

° c 0 

Pe ote we 
né, né& 
a = > cos §+m,¢cos 9 Cre, 

   

  

° 
né, . ; 

0 — Nisin d-+-mesing (Ee 

va 

A 

1) 

) sia AG 
6
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Le calcul familier donne: 

(ws 1) (S,—6,)° +268, n (1 fm COR 9) Rr ae 2m, c V(8,—8,)-- my c' ’ 

et comme x1 (les particules incidentes étant des cultra»), l’égalité 
ne peut étre satisfaite que si. 

a) §=0; 

b) &—& =m c. 

Le choe a done transformé l’ultra particule au repos, du noyau, en 

une infra particule au repos, pourvue de I’énergie mc’. La libération 

de l’énergie a consisté au total, 4 convertir l’énergie du rayonnement 
incident en une énergie infra-particulaire. Il a été «arraché» au noyau 

une masse m, qui s’est trouvée de ce fait dotée d’une énergie m, c’ qu’elle 

n’avait pas, tant qu’elle appartenait au noyau. Cette énergie a éte 

empruntée au rayonnement incident: elle a seulement changé de forme. 

Pourrait on dire: elle a été transférée du monde ultralumineux (intra- 

nucléaire) dans notre monde infralumineux (extranucléaire). 

La condition de possibilité de ce transfert est que l’énergie initiale 

du rayonnement incident, &,, soit supérieure ou égale & m,c*. Or, 

pour ce rayonnement incident — qui est une ultra-particule — on a: 

ie suas 6=h,; 

v étant la fréquence de son ultracorpuscule (associé & une infraonde). 
On a vu que la longueur d’onde de celle-ci est: 

D’ot la condition de possibilité: 

h 

My € 
  A< 

Si lon admet que le plus petit constituant de la matiére est l’électron, 
on voit qu’un rayonnement ne commence a provoquer la désintégration 

du noyau qu’a partir des rayons 7: 

A<dy. 

La désintégration sera en général, d’autant plus facile que les «ultra- 

-projectiles» employés seront lourds. En fait, c’est avec des particules « 

que Rutherford a réussi les premiéres désintégrations artificielles. Et
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dans les désintégrations réussies couramment depuis, (par neutrons, 

protons, deuterons), la longueur d’onde associée! est trés courte 

(10~* A). 
Tl commence A se manifester une certaine «cohérence» dans les consé- 

quences de notre hypothése. Des rayonnements d’une longueur d’onde 

supérieure 2 celle des rayons 7 ont la propriété de traverser sans les 

perturber ni sans étre perturbés, les noyaux atomiques. Cela explique 

bien la transparence de certains corps a la lumiére et aux rayons X. 

Les interactions entre rayonnement et matiére sont dus aux électrons 

libres et périphériques (émission, absorption, diffusion, diffraction). Et 

si la longueur d’onde du rayonnement incident dépasse Ay, on assiste & 

un nouveau genre de phénoménes: interaction du rayonnement et de 

la matiére nucléaire. 

6. La Radioactivité. Les phénoménes de la radioactivité ont ceci 

de surprenant qwils paraissent violer le principe sacro-saint de la 

conservation de l’énergie. La difficulté est levée quand on confére 

Vénergie relativiste mc? & la matiére au repos. Mais, dans notre 

thése, la matiére nucléaire au repos ne posséde pas d’énergie. 

Il ‘n’y a plus place & une cdésintégration spontanée» d’éléments ins- 

tables, puisque le réservoir d’énergie est vide. La désintégration ne 

peut venir que de chocs entre ultracorpuscules, disons plus briéve- 
ment entre noyaux. C’est le moment de se servir de image des «peti- 
tes billes». 

A une autre échelle, nous avons l’exemple des trois états de la 

matiére: gaz d’une part et solide, liquide d’autre part. Les molécules 

des gaz sont douées d’une agitation «thermique», en conséquence de 

laquelle, elles se choquent, ce qui n’arrive pas aux molécules des deux 

autres états. 

Il y a, disons nous, la méme différence entre un élément chimique 

radioactif et un élément chimique stable, qu’entre les états gazeux et 

les états solide et liquide. 
Dans un élément radioactif, ce sont les ultracorpuscules (ou noyaux) 

qui sont doués d’une agitation qui les améne & se choquer. Bien des 

chocs sont inoffensifs (2>2y), mais ceux des noyaux pour les- 

quels: A<?y, provoquent des catastrophes nucléaires, dont la fré- 

quence dépend de la distribution en probabilité des longueurs d’onde 

associées. 

! En tant qu’ultracorpuscules, bien entendu.
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7. Conclusion. Les ressources de nos schémas aléatoires sont 

encore loin d’étre épuisées. Si, dans leur forme actuelle, ils ne sont 

pas encore en mesure d’apporter des théories quantitatives, ils auront 

du moins, projeté quelque lumiére sur des concepts obscurs des Nou- 

velles Mécaniques, et peut étre, ouvert une voie A la Mécanique nucléaire. 

REMARQUES COMPLEMENTAIRES 

1. Le paramétre d’évolution. Il a été reconnu souhaitable pour le 
raccord, de la Mécanique quantique avec la Relativité, d’introduire une 

statistique sur la coordonnée ¢, mais la difficulté est de le faire,en gar- 

dant dans la théorie, une variable d’évolution, ce qui ne parait pas trés 
facile (L. de Broglie’). 

Nous croyons bien que ce souhait est précisément réalisé par les con- 

sidérations précédentes. Un paquet d’évenements représente en effet, 

un étre physique, & un instant macroscopique t,, entaché de l’incerti- 

tude Vr . Lévolution Wun étre physique est représenté par une sutte 

continue de paquets d’événements, au méme titre qu’en Relativité (non 

statistique), l’évolution d’un étre physique ponctuel est représentée par 

une ligne d’ Univers. L’évolution d’une étre physique aléatoire est donc 

représentée par un faisceau de lignes d’ Univers, concentré autour de la 
ligne d’Univers de l’événement probable. Celle-ci définit, 4 chaque ins- 

tant ¢, (qui est le temps propre du systéme de référence considéré), 

la position du point probable dans l’espace géométrique, tandis que les 
caractéristiques statistiques du paquet (moments du second ordre), 

varient avec ¢,. En somme, on pent dire que le point aléatoire (X, 7’) 

de l’espace-temps, est une fonction aléatoire du paramétre d’évolution t,. 

Il est done parfaitement —et trés naturellement— possible d’introduire 

une statistique sur le temps, tout en gardant une variable d’évolution. 

L’idée d’un temps aléatoire nous parait, d’autre part, conférer au 
temps de nouvelles propriétés qui pourraient rapprocher la notion vul- 

gaire du Temps de sa notion relativiste. Mais ce sujet dépasse le cadre 
de cette Note. 

2. Des moyennes; de la réconciliation du champ et du corpuscule. 
La Mécanique quantique, sous sa forme relativiste (Dirac) considére 

exclusivement des moyennes prises dans l’espace géométrique ; ce sont 

1 Rapport présenté a la Réunion organisée & Varsonie, en 1938, par l'Institut 

International de Coopération Intellectuelle.
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des fonctions du temps seul. On peut les appeler des «moyennes cor- 

pusculaires» puisqu’elles se rapportent a chaque instant, 4 un étre 

physique ayant une certaine extension spatiale, définie par une proba- 

bilité de présence. 
Pour avoir des «grandeurs de champ», c’est 4 dire fonctions de « et 

de ¢, il faut considérer les «densités de moyenne», c'est & dire le coeffi- 

cient de ’élément différentiel sous le signe f. Mais alors, ces gran- 

deurs, n’étant plus des moyennes, n’ont pas de signification physi- 

que. 
Le schéma d’une distribution statistique dans l’espace-temps, fait dis- 

paraitre ipso-facto ces difficultés et fait méme surgir une possibilité 

nouvelle et inattendue, qui est sans doute la veritable clef du probléme. 

La loi de probabilité conjuguée (a, ¢t), des deux nombres aléatoires 

(X,7), peut se décomposer de deux maniéres en le produit d’une loi . 

individuelle par une loi liée: 

(x, t)=(w) (#3 )=(O(t52)- 
Il y a done deux sortes de lois liées : 

a) (w;t), qui est déja connue sous le nom de: probabilité de pré- 

sence et qui est, en fait, celle employée dans les moyennes quantiques. 

Elle donne lieu & des moyennes fonctions de ¢ seul (ou «corpusculai- 

res)». 

b) (t;«), qu’est une loi jamais encore considérée et qu’on pourrait 

appeler: probabilité d’existence. Il lui correspond des moyennes, fonc- 

tion de & (ou «moyennes de champ»). 

Ces moyennes sont, comme les «densités de moyenne», des grandeurs 

de champ, mais elles sont susceptibles de recevoir un sens physique, 

du fait qu’elles sont des moyennes. 

En réalité, les moyennes qui ont un sens physique absolu sont les 

moyennes spatio-temporelles (loi (a, t)) étendues au paquet d’événements 

qui seul, représente l’étre physique sans découpage arbitraire. Ce qui 

a retenu jusqu’’ présent, de les considérer, c’est que ces moyennes 

paraissaient étre des constantes, ce qui aurait conduit a une Physique 

purement statique. Comme le dit L. de Broglie’ , au cours du temps, 

un atome subit des actions trés diverses, est le siége d’effets Stark et 

deffets Zeeman etc... Il parait inacceptable de définir des valeurs 

propres dépendant de toute l’existence de l’atome, mais invariables au 

cours du temps. 

1 Loe cit.
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La difficulté est ainsi mise en évidence, de la maniére la plus claire, 
par ces citations (approximatives) empruntées au rapport de L. de 
Broglie. 

Or, nous venons précisément de voir, que la vie d’une étre physique 

est représentée par une suite continue de paquets d’événements — comme, 

lorsque cet étre est ponctuel, elle est tracée par une ligne d’Univers. 

Alors, les moyennes spatio-temporelles, prises sur un paquet d’événe- 
ments, deviennent des fonctions du temps t,, qui n’est autre que le 
temps propre d’un systéme de référence quelconque, ou encore le temps 

propre d’un observateur macroscopique quelconque. 

Ce point de vue nous parait éminemment susceptible d’apporter une 

solution aux difficultés éprouvées par la Mécanique quantique relativiste, 
particuliérement par celle des Systemes. 

3. Considération des 4 dimensions. En réduisant l’espace-temps 
4 2 dimensions: # et ¢, nous avons simplifié & l’extréme l’exposé de 

nos idées — et c’était nécessaire pour les faire bien comprendre — mais 

nous nous somme privés en revanche des ressources complémentaires 

qu’offraient les dimensions « et y. 

Introduisons les a présent et voyons comment elles enrichissent le 

schéma du paquet d’événements. On peut toujours placer l’axe des x, 
de maniére que: 

Wan 0 dt RO: 

Les nouveaux moments 4 considérer sont: 

a) Y*, YZ, Z, qui se transforment selon Videntité ; le moment 

rectangle YZ peut d’ailleurs disparaitre par une rotation convenable 

des axes (y,z). Mais aprés cela les 3 axes O(@,y,2z) se trouvent 
fixés. 

  
b) XY, TY et XZ, TZ, qui se transforment selon: 

XY (0) = ————— mi TFT rpms [AY (G)-+-Be TY (6)] 

TY (0) = [TY (6)+B/e XY (6), 
FT | 

  
et deux formules analogues pour XZ et TZ. XY et TY se transfor- 

ment done respectivement comme #, et ¢,, ou comme ct, et a,/c. 

D’aprés le principe suivi jusqu’’ présent, d’identifier les grandeurs
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covariantes, nous devons poser : 

  

    

oa < SOC y 
soit: — = 

Ly t 

i eee 
soit : = 

| ae 

la valeur commune des rapports étant un ¢nvariant. Il y aura done une 

des vitesses y ou 1/y, pour laquelle: TY(7)=0, 

-~car 2,(y) ou ¢,(y) est nul — 

et pour la méme raison: 7Z(y)=-0. 

Dans le systeme S(y), les coordonnées d’espace sont indépendantes 
en probabilité de la coordonnée de temps. 

Symétriquement, dans le systeme S(1/7), c’est X qui est indépen- 
dant de (7', Y, Z). 

La transformation des moments rectangles admet l’invariant : 

|¥¥*—e TY", 
qui est égal a: 

4 XY’ (7), 
puisque 7'Y(y)=0. 

4. Polarisation. Dans un systéme de référence queleonque, la distri- 

bution de probabilité dans le plan (y,z) consiste en une famille d’ellipses 

homothétiques. Cette famille est ¢nrariante par rapport A un change- 
ment du systéme de référence. C’est done bien une caractéristique 
tntrinseque de Vétre physique représenté par le paquet d’événements. 

Elle est éminemment propre a représenter la polarisation d’une onde 
(elliptique, circulaire ou rectiligne). 

= 

5. Moment cinétique de spin. A la vitesse aléatoire V = = , dirigée 

selon l’axe des «#, correspond un moment cinétique, situé dans le 
plan (y,2): 

E,==0, E=mZV, §,=—mYV. 

Les moyennes sont prises dans /’espace-temps (ce qui est logiquement 
nécessaire puisque le temps est aléatoire, dans notre schéma).
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Plagons nous dans le systeme S(O). Ona: 

X'(0)—yeT"' (0) VO)= &, (to) "a (0) 

t,(0) 
  

D’ou: 

(0) = FOZ (0) ye TZ (0); 

et en vertu des formules de transformation : 

  

20) <2 ZX G)= £4(7). 

ZX(y) étant un invariant, &, est aussi un ¢nvariant (car S(O) est un 
systeme de référence quelconque). 

Le paquet d’événements est done pourvu d’un moment cinétique de 

«spin», invariant, situé dans le plan (y,z) et dont la grandeur est: 

  

  ™O\ (FF FE ne ne V ZX () + YX (/). 

Si l’on attribue & ce moment la valeur h/4z et qu’on le compare a 

Vexpression trouvée pour l’incertitude : 

  
  

on obtient la relation : 

X*Q) = VZE()4 YX" O)> 

qu’on peut encore écrire: 

  

Fhiy, Yipy DB, 
r, et r, étant les coefficients de corrélation de Y et Z avec X (rela- 

tion valable dans le systeme S(y)). 

Remarques. 1. D’aprés Vassimilation que nous avons faite des 

moments rectangles a a, et ¢,, nous avons: 

XY(y)_ XZ) __, 
chy 06)’ 

x étant un invariant (il n’y a pas de raison d’attribuer des x différents 

aux coordonnées Y et 7). 
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Nous aurons donc: 

XY (7) =XZ (y)=x0 ty (7) 
X* (7) =V2 vet, (7). 

Ce sont 1a les lois d’évolution des caractéristiques statistiques du 

paquet (sous son aspect corpuscule), en fonction du temps propre 1, (7) 

du systéme de référence attaché au corpuscule. 

Comme d’autre part: 

X* (y) = ae t)(y) » 

ay h _ Ail) 
4V2 nm(y)e 4V2 x’ 

on en déduit: 

  x 

?,(7), 6tant la longueur d’onde associée au corpuscule (exprimée dans 
le systéme de référence qui lui est attaché). 

2. d (vy), qui est proportionnel & X”(y), mesure |’étendue spatiale 

du corpuscule. C’est aussi. un ordre de grandeur de la dimension au 

dessous de laquelle les concepts statistiques cessent d’étre valables, 

puisqu’alors la finesse de l’observation est telle qu’on n’intégre pas dans 

un domaine assez grand pour estimer les valeurs probables. 

A cette échelle, le déterminisme statistique n’existe plus, l’observation 

portant sur un trop petit nombre d’épreuves individuelles pour per- 

mettre 4 la régularisation des moyennes, de jouer. La loi d’évolution: 

h 

4am(y) 
  AY) = f(7) 5 

qui est celle du mouvement brownien, montre d’ailleurs bien que les 
déplacements des points-événements suivent les caprices du hasard. 

6. Nouvelle conception de la charge électrique. Nous avons, 
comme il est classique, considéré la charge électrique comme étant la 

moyenne spatiale de la densité de charge électrique. Conformément & 

notre nouveau point de vue, au sujet des moyennes, ce sera maintenant 
la moyenne spatio-temporelle de la densité de charge. La charge du 
corpuscule sera donc: 

e(7); 

cest un invariant, qui s’écrit dans le systeme de référence de 1l’obser- 
vateur : 

Moy V1? O)—7*(0)]}.
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7. Moment magnétique de spin. Avec le point de vue des moyen- 
nes spatio-temporelles, le moment magnétique de spin est: 

  

  

    

om, =O ; m= |p; om,=—= —8 a 

Dans le systéme S(O), on a: y 

a ee (Ove AO). = BX 31, (0) =6() OO) = GQ. 
qui est un énvariant. 

o(y) n’étant autre que la charge e du corpuscule, on a: 

es he 
uw = ms : 

me 4zme 
    

Le corpuscule est done doué d’un moment magnétique, porté par le 

méme support que le moment cinétique, et égal 4 un magnéton quand 

le moment cinétique est égal a un demi-quantum. 

Il nous semble bien a présent que nous ayons réussi 4 fabriquer un 

étre mathématique pourvu de toutes les propriétés que les Physiciens 

prétent aux particules élémentaires, y compris leur double aspect d’onde 

et de corpuscule. Et nous sommes persuadés qu’il y a li beaucoup 

plus qu’une simple image. 

 



TABLE DES MATIERES 

INTRODUCTION . 

_ I—L'ONDE ALEATOIRE 

. Qu’est-ce Vonde aléatoire? 

. Quest-ce qu’un paquet d’ondes? . ‘ : 

Effet de la transformation de Lorentz sur le ‘hienal a’ oud ‘ 

Equivalence du changement du systime de référence avec un sevtide 

mode d'observation dans le systtme primitif. 

Les syst?mes de référence de vitesse supérieure ac. . 
La transformation de Lorentz étendue . 
Propriétés de la transformation de Lorentz aeenidinn 
La dualité onde/corpuscule . 

9. La formule de Louis de Broglie . 
10. Infra et ultra-corpuscule; Ultra et infraonde . 

11. Définition plus précise des corpuscules et des ondes . 

12. Corpuscules imparfaits. 
13. Constantes physiques d’un dhiaet ad’ lida, 

d
d
 

II—LA PROBABILITE DE PRESENCE DANS L'ESPACE-TEMPS 

Distribution statistique d’événements ee ; : 

Sens physique d’une densité de probabilité dans Heapace-tedine ; 

Le paquet d’événements . ‘ 

Autre forme de la dualité aslo labrpoadade’ 

Considération des moments du second ordre . : ; 

Raccord des schémas de l’onde aléatoire et de la probabllitd de peeaiioe 

. De la relation d’incertitude . 

P
o
n
 

o
e
 

os
 

ili —LE CHAMP ELECTROMAGNETIQUE 

1. Champ électromagnétique : 

2. Association d’un champ Kileomngnitlawt: a onde slédsoirs 2 

3. Charge électrique et moment maguétique . 

149 

150 
151 
151 

153 
155 
156 
15% 
159 
161 
163 
163 
165 
167 

169 

169 

170 

aie 

172 

173 

174 

175 

17% 

178



  

Lo
 

=]
 

bo
 

G. DEDEBANT 

Ondes électromagnétiques de Maxwell . 

Ondes de vitesse y==1 . : 
Association d’un champ Macteoinaguédiqne? a une diate bation ie pr ababiline 

Généralité des résultats précédents . a 
S
S
 

IV—LES ULTRACORPUSCULES ET LA LUMIERE 

1. Les ultracorpuscules et leurdynamique ....... , 

2. Propagation de la lumiére 
3. La masse des ultraphotons . 
4. la loi de la réfraction. 

V —LES PARTICULES ELEMENTAIRES 

1. Idées générales , 

2. Charge électrique et inimsini evajpeaigne dee sacteuios ‘sienoniaities ‘ 

3. Confrontation avec les particules élémentaires de la Physique. 

4. Interprétation des ultraparticules. 
5. Comment se concoit la désintégration . 

6. La Radioactivivé 
7. Conclusion . 

REMARQUES COMPLEMENTAIRES 

Le paramétre d’évolution. i 

Des moyennes; de la sdopnetlingin da thee et i. cor iotinnenls : 

Considération des 4 dimensions. ° 

Polarisation ; 

5. Moment cinétique de spin : 

Nouvelle conception de la charge ldetetire ? 

7. Moment magnétique de spin. 

P
o
 

P
e
 

ie 
179 
180 
181 
181 

182 
183 
185 
186 

187 

187 

188 

189 

190 

193, 

194 

194 

194 

196 

197 

197 

199 

200



  

PORTUGALIAE PHYSICA 

Vol. 2—Fasc. 3—1947 

LE PROBLEME ATMOSPHERIQUE D'APRES LA THEORIE 
DES PERTURBATIONS SPONTANEES 

par Antonio G1io 

(Regu le 13 Déc. 1946) 

1. Le systéme d’équations de la théorie des perturbations, J’ai exposé 
récemment! l’état actuel de la théorie des perturbations spontanées et 

montré que ses théorémes fondamentaux conduisent 4 une explication 

rationnelle des principaux phénoménes de l’hydrodynamique solaire. 

Il s’agit maintenant d’appliquer la méme théorie & l important probléme 

des perturbations atmosphériques, dont elle donne, comme nous le 
verrons, une solution complete, susceptible d’étre traduite en pratique 

par une méthode simple de prévision mathématique du temps 4 courte 

échéance (Z 48 heures). 
La théorie des perturbations spontanées peut é6tre résumée par un 

systéme de trois équations aux dérivées partielles du premier ordre 

(une équation vectorielle et deux scalaires), dont la solution est équiva- 

lente & la solution générale du probléme du mouvement d’un milieu 

fluide quand l’effet hydrodynamique direct des actions extérieures qui 

agissent sur ce milieu est considéré comme une donnée’. 

Soit U* une propriété quelconque du fluide. Sa valeur totale (valeur 

réelle ou observable) peut étre décomposée, d’aprés la théorie des per- 

turbations, en deux parties : 

1 «Nouvelles recherches sur les perturbations spontanées du mouvement des fluides 

avec des applications & Vhydrodynamique solaire». Bulletin de la Société de Géogra- 
phie de Lisbonne, 1943, Sept.-Dec. et 1944, Janv.-Avril. 

2 Pour tout ce qui concerne la déduction des équations fondamentales nous ren- 
voyons le lecteur 4 notre mémoire cité (premiére partie). 

PORT. PHYS. 2 14
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ou U représente le champ entretenu qui correspond au mouvement entre- 
tenu dans le fluide par les actions extérieures (ce mouvement étant 
Péquivalent hydrodynamique direct de ces actions) et u le champ de 
perturbation spontanée+. Nous appliquerons trds souvent aux grandeurs 
une opération de moyenne temporelle: 

t 

1 (2) = ( dt, 
v 

tT 

& laquelle correspond la décomposition suivante des valeurs totales: 

(3) U= Ontu' ? 

U, étant la moyenne temporelle, 4 l’instant t, relative A l’intervalle 
de temps + (résultat de l’application de (2) aux valeurs U*). Sil s’agit 
d’une valeur U du champ entretenu, alors nous poserons: 

(4) U=0,4+ U' 

Nous utiliserons les notations suivantes : 

x z: coordonnées cartésiennes rectangulaires d’un point A quel- Ys 

conque du fluide dont le rayon-vecteur est r (ae itn®)- 
> o> 

kz, ky,k,: vecteurs unitaires des axes Use 

1,9,n: longitude, latitude et géopotentiel. 
€: longueurs mesurées sur les verticales ascendantes (trajectoires 

orthogonales des surfaces n=C*). 

r: Distance d’un point au centre de la Terre (centre du géoide). 

oa: Surface du géoide. 

t: Temps. 

V: Opérateur de Hamilton ou opérateur gradient (Vv + = div). 

Va: Opérateur gradient horizontal. 

2: Opérateur des variations locales en un point quelconque, 

V*: Vitesse des particules du fluide. 

1 Les valeurs totales des propriétés du fluide sont désignées par un astérisque, 
celles qui correspondent aux champs entretenus par des majuscules et celles des 
champs de perturbation par des minuscules. 
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—: Opérateur des variations individuelles (sur une particule quel- 
7 . 

68. 2 
conque: —=—-+ V*ey). Coa 

QO: Vitesse angulaire absolue (galiléenne) du référentiel principal du 

fluide [axes par rapport auxquels la vitesse et le moment angulaire 
moyens (moyennes «massiques» relatives 4 tout le fluide) sont cons- 
tamment nuls]. 

da Vr, 

tion du référentiel principal. 

  : Accélération absolue (galiléenne) du mouvement de transla- 

P*;: Pression. 

S*: Volume spécifique (¥* = — = densité). 
1 

s* 

T*: Température (6 = perturbation de température). 

Rk: Constante des gaz pour lair (P* S* = RT*). 

g*: 
Ej: 

Accélération de la pesanteur. 

Energie potentielle de la pesanteur (par unité de masse). 

E: Energie hydromécanique du mouvement entretenu (par unité de 

  

     

       

masse), définie par la fonction: E=SP+ 3 V?+E,=RT+ . Ve+E,. 

Désignons maintenant par D le déterminant suivant: 

dg ts Agate! ae Ay = 2 
Ox OY 

Bi Belticet t 490 dehy Pps Mg 
Ox oy zZ 

Ape tbo. aig oe oe 
x OY 0z   

Soit yi; le mineur de D relatif & l’élément A;;(e' =a, 2*°=y, a =z) 
affecté du signe (—1)', c’est-a-dire: 

oD 
(6) oh   pe 
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En posant: 

(7) Deer Se, 
dt dat 

et : 

(8) L= Di; tis kik; 

on peut définir une importante fonction des champs entretenus de 

vitesse et d’énergie (4 laquelle nous donnerons le nom de vecteur de 

prévision) par la relation : 

=> 

(9) H==4+(9E—J). 

Les mineurs réduits at forment un tenseur contravariant du second ordre, 

qui est symétrique lorsque la vitesse entretenue V est irrotationnelle 

(rot V=0) et O=0. On a en effet: 

ad 

10 dy ae ren T, ( ) J J ox 7, ai 
  

Le systéme d’équations qui résume la théorie des perturbations spon- 

tanées peut alors s’écrire comme suit: 

o.P* 

ot 
er ake a Na aa 15-2) 4 

s* at 
  

Sa = Be) +54 0) 

(11) i 
peo — L(g ype —ge— F422). x, 

D ot 

oa + V* © 7S* = S* div V*.   
La solution de ce systéme de trois (cinq) équations a trois (cinq) 

inconnues P*, S*, V*(V2, Vy, V:) qui satisfait aux conditions initia- 

les P* (wv, y,2,t=t,)=Py(w,y,2)3 S*(v@,y,2,t=t,)=(S) (@,y,2)3 

v* (e@, 4, %,¢=—%,) =Vi(a,y,2) et & certaines conditions aux limites 

(que nous indiquerons plus loin), résoud le probléme général du mou-
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vement du fluide quand les champs entretenus de pression P(x, y,2, t), 

de volume spécifique S(x,y,z,t) et de vitesse V(«, y,2@,t) peuvent 

étre considérés comme des données. 

2. le probléme atmosphérique. Au point de vue des équations de 
la théorie des perturbations spontanées, ce probléme est earaptérisé 

par les trois conditions suivantes : 

1°. On a en chaque point de a 

2 *—q: —f— 

2°, Le référentiel principal de l’atmosphére a une vitesse angulaire (Q) 

et une vitesse de translation Ve constantes, c’est-a-dire d’aprés (7): ’ Pp 

(13) Ja: 
3°. Il régne un équilibre quasi-statique le long des verticales, ce qui 

permet d’écrire: 
> 1- > > 

(14) CE” i Ee 

Les équations de base (11) deviennent donc, grace & ces conditions : 

  
     

* ees > . = Wg 

a3 Poet Pilea oe uy, 
ot S\N Ot ot 

15) 4 Pea 4b (ge ype — 7 42h ex, (15) { nt gee) x 

~ LP* + 7S* = 8 div.   
Appliquons maintenant a ces équations l’opération de moyenne rela- 

tive & un intervale de temps +. En tenant de compte de (3) et de (4), 
le systéme fondamental précédent donne d’une part : 

  
oP*, _ in i pros ay 

om (oo, PB" — (Pid Pc ot ( ae a lv wee ae 

CO +: Fue | s* vVP*. (4) | + ge (3) me ES (4) | 

et (7* 6 7S*), = (S* div P*)n,  
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et d’autre part: 

. aheae Vip — Hew p'— Hv, P2— at 
— [En © Vn Pa — (ile vs P*)\m] — Pi divo'— 
—p! div V4 — p' div o— [Pj div 7, — (P* div P*),] + 

+{eG-#e)-[RCH-#eP} S*\ ot ot S*\ at ot | te 

v= — Szvp's(H)—s oP (X)—o up's (X)— 

Pi ¥ ie ay + §- mec ee * He | e|—}] — Sz vPa+(#)+[s* op (K) | +9-(F) 
2 (x) aV' (x) [0Va (x) pas x) | 

OF Mee —*-.(4)- Se 1s | ra a +(%) i} 

a + Tasos +yeVvSt +vlevel + 

+[V209S82—(V2° 78" _]= 8% div v' ao 

+ 8! div Ve 4 8 I div v! + [Sn div ye (S* div V*)n]« 

    

(17) 

  

  
3. Les équations des perturbations atmosphériques. Pour étudier 

les perturbations atmosphériques, il est indispensable d’éliminer les 
variations lentes (qui proviennent du champ entretenu) en prenant un 

intervalle de temps + tel que les variations temporelles locales des 
moyennes correspondantes : 

  41 
Tv (28) at [U"®— USt—)], I 

soient négligeables par rapport aux variations totales 9U*/dt. En météo- 

rologie dynamique et dans la prévision 4 courte échéance (Z 48 heures) 
il faut admettre que ceci a lieu lorsque: 

au” |, 
ot 
    19 dUm| 1 

oe | at |=%0 

      

Pour satisfaire 4 cette condition pour les trois inconnues P*, S* et V*, 

1 suffit, d’aprds (18), que + soit de Vordre de grandeur de 10 jours. 
Etant donné, par ailleurs, l’ordre de grandeur des variations tempo- 
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relles locales de éléments du champ entretenu de l’atmosphére, les équa- 
tions (16) se simplifient beaucoup et deviennent : 

<a Vi Po ila div Vz, 

(20) Vs = = (Si0 Pa— 9) x, 

Vue Sx = SadivVa. 
tandis que le systéme (17) prend la forme simple: 

OP _ _ He vp — Pj dive, 

* x /Y 21 i= _ Styp'e(2\— sy Ps. (% aes er) ee 
Of tp Peevs +0 eV St4+ Uv = Sedive. 
ot 

ou bien, en remplagant VP, par sa valeur déduite de la deuxiéme 
équation (20): 

  
  

/ > > 
P __ fea, p/—Pi div? 
ot 

ie ji pe Bye ale 

2 a Se pet —— | Va—get mo) . et a ae 

M+ ovsl-tv eVS, +veve = St div v!   
Ce sont les équations fondamentales des perturbations atmosphériques, 

tandis que le systéme (20) traduit les propriétés du champ des valeurs 
moyennes lorsque +210 jours. 

Le probleme des perturbations atmosphériques, dans la théorie des 

perturbations spontanées, se confond done avec le probléme de l|’inté- 

gration du systeéme (22) précédent de cing équations aux dérivées par- 

tielles du premier ordre pour les cinq inconnues v;,v,,v;,p' et s’. 

Il s’agit done de trouver deux fonctions scalaires p'(x#,y,z,t), 

s'(@,y,2,t) et une fonction vectorielle v (x,y,2,t) satisfaisant aux 

équations (22) ainsi qu’aux conditions initiales : 

p(w, 7,2, t=t) =pi(w,y,2), 

(23) s'(@,y,2,t=t) = s(@,y,2), 

v'(@,y,2,t=t) = 1 (@,y,2),
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~< 
(py), 8 et vj étant des fonctions données) et aux conditions aux limites 
suivantes : 

1°. Conditions aux limites extérieures de l’atmosphére : 

(24) lim p'=0; lim s/=0; lim v’=0. 
TO Tron TO 

2°. Condition cinématique sur la surface (¢) du géoide: 

(25) (vz), =0. 

Cette condition peut étre exprimée, comme nous allons le voir, par une 

relation remarquable sur le champ de pression & la surface du géoide. 

De la deuxiéme équation de (22) on déduit en effet, en tenant compte 

de (25) et de la condition cinématique [( Vn)e],=0 pour le mouvement 
moyen : 

é 4 0 / s! 

(26) Sin | rar be net (*) a, ge 799: 

Par suite de la relation : 

0 / 

(27) a =— gy! 

qui exprime l’équilibre quasi-statique le long des verticales et de 

= —Sry’, la relation précédente (26) devient : 
/ 

* 1 8 

(28) Bm VaPeeh + 29 kee a5 = 9: 

ce qu’on peut écrire en coordonnées sphériques 9,),7r: 

Xee OPG . OPS PA 
28 bis a — =—29r ——. ( ) cos OA T Xye 09 I7s Xee¢ se 

Remarquons que cette expression de la condition cinématique aux 

limites permet de déduire immédiatement quelques propriétés importan- 

tes des centres de perturbation de pression sur la surface du géoide- 
En un tel centre on a Y,p,=0 et (28) donne alors la condition : 

(29) (Xee Sale = 9; 

Vindice ¢ désignant la position d’un centre. On doit done avoir, soit 

(sc)e=0, soit (y,,)o=0, en chaque point de la trajectoire d’un centre 
de pression. Mais on peut écrire presque rigoureusement : 

(30) METAS 

Ba Ts Pa 
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de sorte que la condition (s,),=0 est presque equivalente 4 la condi- 

tion 

Tim Bes. »   (01). = 

Considérons, en particulier, les centres de basse pression pour lesquels 

ona (p%).<0; alors (0/).<0. Autrement dit, un centre de basses pres- 

sions (de perturbation) 4 la surface du géoide est toujours un centre 

«froid» si 7¢¢+0 sur sa trajectoire. Sur la trajectoire de tout centre 

«chaud» [(6/),>0] de basses pressions (de perturbation) on a done for- 
eément x¢¢=0. 

4. Equation spatio-temporelle du champ de pression sur la surface 

du géoide. La partie de beaucoup la plus importante du probléme 

météorologique est la prévision des inconnues p', s! et > sur la sur- 

face du géoide, indépendamment de leurs valeurs dans tout le reste de 

Vatmosphére. Avant de traiter l’intégration du systéme général (22) 
dans toute l’atmosphere, il est done extrémement intéressant de déduire 

une équation aux dérivées partielles spatio-temporelles pour la fonc- 
tion p’ a la surface du géoide. 

Supposons que l’atmosphére libre est en contact avec la surface du 
géoide par une couche limite mince, a la Prandtl, adhérant a cette sur- 

face, et pouvant étre considérée, s'il y a lieu, comme une couche fic- 

tive auxiliaire. Cette hypothése est toujours permise et ne diminue en 

rien la généralité des résultats, car d’une part on peut toujours admet- 

tre que la pression et le volume spécifique sur la surface du géoide ont 
les mémes valeurs avec ou sans couche limite et quelle que soit l’épais- 

seur et la structure de celle-ci; et d’autre part, malgré l’adhérence, le 
vent 4 une hauteur arbitrairement petite au dessus de la surface du géoide 

peut toujours étre supposé égal au vent effectivement observé. 

L’effet de l’adhérence sur le champ du vecteur v' se traduit par l’éva- 

nouissement de ses composantes horizontales sur la surface du géoide. 
En tenant compte de la condition cinématique aux limites (v¢),=0, on 
a done sur cette surface co: 

(31) v,=0. 

D’autre part les mémes conditions (cinématique et d’adhérence) donnent 

aussi évidemment : 

(32) (Van @
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Grace 4 ces conditions, la troisiéme équation de (22) devient sur la sur- 
face o du géoide: 

os’. be Ogee 

ery = (8), div v’),» 

dot lon déduit, par suite de l’expression (28) de la condition cinéma- 
tique sur c: 

(Sm), 1 (*) div v'), =— 5 —~ vn( — } +e. tt ke a 
La premiére équation de (22) devient alors sur la surface du géoide: 

Op’. = > op’. 
(33) gai th-v(F), 

ou nous avons posé: 

+: Poe aN Pa Be =~ (34) Rie Mi a (*) te iat (#*) k,, 
9 \kee/, me NI, 

len y key étant ici les vecteurs unitaires d’axes rectangulaires a ,y hori- 
zontaux. On peut écrire (34) sous la forme plus simple: 

(35) k-52 (2!) b+ (%:) ky. 
FR RS mo NEE 

So 

  
  

L’équation (33) est I’équation cherchée pour le champ de p' A la 
surface du géoide. Il s’agit d’une équation aux dérivées partielles 
spatio-temporelles, du second ordre et dont les coefficients sont des 
fonctions simples des champs entretenus de vitesse et de la température 
moyenne J;,. L’importance de cette équation est tras grande, parce 
qu’elle forme la base de la seule méthode de prévision mathématique 
du temps réellement applicable dans la pratique qu’on peut déduire de 
la mécanique des fluides. 

Avant de résoudre I’équation (33), il est intéressant de remarquer 
qu’elle montre que la variation de pression & la surface de la Terre 
se compose de deux parties : 
1°—une variation due & un transport horizontal (avec déformation) 

dans le champ du vecteur de prévision H (terme—H °Vn Ps): 

Ops 2° une variation | terme Aey, ( oP*) | indépendante du gradient de
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ps est qui n’est autre que le creusement (ou comblement) du champ de 

pression 4 la surface de la Terre. 

L’équation (33) présente done la variation de pression en parfait 
accord avec l’idée de l’existence de deux variations de nature différente, 

idée qui est fortement suggérée par l’analyse des cartes du temps. Elle 

précise complétement les notions familiéres de variation par transport 

et de variation par creusement (ou comblement). C’est la une circons- 

tance trés intéressante et trés utile. 

On peut déduire facilement de |’équation (33) la vitesse de déplace- 
ment d’un «front» a la surface de la Terre en assimilant celui-ci 4 une 

discontinuité des dérivées premiéres de p,. La vitesse du «front» 

(W;), mesurée dans une direction /, est alors donnée par la formule?: 

=) 
ies 
—_— 

a (2Ps 
“ol 

Vopérateur A désignant ici la discontinuité frontale de la quantité a 

laquelle il est appliqué. De l’équation (33) on déduit alors: 

=) 
at al (2 

(+ a4+h. ee (2s 
ry 

On voit done que le «front» est entrainé par le vecteur de prévision 

[(W,. =] quand il n’y a pas de discontinuité du gradient isallobari- 
que instantané. 

Finalement, la formule: 

(Wy) =— 

OPS 
ot 
OPs 
ra 

de la vitesse (W;), de déplacement d’une isobare de pi, le long d’une 

direction / devient, grace a (33): 

  3 (Wi =— 

a ge (op, 
abidamaniae * 4 Va ey). 

ol 

1 Voir le mémoire de l’auteur: «La Mécanique différentielle des Fronts et du Champ 

isallobarique» — Mémorial de l’Office Nat. Météor. de France, n.° 20, Paris, 1929.
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L’isobare de pl sera donc entrainée par le vecteur i partout ou le 

gradient isallobarique instantané est nul. 

5. Solution du probléme atmosphérique sur la surface du géoide 
par |’équation (33). La solution compléte de cette équation, c’est-a-dire 
la détermination de la fonction pi (9,2, ¢) qui satisfait & la condition 

initiale pj (?,4,t=t,) =(p)),(e,4)— il n’y a pas ici de conditions aux 
limites puisque la surface du géoide est une surface fermée —, doit 
étre cherchée sous forme de développement en série correspondant, 
soit 8 des approximations successives, soit & la superposition des vibra- 
tions propres physiquement possibles de p). 

A — Méthode des approwimations successives. Soit /dt ’opérateur des 
variations observées en un point se déplacant constamment avec la 

> > 

vitesse 7, (particules H horizontales), c’est-d-dire : 

Lie Behe B 
ot at we 

L’équation (33) prend alors la forme: 

ae U 
36 po ahew, (2%). 
(88) ot ae 

Nous poserons : 

(37) Po(P A; )= 3, m(9 52,2), 

et définirons les approximations successives 7, par les équations : 

    (38) = = hie, a, : (avee'# a6), 
et les conditions: 

™(9, \,t= t) = P54 (9,2, t= t)=(% lo» (39) 
Ta(?,A,t=t)=0, pour mdr. 

Les lignes de flux de Hf et leurs trajectoires orthogonales forment, 
sur la surface o du géoide, un systéme de coordonnées de Gauss qu’on 

peut caractériser par des paramétres / et a, J étant par exemple une 

longueur mesurée sur une ligne de flux arbitraire A partir d’une tra- 

jectoire orthogonale arbitraire et « un paramétre de numérotage des 
lignes de flux. Soient 7, et 2, les valeurs des coordonnées /,« des 

particules H horizontales 4 l’instant initial t=¢,. La solution géné-
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rale de la premiére équation (38) pour n=O, s’écrit alors en coor- 

données de Lagrange /,, %,,¢: 

(40) To (lo % 5 t) = (Poo (05 5 %) « 

L’approximation d’ordre zéro est done simplement le champ initial 

transporté sans creusement ni comblement en chaque point de o avec 
he 

une vitesse égale a la projection horizontale du vecteur de prévision H. 

Ce transport comporte cependant évidemment une déformation trans- 

versale (due aux variations de H suivant les normales 4 ses lignes de 

flux) et une déformation longitudinale (due aux variations de H le long 

de ses lignes de flux). 
Pour déterminer les approximations =, (m1) qui sont en quelque 

sorte des creusements (ou comblements) d’ordre de plus en plus élevé, 

il faut déterminer la variation locale dx,/d¢t de l’approximation d’ordre 

zéro. Il faut donc exprimer (40) en coordonnées ceulériennes» /,¢. Ona: 

t 

1=+-[ Hills %; t)ot, 

(41) i 7 
a==a, 

t 

Vopération f dt se rapportant ici 4 une méme particule Hf horizontale. 

és 
Des relations précédentes on déduit : 

l, =1, (1,458); 

Ay = My 
(42) 
et la solution (40) prend alors la forme eulérienne cherchée: 

(la, t)=(po) [lo (1,%, 2), 4], 

d’ou l’on déduit le champ de d7,/dt: 

OT, meen / a all. 

ae be Vp )o [lo (25%, t) , #) 

L’équation de l’approximation x, s’écrit: 

= a | Va ag ; 
ot ot 

et sa solution, compte tenu des conditions (39), aura la forme suivante 
en coordonnées «lagrangiennes» 1, ,«,,¢: 
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t 

oa =f[A () Toast. 

ee 

De la solution correspondante en coordonnées eulériennes 

  

é 

i (rat)=([Aeon(S) leud,e, 0) at] 

ty : 

on déduit dx,/d¢ qu’on introduit dans l’équation de l’approximation Tr. 
et ainsi de suite. 

Pour trouver pratiquement la fonction /, (l,a,t) de (42) dont la 
connaissance permet le calcul effectif des approximations successives 
on peut utiliser par exemple la relation: 

t 
al —=t—t 
iT 

0° 

Ly 

B. Méthode des vibrations propres. L’équation (33) étant linéaire 
admet évidemment des solutions de la forme: 

(43) (P5)n = an (1, &) sin [or (x) t] + bn (Z, x) cos [on (a) t], 

dune vibration harmonique généralisée de fréquence (a) . 
La vibration (43), introduite dans l’équation (33), donne alors les 

équations qui déterminent les amplitudes a, et d,: 

ee He Tibn— Ke Vi (ay tm) = 0 
(44) " * On bn — He Ti dn — Ne Tn (dn On) =0, 

qu’on peut écrire comme suit en faisant apparaitre l’opérateur 3/d¢ et 

oa = gb 
en remarquant que of =—= 

ot 

y 

ay + 52 — Key, (Wn Gn) =0 
  

6an => 
nn On — — — Ne Vp (4m dn) = 0. 

i at AS Br) 

De ces équations on déduit:
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= 5 ie 0), An = = woke © Vi (On Gn) ax! othe Via (@n bn) |= fn (z, fy t) 

(44) ft ef 

oe 
  tht, =o, ho Ca © [Ke Va onda) =fi(@sh 58) 

0 

Considérons les intégrales générales de ces équations (en coordonnées 
lagrangiennes 1, , «,, ¢): 

a @, 1, , t) = a® sin [op (a) t] + a% cos [on (@) t] + 

il a / 2 / / + =f («,1,, ¢’) sin [wn (a) (t—t)] dt’, 
/ 8 

Bn (a 5 Uy  t) = db? sin [orn (a) t] + bz cos [orn (a) t] + 
t 

spice J estes) sin[on(ey C—O] a, 

(44"’) 

  
a’, at, b” et bz étant des constantes. Il faut distinguer deux cas: 

1°. les lignes de flux du vecteur H sont des courbes fermées sur la 

surface du géoide. Alors, les valeurs des fonctions a, et b, sur les par- 

ticules H sont évidemment des fonctions périodiques de ¢. En désignant 
par (a) la longueur des lignes de flux (fermées) du vecteur H, on 

déduit immédiatement des intégrales (44") que le spectre des fréquences 

est discontinu (dénombrable) et qu’il est donné par la relation: 

2n 

L (a) 
(45) Pelt) po hee 

dl 

H(«,l) 
  

on arrive ainsi 4 l’important résultat suivant: 

Pour qu'il existe sur la surface du géoide des vibrations harmoniques 

simples de p, (c’est-a-dire pour que les », soient constants en chaque 

‘point de cette surface), quand les lignes de flux du vecteur H sont 
des courbes fermées, il faut et il suffit que l’intégrale : 

L(2) 
dl 

H(l, ) 
  

soit constante pour chaque ligne de flux. En d’autres termes, il faut 
et il suffit que toutes les lignes de flux de H soient parcourues par les 

«particules H» dans le méme temps.
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Si, comme il est naturel de le supposer, la fonction p peut étre déve- 
loppée suivant les vibrations propres généralisées (43), on aura donc la 

série de Fourier suivante, dans le cas ot les lignes de flux de H sont 
fermées : 

    

(46) 2 
2 : 2ent _f Qnnt 

pie st ,t) = zi. Gp (a , 2) sin CT oe b,(a, 0) cos ane ; 

, i dl | dl 

y H(L, a) / Ha) 
avec la période fondamentale : 

L(x) 

(47) =,(2) = / Cee x 

et les coefficients étant donnés par les formules classiques : 

din (a, see i (a,1, t) sin (=a) es 
(48) ton 

b fe n=3 f s(@,1, cos (=) at. 

La série (46) montre que p,, est, en chaque point, une fonction pério- 

dique du temps dont la periode est +, lorsque des lignes de flux de i 

sont fermées et lorsqu’on peut négliger les variations temporelles des 
champs entretenus pendant Vintervalle (t,—r, t)-+7). 

Les vibrations propres généralisées (43) ont l’amplitude //a,+-0% et 
Vangle de phase: 

ee { dy (a , l) Yn = are s| bday Al 

Chaque vibration propre généralisée se comporte done comme une onde 
dont la vitesse de propagation C,,, donnée par: 

  

  

  

. 

  

  

n (a) Qnn 
(49) Cy (act) = BL : 

[ V7. a rs dl 
Us [ Hi{L ya) 

est constante dans le temps mais variable dans l’espace; et il y a des 

points amphydromiques définis par : 

Gy, (a1) = byayd) ad 
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2°. les lignes de flux du vecteur de prévision Hf sont quelconques. 

Alors, les équations (44') des amplitudes des vibrations propres généra- 

lisées de p ont des solutions pour toute valeur de » comprise entre 

0 et co. Le spectre des fréquences est done continu et il faut rempla- 

cer la série (46) par Vintégrale de Fourier: 

o 

(50) p,(@,0,t) = fla, a, 1) sin (wf) + Ww, 2, 0) cos (wt)] do, 
0 

avec naturellement vo=0. Les formules classiques : 

(51) aorad= = flr, t,t) —pi,(«,1, — O)sin (wi) dt, 

bo,a)== fire.) + pl (a,l, — t)} cos (wt) dt 

sont impropres' 4 la détermination effective de a(w) et de b(o), 
puisqu’elles font intervenir les valeurs (inconnues) de p,(«,/,¢) pour 

t>O. Il faut done déterminer ces fonctions par le systéme (44), qui 
prend ici la forme: 

i) aA °V,)a=— its Wa) 

Brit ® Tn)b = He Via, 

par suite de va=0. II va sans dire que si les lignes de flux de if 
peuvent étre considérées comme des courbes presque fermées sur la 
surface du géoide (nous verrons que tel est le cas), les fonctions 
a(«,o,/) et b(w,a,/) de (50) présentent des maxima trés accentués dans 
le voisinage immédiat des valeurs de , (2) du spectre discontinu (45). 

Lintégrale (50) et, en premiere approximation, la série de Fourier (46) 
sont la solution du probleme des variations de pression au niveau de la 
mer, abstraction faite des variations lentes dues au mouvement entretenu 
(circulation générale). Cette solution, qui peut d’ailleurs étre appli- 
quée simplement dans la pratique, permet de déterminer la fonction », 
par la relation (28), d’ou l’on déduit ensuite la température par la 
relation (30), ¢’est-i-dire : 

r) / (52) Te = (Ea,| + +f | 
(Si)o ( jne 

  

1 Sauf dans le cas ot t=O est un point de symétrie de p(t).
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6. Vibrations propres quand le mouvement entretenu est permanent 
et giratoire. Considérons l’atmosphére d’une Terre idéale dont la sur- 
face est uniforme (sans contrastes entre mers et continents) et oi peut 
exister, par compensation entre les échanges de chaleur par rayonne- 

ment et les échanges de chaleur par «conduction de turbulence», une 

circulation générale ou mouvement entretenu giratoire autour de l’axe 

des péles'. Dans un mouvement giratoire permanent, chaque particule 

décrit, 4 vitesse constante dans le temps mais variable en général avec 
la latitude et l’altitude, une trajectoire circulaire qui coincide avec un 

paralléle géographique. Dans ce cas, le déterminant (5) est évidemment 

: 4 ee dal 
nul, mais son mineur réduit pe a par contre la valeur: 

1 

0(V,, cos 9) 

09 

  (53) Ait 

S|
 

2Q sin 9 — 

Ls 
en coordonnées sphériques 1,9. D'autre part, le vecteur H est 

évidemment horizontal et zonal, et n’a done qu’une composante non 

nulle: #4. De la définition (9) de H nous déduisons : 

(53') eee: 
rcos@ \D / 09 

ou bien, en tenant compte de (53) et en remarquant que dK,/do = 0: 

tov? 

r° cos [22 sin 9 — 267A gon) 9 4 09 

a9 

Calculons maintenant le vecteur A dont les composantes sont données 

par (35). On a ici: ais 

Ag = ong cotg 9 

  

  

et Ay. = 0. 
L’équation (33) des variations de pression au niveau de la mer 

devient donc : pi, 

OPs OPs OP 
ae = ites A . 

ee) i ae ae 

1 Sur la théorie des circulations générales giratoires voir les mémoires de l’au- 

teur: — Sur les rotations des astres fluides (Beitriige z. Physik d. fr. Atmosph., 19, 
1982, p. 237-245) ; — Les circulations générales et leurs perturbations (Gerlands Bei- 
triige z. Geophysik, 52, 1938, p. 20-67); — Nouvelles recherches sur les perturbations 

spontanées du mouvement des fluides avec des applications & UVhydrodynamique solaire 

(Troisiéme partie: Hydrodynamique solaire) Bull. Soc. Géograph. Lisbonne , 62, 1944
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Considérons une perturbation de la circulation générale giratoire se 
déplagant le long d’un paralléle. Si cette perturbation est symétrique 

on peut supposer que ses isallobares sont tangentes aux méridiens sur 
/ 

la trajectoire du centre et que, plus généralement, Fe (Fs) est négli- 

geable dans une zone relativement large de part et d’autre de la tra- 
jectoire du centre. Dans ces conditions, (54) montre qu’il n’y a presque 

pas de creusement (ou de comblement) dans cette zone, et alors cette 
équation s’integre immédiatement et donne : 

(55) po(2,4,t)=[py{o,A—M(s)t}. 

L’évolution du champ de pression qui est traduite par cette solution 

est simplement un transport, le long des paralléles, du champ initial 

avec la vitesse angulaire //, par rapport & la surface de la Terre. 
A ce transport est cependant associée une déformation ctransversale» 

du champ initial si 7 est fonction de 9. 

Dans l’hémisphére sud, pour |9|>35°, abstraction faite du continent 
antarctique et des pointes méridionales des continents américain, africain 

et australien, la circulation générale réelle de l’atmosphére se rapproche 
beaucoup, comme le montrent les cartes moyennes, d’une circulation 
giratoire quasi permanente. De sorte que les variations de pression 

dans |’hémisphére sud au niveau de la mer sont presque exactement 

déterminées par l’équation (54). Si nous considérons done des pertur- 

bations de pression a configuration symétrique et pour lesquelles on 

a (OP. : ro4e SG . . ’ 
peut négliger ao (=) dans une certaine zone située de part et d’autre 

de la trajectoire des centres, alors les variations de pression corres- 

pondantes dans cette zone seront intégrées par (55). Quelle que soit 
2 »/ / 

° vis-a-vis du terme en ——” 
09 ot or 

dans |’équation (54), la solution générale de l’équation (54) sera donnée 

  @ailleurs Vimportance du terme en 

par la série de Fourier (46), puisque les lignes de flux de H sont ici 

des courbes fermées (confondues avec les paralléles géographiques). 

Cette série de Fourier prend d’ailleurs dans ce cas la forme suivante : 

(56) P3(¢.4,0 = Xn Gm (9 , A) sin nFh, t + b, (9, A) cos nH t, 

puisque : 
L (a) on 

f Bes a = oF 

Hat) J the) th) 
0 
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Le spectre discontinu (45) des fréquences est done défini ici par. la 
relation : 

(57) n (@) = nth (9), We ea, 6 

et l'on voit que quel que soit le creusement (ou le comblement) du 
champ de p/,, cette fonction est en chaque point une fonction périodi- 
que dont la période et 2n/H, (9). En prenant pour Zh, la valeur 
20°/jour qui correspond a la vitesse normale de translation des pertur- 
bations de pression pendant un régime d’ouest bien établi, la période 
fondamentale 27/H, est done de 18 jours et les premiers termes du 
spectre des périodes seront les suivants : 

  

n ~ 6 

3 
| 

15 
Remarque. Dans la détermination des coefficients /, et Ag de 

l’équation (54) des variations de pression au niveau de la mer pour une 

circulation générale! permanente et giratoire, nous n’avons pas tenu 

compte de la condition d’adhérence du fluide 4 la surface (c) du géoide, 
condition que nous avions utilisée cependant dans la déduction de 

Péquation fondamentale (33). La raison de ceci est simplement que 

les fonctions || et |A| calculées par leurs expressions (9) et (35) en 

  

3,6 9 
“ 

ea
 

z
e
 

tn(jours) | 18} 9 4,5   

  

  
2 tate 

    

    

  

      

a
 

=
 

for
) 

  

fonction de V et de E sont maxima sur la surface o et il est donc 

pratiquement indifférent de déterminer leurs valeurs sur ¢ méme ou d 
quelques métres au dessus de cette surface. Cette remarque sera appli- 
quée dans le § suivant. 

7. Détermination des vecteurs de prévision H et A. Les expres- 
sions (9) et (35) définissent ces vecteurs en fonction des champs entre- 

tenus de vitesse (V) et d’énergie (ZH). Il est donc indispensable de 

déterminer ces graudeurs.. Comme elles sont inaccessibles 4 l’observa- 
tion directe a cause de l’existence des perturbations, il faut éliminer 

celles-ci par une certaine opération analytique. Nous admettrons que 
Vopération de moyenne temporelle (2), appliquée & une grandeur U * 

quelconque, élimine la perturbation de cette grandeur et donne donc 

sa valeur entretenue U, lorsque l’intervalle de temps 7+ est suffi- 

samment grand. En faisant abstraction des faibles variations du champ 

entretenu pendant l’intervalle +, nous poserons donc : 

(58) 7 On = Um = U(t)
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et ceci entraine d’ailleurs u'=w, ce qui est en accord avec la solution 

générale (46) ou (50) de l’équation (33). Nous aurons alors 

D=Dn; ,=7¥m3 E=En, 
> 

D;, stant le déterminant obtenu, & partir de (5), en remplacant V par 

7m) Xm la dyade des eee (mineurs signés) de ce déterminant 

et H#,, la fonction: ets Vai {ay Le vecteur de prévision H 

sera done donné par: 

Quand on étudie les phénoménes & la surface du géoide (niveau de 

la mer), il est inutile de se servir du déterminant (5). Par suite de la 
condition cinématique (V~)=90 sur la surface c, on peut en effet 
remplacer ce déterminant par le déterminant 

| OV, OV es Saat 
ore 20 1 “ om iy sin 9 | 

ee dV, 
| +2Qsing —~ 

    
  

’ 

oy 

des équations du mouvement, écrites en tenant compte de cette condi- 
tion cinématique. Nous avons donc: 

x Pepe 9V2dVy (Ae obs: yee are ) 
(59) Dr=(Dah= ete more Ja + 22sing), 

ox OY 

x,y désignant ici des coordonnées orthogonales et horizontales en un 

point de la surface ¢. A ce déterminant D, correspond un vecteur de 
prévision horizontal : 

  

  

  
1 (2% i ee 1 9Vy ab 

=— — Q 7 H,, aw + 2Q sing is + = 4 Fe 

3 =— 2 (+ s0sing) 9% 4, bo Mead, 
R A ei Di o@ Oy 

Désignons par A, et Ay les composantes du vecteur horizontal A 

respectivement vers l’est et vers le nord. Comme on a Q2,=0, on 

déduit de (35) en tenant compte des valeurs des y,;: 

  
mee RT, Q cos 9 0d Vy 

(61) ne a . Ve 
Ay=— Hite 29089 (52 —22sing) 

g D, oN
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le déterminant D, ayant ici l’expression : 

‘ige)? Vy ~ (2% Vy 
oN de 
           

ov. ) ( V, ) 
2) Dy <a; — 20, (62) D, (2 ie oN sing 

et de et dN étant des déplacements infinitésimaux veers l’est et vers 
le nord. 

Considérons les régions ot toutes les dérivées spatiales horizontales 

du premier ordre des composantes de la vitesse entretenue V sont 

négligeables vis-4-vis de 2Qsing. (Pour |9|> 20° on peut considérer 

que cette condition est satisfaite quand l’ordre de grandeur de ces 

dérivées spatiales n’atteint pas 10~“sec™'). Dans ces régions, on a 

D, =4Q? sin’? et les expressions des composantes de H se simplifient 
beaucoup. On obtient: 

> 1 > 

63 H=— Vi £)x< ke 
2) cae et 

  

lee étant le vecteur unitaire de la verticale ascendante d’un point. 

Le vecteur H est donc, dans les régions en question, le «vent» du 

gradient de l’énergie hydromécanique # =H, du mouvement entretenu. 

Le théoreéme de Bernoulli, appliqué & un mouvement permanent 

horizontal, donne l’équation des lignes de flux de V: 

[ sap + : V? = Constante 

(cette constante variant en général d’une ligne de flux a une autre ligne 
de flux). Dans les mémes conditions restrictives qui permettent de 

déduire (63) de (9), le mouvement entretenu permanent est un mouve- 
ment géostrophique (vent horizontal du gradient) ou, plus généralement, 

un mouvement cyclostrophique. L’expression du théoréme de Bernoulli 
devient alors: 

V = Constante sur une isobare. 

D’autre part on aura: 

1 Ve eGR. fe = Vi = pf OP sino (7 pc te G ), 

2 . (14 a Qsing -\/14 0 2sing , 

oP 
on 

avec: 

aan S 
lim V= Ve = SOc. 
piso 20 sin 9 

    

Vaprés ’équation du mouvement. Dans ces relations n est la normale



ko
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horizontale aux isobares en un point et 9; le rayon de courbure des 

isobares. (Le signe + correspond aux isobares cycloniques et le 

signe — aux isobares anticycloniques). De (63) on déduit done : 

  

  

(64) H- H+, 

avec: 

Peta io, 7) Ke 
; 20 sin 9 : s 

as 1 ‘ > 

(65) {= (ViV*) x ke= 
~ 40 sing 

1 . Va aV oe. rig 
~sgeag "Ht sO" sintg (12 0 Qsin — 1/12 Bee sic. 

Le vecteur H, est le «vent» du gradient de la température, tandis que 

H, est le «vent» du gradient de l’énergie cinétique. Les lignes de flux 

de i, sont confondues avec les isobares du mouvement entretenu; la 

direction de ce vecteur est celle du vent entretenu du gradient si 

(VV)*VP>0 et inversement. 

Il est intéressant de remarquer que si les conditions qui permettent 

de déduire (63) de (9) étaient satisfaites sur toute la surface de la Terre, 

les lignes de flux du vecteur Hi seraient des courbes fermées, de sorte 

que la série de Fourier (46) représenterait alors la solution rigoureuse 

du probléme des variations de pression, lorsque le champ entretenu est 

permanent. [La condition la plus générale pour que les lignes de flux 

de H puissent étre considérées comme des courbes fermées est d’ailleurs 

moins restrictive que les conditions qui permettent d’écrire (63). Il suffit 

en effet, d’aprés (60), que dV./de et dV,/dy soient négligeables 

par rapport & 2Qsing, tandis que dV,/dy et dV,/dx peuvent avoir 

des valeurs quelconques]. 

Dans les régions ov |’expression (63) de H est valable, c’est-A-dire 

1A ov ce vecteur est, en premiére approximation (au 1/10 prés), le «vent» 

du gradient de l’énergie entretenue, le terme de creusement (ou de 

I Po 
ot ie 

Les expressions (61) montrent en effet que le vecteur A ne dépasse 

pas alors l’ordre de grandeur 10° métres, car g=107%g; d’autre part, 

op’. 
Vi (es) a Vordre de grandeur normal 10~ cbar. métre™.sec™., ce 

qui donne pour le creusement (ou le comblement) l’ordre de grandeur 

    

  comblement) Kev, ( ) de l’équation fondamentale (33) est normal. 
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10™ char. sec“, tandis que le creusement (ou le comblement) des pertur- 
bations 4 évolution rapide a l’ordre de grandeur 10~ cbar sec™, c’est-a-dire 
10 millibar/3 heures. Pour que le vecteur A ait Vordre de grandeur 
10° métres qui donne le creusement et le comblement rapides, il faut 
que D, ne dépasse pas l’ordre de grandeur 10~ sec”. D’aprés (62), 

ceci ne peut avoir lieu que si les dérivées spatiales horizontales de V 
sont de l’ordre de grandeur de 2Qsin 9, c’est-i-dire 10~ see. D’apreés 
(60) les régions ou cect a lieu, et qui sont celles ow il peut y avoir un 
creusement (ou un comblement) rapide des perturbations, sont aussi celles 
ow le vecteur H differe beaucoup du «vent» du gradient de Vénergie 
entretenue. Les mémes expressions (60), comparées ’ (61), montrent 
aussi que les lignes de flux de Ht qui traversent les régions de creuse- 
ment (ou de comblement) rapide ne peuvent pas ¢tre considérées comme 
des courbes fermées, méme en premidre approximation. Pour les points 
situés dans ces zones de creusement (ou de comblement) la solution de 
Péquation (33) des variations de pression est l’intégrale de Fourier (50), 
ou bien la série (37) des approximations successives ; tandis que pour 
les points ot passent des lignes de flux de H qui ne traversent pas les 
zones de creusement (ou de comblement) rapide on peut se borner A la 
série de Fourier (46). 

Dans la pratique, pour déterminer les vecteurs H et A, on com- 
mence naturellement par le tracé des cartes des pressions moyennes au 
niveau de la mer (Pn), et des températures moyennes au niveau de la 
mer (7;,),, pendant un intervalle de temps +=?t,—t, dans le passé 
contigu 4 Vinstant initial ¢, et de l’ordre de grandeur de 10 jours, pour 
éliminer les perturbations. A l’aide du champ de (P,,), et de la rela- 
tion P,(t)=(Pm),, cas particulier de (58), on détermine le vent entre- 
tenu par la formule classique du vent cyclostrophique (complétée au 
besoin par un terme de frottement), d’ou l’on déduit l’énergie cinétique 

ae Lies, ; tenet entretenue par unité de volume : V?. On caleule ensuite la fonction 
=~ 

7 79 

E,=R(Tr), ee Vz ainsi que les composantes < et i de son gra- 

dient horizontal. Connaissant les composantes V, et Vy du vent 

5 Sag: , Ve. dV. dVy entretenu, on en déduit les quatre dérivées partielles e ; ihal 
i de’ ON’ de 

  

~, ce qui permet de calculer immédiatement la valeur du déter- es 

minant D, par l’expression (62). On a ainsi tous les éléments pour le 

et   
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calcul des composantes H/,, Hy, A, et Ay des vecteurs H et A par 

les expressions (60) et (61). 
Tl sera utile aussi, comme nous le verrons dans le § suivant, de 

tracer la carte des courbes de niveau de la fonction Ae HZ et celle des 

courbes de niveau de la fonction: 

pig Ne asset / av. | ere ACS ee ee (oF — 20 sin 2) (OF 
[AI g D, oN a aN) ‘ 

puisque d’une part c’est en quelque sorte A qui représente la contri- 
bution du champ entretenu au creusement (ou au comblement) des per- 

turbations, et nous verrons d’autre part plus loin que Ae #H est, & un 

facteur prés, le creusement (ou le comblement) intrinséque des pertur- 
bations circulaires. 

  

8. Les vecteurs de prévision Het Het le climatologie dynamique. 
Nous entendons ici par climatologie dynamique la branche de la météo- 

rologie qui a pour but la recherche des relations qui existent entre les 

valeurs moyennes (normales annuelles, moyennes mensuelles norma- 

les, etc.) des éléments principaux (1’*, 7*, V*) et les propriétés 
moyennes des perturbations atmosphériques (trajectoires moyennes, 

zones de naissance et de disparition privilégiées des perturbations, etc.) 
dans les différentes régions du globe. 

L’importance des vecteurs H et A est décisive dans cette climato- 

logie dynamique, comme nous allons le voir. Donnons-nous par exemple 

le champ des moyennes normales de la pression et de la température 

(au niveau de la mer) et du vent pour un certain mois de l’année. 

On peut en déduire, comme il a été expliqué dans le § précédent, les 

vecteurs moyens Hy et a correspondants. L’évolution des perturba- 
tions (p/) de pression de ce champ entretenu moyen sera donnée 

évidemment par l’équation (33). Considérons alors une perturbation 

«normale» dont le creusement (ou le comblement) est constamment 
un extrémum au centre. La trajectoire d’une telle perturbation est 

évidemment indépendante de son creusement (ou de son comblement)/ 
Or, Péquation (33) montre immédiatement que la trajectoire d’une per- 

turbation sans creusement ou comblement est une ligne de flux de i 

(la vitesse du centre étant égale & il) » puisque l’intégrale générale de 

(33), sans le terme en A , s’écrit simplement : 

Polo» % > t=(Bo)o lo ay} 

en coordonnées lagrangiennes /,,«, (coordonnées initiales des «parti-
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cules Hp», voir § 5,A). On voit done que les «trajectotres moyennes» 

des perturbations «normales» sont les lignes de flux du vecteur H moyen 

(la vitesse du centre étant égale a H). 

Envisageons ensuite des «tourbillons circulaires», c’est-a-dire des 

perturbations dont le champ de p), est constitué par des isobares circu- 

laires. Ces perturbations appartiennent évidemment 4 Ja classe des 

perturbations «normales» définie ci-dessus, et la vitesse W de dépla- 

cement de leur centre est donnée par la formule : 

¥ : es 0p =] op. 

66 fgmlesianly (petit panes 
( ) utes ash v (SF). 

¢ étant une longueur mesurée sur un rayon horizontal de la pertur- 

bation et indice ¢ indiquant les valeurs au centre. L’équation (33), 

appliquée au centre de ces perturbations, prend alors la forme: 

OPs (OP = = 
(Se) .-- (Ge), Ae 

Mais nous savons que la vitesse de déplacement du centre d’une per- 

  

turbation normale est égale a H, cest-a-dire W=H. 

Donc: 

: Jy = ge 
(67) (= --G ites, 

pour les perturbations circulaires («tourbillons» circulaires). Cette 
équation montre que la contribution du champ entretenu aw creusement 

(ou au comblement) du centre des perturbations circulaires est le produit 
> > ‘ 

scalaire des vecteurs H et A. 

Le voisinage immédiat du centre d’une perturbation quelconque de 
p, présente toujours, en premiére approximation, les caractéres d’une 

perturbation circulaire; d’autre part, c’est évidemment une perturba- 

tion circulaire qui représente le mieux le voisinage immédiat du centre 

de la «perturbation moyenne» de p/, qu’on peut imaginer superposée 

& un mouvement entretenu moyen pour étudier la climatologie dyna- 

mique d’une région. C’est donc l’équation (67) qu’il faut utiliser en 

climatologie dynamique et cette équation montre que les zones privilé- 

giées de naissance et de creusement des perturbations (foyers de cyclo- 
> > 

nes) pour wn champ entretenu moyen sont les zones ou Vona Ae H>0, 

et les zones privilégiées ou foyers de comblement et de disparition des 

perturbations sont celles ou, par contre, Ne ll<0..
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Pour étudier la climatologie dynamique, « faut done tracer, « coté 

des lignes de flua de H moyen (qui donnent les trajectoires moyennes des 
‘ > > 

perturbations), les courbes de niveau de la fonction Ae H. 

Considérons finalement les rapports entre les trajectoires moyennes 

des perturbations en dehors des zones privilégiées de creusement et de 

comblement et les champs moyens de pression et de température. Le 

vecteur i, en dehors de ces foyers de creusement et de comblement, 

est donné, en premiére approximation, par (63), de sorte que les 

trajectoires moyennes. des perturbations coincident, dans ces régions, 

avec les courbes de niveau de l’énergie hydromécanique HK du mouve- 

ment entretenu moyen. On peut poser d’ailleurs Hoo Ht 4. , avec les 

valeurs (65) pour les vecteurs H, et H,. Le vecteur H («vent» du 
gradient de la température) est prédominant dans les zones extra- 
tropicales ott les variations spatiales de la température l’emportent 

presque partout sur celles de l’énergie cinétique. On peut done dire 

que les trajectoires moyennes des perturbations de pi’, dans les régions 

extratropicales, et en dehors des foyers de creusement et de comblement, 

coincident, en premiere approximation, avec les isothermes moyennes. 

Dans les régions tropicales les variations spatiales de la température 

moyenne sont presque partout trés faibles mais il peut y avoir d’impor- 

tantes variations spatiales de l’énergie cinétique moyenne. Le vecteur 

H, («vent» du gradient de l’énergie cinétique entretenue) sera donc en 

général prépondérant et comme ce vecteur est tangent aux isobares 

entretenues, on voit que /es trajectoires moyennes des perturbations de 
p, dans les régions intertropicales (cyclones tropicaua), en dehors des 

foyers de naissance et de creusement, coincident, en premiere approxima- 

tion, avec les isobares moyennes. Ces résultats sont en parfait accord 

avec des faits bien connus en météorologie empirique. 

9. Solution générale des équations (22) des perturbations. La 
solution de ce systéme peut étre cherchée par une méthode d’approxi- 

mations successives qui est la généralisation naturelle de la méthode 

utilisée pour résoudre |’équation (33) du champ de p’, (Voir § 5, A). 

Nous poserons donc: 
Co) 

! > ao 
P = >. wey 

0 

ROX ‘ > 2 > 

(68) v= Dawn
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et définirons les approximations successives par les systemes : 

  

Li: SRN div Wnt, 
ot 

eae Ss vied +S (Fa Ged), 
(69) 4 - 

SS Pa 8 Gut tne Sat tae Yn + 

Pe ee n—1 

+ Bi We © TS + Wn 9 TD c= Sp div Wnt,   
et par les conditions suivantes : 

1° — conditions initiales : 

To(w,y,2,t=t) = po(e,y,2), 

(70) Sy (@ 5 Y,2,t = be) = H(@,y52); 
foetal Site. Se 

Ta(t, 7, 2,¢=t,) =9, : 

(71) cn (@,y,2,t=t)=0, pour »Nl. 

wn (@,Y, 2, ¢ =o) = 0; 

  

  
2° — conditions aux limites: a)— conditions aux limites extérieures 

de l’atmosphére : 
lim.x, = 0, 
rr 

(72) lim ¢, = 0, 
r>0 

Loy cet 
limw, = 0. 

Lroe 

b) — conditions aux limites sur la surface ¢ du géoide. La condition 
cinématique aux limites est traduite par la relation (28) et l’on doit 

avoir ici, puisque [(wn)¢|, = 0: 

Ne (snJe 
(73) (Sn)g Valtn)e *X%o + 29 Gudec gay, *), =(0, pour »=0,1,2,.-: 

La premiére équation de (69) s’intégre immédiatement et donne, en 

coordonnées lagrangiennes : 
t 

(74) Tn (ly 7X yMy, t) = (Fn)o (5 9%» %) —f Ps div wy dt, 
ty 
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(x est ici le paramétre continu d’une famille quelconque de «surfaces de 

flux» de H horizontal, le paramétre continu d’une famille de surfaces 

orthogonales aux premiéres, et 1 le géopotentiel. On a donc: 

|" 

A= My 

t 

I, + [a (Io 9 &y y Mp » €) ot 
ty 

  

1= Ny; 

Wot Von déduit 
y=, a, 2,8), 

cae 

N= N- 

Ces fonctions, introduites dans (74), donnent les =, en coordonnées 
eulériennes /,%,27,¢: 

(74') 
Ta (ly a7, t) = (tn) [la(1, 2,05 0)5.23 n)— Pat (l,a,nt,);a;n3t]x 

x< (div Wn-1) [U,(l, a, nt); a;n;t]dt. 

Ces solutions satisfont aux conditions initiales (70) et (71), puisqu’on a 

dune part (%,)=p) et d’autre part (t,)=0 pour mX1. Les condi- 

tions aux limites extérieures (72) sont satisfaites aussi par suite de 

lim(m,),=0 et de lim Px =O. Quant & la condition cinématique sur 
r>n r—>n 

c, nous verrons un peu plus loin qu’elle est également satisfaite. 

Définissons les opérateurs suivants : 

d ¢ n—-1 

wee n Sn __ ye Oe 
(75) d, t o+(hs Sn V Tn ® oh 4 Biwi) We 

Les troisismes équations des systémes (69) s’écrivent alors comme suit, 

en tenant compte des deuxiémes équations : 

  

n—1 wy $S4-AL (59) ver Bo]es 
1 

9 ea: > 

+ RF (Fa—Ge bo ck = 85 div tia + 

n—1 
i 

A (v.-%) eV (Sa + dis). 

Soient : 

(77) Sn (P,A,n,; t)



  

939 ANTONIO GIXO 

les solutions de ces éqnations qui satisfont aux conditions initiales (70) 

ou (71), & la condition cinématique (73) et aux conditions aux limites 

extérieures (71). Ces fonctions et les fonctions (74')', introduites dans 
les deuxiémes équations de (69), donnent alors les approximations 

successives 7, de la perturbation de la vitesse qui satisfont A toutes 

les conditions initiales et aux limites requises, puisque les 7, et les ¢, 

satisfont 4 ces conditions. La seule difficulté de la méthode d’approxi- 

mations successives provient done du terme non linéaire V<¢;, des 

équations (76). Pour lever cette difficulté, nous poserons, dans ces 
termes non linéaires : 

(78) Sn (P54, 1, t) = [Sng (P54, 4) + Yn(P,A, 0,0), 

a étant une constante et les u, des fonctions qui satisfont aux conditions 

aux limites (p,),=0,limp, =O et initiales: (Yn).=90 pour n»1 
T>o 

et (12)e-,=8)(p, 4, )—e-*"(8,),. Ces fonctions (78) satisfont done a 
toutes les conditions initiales et aux limites du probleme, puisque les 

(<,), sont déterminés en fonction des =, [donnés par (74’)] au moyen 
de la condition aux limites sur ¢ (73), 

Admettons que les p, sont des petites quantités telles qu’on peut 

négliger, vis-ii-vis de 7 [e**"(én)z], les vecteurs Vpn et 7 [Ee tn (SnJgl - 
Une telle condition est verifiée a priori dans la voisinage de c, mais nous 

admettrons qwil en est de méme dans toute Vépaisseur de l’atmosphere. 

En posant: 
n—1 

(19) fx= Sidivimi+S2 (vane). 9 (83+ Bis) — 

e72an, 

25m 
  (Pa—g+3)- [Va (Sng — — 2a (cn)? hy] 

les équations (76) deviennent alors : 

d Ae pCa n—1 
n Sn 

(80) rie + ge| (Fa—g-4) « Vv (Sm + Qi <i) | c= faloh nhs,   

x, ,y,23,t désignant les coordonnées lagrangiennes qui correspondent 

aux opérateurs d,/d,¢, définis par (75). Ce sont done les coordonnées 

cartésiennes rectangulaires initiales de particules fictives se déplacant 

1 On voit maintenant que les x, satisfont aux conditions (73) si l'on contraint 

les s, 4 y satisfaire.
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én chaque point et & tout instant avec la vitesse 

n—1 

Vs Bi - Sn VT, ° D e+: par ww, 

Remarquons que les f;, sont, d’aprés leur définition (79), des fonctions 

connues, puisque les (¢,), sont déterminés par la condition (73), en 

fonction des mr, . 

L’intégrale générale de (80) s’écrit alors : 

f 

(81) sna sph szhst) =f fe eS ECR Yas er) Ant A (a9? y? 29, t)dy t+ 
to 

+ (Sa) (an ‘ On : aa}}e eu E (ung ay, t) d,é 

avec : 

n—1 

| (Yaa) V (Sn + 2 <i). 
m 

  \ 0 O 0 

4 (a 9Yns2ny t) eS 

Tl est essentiel de ne pas oublier que l’opération J d, t se rapporte évi- 
fo 

demment aux particules fictives qui se déplacent 4 la vitesse 

n—1 

Vin — Sn Vn 0% = Diw: . 
dO" 50 

Les solutions (81) satisfont évidemment aux conditions initiales 
[(70) ou (71)], ainsi qu’’ la condition aux limites extérieures, puisque 
lim (¢,)=9 et d’autre part (79) montre que ravi oooh De plus, ces 
Now 

solutions satisfont évidemment aussi a la Condisines cinématique (73) sur 
la surface o du géoide dans la mesure ot Phypothése introduite ci-dessus 
sur les p, est verifiée. 

Pour Pees de la solution (81) de ¢, en coordonnées «lagrangiennes» 

#.,Yr,%,,¢ aux solutions correspondantes en coordonnées eulérien- 

nes (9,4,7,¢ par exemple), on a les relations : 
' 

n—1 

Ly, = wh ae figs Vn ay Sm Vine & ARs par wile (ah ’ Ses > Zn ’ t) dnt, t 

n—1 

yn = Opie + fe Sivme i aa par wily (a, 2 2, Ld, t, 

n—1 

n= at {tPs— Sivek 5 + See wi] (ee ters Oded, 

4 ' 
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dot lon déduit: 

aan (ay Ys2,t) = wn [w (9,4, n)3y (9,4, 0); 2(9,2,0)5 ¢] 

) Hm oe iatatat) mee le ests 8) sey, 958 (9,1,9)5 4 

lat (@,9,8#,0= Zn [e(9,2,0)3 ¥ (9,4, n)32(9,A, 0); €] 
i 

Ces fonctions, introduites dans les ¢, (a, y,2,,¢) donnent les solutions 

eulériennes correspondantes en coordonnées «géopopentielles» ¢,A,7,¢. 
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MESURES SUR LES COURBES DE RESONANCE ULTRASONORES 

DANS DES LIQUIDES 

par A. Van IvrerBEEK et A. Dr Bock * 

(Communication du «Centre Etude Scientifique et Technique 

du Froid», Louvain, Belgique) 

(Recu le 15 Avril 1947) 

1. Le mode de vibration dun quartz piézo-électrique dans un liquide 

est déterminé par l’équation différentielle : 

a’x _ dx : 
. 4+W-—-+G-a2 = P-sinot 

dt? dt 
  (1) M 

w=2n/T', «x est le déplacement Wun élément de volume queleonque 

autour de sa position d’équilibre, J représente un facteur qui dépend 

de la moitié de la masse du cristal et de celle du liquide accouplé, 

W est le facteur de frottement du systeme cristal-liquide, @ la rigidité 

et P Vamplitude d’une force périodique extérieure. Le coefficient 

d@’amortissement du syst?me donnant lieu & un rayonnement dans un 

sens est exprimé par la formule 

W 

?) °= or 
J he   

L’amplitude & des oscillations en fonction de la pulsation », est 

donnée par |’équation : 
DD 

(3) a 
V(G —M. a") + W?w 
  

En pratique on ne mesure pas Vamplitude &, mais lénergie sonore 

E=k-R?-o* ou k est un facteur indépendant de la fréquence. Pour 

* Aspirant du Fonds National de la Recherche Scientifique.
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énergie sonore en fonction de », on peut établir A partir de I’équa- 
tion (3), l’expression suivante : 

kk. P?+@ 

(G—M.- wo! + Ww 
  (4) Ex 

La courbe représentant E en fonction de » est une courbe en cloche 
qui posséde un maximum pour »=o, (o, étant la pulsation propre 
du quartz). 

Le décrément logarithmique du systéme peut étre calculé de cette 
courbe au moyen de |’équation : 

(0; —o ) 

Oy * 
(5) d=   

#, est la pulsation correspondant 4 une énergie ultrasonore E, = E,/2 
(EZ, = énergie emise & la résonance). 
D’autre part il a 6té établi par BerGMANN [1] que le décrément loga- 
rithmique peut étre calculé a partir des propriétés physiques du liquide 
dans lequel vibre le quartz. Ainsi 

6) ga Ql” 
( } Po Yo 

(¢ est la densité du liquide, v vitesse de propagation du son dans le 
liquide ; 9, et v, sont les mémes valeurs pour le quartz). 

On peut done prévoir qu’en étudiant le mode de vibration d’un quartz 
dans un liquide on peut obtenir des indications concernant les pro- 
priétés physiques du liquide. 

Entre autre nous avons l’intention d’appliquer cette méthode A l’étude 
des gaz liquéfiés tels que l’oxygene, l’azote, Vhydrogéne et Vhélium 
liquide. 

Afin de mettre au point cette méthode nous avons étudié a tempéra- 
ture ordinaire les oscillations de cristaux de différentes fréquences 
(5380 ke, 20mm, 600ke, 800 et 900ke tous de 15mm de diamétre), 
dans la paraffine, le xylol et l’huile pour transformateur. Ces mesures 
nous ont fourni en outre des indications sur la manidre dont le mode 
de vibration du quartz dépend du montage de celui-ci ainsi que de ses 
dimensions. 

2. Appareils de mesures. Pour l’excitation du quartz sous diffé- 
rentes fréquences, nous avons fait usage d’un oscillateur de 100 watt 
permettant une variation continue de la fréquence entre 200 et 1200 ke.
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La tension effective aux électrodes du quartz est mesurée au moyen 

dun voltmdtre électrostatique du type Stark et Schroeder. 
Toutes les mesures ont été faites pour une tension effective de 

2000 volt. Le montage est représenté dans les figures 1 et 2. 

| & om 
poe 

Oscillateur Variometre  Voltmétre Quvartz 

Fig. 1 e 

  

  

  

        

Pour la mesure de l’intensité sonore, nous avons employé la méthode 

indiquée par SorRENSEN [2], laquelle consiste 4 mesurer la pression de 
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Fig. 3 

radiation sonore au moyen d’une balance de précision (voir fig 2 et 3). 

Cette pression est exercée sur un réflecteur attaché 4 un des plateaux 
de la balance. Nous avons comparé les mesures faites au moyen d’un
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disque en verre (diamétre 35mm, épaisseur 1,7 mm) et celles faites au 

moyen d’un petit volume creux de forme trapézoidale en cuivre rouge 

(épaisseur de la paroi 0,2 mm). 

   

  

4 

a | | 

  

  

  

    
  

      

Q 
Fig. 4 

Le plus grand nombre de mesures ont été effectuées au moyen du 

réflecteur creux, bien que ces mesures correspondaient exactement avec 

| a     
Fig. 5 

celles faites au moyen du disque en verre. La pression de radiation 

sonore est déduite de la déviation totale du fléau de la balance. Cette
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pression S est liée & Vintensité ultrasonore J par la formule bien 

connue de LANGEVIN [3]. 

(7) Sa BoE. 

La pression de radiation maximum atteignit la valeur d’environ 3 mgr 

par em*. Ceci correspond a une intensité sonore de 0,15 watt/em’ . 

Pour le montage des quartz, nous avons employé les différents dis- 

positifs représentés dans les figures 4 et 5. 

  

té& 

Y ke. 

o 500 525 550 545 
Fig. 6 

      
Dans un montage (1) le quartz était posé sur un disque en cuivre a 

(épaisseur 9,5 mm, diamétre 48,5mm). Dans ce disque, servant 
comme électrode de haute tension, était tournée une cuvette. L’éle- 

ctrode reliée & la terre était un anneau circulaire } (diamétre intérieure 
14mm, diamétre extérieure 26mm: épaisseur 3mm). Dans le second 

montage (II) le cristal g fut placé a Vintérieur d’une boite a en-cuivre 

(diamétre 40mm, hauteur 22mm). Celle-ci se trouvait au potentiel 

de la terre. 
La surface supérieure est munie d'un trou (diamétre 14mm) devant 

lequel est placé le quartz. L’électrode de haute tension 6 est un dis- 

que en cuivre (diamétre 22mm, épaisseur 2mm). Cette électrode est 
serrée contre le cristal au moyen d’une plaque c en ébonite ou en 

verre par Vintermédiaire d’une bandelette d en acier servant comme | 

ressort. Ce ressort est légérement serré contre le cristal au moyen 
dun disque e vissé dans la partie inférieure de la boite a. Le disque 

en ébonite était remplacé par celui en verre pour les mesures effectués 

dans le xylol pour cause de son action dissolvante.
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Tous les cristaux que nous avons employés sont taillés perpendiculai- 
rement 4 V’axe électrique. Nous remercions bien vivement le Profes- 

; P araffine. 
ce 3. 

  

  
  

500 525 550 645 Kc. 

{4 

  

  
  

  

  

  

  

3 y 
G50 445 goo 4025 Ke. 

v Huile pour transform. 

+0 545 540 565. ‘Ke. 

seur P. Turlot de La Louviére (Belgique) qui nous a fourni le cristal 
de 530ke. Les cristaux de fréquence 600, 800 et 900ke nous ont 
été fournis par la Société Belge d’Optique de Gand. 
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3. Mesures. Les mesures faites avec le premier montage ont donné 

lieu-A des courbes de résonances asymétriques (voir fig. 6). 

Un phénoméne analogue a été observé par BeckeR(4]. Néanmoins 

nous avons calculé A partir de ces mesures le coefficient d’amortisse- 

‘ment; la valeur de 5 obtenue a partir de ces courbes différe trés peu 

des valeurs correspondantes aux courbes symétriques, que nous avons 

obtenues en utilisant le dispositif de la figure 5. 

Dans les figures 7 a, b, ¢ nous’ avons représenté quelques courbes 

de résonance obtenues respectivement avec la paraffine, le xylol et 

Vhuile pour transformateur. A partir de ces différents résultats nous 

avons caleulé les coefficients d’amortissements pour les trois liquides 

en question. Les résultats, correspondants a différents montages, sont 

indiqués dans le tableau ci-dessous. 

DEGREMENTS D’AMORTISSEMENT DANS DIFFERENTS LIQUIDES 
  

  

  

  
  

  

| Liquide Fréquence ke Montage 3 exp s=2 x - = | , 

Paraffine 530 ] 0,19 0,16 

530 I 0,21 
530 I] 0,16 
600 i 0,36 
800 I] 0,55 
800 Il 0,55 
900 iB 0,43 

Xylol 530 I 0,18 0,16 
800 I 0,71 
800 I 0,81 
900 I 0,69 

Huille pour 530 I] 0,29 — 
transformatcur 800 I] 0,76 

900 I 0,38           
  

  
Nous voyons done d’aprés le tableau ci-dessus que pour le quartz 

de 530ke on trouve une bonne correspondance entre les valeurs 

expérimentales et les valeurs théoriques. Pour les autres quartz le 

décrément expérimental est environ quatre fois plus grand que le 

déerément théorique. Ceci peut se comprendre, le diamétre de ces 

quartz ne différant que peu de l’épaisseur, de sorte qu'il faut prendre 

en considération la radiation latérale.
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A la fin de cet article nous remercions bien vivement le londs 

National de la Recherche Scientifique belge en premier lieu pour le 

fait qu'il a mis 4 notre disposition différents apareils sous forme de 

prét et en second lieu pour aide financiére dont a pa jouir un d’entre 

nous sous forme de mandat d’ Aspirant. 

Nous remercions également le Prof. J. De Smedt pour l’intérét avec 

Jequel il a suivi ces expériences. 
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DIFFUSION DES NEUTRONS THERMIQUES PAR LE METHANE 

ENTRE 20 ET 200°K 

par A, Gipert* (& Lisbonne) 

(Regu le 15 Mai 1947) 

Résumé. On peut s’attendre théoriquement a la possibilité de mise 

en évidence de transitions du premier ou second ordre au moyen de la 

diffusion des neutrons thermiques. On fait ici un essai d’application de 

cette hypothése 4 l’étude des changements de structure du méthane 

entre la température ordinaire et 200°K. La transition du second ordre 

bien connue & 20,4°K est marquée par un accroissement de la section 

~ efficace de 19°/,. 

1. Introduction. Les neutrons thermiques ayant des énergies com- 

prises entre 0,02 et 0,04 eV, leur diffusion peut étre sensible au champ 

moléculaire, comme le démontrent de nombreux cas de non-additivité 

des sections efficaces [1], ainsi qu’a la température du diffuseur [2], cet 

effet ayant été aussi établi expérimentalement [3]. Or, ainsi que Va 

montré Pauling [4] pour les molécules diatomiques, dans un cristal le 

mouvement des molécules, relativement aux angles polaires 9 et 9, 

approche l’un des deux cas limite: oscillation ou rotation. D’autre 

part, il montre que certaines transitions, dont celle du méthane, peu- 

vent ¢tre interprétées comme des passages de l'état dans lequel la plu- 

part des molécules sont en oscillation vers l'état dans lequel la plupart 

des molécules sont en rotation. Dans ce dernier cas, les niveaux 

d’énergie seraient proches de ceux de la molécule libre. Il en serait 

ainsi, en particulier, du méthane au-dessus de 20,4°K, de lazote 

au-dessus de 35,4°K et de l’oxygéne au-dessus de 43,8°K . 

De telles circonstances nous ont semblé propices 4 mettre en évi- 

dence la possibilité d’utiliser les neutrons thermiques dans l’étude de 

certains effets moléculaires. 

* Boursier de ’Etat portugais (Instituto para a Alta Cultura) pendant la réali- 

sation de ce travail.
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Ainsi, le méthane et l’azote se présentant sons un jour particuliére- 
ment favorable, nous avons entrepris leur étude. Les résultats des 
recherches sur l’azote, déji publiés [5], confirment les suppositions 
théoriques dans une certaine mesure. 

Par ailleurs les neutrons thermiques ayant une longueur d’onde de 

Vordre de 1,7 A et les distances atomiques dans le méthane étant voi- 

sines de 1A [6] des effets d’interférence sont possibles [7] et l’on sait 
que ceux-ci peuvent étre suffisamment marqués pour étre obser- 
vés [8]. 

D’autre part, leffet de la température n’étant pas négligeable, il est 

intéressant de pouvoir en tenir compte et le méthane s'y préte parti- 

culiérement bien. En effet les résultats de Sachs et Teller [2] sont 
applicables au méthane au-dessous de 45°K , pour des neutrons ther- 
miques de 290°K , en supposant quil se conserve gazeux & ces tempé- 

ratures. Puisque nous avons des raisons d’admettre que la théorie de 

Sachs et Teller est bonne, surtout aux basses températures [3], nous 
pourrons prendre |’écart entre les valeurs expérimentales et les valeurs 

théoriques (pour le gaz) comme la mesure de l’influence de 1’état 
Vagerégation. 

Nous avons done fait des mesures de la section efficace de diffusion 

des neutrons thermiques dans le méthane aux températures suivantes 
(°K): 200, 150, 110, 77 et 20. 

2. Mesures. Le dispositif expérimental a déja été décrit ailleurs 
‘3 et 5) ainsi que le liquéfacteur employé poar la production de tempé- 

ratures jusqu’éa 20°K [9]. 
Pour les mesures dans le méthane gazeux nous avons utilisé une 

chambre de diffusion cylindrique ayant 11,6cm de longueur tandis que 

pour le méthane liquide et solide nous avons employé un chambre ayant 

i peine 2,00 mm d’épaisseur (Fig. 1), les bases étant dans les deux cas 
des plaques d’aluminium de 3mm d’épaisseur. Les diamétres des cham- 

bres étaient d’environ 40mm. La chambre était placée a l’intérieus 
du Dewar métallique, qui constituait la chambre thermique. Les paroir 
de la grande chambre étaient recouvertes intérieurement d’une feuille de 

cadmium de 1mm dépaisseur. Malgré la position des chambres, nous 

avons réalisé un blindage au cadmium presque continu. Ce blindage 

est renforeé, en particulier autour de la chambre (ionisation, par une 

couche, épaisse de lem, d’acide borique en poudre comprimée. 
La chambre d’ionisation, en aluminium, est remplie de trifluorure de 

bore et reliée A un amplificateur linéaire.
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Les neutrons thermiques sont produits dans un «howitzer» par 

deux sources, l'une de Ra+ Be, Vautre de Rn-+ Be, environ 

350 mC au total. 

La mesure et le contréle des températures se faisait par couples 

thermo-électriques de cuivre-constantan. Les températures qui ne corres- 

pondent pas 4 des points fixes étaient obtenues par les moyens déja 

déecrits [9]. 

  

          
  

  

Les sections efficaces ont été mesurées par transmission, soit par 

détermination de quatre nombres de neutrons enregistrés: NV (avec 

méthane), Nza (avec méthane et écran de Cd), N° (chambre de diffusion 

vide, ou «témoin»), New (comme N°, avec écran de Cd), et Vapreés la 

formule 
N°—Nea 

nod = log ———— 
+ Ved 

Les déterminations des 4 nombres N se faisaient en cycles de facon 

4X compenser de légdres variations de sensibilité de l’amplificateur. 

Dans la formule précédente l’épaisseur de la chambre de diffusion, ¢, 

: i . : 
était connue au eee, a Dans le eas de la petite chambre, la déter- 

mination du nombre n de molécules par cm’ est particuliérement 

délicate, étant donné que le volume de la chambre de diffusion (2,6 em’) 

et le volume du tube de remplissage sont du méme ordre de grandeur. 

{Le manque de temps ne nous a pas permis de modifier en conséquence
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an montage qui était adapté aux mesurs analogues dans Vhydrogéne 
et dans l’azote. Or, tandis que dans l’hydrogéne la connaissance de 
la pression du gaz, tandis que dans l’azote la détermination du volume 
du gaz employé a l'état condensé, aprés chaque série de mesures, nous 
ont donné une précision suffisante, aucune de ces méthodes n’était pra- 
ticable ici et nous avons da utiliser, pour déterminer n, les valeurs 
connues de le densité du méthane. Nous avons toujours remplila chambre 
de diffusion 4 la méme température, comprise entre 100 et 110°K et nous 
avons done pris la valeur 0,43 g/cm’ pour la densité du méthane [10]. 

Toute fois la variation de la densité du méthane avec la température 
n'est pas négligeable dans son ensemble bien qu’elle présente un plateau 
entre 35 et 14°K, ainsi que le montrent des travaux récents [11], la 
densité dans cette zone étant de 0,52 g/em*. 

Par conséquent l’erreur provenant de la fagon dont nous déterminons 
le nombre nd ne peut que conduire & des valeurs trop petites et, par 
suite, 4 des valeurs trop grandes de ¢. Or tous les effets que nous 
observons, sauf un, se présentent sous forme de diminutions de ¢ et 
ces effets ne proviennent done pas de l’erreur éventuelle commise sur d. 
D’autre part leffet qui se manifeste par un accroissement de >, se 
présente a la temperature la plus basse (20°K), mais nous avons vérifié 
que le nombre de molécules présentes était bien le méme qu’a la tempé- 
rature immédiatement supérieure (77°K). Pour cela, aprés les mesures 
a 20°K, nous avons fait des mesures de contréle 1 77°K et nous avons 
bien trouvé la méme valeur que lors des mesures faites directement A 
cette derniére température. L’effet relatif, du moins, est done certain. 
Dans tous les cas, étant donné l’impossibilité évidente de vider et remplir 
la chambre de diffusion au cours d’une méme mesure, les nombres 

N° et N& étaient déterminés avec un témoin d la place de la chambre. 
Le rapport des nombres de neutrons thermiques enregistrés avec chambre 
vide et avec témoin était connu A 1°/, pres. 

Une autre cause d’erreur se trouve dans l'état @impureté du méthane. 
Afin de réduire cette erreur, nous avous employé du méthane commer- 
cial aussi pur que possible et, pour les mesures A l'état gazeux nous 
avons encore fait une purification supplémentaire par une méthode 
décrite ci-aprés. Cependant pour les mesures dans les états condensés 
nous avous préféré employer le méthane moins pur, mais comprimé, ce 
qui nous a permis de faire les remplissages sous des pressions de quel- 

ques atmospheres. Les principales impuretés étaient l’azote (4,25 °/,) 
et lanhydride carbonique (1,9°/,). Celui-ci était fortement réduit en 
faisant passer le gaz trés lentement dans une longue spirale plongée 
dans le mélange alcool + glace carbonique. L’eau se déposait aussi.
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Quant 4 l’azote il restait gazeux a la température de remplissage et ne 

comptait done pas en présence du méthane liquide. 

3. Purification du méthane. Le gaz commercial comprimé, tel qu'il 
nous était fourni avait la composition suivante : 

CH, (93,5 a); Ne(4,25°/,)5 CO0A2°),), O,(0,85°/,) 

et, apres purification, 

CHL98, Tals NAO hy COM 4/35 O80,35*).)5 

les analyses ayant été réalisées au Laboratoire fédéral d’essai de maté- 

riaux et Institut de recherches (EMPA, 4 Ziirich). 

Pour la purification du méthane nous avons utilisé en principe la 

méthode décrite par Schallamach {11}. 

Dans le figure 2 nous représentons schématiquement l'appareil utilise. 

Le méthane commercial comprimé & 150 atm. traversait un réducteur 
de pression et au moyen d’un robinet on réglait son débit dans lappa- 

reil. Le gaz barbottait d’abord dans une solution de potasse, puis dans 

de l’acide sulfurique concentré et était ensuite séché & travers de lan- 

hydride phosphorique en poudre. Comme l’on ne pouvait pas faire le 

vide dans cette partie de l'appareil on en expurgeait l’air en laissant le 

méthane s’écouler d’abord a l’extérieur. Aprés 15 minutes environ, 

on mettait alors la premiére partie de l’appareil en communication 

avee la seconde ot l'on avait fait un bon vide. Lorsque la pression 
était suffisante on entourait le ballon de 1 litre @un bain @air liquide 

de facon & y condenser le méthane qui était toujours débité par 
la 1’re partie de Pappareil. Le méthane se condensait et lorsqu’on 

jugeait en avoir la quantité suffisante, on fermait le robinet séparant 

les deux parties de lappareil. 
Alors on faisait le vide, le méthane se solidifiant et perdant lors de 

la solidification une partie des gaz oeclus dans sa masse. On réchaut- 

fait et l’on recommengait, reprenant ces operations une dizaine de fois, 
jusqw’’ consommation d’environ les 2/3 du méthane liquéfié d’abord. 

Le partie restante était alors recueillie dans le grand ballon de 3 

litres ainsi que dans le ballon d’analyse de 1/2 litre. 

e 

4. Résultats et conclusions. Nos mesures ont porté sur les trois 

états Wagegrégation et les résultats sont rapportés dans le tableau 

suivant, avec leurs erreurs quadratiques moyennes. 
Les valeurs données de ¢ sont celles de la section efficace totale
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moins Ja section effieace de lVatome de carbone (¢,=4,9%<10™ em") 

divisée par 4, soit par atome d’hydrogene. 

Dans le 3° colonne nous donnons en outre la variation de ¢ en °/, 

rapportée A la valeur la plus basse (état liquide, o=33,9+2,7) et dans 

ia 4° colonne nons indiquons l’erreur sur ce rapport. 

La valeur & 300°K est due & Carrol [7]. 

  

  

  

    

  

  

  

  

    

| TK) | 5>< 10% (em) R=(2—0150)/2110 (0) AR (°/0) 

: 300 45,4 +0,3 ra ‘si ee: 10,9 

Bs ‘i 42,0 +55 =e mu 13,8 

150 36,9441 ae 88 94 

110 33,9 + 2,7 za ims 

d A q 35,1 + 2,3 35 10,4 e 

Fag i 40,3 + 2,6 19 12,5         
  

De Vensemble de ces valeurs on voit qu'il n’est pas possible de 

<éparer celles qui vont de 150 4 77 °K, mais que, par contre, les valeurs 

i 200 et 300°K, d’une part, et la valeur & 20°K, d’autre part, s’éloi- 

gnent nettement des précédentes. 

Les mémes raisons théoriques déja expliquées & propos de l’azote et la 

valeur déja signalée du point de transition du méthane, nous ont porté 

4. tracer la courbe pointillée de la figure 3 comme susceptible de repré- 

senter, dans son allure du moins, la variation de @ avec la température 

et état daggrégation du méthane. 

A remarquer que, pour l’établissement de la temperature de liqué- 

faction nous avons pris la valeur correspondante a la pression a laquelle 

se trouvait le gaz dans les mesures faites 4 l’état gazeux A la plus basse 

température, soit 145°K sous 8 atm. [10). 

Les résultats obtenus avec l’azote sont donc retrouvés ici “dans leurs 

ezrandes lignes et, étant donné qu'il s’agit de molécules de types assez 

différents, on est tenté de conclure a la généralité des faits observés 

clans les deux cas, & savoir:
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1°) constance de la section efficace & l’état gazeux, sauf variation 

minime avec la température ; 

2) chute lors de Ja transition gaz-liquide ; 

3) insensibilité & la transition liquide-solide ; 

4) variation brusque lors d'une transition du second ordre. 

Cependant, tandis que dans le cas de Vazote il a été possible de 

discerner dans l’état liquide une diminution continue avec la tempéra- 

ture, un tel effet n’est pas décelable ici. 

’D’autre part, il semblerait que la chute lors de la liquéfaction ne 

présenterait pas un caractére de discontinuité aussi brusque qu’on 

aurait pai le penser. 

Remarquons encore que nos mesures 4 20°K on été faites, effective- 

ment, au-dessous de la température de transition. En effet celle-ci a 

été établie avee grand soin par Clusius et Perlick [12] qui donnent la 

valeur 20,4°K, tandis que nos mesures ont été faites 4 la température 

débullition de Vhydrogene liquide sous une pression toujours inférieure 

a 750 mm-Hg, soit & une température inférieure a 20,3 °K [13]. 

Enfin, comme nous l’avons déja remarqué, on peut appliquer au 

méthane gazeux au dessous de 45°K la théorie de Sachs et Teller, 

Ce faisant on trouve pour section efficace moyenne entre 20 et 45°K, 

a Vétat gazeux, la valeur ¢=47, si l’on prend ¢y=20, tandis que 

notre valeur expérimentalé extrapolée dans la méme région, & moins 

d’une variation que rien ne fait supposer, est de 35,1+2,3 a létat 

solide. 

C’est un effet tras grand, une diminution d’environ 20°/,, dont le 

sens est d’accord avec ce que l’on pourrait attendre d’une effet d’inter- 

férences, mais il serait bien osé de vouloir conclure sans posséder 

dautres résultats expérimentaux et une analyse théorique profonde. 

La partie expérimentale de ce travail a été faite & l'Institut de Phy- 

sique de VEcole Polytechnique Fédérale de Ziirich et nous tenons a 

remercier ici son Directeur, Monsieur le professeur P. Scherrer pour 

son intérét, ses conseils et son appui matériel désintéressé qui ne nous 

ont jamais fait défaut. 

LABoraTorrE DE PuysiQquE 

Facuuré pes Scrences —LisBonne
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Ultima-se agora a publicagdo do Vol. II da Portugaliae Physica, 
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ficos do estrangeiro e integrar o trabalho dos fisicos portugueses na obra 

da investigacgdo cientifica que no mundo civilizado afanosamente se 
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O modo como Portugaliae Physica foi recebida no estrangetro por 

instituigdes e individualidades de reconhecida autoridade cientifica com- 

pensou os esforgos dos seus fundadores e mantem o intento de se permitir 

no empreendimento hd cinco anos iniciado. 
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cacdo do Vol. I, a situacdo econédmica da Portugaliae Physica fosse ja 
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Outros. bons,.amigos da Portugaliae Physica tém com o seu trabalho 
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_ Esperamos que ajudas das espécies apontadas permitam a manutengdo 
da Portugaliae Physica e esta possa continuar a prestar os servigos 

para que fot criada. 
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