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1. Energie libre et fonction de lagrange. Une curieuse analogie
entre la notion mécanique de «fonction de Lagrange» et la notion
thermodynamique «d’énergie libre» a été signalée, il y a fort longtemps
déja par Helmholtz. Nous allons d’abord la rappeler.

Partons de la relation thermodynamique classique

1) AW =dQ — pdV=TdS — pdV

et introduisons avec Helmholtz une variable e telle que, par définition,
la température soit la vitesse ;=§ correspondant & cette variable.
Nous posons done :

) g e

dt

Nous placant au point de vue du schéma général des équations de
Lagrange, nous désignerons par & la force généralisée correspondant
4 la variable € et nous aurons

(3) AW = 8de — pdV = Sedt — pdV

d’ou par identification avec (1)

(4) sedt — TdS
ou
(®) =8

Nous supposerons que la variable e est du type qu'on nomme «cyclique»
en Mécanique analytique, c’est a dire que la fonction de Lagrange ne
contient pas e. :
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Envisageons alors un processus reversible extrémement lent pour

lequel on aura ~0 et -d—: =0. Les équations de Lagrange pour
oV
les variables = et 17 seront alors
(©) ~ Ly 2 (a“f) =
oV dt \ ge

ou
(6" P = B0 r}:’- - /'c-‘rﬁf. = [‘S*d-t = S

oV A ¢

I’énergie sera donnée d’aprés sa définition générale en Mécanique ana-
lytique par

) Wei S V2 sy
0¢ oV

d’ol

(8) P TS W=

17 étant Pénergie libre. Pour 7" constant, nous aurons
(9) dC=pdV=—dW + TdS =— d(W— TS) =—dF

dT étant le travail effectué 4 l'extérieur, et nous retrouvons ainsi une
propriété bien connue de l'énergie libre.

Le schéma canonique de IHelmholtz comportant 'introduction d’une
variable cyclique = dont la température est la vitesse est fort curieux.
Il conduit, comme le montre I'équation (8) & identifier 1'énergie libre
avec la fonetion de Lagrange changée de signe. (C'est 1a une analogie
trés remarquable qui a été utilisée par divers auteurs, notamment par
Max Planck! dans ses études de thermodynamique relativiste. Nous
allons la voir réapparaitre sous une autre forme.

L]
2. Transformations & p: constants et 8 ¢; constants, Considérons
un systéme mécanique dont la fonction de Lagrange est

‘J',(ql“'Qr‘"'{;l""{;i"'),

L]
les ¢; étant les variables de Lagrange et les ¢; les vitesses correspon-
dantes. Nous poserons suivant I'usage en Mécanique analytique

v Annalen der Physik, t. 26 (1907) p. 1.
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(lﬂ) Pi — :_. . ]]': EP‘. rh. S
i L

»

pour définir les moments de Lagrange p; et I’énergie du systéme. Les
équations de Lagrange auront la forme générale

dpi _ <

= + Q
dt ()Q\

(11)

les @Q: représentant des forces généralisées agissant de I'extérieur sur
le systtme de sorte que le travail élémentaire regu par le systéme soit

£L
Y Qidg:, tandis que les i représentent l’ensemble des forces inté-
i 0qi
rieures (dérivant des interactions internes et des forces d’inertie intro-
duites par le choix des variables ¢;).
Nous définirons I'énergie libre du systéme en accord avec les idées
d’Helmholtz par la relation

(12) Fe=—u2t

soit d¢, le travail infinitésimal fourni au systdme par les forces exté-
rieures et d¢; le travail infinitésimal effectué par les forces internes
et les forces d'inertie. On a

(13) dt, = 2 Qidq; dt; = ¥ j—%dq; ;

i

En différenciant l'expression de IV, nous trouvons

: . L L .
(14) AW == 3 pidy; + z,q,dp, z‘d;dgg—zﬂrdq;=
i i i 5‘}_’:‘

o L 0L
= W q;dp; —
D= g,
En éerivant ceci, nous supposons que le systéme est purement méca-
nique, c’'est a dire qu'il n’y a pas d’échanges de chaleur. Nous trou-
verons ensuite

. L . £
(15) dT = ¥ Qidq: = E [pidq;— diq_. dqi] = 2 [qidp;: — g‘—{dq;} =dW

i

Ce résultat exprime la conservation de I'énergie.
Nous allons maintenant envisager deux cas particuliers.
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a) Les p; sont maintenus constants.

P ;

On a dp;=0 et jg +@Qi=0. Il y a done équilibre entre les forces
extérieures et les forces intérieures et d’'inertie. On a donc d€;—= —dT,—=
=—d W, ce que nous écrirons
(16) - [dT), =— [dW],

l'indice p rappelant que les p; sont maintenus constants. Le travail
—dT,=dC; fourni & lextérieur est égal & la diminution de l’énergie
interne: auncun apport extérieur d’énergie n’est done nécessaire.

L]
b) Les q: sont maintenus constants.

Alors rfgn 0 et ld»l E—dr‘, d’on

7 C a.{,’ r.gpe -
17) [dT:], 2 an‘_dfb' = [d£ l} =—[dF -

Le travail des forces intérieures et d'inertie est égal & la diminntion
de T'énergie libre. Ici I'on n'a plus dW-+dT;=0, mais d’aprés (14)

(18) AW + dt;— 3 g dp:.

L
La quantité d’énergie ZQ.- dp: doit done étre fournie au systéme.

Supposons les vitesses assez faibles par rapport a celle de la lumidre
pour pouvoir négliger les corrections de relativité et employer les
formules de la Mécanique classique. L’énergie cinétique E.;, sera alors

., ®
une fonction quadratique homogéne des ¢; ‘et I'on aura

(19) D Ln

0q;
d’ot, puisque les g..',- sont par hypothése maintenus constants
(20) 2d Bo = X qidp:.-

La quantité d’énergie & fournir au systbme est donc alors égale & deux
fois I'augmentation de 1'énergie cinétique: la moitié de 1'énergie fournie
se retrouve dans I'augmentation de 1'énergie cinétique, l'autre moitié
sert & couvrir le travail des forces d'inertie.



ENERGIE LIBRE ET FONCTION DE LAGRANGE J

On peut présenter la question autrement. La force @ peut étre

considérée comme la somme d'une force @ =—

£
jq,— qui équilibre les

forces internes et d’inertie et d'une force Q= Q;— @ qui fournit I'éner-
|

.
gie nécessaire au maintien de la valeur constante des ¢;. Des équa-
tions de Lagrange, on tire

z_(;iffpi = zf;xdqi : 2 [d + Qildf}a ] Z Q! dyg;

(21)
=3 Qdy

et l'on voit que le travail E Q! dy; des forces Q a bien la valeur

iZ qi dp; .

3. Application & la Thermodynamique suivant le schéma d'Helmholtz.
Dans les calculs faits au paragraphe I pour exposer le schéma cano-

nique dIIeImhelt/, nous avons supposée F=0. Si, de plus, nous
supposons e=T—C' nous serons dans le cas des q, constants et,
d’aprés (17), nous obtiendrons larelation classique en Thermodynamique :
(22) dlp=—[dF )y =TdS —dW.

Désignons par U'indice 1 ce qui concerne le volume et par l'indice 2 ce
qui concerne la variable . Nous avons

‘f =
Lad + Q=0 avee Q=p, Q=0
01
(23) d p.
o @ avee =0, Q-¢.

L’énergie fournie au systéme par les forces ; est
(24) dt; =— Qidgy — Qidgs = pdV

Celle fournie par les forces @ est
(25) {dgy + Qi dgy = éde = S edt = TdS = d W+ diy

Ces résultats sont bien ceux que nous avions trouvés plus haut pour le
L]
cas des ¢; constants.
Pour étre dans le cas opposé des p; constantes, il faut que p; = S

soit constant: la transformation est alors isentropique, §=38 est nul
et I'on a
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2 :
(26) (5 =22 avi 2Lae = pav=—[aW]s
s as

o
Aucun apport d’énergie n'est nécessaire.

Nous avons ainsi une vérification compléte de la théorie générale du
paragraphe précédent. On en trouverait d’autres en étudiant des sys-
témes mécaniques ! et en appliquant au cas de l'électrostatique. Nous
laisserons ici de coté ces illustrations de la théorie générale et nous
nous bornerons & faire son application au cas de ’Electrodynamique.

4. Application 3 I'Electrodynamique.

a) Absence d’aimants permanents.

Considérons d’abord des circuits parcourus par des courants qui
interagissent sans intervention d’aimants permanents.

Nous distingnerons les coordonnées ¢; qui fixent la position et la
forme des circuits et les coordonnédes «électriques» ¢, (qui sont ici des
charges électriques) telles que l'intensité du courant dans le k¢ ecirenit
soit :

@7 A

L]
Si les conducteurs sont immobiles ou presque, les vitesses g¢;, les
moments p; et 'énergie cinétique mécanique sont nuls ou négligeables.
I’énergie cinétique due au mouvement de 'électricité est

(28) Wt B Mg [ilym = 7 (M = My)

2 W

les M, étant les coefficients d’induction qui sont fonetions des coordon-
nées mécaniques ¢;. Les équations de Lagrange relatives aux ¢, sont

(29) d ("f) - ‘_Z(z e Ik,) 0

dt g dt \ ¥
les (). étant les forees électromotrices. Comme Q) = :—4 =0, on a
q
iei Q= Q.
d-L S : : !
Les p = — = 2 My Iy, sont les flux qui traversent les divers
aqu: i

1 Voir par exemple J. B. Pomey — Cours d'Electricité théorique — Gauthier
Villars — t. I, pages 77-79.
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circuits : ils jouent ici le role de moments de Lagrange. Si I'on main-
tient constants les p., c’est & dire les flux, les @ sont nuls et, si les
circuits se déforment pour que les flux restent constants, les intensités
des courants doivent varier. Le travail alors effectué par les forces
() est

(30) (@] = (W), = S 2y, ¢ i
9 0q;
Car
(31) W= d (17 Npk) =+ Bpeddi =
2 & J &k

e LS Ll = S T it
2 kK 2 k!

Si, au contraire, on maintient constantes les ‘ntensités de courant, les
flux varient par suite du déplacement et de la déformation des circuits
et, pour maintenir les intensités constantes, il faut faire intefvenir des
forces électromotrices extérieures qui comprennent les forces électro-
motrices d’'induction dues aux variations du flux. On a alors Q/=+0
et le travail dT; est donné par

(32) [dE]; = — [dF]: = [dW] = 2 3 22 1 1 dy,
9 S dq;

comme en (30).

Les forces électromotrices @ fournissent alors 1'énergie nécessaire
pour compenser d’'une part le travail dT; et pour augmenter d’autre
part, I'énergie 1" d'une quantité égale.

Nous retrouvons ainsi tous les résultats de la théorie générale du
paragraphe 2

b) Intervention d’aimants permanents.

Supposons qu'en plus des circuits considérés ci-dessus, nous ayons
des aimants permanents. I.’Electrodynamique nous apprend que la
déformation des circuits i intensités constantes s'accompagne de la four-
niture du travail.

(33) [dT], = > [2 l&fk 2l i 2 0 M 1, I;,:J dy;

7 L% 0g 20 9g;

ou ®; est le flux magnétique envoyé par les aimants permanents & tra-
vers le /¢ circuit. Comme ce travail doit étre égal & —[dF]., on en
déduit que:
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(34) F=W,— 0. I, — l 2 M I
P 2 k!

W, étant une constante. On doit aussi avoir
ol

(35) ”':Zf;k‘gf——“f:fj_sz—
J oG ol

On peut écrire I"=Fy-} Fy -+ Fy, Fy Iy Iy étant des fonctions homo-
genes des [, de degré égal i leur indice. On a done

(36) W= (Fo+ F, + B)— (i + 2F)) = F, — F,

d’aprés le théoréme d’Euler sur les fonctions homogénes, d’ou

(37) W=W, + L D M I I
2

Le terme W, est visiblement égal & 1'énergie propre des aimants
permanents qui est invariable par hypothése. Le deuxidme terme dans
I'expression de I est I’énergie mutuelle des courants entre eux. Le
résultat remarquable contenu dans (37), c'est qu'il n’y a pas d’énergie
mutuelle des courants et des aimants permanents, tout au moins si ces
derniers sont des aimants permanents iddaux, c'est 4 dire tout i fait
insensibles & la valeur des champs électromagnétiques auxquels ils sont
soumis. Ce résultat a donné lieu & pas mal de controverses dues i une
confusion entre les fonctions I et V. La question présentant de l'inté-
rét, nous allons I’étudier plus a fond.

5. Energie propre d'un aimant permanent idéal. Nous appellerons
“aimant permanent idéal” un corps polarisé magnétiquement dont l'in-
tensité d’aimantation reste invariable quelles que soient la valeur et les
variations des champs électromagnétiques auxquels il est soumis. Les
aimants naturels ne satisfont 4 cette définition que dans une certaine
mesure puisqu’on peut les désaimanter en leur appliquant un champ
magnétique suffisamment intense (champ coéreitif). Nous supposons donc
que les amplitudes des champs appliqués i l'aimant sont assez faibles
pour ne pas faire varier son aimantation. Les propriétés de l’aimant
réel seront alors assimilables & celes de 1'aimant permanent ideal.

On serait tenté de dire que ’énergie propre d'un aimant permanent
est nulle. En effet, d’aprés la théorie électromagnétique la densité
d’énergie dans un champ est SL (f}}?—l—ﬁ E),f? ot £ étant les
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champs, B et D) les inductions correspondantes. I.’énergie propre
d’un aimant permanent devrait donc étre donnée par la formule

(38) Wi [[ B ias
o G

Uintégrale étant étendue a tout l'espace aussi bien A extérieur de
'aimant ou B=H qu’d son intérieur ou B+ H. Dans un aimant recti-
ligne, nous pouvons supposer qu’a l'intérieur de 'aimant, B et I sont
paralldles. Tragons un tube d’induction infiniment délié : la relation
div B—0 nous montre qu'un tel tube est fermé sur lui-méme. Soit un
élément du tube de section ds et de longeur dl: l'élément corres-
pondant dans l'intégrale de (38) pourra s'éerire Bds. Hdl: Or Bds
est le flux ® de l'induction qui est constant tout le long du tube et par

suite I'intégrale pour le tube est ® J Hdl. Comme le champ magndtique

d’un aimant dérive d’un potentiel, I'intégrale f Hdl pour le tube fermé
sur lui-méme est nulle. La contribution de chaque tube d’induction
étant nulle, I'énergie totale 1/, de aimant serait nulle.

Mais le résultat précédent est inexact parce que la formule

b R =k o . 5 o
w=— (B H+D - E)donnant la densité de I'énergie électromagnétique

n'est pas ici applicable. Sa démonstration & partir des équations de
Maxwell se fait en effet de la fagcon suivante. On part des équations
classiques

- 5
3B E divB =0
¢ ot
(39) h
id_}’l=mtﬁ——ﬁ? divﬁzdmp
¢ ot c

ou o et ¢ sont les densités de charge et de courant. On multiplie

scalairement la troisidme équation par E en remarquant que le travail
élémentaire du champ sur les charges par unités de temps et de volume

est £ -7 et Uon obtient pour ce travail 'expression

Bt LB. 9D,
4w 4% ot

- =
Al . 4
. R o=

(40) 3 =

Le travail total par unité de temps s’obtient en intégrant cette expres.
sion dans lespace. Si l'on suppose les champs nuls & Dinfini, on
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obtient, par une intégration par parties avec emploi de la premiére
relation de Maxwell, comme expression du travail effectué par unité de
temps par le champ électromagnétique sur les charges

(41) fff[n "_“+E§-‘;ij]d=.

Si 'on admet que les champs et les inductions sont liés par les relations
(42) B=pll D=yE

ou p et y sont des constantes dans le temps, on a

d [ 1 = S -
43 T — B-HL+-D. FE)ds
(43) ‘ d-t[&:ff ( ‘ ] :I

ce qui conduit & attribuer a I'énergie électromagnétique la valeur

(44) il':sl ij[?}.ﬁm:- D Ejd=

Mais cette relation n’est démontrée qu’en admettant une relation
linéaire entre les inductions et les champs et une telle relation n’est
pas satisfaite a l'intérieur des aimants permanents.

En effet, dans un aimant permanent idéal, I'intensité d’aimantation a

en chaque point une valeur f.; qui, par définition est indépendante du

champ magnétique II. On a donc dans 1'aimant:
(45) B=H+4r],

et B n'est pas proportionnel & . De la formule (41) qui est toujours

valable, on tire ici, puisque D=E=0 et que f;—? = 8_1:_1' ‘aussi bien dans

I'aimant qu’hors de I'aimant,

(46) c=——fffu o, dt[&fjfﬂvdr}

I’énergie propre de 'aimant est done égale &

§ EE o
47 Wy=— H?d~
0 sl

et non a (38).
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Nous allons vérifier ce résultat en considérant le cas schématique
d’un barreau magnétique rectiligne de section droite S et de longueur
I dont les extremités sont supposées porter une densité uniforme de
magnétisme égale & +o de sorte que les charges magnétiques des

extremités sont +Q=+aoS.
{

—q-|s

+

+ +Q
- +
LLe moment magnétique de 'aimant étant /=5 S, l'intensité d’aiman.
tation /o est égale & o et I'’énergie propre du barreau est d’aprés (47)

1 . 1 Il 1 ~
fy = — tdr = — BHdy — — -
48) W, &_J.U H*d Sﬁjff i _Jff’ L Hds
=i£[fmme_ifffﬂdz
8= 2

la premiére intégrale étant étendue i tout l'espace et la seconde &
I'intérieur de I'aimant. Mais le raisonnement fait précédement montre
que la premiére intégrale est nulle et comme /7 est constant dans
I’aimant x

(49) W, =W =_@J Hat=—2 (pa -2~

—- o -

J” étant la différence de potentiel magnétique entre les deux extremités
de 'aimant.

La formule (49) est satisfaisante car elle est entitrement analogue A
celle qui donne I'énergie d'un condensateur plan dont les armatures
porteraient une charge Q et présenteraient entre elles une différence
de potentiel V7 avec cette seule différence qu'ici @ et 17 sont des
charges et des potentiels magnétiques.

L’expression que nous avons trouvée pour l'énergie propre d’un
aimant permanent va nous permettre de donner une démonstration du
théoréme dd & Vaschy suivant lequel il n’y a pas d’énergie mutuelle
entre aimants permanents et courants.

6. Théoréme de Vaschy. Le théorébme de Vaschy peut s’énoncer
ainsi: «L’énergie mutuelle des aimants permanents (ideaux) et des
courants est nulle».

Soit un ensemble de courants et d’aimants permanents ideaux placés

dans un milieu non polarisable (z=y=1). Le champ magnétique I en
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un point du milieu est la somme géométrique du champ /. créé par les
courants et du champ //, eréé par les aimants

(50) HeH + H..

Puisque, d’aprés ce que nous avons vu, la densité de 1'énergie est
@

e
partout égale, méme a l'intériear des aimants, & —-—: I'énergie totale

du systeme est

(1) I-=—fjf1},. iy d—-~—fjfﬂ' d= +
+§fjfﬂjch+;jjj‘ﬁ,-ji.rf—..

La premiére intégrale est égale i I'énergie propre des aimants; la se-
conde est égale a I'énergie des conrants et des transformations de cal-
cul classiques montreraient qu’elle vaut - 2 My I I . Enfin, la der-
L [

niere intégrale de (51) doit évidemment donner 1'énergie mutuelle des
aimants et des courants. Mais le champ magnétique eréé par les cou-
rants dérive d'un potentiel-vecteur A, tandis que le champ magnétique
créé par les aimants dérive d’un potentiel magnétique de sorte que 'on a
(52) H, =710t A H, =—grad I,

Une intégration par parties donne alors pour I'énergie mutuelle des
aimants et des courants la valeur

33) —— J[U . grad V d——:— {fj vdivide =0

car divrot I=U :

L’énergie mutuelle en question est done bien nulle en accord avee le
résultat précédemment obtenu, mais nous allons encore regarder la
question de plus prés.

7. Examen délaillé du cas de deux circuits indéformables. Soient
deux circuits supposés pour simplifier indéformables. Désignons les
par 1 et 2 et soient /; et [, les intensités de courant qui les parcourent.

D’aprés les formules générales du paragraphe 4, a, I'énergie 1™ et
I’énergie libre /7 du systéme sont données par

(54) We=-—F= —L; ]l - '—L-ajg + J[lgll }2
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L, et L étant les coefficients de selfinduction des deux circuits, Mg
leur coefficient d’induction mutuelle. Si nous déplagons le circuit 2 par
rapport au circuit 1, les coefficients L, et L, ne varient pas puisque
les circuits sont supposés indéformables, mais M varie.

Supposons d’abord qu’on maintienne les intensités /; et /» constantes
pendant le déplacement du circuit 2. Comme le flux magnétique envoyé
par chaque circuit & travers I'autre varie, il nait dans chacun d’eux une
force électromotrice d’induction et pour empécher les courants de
varier, il faut contrebalancer ces forces électromotrices en introduisant
dans les circuits des électromoteurs de force électromotrice e, et e, de
valeur appropriées. Les lois de l'induction et la définition des coeffi-
cients d’induction mutuelle montrent qu'on doit avoir
B0 o My 5 e LN~

ot ot ot

oM

L’énergie fournie par les électromoteurs pendant un déplacement élé-
mentaire est done égal a

{56) €y I] dt -E— €2 !Yg dt =2 Jr; 12 dJ[m

D’autre part, le travail effectué par les forces électrodynamiques sur
le circuit 2 pendant le déplacement élémentaire est Iy ,dM;;. Enfin
I'énergie 117 subit la variation

(57) dW = .!r[ 12 (Zﬁ{”

Finalement 1'énergie fournie par les électromoteurs e, et e; sert par
moitié & compenser le travail accompli par les forces électrodynami-
ques et par moitié & augmenter la réserve d’énergie magnétique W-
Ceci est conforme i la théorie générale puisqu'ici la variation s’opére

a [, constants, done & r;;. constants.
Considérons maintenant une variation & p; constants. Les p, donnés
par
' e " 0L
(08) Pi= a—] = LI + Mis Ig, P2 = = I Iy —+ M, I

1 2

sont les flux magnétiques & travers les deux circuits. Pour qu’ils res-
tent constants, il faut que les variations de I, Iy et Ms soient telles
que

1 ; 1
(59) —dMy = = (Lydly + Mydly) = s [Ledls + Mydly].

2 1

Le travail des forces électrodynamiques est ici d’aprés la théorie
générale
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(60) .]1 )ngﬂfm e e %[Ll I[ (Lrl —|— .‘{12 [2(3[1 -+ L-_) )lg(f‘-.lrg + -][p_? ][ drlg:l .
Or cette expression est égale & —d 1™ car

- ; 1 o =]
(61) W= T}(pl L+ p: o) dW = :[pw’h - pedly]

puisque les p restent constants et (61) montre bien que —d 1V est
égal au second membre de (60). Donc ici, toujours en accord avec la
théorie géndrale, le travail des forces électrodynamiques est égal a la
diminution de la réserve d’'énergie magnétique localisée autour des eir-
cuits, de sorte que toute fourniture d'énergie extérieure est inutile.

8. Examen détaillé du cas d'un circuit indéformable en présence
d'un aimant permanent idéal. Nous allons maintenant remplacer 1'un
des circuits par un aimant permanent idéal. D’aprés les formules du
paragraphe 4, b, nous avons alors pour 11" et /' les expressions

» r r 1 a v T 1 a »
(62) WeWot gLl F=Wi—@I—LI'=—

L étant le coefficient de selfinduction du circuit parcouru par le cou-
rant /,® le flux que l'aimant envoie dans ce circuit et I, l'énergie
propre de l'aimant.

Déplagons le circuit par rapport a I'aimant en maintenant / constant.
Le flux ® variant, il nous fant pour cela introduire dans le circuit une

: @ :
force électromotrice de valeur ¢ — 'Z—pour compenser la force électro-
: t

motrice d'induction.
[’énergie fournie par l'électromoteur est pendant le temps 1

63) eldt =1‘;i:dz 10,

Or, le travail des forces électrodynamiques est aussi égal & /d®. Donc
ici I'énergie fournie par l'électromoteur compense le travail des forces
électrodynamiques et il n’y a pas & faire intervenir une énergie mutuelle
de l'aimant permanent et du courant, ce qui confirme les résultats

.
précédents. Comme nous opérons & ¢—/ constant, nous avons bien

pour le travail des forces électrodynamiques

(64) [dT); =— [dF], = Id®

g

comme le veut la théorie générale.



ENERGIE LIBRE ET FONCTION DE LAGRANGE 15

=

£ : 5 )
Iei p= a—{-:“-{-fb est encore le flux magnétique total & travers le
0

circuit. Si, au lieu d’opérer 4 / constant, on opérait & p constant, on
aurait

(65) dW = LIdl =— 1d®

et comme le travail des forces électrodynamiques est toujours Id®,
on a conformément & la théorie générale

(66) [dT], =—[dW ],. _
On voit bien par les raisonements qui préceédent pourquoi dans le cas de
deux circuits, il faut admettre l'existence d’une énergie mutuelle loca-

lisée dans le milieu ambiant, tandis qu’'une telle supposition est inutile
dans le cas d’un circuit en présence d'un aimant permanent idéal.

9. Un travail d'André Blondel. Dans certains traités de Physique,
on trouve des énoncés de la loi de I'induction tels que celui-ci: «Quand,
pour une cause quélconque, le flux d’induction magnétique qui traverse
un cireuit vient & varier, une force électromotrice d'induction apparait
dans ce circuitn. Un tel énoncé est trop général. Le flux peut. en
effet varier de deux maniéres: d'abord l'induction magnétique & l'en-

: s s ¢
droit ou se trouve le circuit peut varier au cours du temps (:_t =5 0);

ensuite le circuit peut se déformer ou se déplacer. Mais pour que, dans
ce dernier cas, il y ait apparition d'une force électromotrice d'induction,
il faut que le circuit dans son déplacement coupe les lignes d'induction
magnétique. Du point de vue électronique, ceci est évident car la force

0 ; P g . : :
subie par les électrons du circuit est —[v><B] et la force électromotrice
qui en résulte dans un élément d/ du cireunit est proportionnelle & la

composante suivant d/ de 'ensemble des forces agissant sur les électrons,

- -

80it & cﬁ-[?x!ﬂ—_-. —f’.[d—fxr]. Comme [d:"x;] est un vecteur normal
a la surface balayée en I'unité de temps par I’élément de circuit et égal
a son aire, I?rrifxrj est le flux coupé par unité de temps par 1'élé-
ment d/. Si done il est possible de faire varier le flux d’induction a
travers le circuit sans qu'il y ait de flux ecoupé, il n’y aura pas de force
électromotrice induite contrairement a I'énoncé trop général des lois de
Uinduction rappelé ci-dessus.

André Blondel dans un travail trés original! a étudié de preés cette

1 Comptes rendus Académie des Sciences — t. 159 (1914) p. 676 et 788. !
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question. Nous considérerons avec lui une hobine de N spires égales
placée dans un champ magnetique uniforme et soit o le flux d'induc-
tion & travers une spire. Le flux total est ®—Np et, si nous faisons
varier N en enroulant ou en déroulant la bobine, le flux variera sui-
vant la loi

©7) d®  dN

— T -
dt - * dit

Blondel a montré expérimentalement que, si le déroulement de la
bobine s’opére sans qu’aucune ligne de force magnétique ne soit coupée
par une portion du circuit, ce qui, nous allons le voir, est possible,
aucune force électromotrice d’induction ne prend naissance.

Blondel a monté une bobine 1 pouvant tourner autour d’un axe et l'a
placée dans un électroaimant de fagon que les lignes de force traver-
sent normalement la bobine.

MOTEUR

Une autre bobine semblable 2 est placée parallélement & la premiére
en dehors du champ de 1’électroaimant et peut tourner autour de son
axe sous l'action d’'un moteur électrique. Quand le moteur fait tourner
la bobine 2, le fil se déroule de 1 pour venir s’enrouler sur 2. La bo-
bine 1 est flanquée latéralement d’un disque en cuivre AB percé en
son centre par un trou qui laisse passer 'axe. Ce disque reste immo-
bile et un point fixe du bord de son trou central est relié par un gal-
vanométre G & la bobine 2. L’extrémité gauche fixe de la bobine 1
est reliée & un balai qui frotte sur le bord du disque AB. De cette
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facon, pendant le déroulement, il n’y a aucun flux coupé par le fil en
mouvement normalement aux lignes de force. Il faut naturellement
que le disque AB soit fixe, car, s’il tournait on aurait une roue de Barlow
et il y aurait une force électromotrice induite. Grice & cet ingénieux
dispositif, André Blondel a pu vérifier expérimentalement qu’il n’y avait
pas de force électromotrice induite par le déroulement de la hobine.
Aprés avoir effectué cette expérience, André Blondel a eu I'idée inte-
ressante de I'utiliser pour démontrer 'absence d’énergie mutuelle entre
courant et aimant permanent. Pour cela, il a simplement imaginé que
lon renverse le sens de l'expérience qu'il avait effectuée, c’est & dire
que l’on enroule la bobine 1 au lieu de la dérouler. Pendant le proces-
sus d’enroulement, il n'y aura évidemment, d’apreés le résultat de I'expé-
rience directe, aucune force électromotrice induite dans le circuit et
aucun travail ne sera effectué¢ par le champ magnétique puisque le fil,
pendant l'enroulement, se meut normalement & la force électrodyna-
mique de Laplace. (“est cette absence de force électromotrice d’indue-
tion et de travail fourni que sert de base au raisonnement de Blondel.
Pour bien rendre clair ce raisonnement, supposons d’abord que I'on
fasse ’enroulement de la bobine en dehors de tout champ magnétique,
le circuit étant parcouru par un courant / maintenu constant. IL’éner-
gie magnétique de la bobine, qui était nulle au début quand la bobine

n’existait pas encore, est a la fin égale & %L.I*,L étant la self de la

=

bobine une fois qu’elle est enroulée. Cette réserve d’énergie magnétique
est égale au travail nécessaire pour enrouler la bobine et 'ensemble de
ces deux énergies est fourni par la force électromotrice qui, dans le
circuit, maintient & sa valeur constante l'intensité /. Ceci résulte de
la théorie générale'.

Supposons maintenant que Ienroulement de la bobine ait lieu en pré-
sence d’un champ magnétique avec le dispositif de Blondel. Le champ
peut étre di & une autre bobine (solénoide) ou a un aimant permanent.
Dans un cas comme dans l'autre, il n’y a aucune réaction du champ

sur la bobine et la création de la réserve :i LI* d’énergie magnétique

aura lieu exactement comme en ’absence de champ. Examinons la réac-
tion de la formation de la bobine sur la source du champ magnétique.

Si le champ magnétique est crée par un aimant permanent idéal, la
formation de la bobine fait apparaitre un champ magnétique a l'endroit
ou se trouve l'aimant, mais d’aprés la définition que nous avons donnée

1 (e point n'est pas clairement indiqué dans le travail de Blondel.



13 LOUIS DE BROGLIE

d’'un aimant permanent idéal, celui-ci n'en est aucunement affecté.
‘Il n’y a donc aucune réaction de I'aimant sur la bobine, ni de la bobine
sur l'aimant pendant I'enroulement. Il ne peut donc y avoir aucune
réserve d’énergie mutuelle entre le circuit et I'aimant. Blondel tire
ainsi du fait expérimental qu'il a observé une ingénieuse démonstration
directe’ de I'absence de toute énergie mutuelle entre aimant permanent
et courant.

Pour étre complet, examinons ce qui se passe quand le champ
magnétique est créé par un solénoide parcouru par un courant ¢.
Pendant que s’opere I'enroulement de la bobine, elle envoie un flux
eroissant dans le solénoide qui est par suite le sidge d’une force élec-

dM

tromotrice d'induction dgale i - f—-{_
t

valeur 7 du courant dans le solénoide, il faut introduire dans son eir-
T ; ; : ; ’ L HedM

cuit d’alimentation une force électromotrice constante égale a .;’T.
ot

Cette force électromotrice fournit pendant un temps dt une énergie

dgale & ¢/ dM et si M désigne la valeur finale du coéfficient d'induction
mutuelle entre la bobine et le solénoide quand la hobine est enroulée,
I'énergie totale ainsi fournie est égale & M/i: elle se retrouve emma-
gasinde dans le milieu extérieur sous forme d’énergie mutuelle.

En comparant ce dernier raisonnement A ceux que nous avons fait
précédement, aux paragraphes 7 et 8, pour le cas oi I'on rapproche
un circuit d’un autre circuit ou d’un aimant permanent, on arrive a la
curieuse conclusion suivante: avec le dispositif d’enroulement et de
déroulement imaginé par Blondel et bien qu'il y ait ici deux circuits en
présence, tout se passe, en raison de l'absence de toute action du
champ magnétique sur la bobine s’enroulant, comme si I'on approchait
du solénoide producteur du champ un aimant permanent: les phéno-
menes énergétiques sont les mémes que dans ce dernier cas et ne sont
pas les mémes que ceux qui auraient lieu si I'on rapprochait deunx
circuits. Dans le rapprochement de deux circuits, on aurait pour main-
tenir les intensités constantes & fournir la méme quantité d’énergie dans
chacun d’eux et I’énergie totale ainsi fournie au systbme servirait par
moitié & vaincre la resistance des forces electrodynamiques et par moi-
tié & emmagasiner dans l'espace extérieur une réserve d’énergie mag-
nétique mutuelle. Dans le cas de Blondel, on ne fournit de I'énergie
électrique qu’au solénoide et l'énergie ainsi fournie an systéme est
moitié moindre ; mais, comme il n'y a pas de travail & fournir contre
les forces électrodynamiques, toute cette énergie est emmagasinée dans
le milieu extérieur et la réserve d’énergie mutuelle est la méme.

+ Pour maintenir constante la
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On voit par ces considérations que dans tous les cas (aimant perma-
nent ou solénoide), 'expression imaginée par Blondel se préte & des
interprétations théoriques trés interessantes.

10. L'inexistence d'énergie muluelle entre courants et aimants et le
spin de I'électron. L’inexistence d’énergie mutuelle entre courants et
aimants permanents a été contestée. Le principal argument des adver-
saires de ce résultat est le suivant: “Nous savons depuis Ampere que
le magnétisme a pour origine les courants particulaires qui ont lieu
dans la substance de I'aimant et les découvertes modernes, précisant
les vues d’Ampére, ont montré que ces courants sont dus a la circula-
tion des électrons dans les édifices atomiques ou moléculaires. Quand
on met un aimant en présence d’un ecircuit parcouru par un courant,
tout doit done se passer comme si I'on mettait ce courant en présence
d’autres petits courants. Puisqu'il existe une énergie mutuelle entre
courants, il doit done y avoir aussi une énergie mutuelle entre courants
et aimants”.

Mais, s’il est vrai que le diamagnétisme s’explique par la présence
dans les atomes d’électrons en mouvement (théorie de Langevin), par
contre le ferromagnétisme se rattache intimement au spin des électrons
et non a leur mouvement orbital. Or le spin de l'électron ne peut pas
se ramener & une circulation d'électricité qui serait soumise & des effects
d'induction en présence d’'un champ magnétique variable. Au point de
vue énergétique, I'électron doué de spin se comporte dans un champ
extérieur comme un petit aimant et non comme un petit courant, et
ceci explique pourquoi un aimant permanent macroscopique dont I'exis.
tence est rendue possible par le spin de l'électron n'a pas d’énergie
mutuelle avec un courant.

On doit done, nous semble-il, en conclure: 1.° que la théorie des
courants particulaires d’Ampére ne donne pas une image exacte de
U'origine du ferromagnétisme ; 2.° que le théoreme de Vaschy sur
I'inexistence d’une énergie mutuelle entre aimants permanents et cou-
rants, bien que pouvant étre démontré par la théorie électromagnétique
la plus classique, ne s’explique réellement que par I'existence du spin.
(Celle-ci s’introduit implicitement dans le raisonnement életromagnétique
quand on postule qu'il peut exister des aimants permanents sensible-
ment idéaux.

Mais il est finalement curieux de constater que par des raisonne-
ments entiérement classiques, on est ainsi arrivé & établir que le ferro-
magnétisme ne peut se ramener au mouvement orbital des électrons et
par suite & pressentir l'existence du spin.



