SOLUTIONS SINGULIERES ET GUIDAGE DU PHOTON
D’APRES LA THEORIE DE LA FUSION (*)

THIOUNN MUMM
(Institut Henri Poincaré — 11, rue Pierre Curie, Paris V)

RESUME — La premiére partie de cet exposé reprend bri¢vement quel-
ques points de la théorie de la double solution et de la théorie de la fusion de
M. Louis de Broglie. On écrit alors les solutions singuliéres des équations du
photon, obtenues par la fusion de deux solutions des équations de Dirac, et
on montre que, sous des conditions trés simples, ces solutions obéissent au théo-
réme du guidage. Dans la derni¢re partie ces résultats sont illustrés par un
exemple.

1. THEORIE DE LA DOUBLE SOLUTION
ET GUIDAGE D'UNE PARTICULE

Dans sa théorie de 1a double solution [1], M. L. pE BrocLIE admet
que la fonction d’onde ¥, considérée usuellement en Mécanique on-
dulatoire, ne fournit qu'une représentation statistique des propriétés
de la particule, la véritable onde physique devant étre une onde %
dont I'amplitude est trés grande a l'endroit ou se trouve localisé le
corpuscule. En dehors de cette région, l'onde u se réduit 4 une onde
reguliére qui coincide sensiblement (a une constante de normalisation
prés) avec I'onde ¥ ordinaire.

Précisons quelque peu ces hypothéses. Soit pour fixer les idées,
I'équation d’onde

AW)=0Y—K¥Y=0. (1)

(*) Recu le 5 juin 1966.
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¥ doit vérifier cette équation en tout point de U'espace, # ne la vérifie
que dans le complémentaire de la région oit son amplitude est trés
grande. Dans la région inguliere» elle-méme, u doit vérifier une
équation du genre

A @) =T @ @)

ot T (#) est un second membre dont la forme exacte reste pour l'ins-
tant inconnue. Il semble naturel de supposer que les dimensions de
la région singuliére sont de l'ordre de 10® cm, qui est l'ordre de
grandeur généralement admis pour le «rayony des particules connues.

Ignorant 7 (u), il ne nous est pas possible de connaitre la forme
exacte de #. Mais on peut espérer en obtenir une forme approchée
en considérant des ondes #’, possédant une singularité du type péle et
qui vérifient I'équation (1) partout, sauf au voisinage du point singu-
lier. Nous admettrons donc que #’ donne une bonne représentation de
u partout en dehors d'une boule de rayon 106" cm entourant le péle
de u’; étant donné qu’a l'intérieur de cette boule on doit remplacer
1’ par u, la véritable fonction d’onde # ne présente nulle part d’am-
plitude infinie. De ce fait, la divergence éventuelle de l'intégrale de
u’ prise dans un domaine comprenant le point singulier ne souléve
pour nous aucune difficulté.

Dans ce qui suit nous ne considérons que des ondes de type #’
et nous les appellerons solutions singuliéres de 1'équation (1) au sens
de DE BROGLIE.

Précisons notre pensée par quelques exemples. I,e potentiel
retardé de Liénard-Wiéchert et celui de Lorentz présentent tous deux
une singularité du type poéle et sont solutions de 1'équation

0 ¥=0 ®)

en dehors d'un voisinage de ce pole. Ce sont donc des solutions sin-
guliéres au sens de DE BRrRoGLIE de I'équation (3). Nous savons que ces
deux potentiels sont chacun en tout point de l'espace solutions dis-
tributions d’une équation du type (2), ot le second membre est lui-
-méme une distribution. Par exemple, pour le potentiel retardé de
Lorentz on aura

T (u)=—4 =3 (2

ot & désigne la distribution de Dirac.
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On observera que les intégrales des dérivées partielles premiéres
de ces deux potentiels sont encore convergentes dans tout domaine
fini de l'espace, mais il n’en sera plus de méme pour leurs dérivées

d’une ordre plus élevé. Toutes ces dérivées partielles ne sont pas des

solutions distributions des équations de type (2) a second membre dis-
tribution. Cependant, nous les considérons comme des solutions sin-
gulieres des équations (3) au sens de DE BROGLIE.

Ytudions maintenant comment l'onde ¥ habituelle exprimant
des repartitions de probabilités est reliée a 'onde #, de facon telle
que la particule semble décrire I'une des lignes définies par le théoréme
du guidage et calculées a partir de ¥. M. L. DE BROGLIE pose en prin-
cipe l'existance «d’un raccordement entre les lignes de courant de
I'onde extérieure avec les lignes de courant intérieures a la trés petite
région de hautes valeurs du champ: celle-ci, c’est-a-dire le corpuscule,
se trouve ainsi emprisonnée dans un tube trés délié de lignes de cou-
rant du champ extérieur et la formule de guidage en résulte immé-
diatement» [2].

Ainsi, pour chaque sorte de corpuscule, le théoréme de guidage
de M. 1. de Broglie stipule que si:

a) ¥ est une solution de type usuelle des équations décrivant le
corpuscule.

b) T, (f) est a chaque instant { I’ensemble des lignes tangentes en
tout point au vecteur courant, défini a l'aide de ¥. Les T, (f) sont
les lignes de courant et, en régime permanente, sont indépendants
de ¢.

¢) M est un point décrivant une trajectoire I' qui a chaque ins-
tant { est tangente a la courbe T, passant par ce point. Ainsi, a tout
instant ¢, le quadrivecteur vitesse de M est colinéaire a celui de T, (¢)
au point de coincidence. En régime permanent I' est tout simple-
ment 1'une des courbes T,

Alors, il existe une solution singuliére # de l’équation (2), dont
la singularité mobile est concentrée sur M, parcourt I' suivant la
méme loi que M, et de fagon telle que le quadrivecteur courant en
ce point a l'instant ¢ calculé a partir de u soit colinéaire a celui calculé
a partlir de V.

Mais, ignorant la forme exacte de 1'équation (2), et ayant admis
que les fonctions d’onde #’ donnent une bonne représentation de
a l'extérieur de la région singuliere et sur sa frontiére dans les con-
ditions énumérées ci-dessus, les quadrivecteurs courant calculés res-
pectivement a partir des ondes ¥ et des ondes #’ doivent étre coli-
néaires au voisinage du point singulier M. Effectivement, dans la
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suite de cet exposé nous montrerons qu'il existent des solutions du
type #’ qui obéissent au théoréme de guidage de M. L. de Broglie.

2. SOLUTIONS SINGULIERES ET THEOREME DE GUI-
DAGE DANS LE CAS DES EQUATIONS DE DIRAC

Indiquons d’abord une classe de solutions singuliéres de 1’équa-
tion (1).

Soit ¥ une solution du type usuelle, I' une courbe définie comme
ci-dessus et v° les composantes du quadrivecteur vitesse de M, cal-
culées 4 partir de ¥. Définissons une quantité algébrique scalaire D,
que nous astreindrons a étre nulle constamment en M et a vérifier
une certaine équation aux dérivées partielles du second ordre [5].
Par exemple, dans le cas ot I' est confondu avec 'axe Oz, parcouru
par M avec une vitesse constante v, nous pouvons prendre

D=r,=¢x2+y2+(z_v£}% (4)

1 —a?/c®

Mais nous pourrions aussi choisir pour D le denominateur du po-
tentiel de ILiénard-Wiéchert ou bien d’autres fouctions encore.

Si nous dérivons maintenant D suivant I', nous trouvons aisément,
du fait que D est nul au point M(¢):

o

d
[06Ddx ]y = dsl:da i 2%

5

] =ds [0,D%]py = 0 ()
M)

oil ds est I'élément d’arc de I On montre alors qu’il existe une solu-
tion singuliére de 1'équation (1), de type «’ et de la forme

w=—+U (6)

o étant une fonction non nulle en M(f) et continue; ses dérivées pre-
miéres et secondes sont également continues. U est continue et ses
dérivées premiéres sont continues partout, sauf peut-étre en M(Z).

Prenons maintenant les équations de Dirac pour un corpuscule
numéroté / et de masse m,:

ko, =% 09, (7)
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2 .
on aura klz—;:: m, ¢ et les y° sont les matrices de Von Neumann;

¢; est la matrice colonne

Pn

Pre
o= 8
: - (8)

Puy

Nous adoptons la convention des indices muets, en désignant
par des lettres grecques les indices susceptibles de varier de 1 4 4 et
par des lettres latines les indices susceptibles de varier de 1 a 3. Nous
utilisons un systéme d’unités tel que ¢ = 1 et, pour les calculs expli-
cites, nous choisissons les y° de maniére que (7) s’écrive

k; = (01 + 3.32) ‘Pta_(aa = 64) Pras k: P13 = (‘}1—£32) Pn (da - as)‘Pm
k: Pis— _(as I a;) ?:3_(‘;1_3.‘}2) ‘)u; k; Pu=—" (63 + 64] ‘Pn‘_(al + f‘)z}q‘m
(7)

Nous savons déja qu'il existe une solution des équations (7) pré-
sentant une singularité en M, mobile suivant T, et de la forme

P= i da w + &y (9)
avec
1,
o T
=l =14 (10)
Uy g

chacun des #,, étant une solution singuliere du type (6) de I'équation
(1) avec k= k&, soit

My === 5 U (11)
oy et %, ayant les mémes propriétés que w et U respectivement.
En effet, si nous introduisons (9) dans (7), on peut montrer qu’en

raison des propriétés des y°, on obtient:

[O—%*] e =0 (12)
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Calculons alors le vecteur courant de Dirac au voisinage du point
singulier

1
=—ear e~ 5 [(XPX,) % —2 X* (6 Xp)] (13)

otlt le signe ~ désigne 'équivalence au sens des valeurs principales et
oit nous posons en outre

/5]
G _ * 4 .G e . __ | %2
N =—Q ¥y Q avec Q= oy, | =
g
Wiy
Xp — dPD (14)

Le théoréme de guidage s’exprime dans ce cas par

. 1
[7}] M@~ ﬁ?:”u (15)

et il est facile de montrer, grice 4 la relation (5), que (15) entraine
)\I': — p'{ a (16)

Nous savons en effet que, pour des vitesses de la particule infé-
rieures 4 ¢, X° Xp est différent de zéro; alors, en multipliant (13) par
X, et en sommant:

'-“X'-—l x*x (x
?{ 1] D4 == le B

Mais (5) et (16) montrent que la partie entre crochets doit étre nulle
en M(f) et il est donc nécessaire que nous ayons

[7‘P Xp] M = 0

ou, ce qui revient au méme, par comparaison avec (5), la relation

(16) [5].
Nous vérifions reciproquement que la condition (16) suffit a
assurer la validité du théoréme de guidage, car (13) s’écrit alors
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, i1 S :
1] s ~ B‘(X Xp)Pv (13%)

Explicitons les conditions (16), en tenant compte du choix des
matrices v°:

) ENTI 5 oy o, e T |
N o= ey ey o e+ ooy oo =Y
: 4 e = i = .
No= 1 [y e — oy o — o 0y + o ay] = g v
, 38 _ = = — i (O |
(16°) N = gy o —— O @y - g oy — oy ] = g

— - —~ — o4
N o= oy oy g oy oy oy + oy o = gV

Nous nous proposons de calculer w;, et w, en fonction des @,
w, et 19 Pour cela (16’) est équivalent &

o O+ g oy = — (01 + 79

" - -
T A Gl )

(167) oy oy + o oy = T (v* + v%)
. .
O g - oy = (v* — o)

ILa premiére et la quatriéme égalités (16”) donnent

oy o (0" +10%) — 20, oy

g &1 (v* — v*) —2 Wy 0y

tandis que de la deuxiéme et de la troisiéme nous tirons

il o (V' + v —2 g O

Gy o (o' —iv%) — 2 gy Gy
et, donc,

Oy = ¥ [(' + 107 oy — (2 + v*) ay]
(17) wp = —x [(1®*— v*) o + (V' —iv%) o]
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x étant un coefficient qu'on détermine en portant ces valeurs (17)
dans (16°). On trouve

wx =1 (17"
c’est-a-dire,
x = % (17”)

ol1 §; est une fonction arbitraire des coordonnées x° de M.

3. LA THEORIE DE LA FUSION

La théorie de la fusion [4] a pour objet d’obtenir les équations
d’une particule de spin maximum S = #[2 4 partir des équations de
deux particules de spins respectivement p/2 et /2 (p 4+ ¢ =mn), n,
P et g étant des nombres entiers positifs.

Nous allons appliquer la méthode générale a deux cas précis:

)n=0alorsp=¢g=0; 2)n=2etp=¢g=1.

1) Soient deux corpuscules sans spin, de masses m; (I =1, 2) et
décrits par les équations

(0O— Ko, =0; K,=2nmc|h (18)

Représentons la particule A, résultant de la fusion, par la fonction
d’onde

V=09 (19)
¥ devant vérifier encore ’équation de la particule sans spin, c’est-a-dire
(o—K)¥=0, (18)

olt K est une fonction des %; qui reste a déterminer.
11 est facile de voir que la condition nécessaire et suffisante pour
que (18’) ait lieu est que

2% dc ? do P

= [k, k), (20)

1 P2
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g°® étant la matrice diagonale correspondante & l'opérateur de d’Alem-
bert et f une fonction de deux variables.
Donnons deux exemples ott la relation (20) est vérifide:

a) Si les ¢, sont des solutions ondes planes, (20) est bien véri-
fiée pour
f(Ry, ky) =2k Ry.
Alors,
K* = (b + k),

et on voit que la masse de la particule 4 est égale a la somme aritmé-
tique de celles des particules composantes.

b) Prenons pour la particule 1 la solution singuliére
o= (afr) exp PVIEE—RKE+i K, 1]; a, k= C",
avec
rVETFTF
et pour la particule 2 une solution onde plane, soit
po=0bexp [i kg 8]; b=C* .

Dans ces conditions,

¥ = (abfr) exp [V k2 —EZE + 1 (ky + k) ]

et alors
f (k‘l: ka) =2 k; kz

Dong,
KE=REZ+ R+ 2k K, (21)

ou encore, sl nous revenons aux masses propres
M:=ml+mi+ 2¢ my;e,=2rki/|h (21)

I,a masse propre de la particule résultante n’est plus égale a la somme
de celles des particules composantes.

Pour interpréter la relation (21), considérons dans le systéme de
coordonnées du laboratoire la particule 2 au repos et la particule 1
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ayant la quantité de mouvement p,. Dans notre systéme d’unités oir
¢ =1, I'énergie totale de la particule 1 est donc

e =m + p;
et I'énergie totale de l'ensemble des deux particules sera
E=c¢ 4+ m,

D’autre part, nous savons que pour une particule isolée la masse
propre est un invariant qui est reliée a4 son énergie.et a sa quantité
de mouvement par la relation

”32 s E2 __?52

Dans le cas d'un systéme de 7 particules, d’énergies et de quantités
de mouvement respectivement ¢, et $,, linvariant correspondant a
m est la quantité M donnée par

M2 e (Z Er)g == (zpi")2

et M peut donc étre considéré comme la masse propre du systéme
de » corpuscules. Elle est égale a 1'énergie calculée par rapport au
systeme de coordonnées du centre de masse des » particules.

Si nous revenons maintenant au cas des deux particules consi-
derées plus haut, nous retrouvons bien la relation (21’) car

M?* = (my + <) — p; = m? + mi + 2 ¢, m,

Ainsi, la fusion entre une solution réguliére et une solution singuliére
des équations d’onde permet eventuellement de tenir compte du
defaut de masse de la particule résultante.

Nous venons de constater que la fusion est possible entre deux
solutions de type usuel, comme entre une solution de type usuel et
une solution singuliere. On peut démontrer en outre que la fusion
de deux solutions singuliéres est en général impossible.

2) En ce qui concerne la fusion de deux corpuscules de spin 1/2
pour former une particule de spin 1, nous allons exposer ci-dessous les
points essentiels, en calculant effectivement les fonctions d’onde du
photon.
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4. SOLUTIONS SINGULIERES DES EQUATIONS DU
PHOTON D'APRES LA THEORIE DE LA FUSION [6]

Soient deux particules ¢, (! = 1, 2), de spin 1/2 et de masse m,,
décrites par deux systémes d’équations du type (7). Nous désignerons
par g, les deux spineurs qui représentent ces deux particules. Nous
allons montrer que la particule de spin 1 résultant de la fusion peut
étre décrite par la matrice ® de composantes

Pop = P1a Pop (22)

Pour cela nous allons tout d’abord déduire de @ les grandeurs
de nature tensorielle sous une transformation de Iorentz. Introdu-
sons donc les 16 matrices linéairement indépendantes qu’'on peut
définir a4 partir des v°, c’est-a-dire,

la matrice unité I ,

les 4 matrices ¥P,

les trois matrices 7 y* y* avec (a, b) = (1, 2), (2, 3), (3, 1),

les trois matrices 7 +* y*

les quatre matrices 7 v* yP ¥ avec (o, B, p) = (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 1),
(4.2, 1),

et la matrice y' v* y* 4.

Nous devons ensuite déterminer une certaine matrice y qui, du
fait de notre choix des 7, est ici [4]

Y=1y ¥y (23)

et, en représentant par y" I'une des 16 matrices énumérées ci-dessus,
il est alors possible de faire la décomposition unique suivante:

16
Oy= 3 0,1 (24)

n=1
D’aprés les variances tensorielles des y”, on peut identifier (3 un
facteur constant prés que nous préciserons) les coefficients @, des
quatre P aux quatre composantes du quadrivecteur potentiel et les
coefficients des six 7 y* %, ¢ ¥* v¥* aux composantes du tenseur
champ électromagnétique. Les cinq autres coefficients correspondent
a la description d’'une particule de spin total S = 0, dont nous ne

pouvons pas a prior: affirmer l'existence réelle.
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Dans le cas ot les ¢,, sont des solutions ondes planes, on peut
vérifier aisément que le quadrivecteur potentiel et le tenseur champ
électromagnétique ainsi définis vérifient identiquement les équations
de Maxwell; on retrouve bien les équations d’une particule de spin 1,
notamment celles du photon. Mais, lorsque I'un des spineurs g, est
une solution singuliére, la vérification des équations de Maxwell exige,
en général, une condition supplémentaire que nous allons étudier.

En effet, écrivons explicitement les composantes du vecteur po-
tentiel tirées de (24)

4, = o (917 Poq T Prs P21 T+ P12 Pos + P13 o
Az = —1« [y Poy T P14 Poy — P12 P2z — P15 Pe] (25)
Ay = o [017 Pag T+ Prg P21 — P12 Pos — Pus ool
A= a [@1; Pog + P15 Po1 T P12 Pos T P14 Po)
avec [4]
i h
ot (26)
16 = Vi,

On désigne ici par m, la masse de la particule résultante de la fusion
qui, comme nous avons vu, n'est pas nécessairement la somme de
celles des particules composantes.

Le calcul de la condition de Lorentz concernant la jauge ne pré-
sente aucune difficulté et, en tenant compte de (7), donne

J= 8aAu = “(kl._kz) [ P11 Pop— P12 P21 + P13 Pos— P1a @3]  (27)

La jauge est donc nulle soit quand %, = &, soit quand le deuxi¢me
facteur du troisiéme membre de (27) est nul. Or, quand nous appli-
quons la théorie de la fusion a deux corpuscules, ceux-ci occupent
(a 10 cm prés) le méme point au méme instant; il faut alors que
les deux spineurs qui représentent les deux corpuscules engendrent
les mémes lignes de courant et nous devons avoir en chaque point,
d’aprés (16),

¥W=—arey=mp0° (28)
ou, sous une forme équivalente, d’aprés (17),

o =4 [(0" + 10?) 5 — (10 + v*) o)
%235‘-‘[(”3 —ot) ‘Pis'i‘('”l"‘—ﬁ.vg) %4l (28°)
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En rapportant ces valeurs dans (27) nous constatons que J =10

pour
e®tdy) 11 =0 (29)

et on remarque que (29) est automatiquement vérifiée lorsque les
;o sont des solutions ondes planes, vu que dans ce cas €% =% =1,
Nous nous bornerons dorénavant a des solutions vérifiant cette con-
dition. Cependant, & cause du second membre de 1'équation (2), la
jauge de Lorentz peut étre différente de zéro au point singuliére et
dans son voisinage quand I'un des spineurs présente une singularité;
on le constatera sur ’exemple développé a la fin de ce travail.

Calculons maintenant les composantes du tenseur électromagné-
tique a partir de (24). On trouve des formules analogues a (25), c’est-
-a-dire des formes bilinéaires en g, comme, par exemple,

Vm, ,
Foo=H, = T P11 P21 — P12 oo — P13 Pas T Pua ‘Pm] (25 )

Dong, si on adopte pour g, des solutions du type pole, les compo-
santes du potentiel vecteur et celles du tenseur électromagnétique ont
des poles du méme ordre.

Représentons le corpuscule ¢, par une fonction d’onde de type
usuel g,,, 4 partir de laquelle nous définissons les lignes de courant
T, Soit I' une des courbes enveloppes des I'm et M son point de
contact 4 l'instant £. Choisissons pour représenter le corpuscule ¢, une
solution singuliére en M de type (9). On veut calculer la valeur prin-
cipale du quadrivecteur potentiel au voisinage de M et on obtient
d’abord

c o X" aX"
(30) o= |l o |l ~—7 B‘z‘llwlall=—-v 5@*91

et enfin, a 'aide de (14) et (17)

—ih 1

31) A~—m —
& 16 =Vm, D*

(6% + ¢ %) [} (I ;:) —I—}(; A K)l *

e

+ (e~ Ba—e ) ka AA)
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ot I'on a éerit

—
X pour le vecteur de composantes X = dg D,

—
v pour le vecteur vitesse de composantes v°, avec ¥%y; = — 1,

A pour le vecteur dont les composantes sont de la forme

Ay = 0y Poy F @3 Pos ; Re = — 1 (04 Ppy — Oy Boo) |
(32) 1 14 P21 13 Pa2» A2 14 P21 13 Pa2)

Ay = Gy Gg) —— 014 Py Ay = W13 Py 01 0y

~n
-> - - -

et v A A est le tenseur polaire de v A A

Nous allons maintenant exprimer les conditions nécessaires pour
que le potentiel (25) et le champ (25’) vérifient les équations de Maxwell.
D’aprés une remarque faite plus haut, il faut que le tenseur électro-
magnétique calculé a partir de (31) soit aussi du second ordre en

—
1/D. C’est bien le cas si, au voisinage de M (), A est colinéaire 4 X

- - -

s
et il faut donc que v A A soit nul ou que A soit colinéaire a ». Mais
les composantes (32) de A satisfont 1'égalité

(33) 27xg = (M)* + (%) 4 () — () =0

et il s'ensuit alors que, si le module v de la vitesse de la particule

résultante de la fusion est inférieure a la vitesse limite de la lumiére ¢,
— —

A ne peut pas étre colinéaire a v et les équations de Maxwell ne
pourront pas étre vérifiées.

Pourtant, nous tenons essentiellement au cas ot v << ¢ et cela
pour une double raison. D’une part, parce que dans la théorie du
photon de M. I,. pE Brocrit la masse du photon est trés petite mais
non-nulle; de ce fait, la vitesse v est trés voisine de ¢ mais ne coincide
pas avec ¢. D’autre part, la théorie doit s’appliquer 4 d’autres parti-
cules de spin 1, dont les masses peuvent, le cas écheant, étre trés
différentes de zéro.

Pour pouvoir en tenir compte nous partirons alors de la remarque
suivante. Dans tout ce qui précéde nous avons fait jouer aux deux
corpuscules composantes des roles dissymétriques, car nous avons
pris une solution singuliére de ¢, et une solution de ¢, du type usuel.
Pour remedier a cela, nous allons donc ajouter a (31) le potentiel

198 Portgal. Phys.— Vol. 4, fasc. 3, pp. 185-204, 1966 — Lisboa



TuiOUNN MUMM — Solutions singuliéres et guidage du photon

vecteur obtenu par fusion d’une solution singuliére de ¢, avec une

solution usuelle de ¢;; a cause de la linéarité de (31) par rapport a 2
on vérifie que les formules finales gardent la forme (31), a cela prés

—
que les composantes de A s’écrivent maintenant

W= oy @y + 013 9oy + Opq gy T+ O 9pp
B =i [©14 Pgy — @15 Pop + @gq Pyy — o3 Pya] (34)
¥ = Wy Py — Wy Pog T Ggg Py — Doy Pro
M= O3 Pgy T+ Opq Py T+ Wo3 Pyy - Wgy Ppp

On voit que les nouvelles composantes (34) ne satisfont plus la
relation (33) et qu’on peut imposer ici

10’ = p.f Uﬂ' (35)

Aprés un calcul similaire a celui qui conduisait aux relations (17) on
obtient

oy =w[ (' —iv?) o — (0° 4+ 9%) 9y5)
o =p[ (@' — 9°) ¢y — (v* 4 90?) 1]
g = —p [ (Tf" Sk 3’”2} Po1 — (93 + “'4) ‘?22]

Wy = —pt [ (v*— 0% o1 — (V' + 17°) 9y

(36)

¢ étant une fonction arbitraire des coordonnées X, de M(t) de T'. En
tenant compte des relations (28’) on vérifie aisément que

13 i5 i5
o' =—peTigy o, =upe g,
— T
gy = 1 Pas Woy = Poy
iy i85 + 8,
= 2ue™1T% [ 9oy — @14 Pag)

et, grice a (36), DAA= 0; le potentiel vecteur de la particule ré-
sultante de la fusion a donc pour valeur principale

A~— E (8'_“51 4 e_‘-sa) X (37)
et le tenseur électromagnétique qui en résulte est bien du second
ordre en 1/D.

Nous devons maintenant rechercher les conditions pour que le
tenseur électromagnétique ainsi obtenu soit identique a celui qu’on
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obtient par décomposition directe de (24). Nous arrivons ainsi 4 des
relations entre ¢/, 8,,8, et leurs dérivées, mais elles ne modifient
pas la forme de (37), ce qui est 1'essentiel dans I'étude du guidage du
photon. En supposant que ces relations sont satisfaites, le calcul du
tenseur électromagnétique a partir de (24) donne finalement, a cause

de (35), .
Fog=H, ~— %V;ﬂo?’ [Xyv; — X3 0,]
Fy = Hy"'_*g-z- ‘/f;P’ (X vy — X, 0]
Fig=Hy~ —%2_ b/?' o' [ X, v, — X, vy]
Fy,=E,~— :é—;,' ‘/f:i" [X; v, — X, v] .
Foy= E ~— 1%2- ‘/??p' [Xpv,— X, v
s Byre %‘/;”Epf [X, 9 — X, 3]

ou encore, si on désigne par F le tenseur de composantes F,

i Vm, [2 ;
F—-—FTPI:XAB] (38")

On voit donc que dans la théorie de la fusion appliquée aux
solutions singuliéres, le quadrivecteur potentiel et le tenseur électro-
magnétique des particules de spin 1 (notamment le photon) ont pour
valeurs principales au voisinage de la singularité, respectivement, les
expressions (37) et (38’).

5. LE GUIDAGE DU PHOTON. EXEMPLE D'UNE SOLU-
TION

On sait [7] que le vecteur courant correspondant aux équations
du photon est

. 2=z i @
Tu =T [A- Fuv e Fuv AIJ] (39)
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Au voisinage du point singulier, la valeur principale de ; s’obtient
en remplagant les composantes A" et F,, par leurs valeurs princi-
pales (37) et (38’), ce qui donne

1-EE S e B 7)a] %)

soit encore, en tenant compte de (5),

F e s
- pp stnd, r -+j|-+

i~"8pf XX (39”)

Nous constatons qu’au voisinage du point singulier le vecteur courant
est colinéaire a la vitesse de la singularité, ce qui est un résultat re-
marquable.

En effet, soient deux systémes de fonctions d’onde de type usuel,
910 €t o4, correspondantes aux corpuscules ¢, et ¢, de spin 1/2, et
possédant a tout instant les mémes familles de lignes de courant
T,(¢). Désignons par I' une enveloppe des T, et par ¢, et g, deux
systémes de fonctions d’onde 4 singularité mobile qui vérifient le
théoréme de guidage des corpuscules de spin 1/2.

Les propriétés de particule de spin 1 qui résulte de la fusion de
ces deux corpuscules étant décrites par le systéme symétrisé de fonc-
tions d’onde @4

Dyp = 914 P2p T D1 P2p (40)

et la décomposition (24) permettant d'en calculer les composantes du
potentiel vecteur et du tenseur électromagnétique, si certaines con-
ditions de compatibilité sont satisfaites ces composantes auront pour
valeurs principales au voisinage du point singulier (37) et (38); en
conséquence, le théoréme du guidage concernant les particules de
spin 1 est automatiquement vérifié. ILe calcul montre ainsi une corré-
lation inattendue entre les théorémes de guidage et la théorie de la
fusion. Nous allons la retrouver en examinant explicitement un
exemple de solution.

Prenons le cas simple ot les courbes T, sont des droites paralléles
a Oz que 'onde usuelle parcourt a la vitesse v et supposons que g¢,, et
9y Sont les ondes planes

2

. (t—s v)
1—v

‘/__
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les b, étant reliés par (28') oit €® =i. Comme ici le régime est
permanent, parce que les T, ne dépendent pas de ¢ I' coincidéra
avec I'une des I', et on choisi celle qui coincide avec I'axe Oz lui-méme.
On prendra ensuite

__y—-l/x + 92 —|—(z_w} (42)

1—g®

i
et les composantes de v s’écrivent

t 1
7):'{}2:0,{)3:7,[}4:‘— 43
V1 — o2 V1—o? (43)

tandis que celles de X seront

5 x = y 5 22— vl . —v(—u) =
TR i et el

On vérifie immédiatement que
X, =0 (45)

et, dans ce cas particulier, cette relation n’est pas simplement valable
au point singulier mais dans tout I'espace. En outre, les o,, des solu-
tions singuliéres sont ici de la forme

W = g § (46)
avec

Qg = — T Qg Agg = LI Pyo

oll p est ici une constante arbitraire. Donc,

e = Y° fjo W+ Ry (47)
avec
©n
I | ey
U= | Uy, | = — 48
v= o | =5 | (18)
Wy

et nous vérifions que dans le cas présent

Wy = my, + My, (49)
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Les potentiels et les champs s'écrivent, avec p’ = ¢¥,

— k p’ —
A=——— ' — EX;
Srrvmorl
iVm, ¢ iVm, o
== e B
o —
tVm, ¢ .
H=0: E,meﬁxﬁo (50)
Vo, Vo, #
E,= ——* " yE,;E,=E= ——2_ % (3—u)E,

w1 r® tW1—a2 7

et on constate tout de suite que les équations de Maxwell sont véri-
fiées. On peut d’autre part remarquer sur (50) que la jauge trans-
verse est nulle vu que

— -

A.v=0 (51)

tandis que la jauge de Iorentz

= 0 A“—-L : 52
]_a _87:‘/;;050':]_, ( )

4

n’est nulle que dans le complémentaire du point singulier; plus exacte-
ment, [ est égale, a un facteur prés, a la distribution de Dirac. Ce
fait provient de ce que nous avons adopté des solutions singuliéres
en 1/7’, qui sont solutions de (2) oi1 le second membre est aussi, a un
facteur pres, une distribution de Dirac.

Enfin, le vecteur courant a pour valeur principale au voisinage
du point singulier

ok =

LR (53)

rt 8

=
? —~
et le théoréme du guidage est bien automatiquement vérifié.

Nous voudrions exprimer notre reconnaissance a M. Louis DE
Broec1r pour l'intéret qu’il a accordé a ces recherches. Nous remer-
cions aussi MM. J. ANDRADE E SiivA et G. LOCHAK pour plusieurs
discussions utiles.
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