
LE TRANSFERT DE LA CHALEUR ET LA NON INVARIANCE 
RELATIVISTE DES PRESSIONS. LE FORMALISME_ INVA- 
RIANT DE LA MECANIQUE NON ADIABATIQUE DES 

MILIEUX CONTINUS ({*) 

ANTONIO Brotas (**) 

RESUME — On utilise une méthode élémentaire pour montrer que l’invariance 

relativiste des pressions, en général admise, n'est valable que dans les problémes adia- 
batiques (flux de chaleur nul). 

On présente les formules générales de transformation des tensions, dans les cas 
adiabatique et non adiabatique, et on développe, dans une bonne concordance avec ces 
formules, un formalisme invariant de la mécanique non adiabatique des milieux continus, 
généralisation du formalisme adiabatique usuellement présenté. 

On montre que les formules proposées conduisent dans tous les cas a la formule 

de transformation A Q=A Q, es 6? , 

(Dans le cas particulier d’une surface traversée normalement par un flux q, on 

  
do ¥ 

propose p= p, -++ ra au lieu de p=p,). 

NOTATIONS — Dans ce texte le mot référentiel signifie toujours référentiel 
d'inertie. 

Dans chaque référentiel nous adoptons un systhéme de coordonnées ot x', x2, x° 
sont des coordonnées spatiales orthonormales et x! = ct. 

Si te ae: See : 
€1,€,,e3,e,4 désignent les vecteurs unités associés au systhéme considéré. 
Quand nous parlons d'un référentiel K, et d'un autre référentiel K l’orientation 

des axes adoptée en K est celle qu'on obtient de l'orientation des axes de K, par une 
transformation de Lorentz sans rotation. 

Les indices latins varient de 1 a 3. 

Les indices grecs varient de | a 4. 

(*) Regu le 17 janvier 1968. 

(**) Boursier de la Fondation Calouste Gulbenkian. 
33, Av. Reille — Paris 14éme, 
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I— INTRODUCTION 

PLANCK a montré au commencement de la Relativité que la pression 

est un invariant relativiste [1]. Ce résultat assez souvent repris exige 

une certaine attention. 

Si nous avons un corps C imobile dans le référentiel K, et nous 

considérons en K, les pressions dans les points de C (points de son 

intérieur ou de sa frontiére) nous considérons des pressions sur des 

éléments de surface fixes en K.. Si nous étudions dans un autre réfé- 

rentiel K les pressions dans le méme corps C, nous continuerons a 

cons'dérer des pressions sur des éléments de surface liés au corps, mais, 

cette fois-ci, mobiles en K. Dans le référentiel K, les composantes des 
pressions sur trois plans convenablement choisis peuvent étre présentées 

sous la forme des composantes d'un tenseur d’efforts 4 trois dimen- 

sions p‘/, Dans le référentiel K nous pouvons faire de méme, les trois 

plans étant naturellement des plans liés au corps et en conséquence 

mobiles en K. Nous définissons ainsi en K le tenseur pé/. 

En K, les composantes du tenseur p‘/ sont égales aux 9 compo- 
santes du tenseur impulsion-énergie d’indices variant de 1 a 3, mais 

cette égalité n'est vraie que dans le référentiel propre K,. Dans un 

autre référentiel K les composantes du tenseur de pressions p‘/sont en 

général différentes des composantes du tenseur impulsion-énergie (*). 

Le résultat de PLANcK rappelé ci-dessous concerne seulement le 

cas particulier de la tension isotrope. Dans ce cas, localement, la pression 

sur une section avec une direction quelconque est normale et toujours 

la méme, et on peut utiliser un scalaire pour la représenter. La tension 

étant isotrope en K , elle est aussi isotrope dans tout autre référentiel K, 

(1) Les composantes du tenseur impulsion-énergie d’indices variant de 1 a 3 sont 

aussi, quelquefois, désignées dans tous-les référentiels par le nom de pressions et de 

cette double utilisation du méme mot il résulte une certaine confusion. Dans ce texte 

nous employerons toujours le mot pression dans le premier sens. 
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et le scalaire gui représente la pression sur une section guelconque a la 
méme valeur en K , et en K. C’est cela l'invariance des pressions. Dans 
le cas général, ow il faut utiliser toutes les composantes de p!/ pour 
décrire l'état de tension dans un point, la situation est plus complexe 
et les tenseurs p‘/ et p‘/ ne sont pas égales. On peut méme montrer 
gue, tandi que p.¥ est toujours symétrique, dans un référentiel K quel- 
congue p‘/ est en général asymétrique [2, 3]. 

L'invariance des pressions est souvent utilisée dans les problémes 
de Mécanique pour déterminer dans des référentiels différents le tra- 
vail fourni 4 un corps. Récemment [4], M. Arzetiis, dans un raisonne- 
ment tendant 4 établir la formule relativiste de transformation de la 
chaleur, a utilisé l’invariance des pressions pour le calcul d’un travail, 
ce qui l’a conduit a la formule 

A 
A aa (I-1) 

Vi-B 

Ainsi il s'est trouvé en contradiction avec d’autres auteurs qui, par 
des voies différentes, arrivent 4 la loi de transformation 

  

AQ=sQ,\V/1—# (I-2) 

M. R. Penney [5] a critiqué directement le texte [4], mais, dans 
les points oi il est attaqué, le raisonnement de M. ARZELIES est irré- 
prochable. En regardant de prés cette question nous avons été amenés 
a penser que la seule erreur de M. ArzeEtiés est celle d’avoir utilisé 
l'invariance relativiste des pressions dans un probléme de Thermody- 
namique. D’aprés les textes de Piancx, Van Laue et Mo ttar, qui 
étudient la transformation des pressions A partir du formalisme de la 
mécanique des milieux continus, on constate que le probléme qu’ils 
étudient est un probléme purement mécanique out le transfert de cha- 
leur est nul. Ce n’est pas le cas courant en Thermodynamique et 
notamment ce n’est pas le cas dans le probléme envisagé par M. ArzE- 
LIES. 

L'utilisation d’une méthode élémentaire [6] nous a permis de 
mettre en évidence l’influence du flux de chaleur sur la variation rela- 
tiviste des pressions. Dans un cas simple ow ce flux était différent de 
zéro nous avons montré que la pression n’était pas un invariant, 
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C'est le probleme général de la transformation relativiste des 

pressions dans le cas non adiabatique qui est traité dans les pages qui 

suivent. Nous montrerons notamment que, en utilisant les formules 

correctes de transformation des pressions dans le cas non adiabatique, 

et en utilisant le méme raisonnement de M. ARZELIES, on retrouve 

la formule AQ=—A Q,V/1 — B?. 

Nous avions deux voies pour aborder le probléme. La premiére: 

partir du formalisme invariant de la Mécanique adiabatique des milieux 

continus, essayer de constuire une extension valable pour le cas non 

adiabatique, établir ensuite les rapports entre les composants du 

tenseur impulsion-énergie, les pressions et le flux de chaleur (dans 

les différents référentiels). La seconde: continuer a utiliser la méthode 

élémentaire qui nous avait déja apporté des résultats. 

C'est la deuxiéme voie que nous avons adoptée. Nous avons 

montré d’abord que la méthode était valable pour resoudre n'importe 

quel probléme adiabatique ou non adiabatique. Ensuite, les calculs 

étant trés longs, sans changer les fondements de la méthode, nous 

avons cherché un processus de calcul plus commode a manipuler. Cela 

nous a permis d’écrire les formules générales de transformation des 

pressions et du flux deda chaleur et fait apparaitre le tenseur impul- 

sion-énergie. Ce n'est qu’a la fin que, guidés par des résultats déja 

acquis, nous avons construit un formalisme invariant de la Mécanique 

non adiabatique des milieux continus, compatible dans le référentiel 

propre avec des équations établies directement a partir de la Physique 

Classique et des fondements de la Relativité, et extension naturel du 

formalisme adiabatique. Nous regardons la construction de ce forma- 

lisme comme une excellente confirmation des résultats auxquels nous 

étions arrivés auparavant. 

II— UNE METHODE ELEMENTAIRE 

Soit un corps imobile dans un référentiel K,. Considérons un élé- 

ment de surface AS, lié au corps et normal a l’axe Ox. Admettons 

qu'un flux de chaleur q, traverse normalement AS.,. 

Dans l'intervalle At, la quantité de chaleur qui traverse A S, est: 

AQ, =45S.q.At,. (II-1) 
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AS, étant imobile en K,, l'énergie totale qui en K, traverse AS, 
dans l’intervalle At, est: 

Aw. =AGQ.. (II-2) 
oO ° 

Pour représenter un corps dans ces conditions imaginons un modéle 

dans lequel le transport d’énergie est fait par une onde de vitesse c. 

Dans ce modéle nous avons A considérer le 4-vecteur V dont les com- 
posantes en K. 

S Aw Aw 
—(: (0/0; | (II-3) 

c c 

représentent la quantité de mouvement et l’énergie (divisée par c) de 
la fraction d’onde qui traverse AS, en At. 

Dans le cas q, constant et uniforme sur AS,, la pression p, 
sur AS, due a l’onde est: 

2%, (11-4) 
geet 

Introduisons un autre référentiel K, v étant la vitesse de K . par 
rapport a K. Les composantes en K du 4-vecteur V sont: 

  
ice 
==.  (II-5)   

vale Aw, (1 + 8) aoe ae of 

VIF “eV 

Ces composantes représentent la quantité de nouvement et l’énergie 
(divisée par c) mésurées en K de la méme fraction d’onde ci-dessus 
considérée. 

L’élément de surface A'S, fixe en K, mésure, en K,AS—AS. et 
l'événement de durée At, sur AS, en K, a, en K, une durée 

At, pie AS 
gta Ro ; R=V1—P. (11-6) 

vi-F 
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En K la quantité de mouvement 

eS 1+{ fae ey ie te (11-7) 
cV/1 — pe 

traverse l’élément de surface mobile AS dans I’intervalle At. La pression 
sur la surface mobile 4 S est donc: 

  

Aw (1+ 8)R-* vq 
2 = ] = 28 

cAtR AS pol + Bp, + Pe 
    p= (11-8) 

o 

L’expression du premier principe Aw— 4Q-+ AC va nous permettre 

| de définir en K la quantité de chaleur 4 Q et le flux q qui traversent 

l’élément de surface mobile 4S. 
L’énergie qui traverse AS sous forme de travail dans l’intervalle 

Mt est 

ST td fea a (11-9) 

=(p,0 + Bq.) AS,4t,R”o =AQ, (B+ B)R™. 

L’énergie totale qui traverse A S (la quatri¢me composante de V 

multipliée par c) est 

Aw=Aw(1+$)R~' ; Aw,—=AQ,. ve 

Nous trouvons donc: 

4 Q=Aw— A7=AQ,V1—#* (II-11) 

et nous pouvons encore définir: 

So eg (42. pF I-12 q Jane B). (I-12) 

Soit maintenant le cas adiabatique. Prenons l’exemple simple d’un 

corps homogéne, immobile en K,, soumis 4 une tension uniforme qui se 

traduit par une pression p, normale sur les sections perpendiculaires 
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a Ox et par des pressions nulles sur les sections paraléles a Ox. Pour 
représenter un corps dans ces conditions nous pouvons envisager un 
modéle dans lequel les éléments de surface normaux a Ox sont tra- 
versés en sens contraire par deux ondes égales de vitesse c, de direction 
de propagation paralléle a Ox. 

Des calculs simples montrent que la pression p sur AS reste 
invariante dans une transformation de Lorentz paralléle a Ox, et que 
l’énergie sous forme de travail et l'énergie totale qui traversent AS 
en K sont égales. Nous avons donc q,—0 et A Q,—0 en K,, et 
q=—0et 4Q=—O0en K. 

Dans un cas plus complexe, pour traduire deux données initia- 
les q, et q, arbitraires, nous pouvons imaginer un modéle formé par la 
superposition des deux modéles que nous venons d’étudier. Nous cons- 
tatons immédiatement que dans une transformation de Lorentz 
paralléle 4 Ox la formule 

  0”, vq, si vet ont 
Ph, ag (>— ' Ge. (II-13) 

c sens contraires 

et les formules (II-11) et (II-12) restent valables. 
Nous pouvons vérifier que ces résultats, obtenus dans l’étude d’un 

modéle particulier, restent valables quels que soient les modéles relati- 
vistes considérés pour reproduire en K, les données p, et q,- Admettons, 
par exemple, que, en K,, l’élément AS, est traversé normalement en 
sens contraire par des masses propres égales (et égales a m, durant 
l'intervalle At,) qui se déplacent avec les vitesses v; et U2. Nous avons 
a considérer les deux 4-vecteurs V, et V2 dont les composantes en K, 
sont: 

Vi=(m,v,R7°,0,0,m,cR7') ; 

R,=V1I—B is =o 

(II-14) 

V;=(—m,v,R;',0,0,m,cR>’) ; 

R,=V1— ; j= 
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Soit les données initiales p, et q,. [I faut alors que les deux 
équations 

  

ee cm, (R-*—R>') 

es At, AS, 

(II-15) 

m,v,R-' + m,v,R_" 
| ae eee 
  

St, 4S) 

soient satisfaites. On voit qu'on peut définir arbitrairement la valeur 

d'une des trois inconnues et déterminer celles des deux autres. 
En K, les composantes des deux 4-vecteurs sont: 

| ee (m,(v, + v)Re Ro 6: 6. (m,c+m,», g)Ro R-) 

(II-16) 

V3=(m,(v,—v)R>*R~',0,0,(m,c—m,v,)R, ' Ro’). 

Le sens physique de ces composantes est clair. La pression sur 

l'élément de surface mobile AS est: 

pin Mote Hae ley mo) RE) (11-17) 

A S. At R 
  

En utilisant les relations géométriques AS—AS, et At=At,R* 
et les relations (II-15) nous retrouvons (II-13). De méme, compte 

tenu du premier principe, nous retrouvons (IJ-12). Ces résultats sont 

donc indépendants des vitesses des ondes considérées. 

La méthode que nous venons d’utiliser dans un cas simple peut 

étre appliquée dans n'importe quel probléme de transformation des 
pressions, adiabatique ou non adiabatique. 
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Dans le cas général nous avons 4 considérer comme données un 
: => _ 

tenseur d’efforts pi/, un flux q, et une vitesse relative v quelconques. 

Pour introduire le flux q, dans un modéle nous pouvons envisager, 

soit une onde de vitesse c (parallele a q): soit deux ondes de vitesses a 
v, et VD, (aussi paralléles a a) qui transportent a travers AS et en 
sens contraire des masses propres égales. L’onde ou les ondes considé- 

rées introduisent un tenseur d’efforts p,'/ (variable selon la solution 

adoptée). Pour introduire le tenseur p’'/—=pi/—p/‘/ qui manque, 

nous pouvons considérer des paires d’ondes égales mais en sens con- 

traire, avec des vitesses de propagation paralléles aux trois directions 

principales (orthogonales entre elles) du tenseur p/'J. Nous pouvons 

donc, dans tous les cas, et de plusieurs fagons, construire des modéles 

qui reproduisent les données du probléme en K,. 
Pour simplitier les calculs et l’exposé, choisissons l’axe Ox avec la 

pees 

direction de v. Il nous faut étudier du point de vue relativiste un 

certain nombre d’ondes. Soit une de ces ondes. Pour commodité, Ae 
chosissons encore les axes Oy et Oz de fagon que la vitesse v, de 

propagation de l’onde soit paralléle au plan yOx. Soit 

> > > 
v0, cosOe,, +, snOe, 9; ale (11-18) il 

En K, la direction de propagation de l’onde est normal au plan CB 

mais elle ne l’est plus en K (fig. 1). _, * 

Dans le cas d’une onde de vitesse v; = c les composantes, en K,, du 

4-vecteur qui représente la quantité de mouvement et la masse qui 

traversent dans l'intervalle At, l’élément AS, (qui se trouve sur CB 

sur la figure 1), sont: 

  
Aw Aw Aw 

vin(“ 2 cos ©, ——* sin®, 0, — ‘) (IJ- 19) 
Cc Cc c 

Dans le cas d’une onde de vitesse vj c ces composantes deviennent: 

B,=— (H-20) 

c 

      

m,v, cos O mv, sin 9 mc 
| ° #: z —, 0% oa 

2 2 

vi-f Vi-e ViI-# 
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Etant donné un plan quelconque (CD par exemple), nous pouvons 

déterminer sur ce plan un élément de surface AS’ traversé dans 
l'intervalle At, par les mémes quantités de masse et d'impulsion que 
AS,. Liimpulsion qui traverse AS, divisée par At, et par l’aire 
AS’ donne la pression due 4 l’onde considérée sur ce deuxiéme plan. 

        

  

En K 

3 
¢ 

6 

4 
Vw Ty 

“> 
4s 

z, O [oy D BS x 

Fig. 1 

En K les éléments de surface 4S, et AS, sont mobiles, mais ils 
continuent a étre traversés par des quantités de masse et d’impulsion 

égales. Puisque nous savons déterminer les composantes en K du 

4-vecteur V et la géométrie en K des éléments mobiles AS, et 

AS) (nous les désignons en K dans une configuration t= const. 

par AS et AS’) nous pouvous déterminer la pression en K sur 1'élé- 

ment de surface mobile 4S’. Il nous suffit de diviser l'impulsion qui 
traverse A S’ par Af et par l’aire de AS’. 

Pour l’ensemble d’un modeéle il suffit de faire le calcul pour toutes 

les ondes que nous avons considéré initialement pour traduire les 

données initiales p‘/ et p, en K,, 

Des calculs simples mais longs permettent d’énoncer les conclu- 
sions suivantes: 

1) Les formules de transformation des pressions et des flux 
obtenues sont indépendantes des modéles utilisés; 

2) La formule 

AQ=AQ, \/1—8# 
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(AQ, quantité de chaleur qui traverse en K, dans un intervalle At, 
un élément de surface AS, imobile en K,, et AQ quantité de 

chaleur qui traverse en K le méme élément de surface dans 

l'intervalle stave qui correspond 4 Af.) est vraie dans tous 
les cas; 

3) Etant donné un élément de volume d’un corps imobile 
en K,, en repos sous la seule action des tensions intérieures, 
la résultante de toutes les forces de pression sur sa surface est 
aussi nulle dans le référentiel K. C'est ce fait qui permet I’uti- 

lisation d'un tenseur a trois dimensions pour décrire l'état de tension 

en K. (Il suffit de déterminer la pression en K sur trois plans pour 

pouvoir déterminer 4 partir de ces valeurs la pression sur un plan 
quelconque) ; 

4) Dans les conditions précédentes, le moment par rapport a un 
point de toutes les forces de pression sur la surface du volume considéré 
n'est pas en général nul dans le référentiel K. Ce fait se traduit par 
la non-symétrie du tenseur d’efforts en K; 

5) Il est toujours possible d’exprimer le transfert de la chaleur > 
en K par un vecteur flux tridimensionnel q; 

L’égalité de re a zéro dans un référentiel quelconque entraine 
l'égalité 4 zéro dans tous les autres référentiels. Le caractére adiabatique 
d'une transformation est donc indépendant du référentiel of les obser- 
vations ont lieu; 234 

6) Dans les problémes adiabatiques (q,—0) les composantes 
normales des pressions sont invariantes. 

Un élément de surface fixe en K, et mobile en Ka en général 
des orientations différentes dans les deux référentiels. Soient 9, 
et © les orientations en K, et K. C'est la composante normal 
de la pression qui s’exerce en K sur le plan mobile © qui est 
égale a la composante normale de la pression qui s’exerce en K, 

sur le plan fixe ©. 
Crest celui-ci le contenu précis de l’expression un peu vague: 

l'invariance relativiste des pressions. Ce résultat est seulement vrai dans 
le cas adiabatique et il ne concerne pas les composantes tangentielles 
des pressions qui, méme dans le cas adiabatique, ne sont pas en géné- 
ral invariantes. 
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Sans reproduire les calculs, nous indiquons encore quelques 
résultats particuliers: 

Exemple d’un cas non adiabatique : 

En K, (onde normal a un plan CD paralléle 4 Oz): 

vecteur normal au plan CD: 

— > a> 
n—cos@e + sinQe 

g % % 

pression sur le plan CD: 

comp. normale — p, 

comp. tang. —0O 

mals 

pression sur les plans paralléles a n,: 0 

vecteur flux: 

= > eee nig q.=4, cos Pe, +4,8in%e, + q=|4,|=P,° 
pression sur le plan y Oz: 

= 3 > fe) Gc 

P, 02 =P, COS 0 e, + p, cos © sin ¢,, 

pression sur le plan x Oz: 

D @ sin @e in? @e Py 02 Py 608 sin Oe, + p, sin e, 

tenseur d’efforts: 

pit= p, cos’?® p,cosOsinO 0 
p, cos 9 sin® p, sin’ 0 0 

0 0 0 

_ > 
En K (v vitesse de K , par rapport 4K paralléle a e, avec méme sens) 

angle de C D (mobil) avec Oy: 0 

tang 0' = tang9.R 
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vecteur normal a CD: 

=> > > 
n= cos 0'e, + sin O'e, 

pression sur le plan y Oz: 

— pe 

Py 02 =P, (cos? © + 8 cos ®) e, + a 
p, (cos O sin R~* + BsinO R-') eg 

pression sur le plan xOz: 

= => > 

PYOe = OS (cos 9 sin © R) ey + Po sin? O eg 

pression sur le plan CD: 

cos? ©' 
comp. normal = p, + p, ——— 

cos oF 
sin 0' cos 8 

comp. tang. —=p,B————— 
cos 9 

tenseur d’efforts: 

pii=)| p,(cos°9+Bcos9)  p,(cos® sin® R~'+ BsinR~’) 

p,cos9sinOR p, sin? 0 
0 0 

vecteur flux: 

  

q = (cos ® (1 — Bt) e + sin © \/1 — BF ey) , 

Exemple d'un cas adiabatique 

En K, (deux ondes normales 4 C D égales mais en sens contraire): 

vecteur normal au plan CD: 

> — oo 
n,—cos9e, +sinOe 

4 % 

pression sur le plan CD: 

comp. normale = p, 

comp. tang. =—0 

pression sur les plans paralléles a n,: 0 
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vecteur flux: 0 

pression sur le plan y Oz: 

> — > 
P,o2==P, 60s" Oe, + p, sin® cos Ve, 

4 2 

pression sur le plan x Oz: 

=> 
"ee a 

P,o2 =P, 08 9 sin O e,, + p, sin? 0e, 

tenseur d’efforts: 

pii= Bs cos? ® PB; cos © sin Qe 0 

p, cos 9 sin O p, sin’ O 0 

0 0 0 

En K 

vecteur normal a CD: 

> > > 
n=cos © e, + sin 9! eg 

pression sur le plan y Oz: 

> as ta 

Pycz—P, cos* Oe, + p,cos%sinOR * es 

pression sur le plan x Oz: 

> > => 
P, 0: =P, 608 9 sin © Re; + p, sin? O ey 

pression sur le plan CD: 

comp. normale — p, 
comp. tang. =O we ay 

pression total —p,cos 0! e,; + p, sinO'e: 

tenseur d’efforts: 

pil =| p, cos? 9 p,cos 9 sinO R~* 0 
p,cos9sinOR p, sin? O 0 

0 0 0 
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Nous notons I'invariance des composantes normales des pressions 
sur CD, yOz et x Oz et la non invariance des composantes tangen- 
tielles sur yOz et xOz. 

Le résultat indiqué en 1) nous fait croire que la méthode utilisée 
est bien valable dans cette étude de la transformation relativiste des 
pressions. Dans le cas adiabatique les résultats auxquels nous arrivons 
sont en parfaite concordance avec les résultats présentés par les diffé- 
rents auteurs qui étudient ce probléme par une voie aujourd’hui classique 
qui a pour base le formalisme invariant de la Mécanique adiabatique 
des milieux continus. Ici, avant de nous étre occupé de l’établissement 
d'un formalisme mathématique invariant, nous avons déja appris a 
calculer les valeurs des pressions dans nimporte quel référentiel y 
compris dans le cas non adiabatique. 

Nous verrons par la suite que ces résultats sont en bonne con- 
cordance avec un formalisme de la Mécanique non adiabatique des 
milieux continus, prolongement naturel de la Mécanique adiabatique 
usuellement présentée. 

II INTRODUCTION D'UN FORMALISME TENSORIEL 

Le procédé que nous venons d’exposer a l’avantage d’expliciter ce 
quest la pression et le flux de la chaleur pour les observateurs d'un 
référentiel K quelconque, mais il exige des calculs longs et peu commo- 
des. Nous y avons tenu compte a la fois de deux effets relativistes, un 
proprement mécanique, un autre géométrique, car, d’un coté, nous avons 
utilisé des formules de transformation des composantes d’un 4-vecteur, 
d'un autre nous avons déterminé l'orientation et l’aire de certains 
éléments de surface et la durée de certains événements dans des réfé- 
rentiels différents. 

Nous voulons maintenant construire un instrument mathématique 
convenable pour rendre compte simultanément de ces deux effets. Pour 
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cela nous commencerons par introduire un 4-vecteur dont l’interpréta- 
tion géométrique s'adapte fort bien a notre propos. | 

Soit un corps de volume V, imobile dans un référentiel K,. Nous 

définirons le 4-vecteur X dont les composantes en K,, sont: 

xt=lo, 0, 0, eal (11-1) 

Dans un autre référentiel K les composantes de X s’écrivent: 

a ko 
— > 2 => , 

(v= vie, + v’e, + ve, vitesse de K, par rapport 4 K). 

      cee eee ee ae pon 
I—B* V,Vi—Bt VV 1B OVW 

En K, X4/. est l’inverse du volume et X' est l’inverse de la 

somme des produits des aires d'interception du corps avec un plan 

fixe en K et normal a e, par les durées des respectives inter- 

ceptions. 

Considérons maintenant un corps homogéne sans interactions inté- 

rieures (ni pressions internes ni échanges internes d’énergie), immobile 

en K., de masse M, et volume V,. 
Nous pouvons introduire le 4-vecteur V dont les composantes 

en K sont: 

  

    

5 M,v" Mv’ M,”’ M,¢ 
vi | | (111-3) 

Vi-k Vi—e Vie Vie 

Ces composantes représentent la quantité de mouvement et la 

masse (multipliée par c) du corps em K. 

Nous pouvons maintenant construire le tenseur: 

p**—v" x". (11-4) 
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Ce tenseur est le tenseur impulsion-énergie, qui, dans le cas con- 

sidéré (masse pure), est généralement présenté sous la forme: 

p* =P, uu 

fsa, 
dt \/1— 8 

(111-5) 
ui   <7) 

La décomposition V° X™ indique clairement la signification phy- 

sique des différents composantes de P°". Dans un référentiel K quel- 

conque P*, par exemple, représente la quantité de mouvement dans 
-_- 

la direction e: qui traverse dans l’unité de temps une surface unitaire 

fixe en K normal a es. P est la masse multipliée par c qui dans l’unité 
de temps traverse la méme surface. P*4 est la densité de quantité de 

mouvement multipliée par c dans la direction as 

Dans les cas plus complexes les composantes du tenseur impulsion- 

-énergie gardent la signification physique que nous venons de voir 

dans ce cas particuligrement simple. Nous verrons en effet que, dans 

tous les cas, le tenseur impulsion-énxergie peut étre présenté comme la 

somme de produits de vecteurs V par des vecteurs X. 
Soit l’exemple du modéle présenté dans la page 7. Dans ce 

modéle nous avons considéré une onde d’énergie Aw, et de vitesse 

c qui traverse dans I’intervalle At, 1'élément de surface AS) (normal 

a Ox). A cette onde nous avons fait correspondre le 4-vecteur V dont 

les composantes en K, sont: 

3 Aw A w, 
Vis . 0, 0, a (III-6) 

c Cc 

Nous ne pouvons pas parler du volume de cette onde dans son 

référentiel propre puisque sa vitesse est c, mais nous pouvons définir 

le 4-vecteur X qui lui est associé 4 partir de la signification de ses 

composantes dans un référentiel quelconque. En K,, les composantes 
de ce 4-vecteur X sont:   xv ers 0,0 a7) (III-7) 

AS At. AS 4¢ 
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A partir de V et X nous pouvons construire le tenseur 

  

        

Aw Aw 
p** —y* x*— |—_*— 0 0 —_—*—|— 

AS, At,¢ AS, At,c 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

Aw Aw 
poe PE 0 O £ 

AS, At,c AS, At,c 
(III-8) 

-|lp, 9 O p, 

0 00 0 

0 00 0 

p, 0 9 »B,     
qui est la contribution de l’onde considérée pour le tenseur d'impul- 

sion énergie total. 

Dans le cas du modéle de page II-3 ou la pression est due a deux 

ondes oposées et le flux de chaleur est nul. il nous faut considérer les 

deux vecteur V, et V. et les deux vecteur X, et X, dont les com- 

posantes en K. sont: 

  

  

2 c c 

(111-9) 
v? ( Aw, - Aw, 

ee ee Te : "og ) 

et 

aes ( ae <7) 
‘NaSat, | AS, At, 

(II-10) 

  
( 2w, 

Po AS At,¢ 
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La contribution de ces deux ondes pour un tenseur d’impulsion- 

énergie total est: 

Py see OY P°¥—v" X*4Ve Vt p 
Oo 

(I1I-11) 

o
o
o
 

o
o
 

© 
G&

G 

G
o
 6 

o
 

2 
Oo

: 
oO

: 
© 

Considérons maintenant le cas d’un corps homogéne, immobile 

en K |, de masse M, et volume V, soumis dans les sections paralléles 

a yOz 4 une pression normal p_ et traversé par un flux q__ paralléle 
fe] fe) 

a Ox. Si nous considérons un modéle relativiste ot des ondes de 

vitesse c sont responsables pour la pression p,_ et le flux q_, le ten- 

seur impulsion-énergie obtenu 4 partir de ce modéle sera: 

  

    

  

        

sp | Wo do Io Pos ee eae + | p.m 62.55 

0-8 0° 0 eo 0 
O20 0 0 0 0 0 

eo oo (0 Op eee 
(a Cc ¢€ 

(1-12) 

+1000 o |= F2 9 o % 
Cc Cc 

0: 0.0 0 O-O<8 
Oo O50 0 0d 0:0 0 

M.¢ qd 
a qo 2 V, Py ~, © Oe 

Les trois parcelles sont respectivement les contributions de l’onde 

responsable pour le flux q, (onde qui provoque une pression égale a =} 

qd 
des deux ondes responsables pour la pression p, — | et de la partie 

matiére pure (sans interactions internes) de masse égale a la différence 

entre la masse totale et la masse des ondes. 
Nous avons vu que, pour traduire les données initiales Piwas €.9 

le modéle indiqué n’était pas unique. D’autres modéles, avec des ondes 
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de vitesses différentes de c, sont aussi satisfaisantes. Si nous cons- 

truisons le tenseur impulsion-énergie a partir d'un de ces modéles nous 

trouvons des vecteurs V et X différents des antérieurs et les termes 

gui apparaissent dans la composition du tenseur total sont différents, 

mais leur somme reste toujours la méme. Ce résultat est général. 

Le tenseur impulsion-énergie, quelque soit le modéle relativiste con- 

sidéré pour interpréter les données — état de tension, flux de chaleur et 

densité d’un corps dans le référentiel propre — reste le méme. Des calculs 

fastidieux mais sans difficulté montrent que les composantes de ce 

tenseur dans le référentiel propre s’écrivent 

, 

[pit == pi pe pi 7 

q% 
Pe Pe PSS 

? (111-13) 
pe p PS = 

% % % | 2s 
c c Cc Po     

fo} 

P°* étant dans toutes les cas donnés par une somme de pro- 

duits V’.X", ses composantes dans un référentiel K quelconque [nous 
les déterminons facilement a partir de (III-13)] ont la méme significa- 

tion physique que dans le cas de la matiére pure examiné auparavant. 

Crest cette signification qui va nous permetre d’écrire les relations 

entre les composantes de P*", le tenseur tridimensionnel d’efforts et le 

flux de chaleur dans un référentiel K quelconque. 5 

P" étant la quantité de mouvement dans la direction e, qui tra- 

verse dans l’unité de temps une surface unitaire fixe en K et normal 

a e, et p'‘ étant la densité de quantité de mouvement multipliée par ¢ 

dans la direction e,, la quantité de mouvement dans la direction e, 

qui traverse dans l’unité de temps une section unitaire normal a e, et 
—_> 

mobile en K avec la vitesse v sera 

i4 ij 

fapias (III -14) 
c 
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pii est donc la composante dans la direction e, de la pression sur 

la section considérée. Dans un simple changement de coordonnées 

spatiales les p‘/ se transforment comme les composantes d'un tenseur. 

Cela nous permet de parler d’un tenseur tridimensionnel d’efforts. 

Pour déterminer en K le flux de chaleur qui traverse les surfaces 

nobiles en K (fixes en K.) il nous faut connaitre l’énergie totale et 

énergie sous forme de travail qui traversent ces surfaces. 

p*i étant l’énergie (dans le sens masse-énergie) divisée par c 

qui traverse dans l’unité de temps la surface unitaire fixe en K nor- 

male a re et P™ étant la densité d’énergie, lénergie qui traverse la 

surface unitaire normal a e: mobile avec la vitesse oh est 

wa Pl - — pt 7 (III-15) 

La pression sur cette surface étant p‘!, l'énergie qui la traverse 
dans l'unité de temps sous forme de travail est: 

7 Ps yi 
at =), “ee yi Va — (IfI-16) 

s s 

La fraction d’énergie qui dans l’unité de temps passe d’un cété 

a l'autre sous forme de chaleur est donc 

(=e 3 pS 6 — p= oes D p! ie a 

. pete el 
4i 44 i : vv = Sa >, ame ican 

c v Pv + ) eg 

Dans une simple transformation de coordonées spatiales les 

valeurs q' se transforment comme les composantes d’un vecteur. Nous 
pouvons donc parler du vecteur (tridimensionnel) flux de chaleur dans 

un référentiel K: a= qi i 
Les formules (III-14), (III-17), l’expression (III-13) et les for- 

mules de transformation des composantes des tenseurs A quatre dimen- 
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sions permettent d’établir aisément des rapports entre les valeurs des 

pressions et des flux de chaleur dans des référentiels différents. Les 

résultats coincident avec ceux indiqués dans la section II. Entre les 

deux méthodes exposées il y a seulement une différence de technique 

mathématique, les fondements physiques restent les mémes. 

Nous n’avons consideré jusqu’ici que des corps homogénes soumis 
a des conditions uniformes et constantes, mais nous pouvons aussi 

bien envisager le cas des corps non-homogénes soumis a des conditions 

non uniformes et variables en les regardant, pendant des periodes trés 

courtes, comme composés par des regions trés petites. Les résultats 

précédents restent valables, peut-étre avec la restriction que les varia- 

tions ne soient pas trop brusques. Nous les utiliserons dans la section 

suivante ou nous établirons le formalisme invariant de la Mécanique 
non adiabatique des milieux continus. 

IV—LA MECANIQUE NON ADIABATIQUE 

DES MILIEUX CONTINUS 

En Physique Classique les équations de la Mécanique des milieux 
continus s’écrivent: 

Op c ' 
= = ia) ie —(0 ; —= a) Prag p =pe 

([V-1) 

b) py +ap*=—f ; p't=p™ 

» > 
(9 densité; v vitesse; ; accélération: p'* tenseur d’efforts intérieurs, 
rad 

f densité de forces extérieures par unité de volume). 
ral 

Quand v—0O ces équations peuvent étre mises sous la forme: 

« fe) 

a) = t 2. (pu')=0 
(IV—2) 

0 r ag: ae 

b) APU bAe Gots =f 
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Ces derniéres équations ne sont valables que dans le référentiel 
propre. Dans la premiére équation, simple équation de conservation de 
la masse, oe est un flux de masse. Dans la seconde, qui établit un 
rapport entre les forces et la variation de quantité de mouvement, po 
est une densité de quantité de mouvement. 

En Relativité les équations dans le reférentiel propre usuelement 
présentées [7,8] sont: 

a) a+ 3. (° — pte) =0 EE Pee) 

([V-3) 
b % f ay rq A) rq c 

Ces équations peuvent étre établies a partir des équations (IV-2) 
et de l’équivalence relativiste entre masse et énergie. Cette équivalence 
oblige a introduire dans les équations a) et b) un flux de masse-énergie 
et une densité de mouvement diis a l’énergie transmise sous forme de 
travail. Nous faisons remarquer que les équations (IV-3) sont seule- 
ment valables dans le cas adiabatique oi le transfert d'énergie sous 
forme de chaleur est nul. 

Pour obtenir les équations relativistes valables dans un référentiel 
guelconque, on introduit usuellement un tenseur et un 4-vecteur dont 
les composantes dans le référentiel propre sont: 

  

ptt as | pi! pe pe 0 

Ep 22 23 0 

Fo Pe (IV-4) 
PP Bee 
Seba el 6 Bamtere:(0 Pabst 6 

et 

Bat ff, Ol: 

et on considére en suite l’équation invariante: 

6, (p, w” a ep? *) — FP? (p, densité dans le (Iv-5) 
référentiel propre) 
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Si la condition: 

POs. wer 
0p eo 0, pret - (IV-6) 

est vérifiée dans le referentiel propre, il est possible de montrer que, 

dans ce référentiel, l’équation (IV~-5) s'identifie avec les équa- 

tions (IV-3) [7,8]. 

Le tenseur 
Pow =p, u° ae + poe 

coincide avec le tenseur d’impulsion énergie que nous avons introduit 

dans la section antérieure. La relation 

i4 
pit Jy! 2) Maris oa 

p’=P 7 (111-14) 

que nous avons trouvée dans cette section entraine dans le cas adia- 

batique la vérification de (IV-6) dans le référentiel propre. L'équa- 

tion (IV-5) est donc l’équation invariante de la Mécanique adiabatique 

des milieux continus. 
L’introduction de la condition (IV-6) n’est pas en général dis- 

cutée. La formule (III-14) montre pourtant qu'elle est vérifiée dans 

le cas adiabatique, mais nullement dans le cas non adiabatique. C’est 

une relation différente de la relation (IV-6) qui va permettre la cons- 

truction d'un formalisme invariant de la Mécanique non adiabatique 

des milieux continus. 
Nous avons dit que les équations (IV-3) n’étaient valables que 

dans le cas adiabatique. Dans le cas non adiabatique, ot on doit con- 

sidérer le flux d’énergie transmis sous forme de chaleur, nous pro- 

posons, toujours dans le référentiel propre, les équations: 

Oe 1 ) q 
—-+0 fF —— — pq + 0 = 3 () 

a Ot aCe ar Yr oe 
(IV-7) 

fo) 2 1 . 5 q vs q’ J pe 
b) alee age vo) +p +9, a +, ( a )=F     

Pour les établir nous nous sommes borné a considérer, outre le 

flux de masse et la densité de quantité de mouvement dis a l’énergie 
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transmise sous forme de travail, le flux de masse et la densité de quan- 
tite de mouvement diis a l’énergie transmise sous forme de chaleur. 

e c 

Liintroduction des termes 0 ae et 0, i est simple, celle du 
a WG c 

ur gF : : cae Se terme 2,( d deviendra plus claire quand nous écrions 1’équa- G 

  

  

2 

tion (IV-7) sous une forme qui explicite mieux son contenu physique. 
Partons de l’équation: 

a, *>d *3 (I 8 pane 6 — v Ve fa pov) ) 

oy 

f* densité de force total qui s’exerce dans le volume dv. a4 
f* est égale a la densité de force extérieure moins la divergence 

du tenseur d’efforts intérieurs. 

7 q — f? — 8, p q (IV-9) 

—> 

p* densité total de quantité de mouvement 

  
] t 

Pye — ay Pe _ (IV-10) 

En développant les calculs et en divisant par 8 v nous trouvons 
dans le référentiel propre (IV-75). 

Pour établir les équations invariantes dans le cas non adiabatique 
nous conservons le méme 4-vecteur F” et nous définissons le ten- 
seur P*°" par la formule: 

*op, ul 12 id 45 
P 7 |<Po Po ° tai 

1 22 23 q 

Py Bo ile 

: (IV-11) 

    
dans le référentiel propre. 
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ou. o eo es : : 
Le tenseur P * pu ua” + P*°* coincide aussi dans ce cas avec 

le tenseur impulsion-énergie défini dans la section antérieure. Nous 

avons démontré, outre la relation (III-14), la relation 

qi a pt! c= p"' vi—nx p”? v (III-17) 

En utilisant ces deux relations nous allons montrer que, dans le 

référentiel propre, l’équation (IV-5) [P*7?" défini par (IV-11)] 

s'identifie avec les équations (IV-~7). 

Dans le référentiel propre nous avons: 

u'=—0 i i= 6 ; Te GN vu > Oy u’ —0 (IV—12) 

L’équation (IV-5) nous donne quatre équations qui, dans le 

référentiel propre, prennent la forme: 

0 
a) po02,0° +2, PM to 49, P—0 

t 

(IV-13) 

* eq bu wig P 

b) 6,P ee — f 

En faisant les substitutions (III-14) et (III-17) dans 1|’équa- 
tion (IV-7a) nous trouvons: 

i ae rq arti (e% ye v,) + 

(IV-7 a-1) 
4 0. (PY c— Pe v'— io vj0 

Op x il the 
ae Tt Or 'PY) + a8, (P c+ 

(IV-7 a-2) 
ou uic—P*"y' —p uu v')=0 

06 Fy a ee *4e 
ioe ake 0. (pv) +—0,P *=0 (I1V-7 a-3) 

t C 
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Dans un référentiel quelconque la densité est donnée par 

* 44 
pc =p uu+P 

(dans le référentiel propre p=—p,). En faisant ces substitutions 

en (IV-7 a-3) nous trouvons (IV-13 a). 
Pour l’équation (IV~76), en faisant les mémes substitutions, il 

vient successivement: 

a, potas ro Prtet eben (et) 
1. r r sr_es vs : T rie eset Bp #)+0("F)=r 

(IV-7 b-1) 

  

p**4 yt u' u' v4 

2 (yet) +9,(PYP tee at ———_) 
t 

  

Cc Cc 

50,(P' e+ 6,00 abe (IV-7 b-2) 

ae 
Dt gs 4 yA to) A v=f 

8.(p v') + 8, prrat J 7 0, P*** =f" (IV-7 b-3) 

et nous retrouvons bien l'’équation (IV-136). 

Les relations entre les composantes du tenseur impulsion-énergie, 

les pressions et les flux de chaleur dans des différents référentiels 
étant données par: 

= p= (III-14) 

et 

gq = Pl g— Pp" Ff ep ee (III-17) 
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l’équation 

OP "ae, (p, a uw" pF (IV-5) 

(tenseur P*°" défini par IV-11) est donc I'équation invariante de la 

Mécanique non adiabatique des milieux continus. 

En faisant q,-— 0 nous retrouvons comme cas particulier toutes 

les formules de la Mécanique adiabatique habituelle. 
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