CONTRIBUTION A LA MECANIQUE CNDULATOIRE DE LA
PARTICULE DE SPIN MAXIMUM 1 (%)

JosE VAssaLo PEREIRA

ABSTRACT — A generalization of the theory of the spin maximum 1
particle is proposed which enables the theory to describe a charged particle
moving in an electromagnetic field.

The general problem of passing from the relativistic theories to the
corresponding non-relativistic ones is then discussed, in which we stress the
importance of the ¢B-approximations.

One then calculates the non relativistic approximation of the foregoing
generalized theory of the particle of spin maximum 1, which brings to light
the validity of the so-called «method of the fusion» within the frame of non
relativistic Wave Mechanics, As a particular case of the preceding results,
we are led to the approximation of the MAXWELL-DE BROGLIE equations,
describing the non relativistic bahaviour of the photon.

RESUME — On présente d’abord une généralisation de la théorie de la
particule de spin maximum 1 au cas des particules se déplagant dans un
champ électromagnétique.

Le probléme général du passage des théories rélativistes aux théories
non rélativistes correspondantes est ensuite étudié, ce qui nous permet de
mettre en relief 'importance de I'«<approximation en §».

Nous calculons I'approximation non relativiste de la théorie généralisée
de la particule de spin maximum 1 pour en conclure que la «méthode de
fusion» reste aussi valable au niveau non relativiste. Comme un cas particulier
de ces résultats, on est conduit & 'approximation des équations de MAXWELL-
-DE BROGLIE, décrivant le comportement non relativiste du photon.

(*) Theése présentée a I'Université de Paris VI pour obtenir le grade de
Docteur &s Sciences Physiques.
Regu le 1¢r Juillet 1971,
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INTRODUCTION

Les résultats exposés dans notre travail sont une contri-
bution a la théorie de la particule de spin maximum 1, théorie
proposée par M. pe Brocrie en 1934 et développée surtout dans
le but de constituer une Mecanique Ondulatoire du Photon. Dans
cette thése nous présentons notamment une généralisation de la
théorie au cas des particules chargées se déplagant dans un
champ électromagnétique et étudions en détail le probleme de
I'approximation non relativiste.

Dans le Chapitre I nous présentons un bref rappel des idées
et des résultats fondamentaux obtenus par M. bt Brocrie et ses
collaborateurs. On commence par présenter la méthode de fusion
et la forme spinorielle des équations fondamentales, pour en
déduire ensuite la forme tensorielle équivalente de ces équations.
Celles-ci se séparent en deux groupes indépendants, celui des
«équations maxwelliennes», décrivant le comportement de la
particule de spin 1, et celui des «équations non maxwelliennes»,
ayant trait a la particule de spin 0. On expose ensuite le sens
physique des grandeurs tensorielles de champ associées a chaque
type de particule.

Au Chapitre II nous proposons une généralisation de la
théorie au cas des particules chargées. Nous y exposons d’abord
les difficultés soulevées par la généralisation formelle des équa-
tions spinorielles fondamentales, pour ensuite résoudre le pro-
bléme en introduisant le Lagrangien et les équations spinorielles
de la particule de spin maximum 1 et charge ¢. Ces résultats
permettent de développer le formalisme de la théorie généralisée,
ce qui nous amene a étudier le quadrivecteur densité-flux de
probabilité s, et le tenseur densité d’énergie-impulsion 7y,.
Enfin, nous comparons quelques uns de nos résultats avec des
résultats correspondantes das a A. Proca.

Avant d’entreprendre au Chapitre IV un calcul aboutissant
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a l'approximation non relativiste des équations généralisées, nous
examinons au Chapitre III le probléeme général du passage des
théories relativistes aux théories non relativistes correspondantes.
L’é¢tude des relations entre le groupe de Lorextz et celui de
Gavriie nous conduira ainsi a prendre l'approximation en 2=uv/c
comme étant celle qui assure le passage correct au niveau non
relativiste. L'approximation non relativiste de I'impulsion et de
I'énergie appuie cette hypothese et, une fois que 'on a exposé le
procédé général d’approximation non relativiste en Mécanique
Ondulatoire, la méme hypotése sera confirmée lors du passage
de l'équation de Krein-Gorpon a 'équation de ScuropinGer et dans
le passage des équations de Dirac aux équations de Pauri. Dans
cette derniére partie on traitera, plus généralement, du raccord
entre le formalisme de la théorie de Dirac et celui de la théorie
de PauL.

La premiere partie du Chapitre IV est entierement occupée
par le calcul de l'approximation non relativiste des équations
spinorielles généralisées, conduisant aux équations non relati-
vistes de la particule de spin maximum 1 et charge ¢ se déplagant
dans un champ électromagnétique. Ces équations montrent clai-
rement que la méthode de fusion reste valable a I'approximation
non relativiste ou, plus précisément, que par le méme procédé
formel la fusion de deux corpuscules de PauLi permet d’obtenir
les équations non relativistes de la particule de spin maximum 1.
Le formalisme découlant de ces nouvelles équations est étudié,
de méme que la forme vectorielle des équations.

Le Chapitre V s’occupe spécialement de l'étude du photon
a l'approximation non relativiste. On en présente d’abord les
équations, aprés quoi on discute la signification physique des
grandeurs électromagnétiques non relativistes. On compare la
forme finale des équations non relativistes de la particule de
spin maximum 1 avec les équations maxwelliennes et non
maxwelliennes présentées au Chapitre 1I, la derniére partie
étant consacrée a l'é¢tude non relativiste des solutions du type
onde plane monochromatique.

Que M. pe BrocLie veuille bien trouver ici 'expression de
ma respectueuse reconnaissance par lintérét qu’il n’a cessé de
porter a ce travail. Ses suggestions m’ont toujours été tres
profitables, de méme que la fréquentation de son Séminaire
a I’Académie des Sciences.
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CHAPITRE 1

Rappel de la théorie de la particule de spin maximum 1

§1. La méthode de la fusion et la forme spinorielle des équa-
tions fondamentales.

Comme nous l'avons rappelé dans l'Introduction, la théorie
de la particule de spin maximum 1 est due a M. de Broglie [1] et
a été dévéloppée par lui-méme et ses collaborateurs, notamment
M.m¢ Tonnelat [2] e¢ MM. Géhéniau [3] et Pétiau [4]. La méthode
de fusion, dont M. de Broglie s'inspira pour parvenir aux équa-
tions de la particule de spin maximum 1, conduisit, par la suite,
a4 une théorie générale des particules de spin quelconque [3].
Cette théorie se trouvant en dehors du cadre de notre travail,
on se bornera ici a4 exposer les aspects essentiels de la seule
théorie de la particule de spin maximum 1.

La méthode de fusion s’appuie sur l'idée que la particule de
spin maximum 1 peut étre considérée comme étant due a la
«fusion» de deux corpuscules de spin 1/2, laquelle peut donner
lieu soit a une particule de spin O soit a une particule spin 1.
Dans ce contexte, les équations de Dirac jouent un role fonda-
mental, car le procédé formel qui traduit mathématiquement la
fusion des corpuscules composants consiste, en particulier, a
fusionner les matrices «s. qui apparaissent dans les équations
de Dirac.

Pour préciser ce concept de fusion de matrices, donnons-nous
une matrice #><n «; on définit alors les matrices fusionnées de
« comme étant deux matrices n><#, a et b, obtenues en prenant
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le produit extérieur de « par / (matrice identité 7 ><#n) et de
I par «:

I.1 a=oa>/ b=I>u,

Rappelons que le produit extérieur de deux matrices n><n A
et B est une matrice #>n, 4> B, qui s'obtient en rempla-
¢ant chaque élément @, de 4 par @, 5. En conséquence, si
a=[an] ({,#=1,2,...,#n), on a

_a” 0 0 v A1y 0 0 S
0 a; 0 ... 0 a, 0
O U (I“ L 0 0 (z]:;
L2 a=ax/i=
a1 0 O [2 O 0
0O ay 0 .. o a, 0 ...
0 (] [ £ R 0 0 Auy -+

b=I><a=

@y Qdig -+ Ay
Qgy  Qgg -+ Qan

Ay Qug -+ Aupy =11

A partir de ces définitions on vérifie aisément les relations qui
nous seront utiles par la suite

1.3 A< (B+C)=(AxB)+(A>=<C);
(AXB)(CxD)y=(AC)><(BD).

Chaque corpuscule de spin 1/2 et de masse propre /2
étant traduit par un systéme d’équations de Dirac, tant que les
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deux corpuscules demeurent sans interaction leur description est
donnée par un ensemble de deux équations de Dirac,

6 C} mOc
—_————————— Oy — —— 5 —1 =0
|: 07 dr“l 2y %y Fo ] 2% aq]‘h
I.4
0 d 0 d . Mg €
—_— e —_— _ - — - —1 =
[c Y, dx“l 2y %2 53 %5 24 oy | Yo

D’aprés la méthode de fusion, pour obtenir les équations de la
particule de spin maximum 1 on doit procéder dans I. 4 aux trois
substitutions suivantes: 1) les matrices «u sont remplacées par
leurs matrices fusionnées

L5 an=o0p><1, by = 1><ay. (»=1,2,3,4);

2) la masse m,/2 de chaque corpuscule composant fait place dans
les équations finales a la masse =, de la particule résultante de
la fusion; 3) les fonctions d’onde {; et ¢, a quatre composantes,
décrivant séparément chaque corpuscule, sont remplacées par
une seule fonction ¢ a 4><4=16 composantes traduisant le
comportement de la particule de spin maximum 1 résultante. Le
systéme d’équations de cette particule de vient ainsi (*):

1 4
[— d:—-d;al—dyag-—d;a5— Mol 34:|L!J=0
G n

1.6
wnoc

1
[? 6:—9;f5:—c}y52—dsé5— é&J‘P:O'

Dans la matrice colonne ¢, chaque élément est identifié au
moyen de deux indices, 7%, les seize élément ¢;;. étant ordonnés
de la fagon suivante(**): gy 1o ¥z diqdoy bogdos -« byodas by En
conséquence, les éléments de chaque matrice 16><lb ay. et bp
sont identifiés au moyen de quatre indices, i£, /m; plus pré-
cisément, (auw)is,im est ’élément qui se trouve dans la ligne 74
et la colonne /s de la matrice au, chaque paire d’indices 74

d d d a " paandil g byt
e o S signées, d'une faco
dx dy od& ot g ! RESORRE

(*) Les dérivées

gée, par Jdx dy ds ot.
(**) Signalons que la variance de ¢;t est celle d'un produit {;{z de
deux composantes d'un spineur de Diraec.
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et /m étant ordonnée comme les composantes U;; dans ¢. En
tenant compte de ce qui préceéde, on peut donner aux définitions
I. 5 la forme équivalente

| (@p)ik, tm =21 0w,  (Ddik, im = Chwm 9t

oi+ désignant le symbole de Kronecker. Avec ces notations, il est
clair que l'expression au¢, par exemple, désigne la matrice
colonne (apd)y = E (@p)ix, im Ve . Signalons aussi que, les matrices

I
oy €tant hermitiques, a, et &, le sont également car on a,
par L. 7,

I.8 (af-l-)?a{' yim = (ﬁ{L)Im Lk (b}l-)rk y i = (é:-'-).fm ke

En outre, les huit matrices ay et bu obéissent a des relations de
commutation identiques a celles de Dirac pour les au. En effet,
on tire de I. 3 et 1. b que

a.a, + ayap = ((2pa,) >< 1)+ ((ay an) < 1) = (apay + @, an) < 1,
une relation analogue ayant lieu pour les 4,. On a donc

I.9 ava, + a,a,=2 5!“1
(x,v=1,2,3,4).
—93
I. 10 bpby+ 6,6 =20,,1
On démontre de la méme fagon la relation suivante
I. 11 aub,— b,au=0 (p,v=1,2,38,4).

Retournons maintenant aux équations spinorielles fondamen-
tales I. 6. La question qui se pose d’emblée dans leur étude est
celle de la compatibilité du systéme car il contient 32 équations,
les composantes ¢;; de la fonction d’onde ¢ étant au nombre
de 16. En omettant la démonstration [6], nous devons néanmoins
rappeler ici que le systéme L. 6 demeure effectivement compatible
au cours du temps.

Signalons encore que, a l'instar de ce qui arrive pour toutes
les équations d’évolution de la Mécanique Ondulatoire, les équa-
tions L. 6 permettent d’établir aisément une relation de continuité,

dep 4 divj=0,
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les expressions de ¢ et ; étant les suivantes:

;
I 12 pemie BeTH O 4
2
L1 _.‘=—6L!)* a“g-l—a:&‘ !
2

On considere 1. 12 et 1. 13 comme fournissant I'expression de la
densité de probabilité et du flux de probabilité de la particule de
spin maximum 1,

§ 2. La forme tensorielle des équations fondamentales.

Les équations I. 6 traduisent le comportement de la particule
obtenue par la fusion de deux corpuscules de Dirac et, par la
méme, décrivent deux particules de valeur de spin différente,
0 ou 1. On doit donc pouvoir écrire ces équations sous une forme
équivalente ou apparaissent séparées les équations ayant trait a
la particule de spin O et celles concernant la particule de spin 1.
Aussi va-t-on rappeler brievement dans ce qui suit le procédé
qui permet d’obtenir un systéme équivalent a L. 6 et dans lequel
la description de la particule de spin O est donnée indépendam-
ment de celle de spin 1.

Pour cela, multiplions a gauche la premiére équation de L. 6
par —iZa, et la deuxieme par —i4;. En tenant compte de 1.9
et 1. 10, on obtient

ic
I. 14

(Ix[ L 'a,a,,+‘v5.(z'a4;')—kn])¢=o,

ic
%, désignant la constante

115 (. L
i

Introduisons ici les coordonnées relativistes &y =x, xy =1y, a5 =2,
xy=1ct, et employons aussi les matrices y, de von Neumann
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(n=1,2,3,4), définies a partir des matrices o, de Dirac de la
fagon suivante,

I. 16 7k=£“4“k (A=1,2,38); Yy =10-
Le systeme I. 14 s’écrit alors

(S0, 75— ko) X< 114 =0
[1<(2 0,7, — ko) $=0.

En utilisant, au lieu de la matrice colonne ¢, la matrice 4><4

b Y2 Y5 due

i Do1 Yoo dos oy
1. 17 ¥V —=
bs1 Yz dss

¢
]
b do b du

on vérifie aisément, compte tenu de I. 7, que le systéme peut se
mettre sous la forme équivalente

20,7, ¥ — A ¥ =0
I 18
20, ¥yT— k¥ =0,

le symbole 7" désignant la matrice transposée. Arrétons-nous
maintenant sur le choix des matrices au de Dirac. Comme il est
bien connu, on a toute liberté de fixer leurs valeurs pour autant
que celles-ci obéissent aux relations opz, + oy au=27du. Or on
peut voir que les matrices

i 0 0 0 —17 0 0 0 417
L 19 - 0 0 —1 0 W 0 0‘ —1 0 ,
0 —1 0 0 0 <41 0 0
-1 © o o0l —4 @ 0 0l
i 0 0 —1 07 L 10 0 07
0 0 0 q 0 X 0 0
o3 = ' %y
=1 0 0 0 0 0 —1 0
Q 1 0 0 0 o 0 —1
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remplissent les conditions exigées et, dans tout notre travail,
nous allons adopter ce choix por les «.. Partant de I.19 on peut
construire les quatre 7. définis en I 16. Construisons aussi la
matrice

I. 20 11:3.7274'

On peut ainsi vérifier que 1'on a les égalités

I.21 7:]‘=-—-I‘7F (r=1,2,3,4).

Retournons alors aux équations I. 18 et multiplions-les a droite
par I'. En tenant compte de 1. 21, on obtient

S0y ¥YT —Ay¥T'=0
c'est a dire, en ajoutant et retranchant,

2 on 3 BT — 5 gp ET yjemm 2B W T,

L. 22

Considérons maintenant le systéme complet engendré par
les quatre matrices yu.. Ce systeme, désigné d'une fagon abrégée
par ., comprendra:

128 a) lescinq matrices yy=I, p=ixga:(k=1,2,3), 7y=2;

b) les six matrices yu,=iyuy (p,v=1,2,3,4;p <),
c'est a dire, ?12='3'71 72y 715=_"?1 75y T1e=17174,
Tos=17278) Yot =1%a7s € Vs =127574;

¢) les quatre matrices yu,o=2yp y, 72 (,v,0=1,2,3,4;
p<v < 0), c'est a dire, 7123 =i717275 ha=17177s
T3¢ =171737s € Josa=1727574;

d) la matrice yio50 =71 727374

En partant du choix adopté pour les «w (L. 19), on peut véri-
fier que les seize y, précédemment définies sont toutes hermiti-
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ques. En plus, cet ensemble de seize matrices étant complet, toute
matrice 4><4 peut étre écrite comme combinaison linéaire des
7a. En particulier, ce sera le cas pour la matrice 4><4 ¥I' qui
intervient dans I 22, laquelle peut donc s’écrire sous la forme
d’un développement

16
I 24 YT =Y ¢a7a.

a=|

Les coefficientes ¢, sont des fonctions linéaires bien déterminées
des ¢;; et possédent des propriétés de variance bien précises qui
ont été données en [7}. Nous nous bornerons ici a les rappeler g,
est un scalaire, @95 est un pseudo-scalaire, et ¢p(u=1,2,3,4)
est un vecteur d'Univers; pour ce qui est des six fonctions
oup(p,v=1,2,3,4;p <v) et des quatre fonctions oy,,(x,v,0=
=1,2,3,4; 2 <v<p) elles sont, respectivement, les composantes
distinctes d'un tenseur de rang 2 antisymétrique et d'un tenseur
de rang 3 completement antisymétrique.

En introduisant maintenant le développement I. 24 dans les
équations 1. 22, celles-ci prennent la forme

4 16 4 16
> e (Z‘?n?a)‘*'zan(zf?a?a) 7e=0
Les ’ e

16

16
E d'.u.)’p. (2 E?a?n) — 2 (}g& (E ?a?a) )’J—'2k0 ZQ?a')’a:O

a

Les définition set les propriétés de commutation des 7. permet-
tent alors d’écrire les premiers membres de ces équations comme
des combinaisons linéaires des seize 7,. On est ainsi conduit a
des équations de la forme

16 16
Y fata=0 D gava=0,

ou les f, et g. sont des fonctions bien déterminées des ¢, et
de leurs dérivées premieéres. Les 7, étant linéairement indépen-
dantes, il en découle que chaque coefficient f, et g, doit étre
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nul, ce qui permet d’obtenir les 32 équations
Jo=0 g.=0.

D’une fagon plus précise, et en omettant les calculs, le systéme
I. 25 conduit aux équations suivantes,

O =0 d y— Oy =ik Spw
L. 26 w P | ee Pp 0%
duPur="—10kgQ  Op %o+ e Ou,+ ds Pop=0
P
L27 9,9= O Puves = 1Ry Pups

Op Oure="0  0pPups— 0y Ppop+ o Pams— 0g Ppvo = —1 Ry Pusoq-

Ces équations sont équivalentes aux équations spinorielles
I. 6 et, ainsi qu’'on l'avait annoncé plus haut, elles se séparent
en deux groupes bien distincts: I'un est formé par les équations
I. 26 et ne fait intervenir que les grandeurs g9, et ¢u,, l'autre
contient les équations L. 27 et concerne seulement les fonctions
®o, Puse €t 01951. Le premier groupe d’équations se rapporte a la
particule de spin 1 dont le comportement est ainsi décrit par un
tenseur antisymétrique du second rang et par un vecteur
d’Univers; étant donnée l’étroite parenté de L 26 avec les équa-
tions classiques de l'électromagnétisme, M. de Broglie les a
dénommées «équations maxwelliennes» (!). Le second groupe,
formé par les «équations non maxwelliennes» 1. 27, a trait a la
particule de spin O qui apparait ainsi décrite par deux invariants
et un tenseur de rang 3 complétement antisymétrique.

§ 3. Les équations maxwelliennes et non maxwelliennes.

La signification physique des grandeurs de champ ogu,u,
associées a la particule de spin 1 a été donnée par M. de Broglie
au moyen de l'identification suivante avec les grandeurs électro-

(1) La raison de cette désignation deviendra plus claire au paragraphe
suivant lorsqu’on écrira les équations I. 26, I. 27 sous la forme L 30, L, 31,
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magnétiques 2, Vi, E, ff(‘):
0

r o =l —4E] [ O 912 95 ou|
—H, 0 H, —iE,| %1 0 o5 oy
o | =Kk
I. 28 H, —H, 0 —iE, g5 952 0 om
iE, $E, 4E 0.l Lon 92 95 O |

(A: Ay As5iV]=—1K [3; 9295} 9],

avec K=17/2Vm, . D'une fagon analogue, on définit pour la
particule de spin 0:

o =1, o050 =1 1.
1.29 i 1 ) ! 15 %
o34 =17 P134 = —10y P24 =103 Pros =04 «

Avec ces définitions, les équations L 26 et I. 27 prennent la forme
suivante,

équations maxwelliennes

i .
" E=—gradV——0,4
divA—|-%a:V=0 s &
. R R H:rot/}-
1. 30 %3,E_rotH=k§A £ o= -
. —_—- —{j:f{=r0tE
div £ = — &} ‘

divH =0
dquations non maxwelliennes
1 -
=0 7&,’:+grads4=0
. 1
grad /; =0 1Ryoy=——0: 1y
I. 31 ¢
dedy =0 grad [y=1ikyo
£ot o =0 2oyt divemiky Iy,

En laissant de coté les équations non maxwelliennes dont la
signification ne parait pas trés claire, nous nous occuperons des

(') Clest a dire, le potentiel vecteur, le potentiel scalaire, le champ élec-
trique et le champ magnétique, respectivement.
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€quations de la particule de spin 1. Ces équations appellent de
nombreuses remarques et nous voulons en relever quelques unes,
touchant a l'ordre de grandeur de #; ou, ce qui revient au

h
méme, de la masse propre L ky .

Signalons, avant tout, que sans l'hypothése 7,0 on ne
saurait obtenir les équations L 6 par le procédé décrit en L § 1,
ne serait-ce parce que les équations de Dirac ne sont pas a
méme de décrire correctement des corpuscules de spin 1/2 et de
masse nulle. En plus, la valeur non nulle de %, introduit des
différences entre les équations maxwelliennes et les équations
de I'¢électromagnétisme habituel, notamment que les potentiels

électromagnetiques A et V ne sont plus ici des fonctions auxi-
liaires de calcul, mais de véritables grandeurs de champ. C'est
ce que montrent les équations I. 30 qui assignent des valeurs

bien déterminées pour A et V en partant des valeurs assumées

par £ et H. L’ambiguité laissée par la théorie de Maxwel aux
valeurs de 4 et V disparait ainsi, les potentiels électromagné-
tiques devenant des variables de champ a part entiere (¥).

Pourtant, si la masse propre du photon n’est pas nulle, elle
doit certainement posséder une valeur extrémement petite, dont
la borne supérieure est située par M. de Broglie aux environs de
10-% grammes, la petitesse méme de cette valeur lui ayant permis
d’écarter toutes les objections soulevées par 'hypothese 2,0 [8).

En conséquence, les termes en mg des équations I. 30 sont,
eux aussi, extrémement petits et dans une étude moins précise
on peut raisonnablement les négliger. Faisant ainsi, on retrouve
exactement les équations habituelles de I'électromagnétisme de
Maxwell. On peut donc penser que pour la description quantique-
-et donc plus approfondie — du photon, les équations de Maxwell
doivent étre remplacées par les équations maxwelliennes L. 30,
les deux théories s’identifiant a un niveau moins poussé toutes
fois que 'on prend £2=0.

Avant de finir ce chapitre nous voulons souligner une diffé-
rence fondamentale entre la nature des variables de champ telles
que nous les définissons en Mécanique Ondulatoire du Photon

(*) Signalons que les expériences de Boersch et ses collaborateurs 91,
faisant suite 4 une analyse théorique de Bohm et Aharonov [10], appuyent
I'hypothese de la realité physique des potentiels,
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et telles qu'eles sont considérées en théorie de Maxwell. En
théorie du photon, comme d’ailleurs dans toute la Mécanique
Ondulatoire, les composantes ¢,z de la fonction d’onde sont des
fonctions complexes et, par suite de I. 24 et I. 28, les variables

A V, E et H le sont également. On doit opposer cela a ce
qui a lieu dans l'électromagnétisme usuel ou ces mémes gran-
deurs de champ sont évidemment réelles. Rappelons, en effet,
que si on est parfois amené a les considérér comme des gran-
deurs complexes, il n’en reste pas moins que c’est la un expé-
dient mathématique utile pour mener a bien certains calculs et
qui ne doit jamais nous faire oublier la nature réelle que la
théorie de Maxwell assigne aux fonctions de champ [11].
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CHAPITRE 1II

Généralisation de la théorie au cas des particules chargées

§ 1. Sur l'incompatlibilité du systéme obtenu par la généralisation
formelle de I 6.

Le but du présent chapitre est de chercher a généraliser la
théorie de la particule de spin maximum 1 de fagon a lui permet-
tre de décrire le comportement des particules de charge ¢ se
déplagant dans un champ électromagnétique défini par les poten-

tiels 4 et V [12]. Ce sera notamment le cas d’une particule «
en cours d'accélération dans une machine a haute énergie. Souli-
gnons avant tout que dans la plupart des équations de la Méca-
nique Ondulatoire des généralisations de ce type ne soulévent
aucune difficulté. En effet, une équation d’évolution de la Méca-
nique Ondulatoire peut toujours se représenter formellement par

IL. 1 f(—ihosy thoey thiy, ilhio)d=0,

ou f désigne une certaine fonction des opérateurs —ikJ, et

ihv (et éventuellement de certaines matrices 4 éléments cons-
tants) appliquée a la fonction d'onde ¢ pouvant posséder plusieurs
composantes. Or la Mécanique Ondulatoire, en faisant correspon-
dre un opérateur linéaire hermitique a chaque grandeur physique,
définit les opérateurs d'énergie et dimpulsion comme étant

—1hg, et 14V, respectivement:

BBy iy
1.2

]-5“‘_'_"'50‘0 —- 3‘?&60
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On doit remarquer que cette correspondance demeure la méme
dans le cas relativiste que dans le cas non relativiste, les opéra-
teurs associés a l'énergie totale et a l'impulsion demeurant les
mémes (*). C'est pour cette raison que le schéma que nous
décrivons ici contient les deux cas, I'équation IL. 1 pouvant
représenter une équation d’évolution aussi bien relativiste que
non relativiste.
En vertu de IL 2, I'équation 1L 1 peut s’écrire alors

IL.3 [f(E:ﬁ#JPJ'JPJ]Gﬁ".b:O'

La généralisation au cas des particules chargées se fait en
employant un procédé qui est suggeré par la Mécanique Analy-
tique et qui consiste a substituer dans les équations d’évolution

E et ; par £E—gqgl et ;——q— /T, respectivement. Ceci revient
¢

a4 dire, en tenant compte de II. 2, que dans I'équation II. 3 les
opérateurs doivent étre remplacés comme suit :

Eo,b =—1/ a,—r(E——qV)op =—1l ar""?V
IL. 4

;OP =ihV— (;__”5_’_‘2}) =ik "'__1141
op

¢

I'équation généralisée devenant ainsi,
f(—z'f: —gV,ito.—2L A, ino,—L 4, in,, __‘7_,45) $—=0.
c c c

C’est ce procédé que nous venons de rappeler qui nous donne
par exemple, la généralisation de I'équation de Schrodinger,

[E—2%2m),, =0, qui devient I:E‘“?V_ 01 (;;__12)—-] s
¢ op

r=

Parallelement, I'équation de Dirac, [£ +}5- & my cag,] =0,
c op

se transforme en 'équation généralisée {-E—_iz—k (ﬁ— L 2) o

c c

—mﬂﬁa4:| ==}
op

(*) Nous reviendrons sur cette question au Chapitre III.
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Le probléeme se pose alors d’obtenir une généralisation ana-
logue pour les équations relativistes I. 6 de la particule de spin
maximum 1,

I:id.—-—-&xa: _aya2_ L)ga5_'£kﬂa4J"I"=0
c
IL.5
(ia;—a, By by — a,b5—£k064:|¢=0.
c

Ce systeme, en faisant intervenir les définitions II. 2, peut s'écrire
sous la forme

(Efc + peay + pyas + p-as—mycagloy $ =0

[EI."IC '—"—_px {5] + P}r bg + P_‘-, 55 — mO ¢ bq]g‘o 4’ = o

IL. 6

Si l'on veut maintenant obtenir la généralisation de II. 6 pour
le cas des particules chargées, une difficulté apparait alors, a
savoir, que si l'on y procéde a la substitution habituelle II. 4, le
systéme obtenu,

[L(E—'?V}“i- (;__‘?_;j) ';ﬁmuﬂfh—l w0
(4 4 _lop
1.7

[i(E—qVH(E—i’-ﬁ)-Z—mocé.ﬂ $=0,
c c _ap

est incompatible. La raison en est que, a I'encontre de ce qui
arrive en théorie de Klein-Gordon et en théorie de Dirac, nous
avons affaire ici 4 un systéme contenant, outre les 16 équations
d’évolution pour les 16 inconnues {;z, 16 équations de condition.
Dans le cas non généralisé le systéme est compatible parce que
les équations d’évolution assurent la validité des équations de
condition au cours du temps, une fois qu’elles sont supposées
étre respectées a un instant initial. Il n’en est plus de méme ici
comme nous allons le démontrer.

Commengons par ajouter et retrancher les équations de II. 7,

s @ [(FREEN) + (VL) 2E0
-—‘mUCf.’_;-b4 5L=O
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b) inv—2L 4 .a—é._.moga“_é‘!_ $=0,
¢ 9 9 .

de facon a séparer les 16 équations de condition II. 84 des 16 équa-
tions d’évolution II. 8a. Il s’agit donc de montrer que les équations
d’évolution @) ne suffisent pas a assurer la validité des équations
de condition 4) au cours du temps ou, ce qui revient au méme,

que
a,[[(aﬁ—%j) =t _mﬂcﬂ—;b*]up]#o-

En effet, cette dérivée vient égale a

~ a—b o -\ a—b as—b
ﬁ%(d;/l-——2—)¢+[(¢J¢V—%A>- —myc 42 4:|dfd|),

2

el

et en y introduisant I'expression de 9,J tirée de IL. 8a, on obtient

ce qui revient a écrire

. A.;_E fe
IL 9 C(a,A . )9
_ 9 [(irv—9 4 .“—6ﬁmﬁ4~_ba]y.+
in (“ ¢ 9 0Ty Y
S 2 gy —br ar+ b
[ .3 q 253 k &
— | N (shop—L 4 —m ——
e m [;‘:l<wak = x-) 5 2 =}
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. — R
+ Zr (H‘a' a‘—%‘AJ>($)’zdh—iAk) b=t s 1 b o
1

Fip 2 2
—-.}},(, a4+b4 04—«64 a§+5¢
—my € itho ——A 8 Priss s e ML
° g( o )( 9 5 T 2 2 >+
a;— by a4+64]
Jmilf—— —— |y,
o 2 2 ¥

Or, en tenant compte de 1. 9, I. 10, I. 11, on peut démontrer I'éga-
lité suivante,
(av— bu) (@, + 6,) + (@ — b)) (@ + b2) =
= (ava, + B,,ap-)—({:ip,b, -1 b,,él.g):O,

et, cette relation étant valable pour p,v=1 ,2,3,4, on obtient
en particulier

(Q‘k o f)k) ((Ik - b_@) =0

(a3 — bs)(ay + bg) =0

(@x— b) (@i + b)) + (@i — bi) (@ + bi) =0

(ak_bk)(ai"!‘ é@)‘i"(a‘al'_é‘l)(ak'*' bk)=0 (3.!‘,3:1!2:3;‘-:#’&)'

En outre, on reconnait aisément que l'on a aussi

(z'?s‘ ();—%A;) (fﬁ 3,5——3—.(4;3) —_ (1'?:‘. 3&—%14&) (ﬁff-‘d;-——%A;):

=:'f:.g-(rot2) ’
C "

l,k,m désignant une permutation circulaire de 1,2,3.
La substitution en II.9 des résultats précédents conduit
alors a écrire

>

_ 9 4_‘;’_“’ e
c("’A L

_ﬁ_[ (;‘W‘__"-Qi) i A mﬂ’k]m#
1/ L ¢ 9 5]

& &

- q[ 3 (@— b (@ + bi) (rot E)] ’.
kyl,m
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Telle est donc I'expression de la dérivée par rapport au temps
des équations de condition II. 8. On voit que pour qu'elle soit

toujours nulle il faut que 9, 4 =rot 4— V=0, ce qui équivaut
a dire que les champs ¢lectromagnétiques extérieurs £ — —

———i— d,‘;f——grad V et H=rotd doivent étre nuls, et l'on

retombe ainsi sur les €quations non généralisées du deébut.

La conclusion a en tirer est que l'on ne peut pas entre-
prendre la généralisation habituelle II. 4 sur les €quations de la
particule de spin maximum 1 — dg moins sous leur forme II, 5
Sans arriver 4 un systéme qui ne soit incompatible.

§ 2. Les équations spinorielles de la particule de charge q et
spin maximum 1.

Pour surmonter la difficulte signalée au paragraphe précé-
dent nous remarquerons qu’il est possible d’écrire I. 6 sous la
forme équivalente d’un systéme ne contenant que les 16 €quations

1 . ay4- 8 g ayby +ay b :
1L. 10 [-ﬂ— ,—“-E—*—z a,@—“"_g—""—‘ — i kya, {;_l],u=o.

En effet, on démontre [6] que I'on peut déduire de ce systéme un
autre ensemble de 16 €quations, savoir,

= 3
IL 11 1 ,.ﬂ.:éihzdkﬂM].;:o_
€ 2 = 2
< 5 g 1 (Iq.—-—é_;
I1 suffit, pour cela, de multiplier IL. 10 a gauche par — a;——g-—

et de tenir compte de 1. 9, .10, L. 11. On arrive ainsi aux €quations

I.kn fI.;-—-&; o . (?.;(3’;.—(54 b,{, _1 G—'4+b4 |
—c—():—z -—--P——(;dk--— -2—--—- = 9 ==L

. ; ; 2 5 . 1 . ayt 4
Si l'on introduit dans ces €quations l'expression de 76, ;1_:;_4 Y

tirée de IL 10, un calcul sans difficulté conduit alors aux équa-
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tions II. 11. Une fois II. 11 obtenu, on voit que II 10, II. 11 est
équivalent a II. 5. Effectivement, en ajoutant et retranchant II. 10
et II. 11, on obtient

1 S .
[?,), 5‘,_;3,&@ by — 1 By ay é4}¢=0

[%dfﬂfi_zdkar;ék—l‘ku @y [34]&]):0,
&

et en multipliant a gauche la premiére équation par &y et la
deuxiéme par a4, on retrouve le systeme IL 5.

On voit ainsi apparaitre I'importance du systéme de 16 équa-
tions IL. 10, a partir duquel on pourrait tout aussi bien développer
la théorie. Or, et c’est la un point trés important, les équations
II. 10 sont précisément les équations de Lagrange de la particule
de spin maximum 1 (non chargée), et ce fait améne a penser que
le formalisme lagrangien peut étre utile pour venir a bout des
difficultés signalées plus haut. D’ailleurs, étant donné que 'on
va non seulement introduire les équations généralisées mais aussi
refaire toute la théorie de la particule de spin maximum 1
supposée avoir maintenant une charge ¢ et se déplacer dans
un champ électromagnétique, nous allons rappeler rapidement
quelques points de ce formalisme lagrangien qui seront utiles
par la suite [8].

Ainsi peut-on voir, en prenant le Lagrangien

he 1 by = abtab, .
1L 12 .¢a=;—£¢*t?a, “4: L §. 40 +tan —zkna4b4]4z+con],
que les équations de Lagrange

=4 18 £
.13 o, jm + s +ayjf+
) ( b, 1») ) ( ﬁhr) d( «.m-)
C)J ‘)x ('}y
oL 0L

-2

a E}H’)!&p) qu[J.,r
ds (#,v=1,2,3,4),

donnent les équations II. 10 de la particule de spin maximum 1
(non chargée) ou, ce qui revient au méme, les équations 1I. 5 car
les deux systémes sont équivalents.
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Parall¢lement, dans le cas de la théorie de Dirac, le méme
formalisme nous apprend que, étant donné le Lagrangien

1, == -
IBJZE@*[';ar—V . a_”é()“tl‘l?l‘conl!

les équations de Lagrange

II. 14 ot

g
3 @=1,2,8,4),

conduisent aux équations de Dirac. Nous n’avons considéré
jusqu’a présent que le cas simple de la particule en absence de
champs électromagnétiques extérieurs, mais on vérifie aisément

que si 'on ajoute a 4y le le terme réel £ — — gLF [AT- ;—|— Vi,
alors, en faisant intervenir le Lagrangien £ 4.2 dans les

équations IL 14, on obtient les équations de Dirac généralisées
pour la particule de charge ¢ en présence d'un champ électro-

magnétique de potentiels Aet V.

Or on sait qu’en théorie de la particule de spin maximum 1
plusieurs expressions —et c’est notamment le cas de £, et £ —
peuvent s'obtenir formellement d’expressions correspondantes de
la théorie de Dirac par la seule substitution de matrices

/. Gt b
2
II. 15
;Qlu- {).-; + Ty bp._

9 (»=1,2,3,4),

G’P_—"

ol es(p=1,2,3,4) sont les matrices de Dirac et / la matrice
identité 4><4. Il y a donc lieu de penser que le Lagrangien

Lo+ L1, avec £, obtenu de £ par la substitution II. 15, sera le
Lagrangien de la particule de spin maximum 1 et charge ¢ en

présence d'un champ électromagnétique de potentiels A et V.
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Ce Lagrangien s’écrit alors

o abtab b
4.‘:4’0_{-.m-.“,=-.,.1‘0._qu1f,*’\/4. H —2}-(1 g 34-2]— - V]gb,

II. 16 Bl L Lo g V) (“44-(54 ﬁ
21 c fic 2 o iy
3 ;
ps E (ak + iq' Ak) (Eéw) = i feﬂ (a‘l b‘l—)a?,yw] qu.p—i-COIlj
k lie 2 GTy kY

Pour en déduire les équations de Lagrange calculons les dérivées
suivantes,

_df __ﬁ_6<ﬂk54+3~sbk) i
d(dklh.l-v) 23 2 Ty Y =
) Hi_(a4+b4> 0o
0(0:du) 24 B D
08 _ _hel/1, . 2iq (a4+b,,) .
d\]JyL,, 21 c lic 2 aT, kY
4 2 b bi :
-—Z (6*—- .3q Ak) (ak )«l+a4 .f-) + 28!@0(0454)3:,9»] L]J;-_—.
% lic 2 GT, Y

Si l'on substitue ces expressions dans II. 13 on obtient

[(‘L Sy 24 V) (M) _
c fic 2 TT @Y

‘5 .
— E (6.& — ﬁ Ab) (M) + i ;e[l (ﬂ,; bé]cr wy jl q‘:r =0 ’
a fic 2 T,y i

et en prenant les complexes conjugués de ces équations, on doit
écrire, compte tenu de L 8,

1L 17 [(_1_ e 2 V)M_
¢ fic 2

3 .
—E(awﬂm)qu{,m 54]4,=0_
fic 2

k
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Ce sont les équations spinorielles de la particule de spin
maximum 1 et charge ¢ dans un champ donné par les potentiels

¢lectromagnétiques A et V. De par sa nature méme (c'est un
ensemble de 16 équations différentielles du premier ordre avec
16 fonctions Yus), C€ systéme ne souléve pas de problemes de
compatibilité. En plus, si I'on y fait A=V=0 (ou ¢=0), on
retombe sur les équations IL. 10 dont on peut déduire le systeme
IL. 5 par le procédé dont il a été question plus haut.

§ 3. Le quadrivecteur densité-flux de courant et le tenseur den-
sité d'énergie-impulsion.

A partir des équations II. 17 on doit chercher a savoir si

Iexistence de 4 et I n’introduit pas quelques différences dans
les grandeurs physiques attachées a la particule par rapport a

ces mémes grandeurs lorsque A=V=o.
La définition du 4-vecteur densité-flux de probabilité n’est
pas modifiée. En effet, on vérifie aisément que les équations II. 17

impliquent toujours une relation de continuité d,p 4 div;=0,
avec

2
IL 19 ;’=_c¢*_“b‘*:+'—“4é’,¢’

)

=

7p et ;7.9 étant les quatre composantes d’un vecteur d'Univers
que nous désignerons par fp (*). Puisque la particule est main-
tenant supposée avoir une charge ¢ on peut, a partir de
fp= [7p ;j?/c] , former le 4-vecteur densité-flux de courant dont les
composantes sont alors su=gqf, = q[z'p;;/c], I'équation de conti-
nuité gusy=0 exprimant la conservation de la charge. On peut

(*) On emploie les coordonnées d’Univers ay=x, x, =y =
Xy=ict.

1
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montrer qu'il est possible d’exprimer ce vecteur sous une autre
forme qui nous sera utile par la suite. En effet, on obtient a
partir du Lagrangien II. 16:

0L _ g @bt andy

0 Ay 2 i

ﬁ J* a; + 54 LP;
oV 2
et, compte tenu du fait que 9, =[:V; ﬁ] est un vecteur d’'Univers,

on a

JL
0@

I1. 20 Sp=qf, =

Passons maintenant a I'étude du tenseur densité d’énergie-
-impulsion de la particule, 7,,, et soulignons que les considéra-
tions qui vont suivre concernent n'importe quel type de particule
(et pas seulement la particule de spin maximum 1) pour autant
qu’'elle puisse étre décrite a partir d’un Lagrangien £, fonction
de certaines variables de champ =,, de leurs dérivées premieéres
et de leurs complexes conjugués (*):

£
L=.L (T‘o‘a ] ‘.ﬁ; ' di‘ Ta ] dr-' Y'ﬂ) .

Supposons pour commencer que la particule soit dans un
champ nul (ou que ¢=0). Dans ce cas, le tenseur doit obéir a
la condition de divergence nulle 9, 7., =0. Mais si, comme c’est

le cas que nous allons étudier, 2#0, V40 et g0, alors
o Zyy n'est plus nul mais égal a un vecteur d’Univers dont les
composantes d’espace sont les trois composantes de la force de

Lorentz qp(i‘—%-ﬁ]/\;) et la composante de temps est le

(*) Le Lagrangien sera aussi fonction de xyst toutes fois que la par-
ticule n'est pas isolée.
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geE-v. Avec nos notations (*) ceci s'exprime par

1
travail —
c

II. 21 a:a. Ty.\l = L'E";F S:'.‘ .

A partir de cette relation et en faisant appel a un procédé employé
autrefois par Schrodinger, on peut déterminer la forme de 7uv.
Pour ce faire, on commence par calculer la dérivée du Lagrangien
par rapport a la coordonnée x3:

0L 0@

a

G}aﬁ axa ’

0 Na ‘)xﬁ 0 (ds Na) 0X5 0 Xy

’ Y ? 2
[ar 01a , 9L o%na On].}+

Les equations de Lagrange permettent alors de poser

a;u::aa(ass-r)={aa(d(jja)) :; &(3;“) Jizzag—kconi}—{-
o< 04,
09 Jxg
L £ (2
= o{d(::, "a) %::—I_Coni}_l- :ﬂq :x; '

c'est a dire,

0L o685 T a.L .
II. 22 = 9g| 05 £— ( ————— 0p Ma 4+ COD :
08, 0% [ 4 (d(dam) S 1)]

Retournons a l'équation 1L 21. En vertu de I’équation de conser-
vation de la charge, on peut écrire

Oa Tglg == CE'B“ Sz = (d’s G — (}ugg)sc=(aﬁﬂa)sa— gﬁ (JBSG‘—"SG "]°GTB=
=&y agacm du(chﬁ),

(*) En plus des coordonnées d’'Univers xj—=ux, a3 =y, ag=25, xy=1ict

nous avons déja défini le vecteur potential d'Univers @, == [iV7; 4]. On défi-

nira le tenseur de champ électromagnétique par Byt By=—iEr, figy=
== —ny, gy =—1FEs, Ba=chs, Ly = Hy, fey—= Hz {cﬁp_v= _CE‘yP,)- En
- i
conséquence, les relations de définition des champs, £—=— —g; 4 —grad
¢

et H=rot A s'écrivent By = f}y_ a,—od, a,,.
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et compte tenu de IL 20 et II. 22, on obtient finalement

&l £ =
da Tug=10c| 8o5 £ — 94 Qg — ol S + conj ) |.
: 0 s d (ac ‘ﬂa) 0 xB

Cette relation conduit a définir le tenseur 7,5 de densité d’éner-
gie-impulsion de la particule décrite par le Lagrangien £(ng, 1 «--)
et se déplacant dans un champ électromagnétique de potentiel
& de la fagon suivante,

0L . 0L 0na 9L oy
08a ' 0(ava) 0%  0(duvi) g

11. 28 Taﬁzﬁa3.¢‘—-

Si maintenant on considéere le cas de la particule de spin maxi-
mum 1 décrite par le Lagrangien Il 16, fonction des grandeurs
spinorielles {.,, on obtient

- - d-L 0L 67 » 0L a":y
IL24 T,g=0,L———@— ‘*P_L — — oy,
0 (az '-I".up) 0 Xg 0 (au 'ﬂ.w) 0 xs

da

Cette expression a symétrique se réduit bien a la forme connue
de 7, donnée par M. de Broglie pour le cas ou @ =0 (ou

g=0) [8].

§ 4. Les équations tensorielles de la particule de spin maximum 1
et de charge q. ;

Dans ce paragraphe nous allons présenter la forme tensoriel
le des équations spinorielles II. 17,

1L 25 [(La,-p iq g,r/)ﬂ';'_éi_{_;(@‘_,r:_‘iz)_ aby+ba,

te ke lie 2
—»kua4é4:l'.:)=0.
Pour commencer, et en partant de 1.9 e L. 10 e L. 11, on vérifie
aisément que

asby(ay+ by) =ay + b,
@y by (a4 by + ar by) = ayas + by by (k=1,2,3)
0464-a454=1.
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Par conséquent, si on multiplies II. 25 a gauche par a;6;, on
obtient

1L 26 Rla +i‘lsff) f“—f;[’*-+s'(6+."‘7-2) :

ic le he

L @atbb ,@0} $=0.
2
Définissons maintenant, a partir du potentiel v =[] 2] et du

gradient oJp = [—'1~ 0¢; 6], le vecteur d'Univers
ic

IL. 27 Pp=ihop— —f- Q..
Les équations II. 26 prennent alors la forme

" ,
II. 28 [04 %+ 2 iayay Py — 21my GJ Y+
k=1

6]
+ [1)4 Py + ZH»&&P&] e
k

Introduisons la matrice 4 <4 W formée avec les composantes ¢,
de la matrice colonne ¢, disposées selon I. 17. On vérifie
ainsi, en tenant compte de I 5, que les équations II. 28 peuvent
s’écrire

[0‘4 )4+‘Z£D4&§P§—2£mt|6]q’ -|-—-

k=1

T

= 5
+ (|>“4P4+23‘“4“3:P§:|wr) =0,
e

c'est a dire, en employant les matrices 7, définies en I. 16,

4 i
[E}/P])P—?s‘mocil ¥ 4 EP@F}JE:G :
D -

234 Portgal Phys. — Vol. 6, fasc, 4, 1971 — Lisboa



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulaloire. ..

Si on multiplie a droite ce systéme par la matrice I' introduite
en L. 20 nous avons, par L. 21,

4 4
11. 29 [E'fp.PP—Qimoc]‘i’ I‘——Epp‘l"l'yp={l.
- -

Or la matrice ¥I', comme d’ailleurs toute matrice 4><4, peut
étre exprimée comme une combinaison linéaire des 16 y. qui
forment le systéme complet engendré par les quatre matrices yu
de von Neumann, et dont il a été question en 1. 23. Posons alors,
avec certains coefficients 9.,

16 .
YT = 2% 7a=%0 70+ Z‘?P v+ E s T
P u, .LL,'.‘='|,2'5‘4
<<y

I1. 30

3 E Puve Tuve T Przse 71254 (F) -
Byv,0=1,2,5,4
p<v<i

En introduisant le développement 1I. 30 dans les équations II. 29
et en y égalant a zéro les coefficients des seize matrices 7, (car
elles sont linéairement indépendantes), le calcul nous conduit
aux équations suivantes,

Pug,,=myco,
I1. 31
Pooy—Pyou=—mgc3,,
9 =0
IL32  Puguye=—mco,,

R“q)vgc_Pl'?gop —I—})E?,JF“—PG?FJ‘:';-”?OC?"‘
Si l'on tient compte de la définition II. 27 de 'opérateur /Z., on

peut écrire ces équations sous la forme explicite

(*) Pour ce qui est des propriétés de variance des v,, nous renvoyons
au Chapitre I, § 2.
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‘9 @

dr}.') 9
Pur F he

I+ ?p,v s z“éﬂ P
S Fas iq_ 3 R q’ r ] ‘é
dutr—0up + —— (Tu 20— Sy 0u) =ikyg,,
le
(Ry = myclh)

99=0

iq .
ou @ ”,7+ [ Mm=zk Pyog
Ll 472 he P-(P. P 0 7vps
IL 34 |
df"‘?v_:':-_ d"‘?;:y. +&?q;=p.v__a5‘?pu.:+

z
¥ 'q_ (ﬂrf" Dy

— 8,0
fie

TS + Paps— Q5 c?y.v;} =—1k Puvps-

?o

Ce sont les équations tensorielles de la particule de spin
maximum 1 et charge ¢ dans un champ @, équivalentes aux
équations spinorielles Il 17. A linstar de ce qui arrivait déja
dans la théorie non généralisée (voir équations .26, I.27), la
description de la particule de spin O et celle de la particule de
spin 1 sont indépendantes; les trois derniéres équations tradui-
sent le comportement de la particule de spin 0, tandis que les
deux premiéres concernent la particule de spin 1.

La parenté des équations II. 33 avec les équations maxwel-
liennes de M. de Broglie est évidente. En effet, en prenant @, =0
(ou ¢=0) on obtient deux de ces équations maxwelliennes,

')F?:Lv=*£*€'ﬂ Py 0w 90— 0w Pp =14 Puse

Or de la premiere on déduit que — 749, 9, = d, dp %0y =0, Clest
a dire,

du ?v = O;
tandis que la deuxieme nous donne 74, (op Pupt 00 Py + e 9y) =

== 1&g (I 0y 9o — 0w 0 9o + 0 0p 9p — 0y - 9o + Jg - 9 — 0 0, 9p) =0,
c'est a dire,

af"" ?v.:+ dv?t"!-"—{— f}p?!_,..,=0-
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On retrouve ainsi toutes les équations maxwelliennes L. 26. Des
raisonnements identiques ont lieu en ce qui concerne les équations
II. 34 vis-a-vis des équations non maxwelliennes L. 27.

§ 5. Le formalisme lagrangien exprimé en grandeurs tenso-
rielles.

Dans ce paragraphe nous déterminons la forme du Lagrangien
lorsqu’on 'exprime en grandeurs tensorielles, c'est a dire, lorsqu'on
remplace les spineurs ¢, de 1I. 16 par leurs expressions en com-
binaisons linéaires des ¢., donnés par I 30. Pour ce faire, on
construit d’abord la matrice I' et les seize matrices y, définies
en 1.20 et 1.23, et ceci en employant la forme I.19 adoptée pour
les a,. Une fois I' et les 7. obtenues et introduites dans le
développement 1I. 30, on arrive aux relations suivantes,

In=— 0 +i99 +ion + 9 o= @—IiPu— P15— ! Pron
Yo = 93 —i@s+ Qs+ i%im Y= o1 +i9% —fou + 9u

byp=— o3+ 195+ Oma—iPs Y= I9—70 —i¢ + 1%y
Yy =—19) +1i0y —t0p +ig Yso=—95—9%5+ Q15+ 7%
bis=— G5+ 1%5— Qaa+i9m Y= 1% + 19 —i0 —10
Yos =—1Q) —i9y —i91g — IOy Yoy = — Q15— 195 — Q13— Gos4
Yss == @y —i% +i9u + % Yu=—95 —i9u-+ Qi5—7%m
bis=— @5 —79s— Q5+ 1015 duu=—9 —79p —29u + Y

Ce sont ces valeurs des Y,, que l'on doit substituer dans le

Lagrangien II.16. Aprés un calcul long mais sans difficulté, on
obtient l'expression de £ en grandeurs tensorielles. On trouve
alors que £ possede la forme

IL. 35 L=t 4 2O

ou £V est un fonction réelle des grandeurs de champ décrivant

la particule de spin 1 (le vecteur . et le tenseur antisymétrique
9u4), de leurs dérivées premiéres et de leurs conjugués, et £0
est unc fonction reelle de ¢,9,,, et 9954 (grandeurs de champ
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associées a la particule de spin 0), de leurs dérivées premieéres
et de leurs complexes conjugués. L'expression exacte de £V s’écrit

4 4
1. 36 PO c[E o5 (E Py s+ moc?.-ﬁ) e
L ’
- _2_ . ' : ?:w(mﬂ E(Pp.'a + P."‘ Poi— Pl" ?“)J 4= COHj
(Pp_ —ihga—L a,x)
c
et celle de £© vient égale a

IL3T  £O—= 260} (P 9051 — Py 91ss+ PsPros — Piios) —
— 2 ¢ (551 Py 9103 — Pizs Lo Q1954 + Phos F5 Prosa — Plos £y 21951) —
— 2 mg ¢ (— vg 99 — 1254 Pi2za 1+ G125 195 + Plos 2104 +

~+ @151 P1za + 9551 9231) + conj.

En partant de II 36, IL 37, on peut calculer les 16 équations
tensorielles de Lagrange,

4 ; ;
AL gL

2 C}i.l a —

“ 00, %) 0 a

(‘?f!:”':’ﬂ!'?b*!?‘u,-n?pv;:?1254;.“:"’19=11213:4;P<’<P):

lesquelles, comme il fallait s'y attendre, redonnent bien IL 33,
II. 34. Clest d’ailleurs en introduisant ces équations dans les
expressions I 36, II. 37 que l'on voit que

(1)

J

I1. 38 £ £0

Il
[

Il

0?

comme c’était déja le cas dans la théorie non généralisée.

En considérant l'expression 1I. 30 de £, on voit que I'étude
de la particule de spin 0 peut se faire séparément de la particule
de spin 1, et inversement. En effet, lorsqu’on veut étudier seule-
ment la particule de spin 1 on considérera que la particule de
spin 0 n’existe pas, ce qui revient a prendre ¢y=g9,,,= %125 =0

et donc £ =0 et £= ", Inversement, on posera su.=9,, =0

?F. ¥
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si seule la particule de spin 0 nous intéresse. En conséquence,
on aura alors £ —0 et donc +=L?, Les équations de
Lagrange étant linéaires, on peut s'assurer que cette séparation
se maintiendra tout au long de la théorie, pour autant que 'on
emploie toujours les grandeurs tensorielles. C'est ce que nous
montrent les définitions II. 20 et II. 23 du 4-vecteur densité-flux
de courant et du tenseur densité d’énergie-impulsion:

. 0L
11. 39 Sy=—
o €.

IL40 7 oL L
. =0, L{— d,— ———— 0, 9a+conj | . (*
) v (:5 Sae] 3) *)

@

En effet, compte tenu de la forme II. 35 du Lagrangien, sp vient
donné par une somme de deux vecteurs, s et s{j), le premier

é¢tant une fonction des grandeurs de champ se rapportant a la
particule de spin O et le second ne contenant que les grandeurs
qui décrivent la particule de spin 1:

su=5{0 + s,

Des considérations analogues sont valables pour 7,, qui, en
grandeurs tensorielles, prend la forme

T,,=TO+ TP,

D’une fagon plus précise et en partant de IL 36, IL 37, IL. 39, le
calcul donne pour s{:

[
I 41 sh=4qg9,9,, + conj,
et l'on trouve pour s0:

s =4 g ¢los 9,5 + CONJ

(»ves en permutation circulaire de 1, 2, 3, 4).

(*) La sommation sur a est étundue a I'ensemble des 16 grandeurs ten-
sorielles de champ équivalentes aux 16 Yoy 2500 Py pryr Py 1284 (pyv,6=
=1,2,3,4,p<v<<p).
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On obtient de méme les expressions de 7'!) et ?:33 dont la

!.L
somme est égale a 7,,. Le tenseur TS\), s'écrit
D 4 ® # -
IL. 42 T:“ =-—s0a, —2ich ($op. 00 92 + @5 0, 95 — conmj),

et 7)) possede la forme

4 5
T}fﬁ=— SO, —2ich (ghgy s Gros + Fion Z 0s 9524 — CONJ
SIE:T:=1
N d3<e<n

(#,2,8,7 en permutation circulaire de 1, 2, 3, 4).

§ 6. Comparaison avec les équations de Proca.

Pour terminer ce chapitre nous devons comparer quelques
uns des résultats ci-dessus exposés avec des résultats corres-
pondants das a2 M. Proca. En effet, les équations IL. 33 (*) que
nous avons obtenues comme décrivant un cas particulier (celui
du spin 1) dans la théorie généralisée de la particule de spin
maximum 1 ont été jadis étudiées par M. Proca qui les avait
introduites par une autre voie [13].

Pour procéder a la comparaison, nous considérerons seule-
ment le cas de la particule de spin 1. Par conséquent, le 4-vecteur
su sera maintenant égal a s() et le tenseur 7,, se réduira a
7, (IL 41 et 11 42, respectivement). En plus, le Lagrangien prend
la forme " (IL 86) d’ou découlent les seulesé quations IL 33,
c'est a dire

i .
(E) du. ?p.~.t+ __'q_ ap. ?uv=_z‘éﬂ Py
! lie ’
11, 43

b) 3-/’60 @uv=du.?,.-_'a ¢ + :q (au.q;p_'ay?u -
b k fic [ !

R

On voit de par ces équations que si l'on considere 4) comme
servant a définir ¢,, au moyen de ¢,, la particule peut aussi

(*) Ou plutot, les équations II. 44 que nous déduirons par la suite et qui
leur sont éguivalentes,
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bien étre décrite par le 4-vecteur v, seulement, et ceci au moyen
de I'équation «) ou l'on substitue ¢,, par son expression déduite
de 4). Cest a dire que 'équation d’évolution devient alors

4 {apd-Lal (ot L)~ (6+Lea ?P]=/?3c?.-,
fic ke e A

ce qui est la forme sous laquelle M. Proca a présenté ses équations.

On pourrait donc essayer de trouver une théorie vectorielle
pour la particule de spin 1, théorie qui n'employerait que le seul
vecteur d'Univers ¢,. En particulier, le lagrangien de cette

théorie doit étre une function réelle de ¢,, de ses dérivées pre-

miéres et de leurs conjugués, I'’équation de Lagrange qui en

découle devant étre égale a II. 44. Nous remarquerons tout de
(D

suite que ce lagrangien n’est pas celui que l'on obtient de
en y remplagant ¢,, par son expression en g, tirée de 1. 43b,
et ceci parce que £ deviendrait alors une fonction de ¢,,9;
et de leurs dérivées premiéres et secondes. .

Or ce qui caractérise fondamentalement la théorie de
M. Proca est le fait qu'elle n’utilise qu'un vecteur d'Univers
pour la description de la particule, ¢,. On doit donc s’attendre
a ce que sa théorie découle d’un lagrangien différent de 29, B
en effet, son lagrangien est

2
II' 45 'fpr —— % (PP‘ Pl' F: Pl' ‘?'u.)* ([)F- Woir— P]’ :?.u,} + m% ct .?;_ ?F"

(PP=£I:3F_1¢L),
c

et l'on peut vérifier que I'équation de Lagrange qui s’en déduit
est bien I'équation II. 44,

Si l'on considére maintenant le 4-vecteur densité-flux de
courant, on voit que les résultats des deux théories coincident.
En effet, par 'introduction de I'expression IL 45 de £ dans la
définition II. 39, on obtient

Pr l'} "!',Pr W ) =
g e, (Pyo,— Fpo,)+ conj,
[l
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ce qui, a une constante pres, rejoint II. 41 calculé en partant du
lagrangien £,

Mais en passant a I'étude du tenseur 7., nous allons trouver
des écarts entre les deux théories, et ceci malgré le fait que
M. Proca avait adopté la méme définition II. 23 ci-dessus pré-
sentée. D’une fagon plus précise et en partant de II. 23 et 1I. 45,
le calcul donne pour le tenseur 7" de M. Proca I' expression
symmeétrique
T, =Py 9, — Py9,)* (Pog,— P,2,) + m2ct el o, + conj + 3, £

: 4
qui differe du tenseur asymétrique

1L 46 gy 2f

wy 5 E‘lui'" Pe— £s ?u.):iz 0y Pe—
f i m, !

— 9300 (Ps 9, — Pug,) —conj] — s\’ @, ,

que l'on trouve pour la particule de spin 1 en partant du lagran-
gien IL 43(*). On voit ainsi que la question de savoir laquelle
des deux théories s’adapte mieux a la description de la particule
de spin 1, se raméne a celle de savoir lequelle des deux tenseurs

(T!E_lz ou T;f} décrit mieux les propriétés de l'énergie et de
Iimpulsion de la particule. Ce probléeme a été abordé par M. Costa
de Beauregard qui a donné dans sa these [14] des arguments en
faveur du tenseur asymétrique. En complément, nous nous
bornerons ici a signaler que des expériences récentes paraissent
confirmer la superiorité d’'un tenseur asymétrique pour traduire
les propriétés de la particule de spin 1 [15].

I1 semble donc bien que 'emploi d’'un seul vecteur d’'Univers
pour la description de la particule n'est pas justifié et qu’il doive
étre remplacé par I'utilisation d’un vecteur ¢, et d'un tenseur ¢,,.

(*) Plus précisément, IL.46 est la forme que prend le tenseur I 42
lorsque I'on y substitue ¢,, par sa valeur en ¢, , tirée de 1l 43b.
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CHAPITRE III

Les passage des théories relativistes aux théories
non relativistes correspondantes

§ 1. Le groupe de Lorentz et le groupe de Galilée.

Ce chapitre a trait au probléeme général du passage des
théories relativistes aux théories non relativistes correspon-
dantes, question qui sera abordée ici par '’étude du raccord entre
le groupe de Lorentz et le groupe de Galilée.

Pour simplifier, on considére dans ce qui suit le cas d'une
transformation simple de Lorentz entre deux référentiels K'(xyz?)
et K'(#'y 2'¢). Dans cette transformation, y' =y, 2=z et I'axe
O' X' glisse sur 'axe OX avec la vitesse v =_0¢. Les équations
de transformation de Lorentz sont, comme il est bien connu,

d=@x—ovt)(1—L2)12
Y=y
I 1 ot
- (z -2 :u) (1 —pa)1,
6‘2

Introduisons le développement de (1 —3?)12 en série de puis-
sances de &,

1 o)
X " ;,t 1 EQ ! _..64 e ——
& =(x— )(+2'T8'+ )

=x—ﬂt+é(x—vt};39+-g-(x—vt)54+

o 1 3
P=(t——2x)(14+—0F24+ —Ftt+... )=
( 01>(+2E’+8r’+ )

111, 2

fd

(g2 i x 3 x
R . ey (rp2— 2 4 > (spt— " 8
- a-“+2(’*‘ w)+ (z.ﬁ p)+ .
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et prenons l'approximation en (2 de ces équations (*). On obtient
alors

¥ =(x—0) (1 + 5 52)
II1. 3

z’=r(1+iﬁh)—§27’f-.

Il est évident que l'on ne retrouve pas ainsi les formules de
transformation de Galilée, savoir,

I11. 4 Al=x—vuvt, #=t.

En passant, on peut d'ailleurs se rendre compte du fait que,
contrairement a ce qui arrive avec les équations de Lorentz
(II. 1) et de Galilée (IIL 4), aucune approximation en @ des
¢quations du groupe de transformations IIl. 1 ne possede les
propriétés de groupe, exception faite de celle en £! ou, ce qui
revient au méme, en (0, car il n'y a pas de termes en B! dans
III.2. Nous allons vérifier cette affirmation en prenant le cas
simple de l'approximation en (2, I'é¢tude du cas général en [~
ne présentant guére plus de difficultés. Considérons alors une
autre transformation du type IIL 3,

& — (& — o t) (1 A _i_ Eﬁ)

Py (1 3 & ;32) . 5. B
2 v B=v/c).

1L 5

ol

Pour montrer que ces équations ne définissent pas un groupe,
nous allons vérifier que l'application successive de III. 3, IIL. 5
n'est pas une transformation de la forme IIL. 3. En effet, on a

(*) Nous employons I'expression «approximation en §”» pour indiquer

v
que dans les développements finaux en série de puissances de f=— on
[

retient les termes jusqu'a l'ordre de " en négligeant ceux qui sont d'un ordre

supérieur. Ceci revient a dire que dans une «approximation en §”» on aura
B0 (h=m), B*=0 (k> n).
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e 1 - A a h OG0
¥ =(x—(@+7) ) (1+§(.3+;s)2) + /1 (82,88, 028

f”=f(1+ %(.3+'5)2)—(3+'5)9 +/@, 08,20,

4+

avec

(.1:—{9-!-3)?—}-2.'5%)

h
| @
[=]

fi=x——BE(r—(@+0))+ -

g =B 32;2 (:_—2-”-":)_2 )

Or cette transformation n’a pas la forme IIL. 3 par suite de l'exis-
tence des termes de f; et f;. On peut donc dire, en retournant
a II.1 et IIl. 4, que le groupe de Galilée s'obtient a partir du
groupe de Lorentz par une approximation qui est, au plus, en .
Et effectivement, en prenant £”=0(n=>2) dans Il 2, on obtient
les équations III. 4 du groupe de Galilée.

Remarquons cepedant que, étant donné qu'il n'y a pas de
termes en [ dans IIl. 2, on pourrait tout aussi bien dire que le
groupe de Lorentz, par une approximation en 20, redonne le
groupe de Galilée. On doit dont chercher a savoir laquelle des
deux approximations (en 2 ou en [°) psséde un sens physique.
Pour autant que l'on se tienne dans le cadre de la Mécanique, on
n'aura pas la possibilité de départager ces deux hypotheses, ceci
étant di au fait que les deux Mécaniques (Relativiste et Newto-
nienne) different par des effets en 2 et non en 8. Si cependant
on passe au domaine de l'optique, on y trouve des phénoménes
physiques qui font intervenir des effets en 2=2/c. Clest ce que
traduisent les termes de l'ordre de £ dans certaines équations,
notamment dans celles de l'effet Doéppler ou dans la formule
d’Einstein pour 'abérration de la lumiere. Or si 'on se borne aux
seuls effets en £ (en négligeant ceux d’'un ordre supérieur), tous
ces phénomeénes peuvent étre correctement décrits par la théorie
newtonienne (*). C’est 1a un fait qui a été souligné par plusieurs
auteurs, notamment par Lorentz [17] et von Laue [16].

(*) Ou, plus précisément, par l'ancienne Théorie des Electrons, laquelle
suppose fondamentalement la mécanique classique newtonienne.
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En tenant compte de ce qui précede, il semble donc licite de
conclure que c’est I'approximation en (8 quni posséde un sens
physique et qui donne le raccord correct entre les théories rela-
tivistes et non relativistes.

Remarquons que ceci peut paraitre en contradiction avec la
fagon habituellement utilisée pour passer de I'énergie totale

mg €2

. . 1 . 1
relativiste 2 'énergie newtonienne (——2-—— et — m2?, respec-
a0 9 0“y

tivement) . En effet, il semble naturel de penser que pour obtenir

le raccord entre ces deux expressions 'on doive développer la
premiére en série de puissances de B et y négliger tous les

y

termes qui sont d’'un ordre supérieur a £2=122/¢2. C’est a dire :

III. 6 myc?(1— L2112 =mye2(1 4+ 1/2£2+3/8£24...)=
= my ¢ (1_}.%02) =%muv2—|—mucg.

L'énergie newtonienne n’étant définie qu’'a une constante pres,
on dit alors que l'existence de la counstante mz;¢2 n’est pas un

: 1 :
empéchement pour retrouver l'expression voulue, Emn 22, Mais

on remarque que IIL. 6 n’est & vrai dire, qu'une fausse approxi-
mation en (2. Pour avoir une approximation correcte en £2 il
faudrait retenir le terme en 22 dans le développement final de
myc?(1—[(2)712, et pas dans celui de (1 —£2)-12, C'est a dire que
I'approximation en (2 de l'énergie relativiste est la suivante,

o (L — By (14 000 o) =

1 3
=mgc? + T my 02+ 5 mg v2 2,

Terme en 0 Termeen (2

Or cette expression n'est pas celle que la mécanique newtonienne
donne pour I'énergie et ceci améne a penser que le passage des
théories relativistes aux théories non relativistes se fait en retenant
des termes qui sont, au plus, de 'ordre de (. D’ailleurs, et pour
nous confirmer dans cette voie, il suffirait d'examiner quelques
équations de transformation en Relativité. Il est bien connu, en
effet, que les formules relativistes qui relient les valeurs des
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grandeurs physiques (mécaniques et autres) attachées a un sys-
teme au repos avec ces mémes grandeurs dans un référentiel ou
le systeme est animé d’une vitesse v=_[c¢, font intervenir les
facteurs (1 —£2)12 ou (1 —f22)"'2, Ainsi, pour un observateur
immobile, une barre ayant la longueur /; au repos posséde la
longueur /,V1—(2 lorsquelle se trouve animée d'une vitesse

v=fc, cest adire que /=1/,¥1—F2. Des relations analogues
existent pour la quantité de chaleur 0O, fournie au systéme, sa
température propre 7, [18], la période 7, d'une horloge, la masse
my d’'une particule, etc:

i m
QzQO"f‘l—gz, T TDV 32’ T=_—_u.._.—,,, "1=702, etc.

En développant en séries de puissances de 2 les seconds mem-
bres de ces formules,

=01 —p)e=/— 0B O ..

T=":0(1—f,2)-119=-:0+120—52+—'ruu—|— . ete,

on voit derechef qu’une approximation en (2 ne nous conduit
pas aux prévisions de la théorie newtonienne, selon laquelle une
barre en mouvement ne raccourcit pas, une horloge en mouve-
ment ne ralentit pas, etc. Il faudra donc prendre [£2=0 pour
obtenir le passage correct a la théorie non relativiste, c’est a dire,
pour avoir /=/{,, =1y, m=m,, etc.

A partir des conclusions précédantes, on tire I'expression

bien connue de I'approximation non relativiste de 'impulson 2.
Par définition, on a

1L 7 ;ﬁmﬂ'y(l—fﬁ) ”9——mov+im u2w+%m0 »;+...

et si 'on prend I'approximation en £ (2% =0;#>= 2)(*), on obtient

-

5
p=myv.

(*) Cette approximation coincide d'ailleurs avec celle en £0 puisqu'il

F
n'y a pas de terme en — dans IIL 7.
¢
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Examinons finalement la relation relativiste

E2 —
I11. 8 CE' ' 2_’_ m%c?l

ou £, représente l'énergie totale. Nous avons, en désignant par
E, Dénergie non relativiste,

% £?
jbf=E——mgcg=mﬁcﬁ(l+32+ﬁ4+---)—mgc'~’=
1 4 /1 \2 8 1 3
=2my(—myo2 |+ ——myv — My
(Fme s o (g +
=2m0£u+iE?‘+ 8 Ei"{""‘.
c? my ct

Si l'on procede a I'approximation en 3, c'est a dire, si l'on prend
£"=0 (n=2), on est alors conduit a

—

2
E,, — n

2m,

L

relation bien connue de la mécanique newtonienne.

§ 2. L'approximation non relativiste en Mécanique Ondulatoire.
L'équation de Klein-Gordon et I'équation de Schrédinger.

Dans les paragraphes qui suivent on étudie I'approximation
non relativiste des équations d’évolution de la Mécanique Ondu-
latoire, c’est a dire, le passage de l'équation de Klein-Gordon
a celle de Schrodinger, et le passage des équations de Dirac aux
équations de Pauli.

Auparavant, nous devons souligner le fait que 1’'on emploiera
dans tout ce qui suit la correspondance II. 2, valable aussi
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bien dans le cas relativiste que dans le cas non relativiste (*),

[L1o &randeurs {E ——Epy=—1iho,

- & T - {Opérateurs.
physique p——pop= ihV

Pour schématiser le procédé d’approximation non relativiste d’'une
équation d'évolution de la Mécanique Ondulatoire, on remarquera
qu'une telle équation fait intervenir, appliquée a une fonction
d’état J (qui peut avoir plusieurs composantes), un opérateur I+
fonction de 0/0:0,0-,

1L 11 FlieidsidesddH=0.

Ceci revient a dire, en tenant compte de IIL 10, que f est I'opé-
rateur correspondant a la grandeur physique qui s’obtient de f

en remplagant 4, par —;I—E et V par ——:;—; Par conséquent,

on peut écrire

i —1 —1 —i Y\
—E, —p.y — ——p:) | ¥=0
I:f( it I P=, I Py 7 2 )Jo}) ¥ ’
ou f désigne maintenant une fonction des grandeurs relativistes

£ et }5, et c'est avec l'équation d’évolution écrite sous cette
forme que l'on entreprend 'approximation non relativiste. Pour

cela, on remplace £ et }.‘; par leurs développements en puissances
de f et dans la forme finale du développement on retient seule-
mente les puissances de £ jusqu’a un certain ordre. On a vu

plus haut que cet ordre doit étre celui de B, les £"(n=2)
devant étre négligés. On est ainsi conduit a une certaine fonction

f' de L, et ;,., différente de f (£, et ;,, désignent les grandeurs
énergie et impulsion non relativiste),

[fr(-En ’ P«ﬂu pyn ' P:n}]Oﬁ "‘ =0.
¥) La grandeur £ qui est en correspondance avec 'opérateur —iho
P r

: A : " . 1
est 'énergie totale, c'est a dire, si la particule est libre, Emo 2?2 (cas non

relativiste) ou L L (cas relativiste),

Vi—p
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En employant a nouveau la correspondance III. 10 on obtient
I'equation d’évolution non relativiste qui est I'approximation de
I'équation relativiste III.11:

F(—ihosy ihos, ihoy, iho)d=0.

En particularisant le schéma antérieur, étudions maintenant
I'équation relativiste de Klein-Gordon. On pourrait envisager le
cas général d’une particule chargée se déplagant dans un champ
€lectromagnétique; néanmoins, il suffit d'étudier le cas plus
simple de la particule en absence de champ, car les deux études
sont identiques en ce qui concerne les aspects qui nous intéressent

et le cas générale ne ferait qu’alourdir le formalisme sans aucune
utilité (*). L’équation de Klein-Gordon s’écrit ainsi

2 €
[A_ldg_<ﬁ’9£) ]4,=o (A= 02+ 02 + o),

c? h

¢ étant une fonction d’onde scalaire, soit encore, par IIL 10,

[E%e? — 2 — m3 ¥,y 4 = 0.

On voit ainsi que dans le cas de I'équation de Klein-Gordon, le
calcul de I'approximation non relativiste se raméne a celui de la

relation relativiste E%/69=;?f+ m3c?, examiné en IIL 8 et IIL 9.
On obtient alors, pour une approximation en &,

—

52
s __;"__:| =0,
y 2my op

c'est a dire, par 1II. 10, I'équation de Schrodinger

11 12 [ b A+a,]¢=0.
2m0

(*) Tel ne sera évidemment plus le cas lors du passage des équations de
Dirac aux équations de Pauli, qui seul a de I'intérét si I'on considére la par-
ticule comme étant chargée et se déplagant dans un champ électromagnétique.
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Une conséquence bien connue de l'équation de Schrodinger
est 'établissement de la relation de continuité

I11. 13 drog+ V- j=0,
avec les définitions de la densité et du flux de probabilité

111 14 ps = ¥4

111 15 T @V o—I V).

Quant a l'équation de Klein-Gordon, elle permet aussi d’établir

une relation de continuité IIL 13, les définitions de ¢ et ; étant
maintenant

1L 16 sl ha® G
‘ 2mygc? '
- = ih - S
I17, 17 JKG= (P* VL —9VI?).
2m,

Pour ce qui est du passage des grandeurs relativistes IIL 16 et
III. 17 aux grandeurs correspondantes III. 14 et IIL. 15 définies
dans la théorie non relativiste, il se fait trés aisément. Les deux

définitions de ; coincident, d’ailleurs, et quant a ¢z il s’écrit

pite = ——— [* (— 7 0pd) + $(— iR 0],

2mgc?

c’est a dire, en vertu de III. 10,

1 E FE dl
e | Al i)
oE 2 l:f (mocg)op?-iﬂb((mofg)arf) J

Or l'approximation en 2 de donne
my ¢?
E 1 / 1 1
== myc2+ —my2 4 ...\ =14+ —224...21
moe  mgc? \ ek 2 " ¥ ) i 2" * :
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de sorte que 'on a ( ) =/ et, par conséquent,
?

nyc? /),
-~ l L* *®
Pre= 9 —(@* Y+ ) ={* d=pq.

Nous achéverons cette étude du raccord entre la théorie de
Klein-Gordon et celle de Schrodinger en calculant I'approximation
non relativiste du lagrangien de Klein-Gordon. Ce lagrangien a
la forme

[ B 1 my c2
L, = ¥V —— ¥ 3. #
K6 = 9 g [V VY 2 0:b* - deb+ 22 ¢ “[‘:I:

soit encore, par IIL. 10,

1 5 £ | ;
fua= g | PO ( ) Sy .
2
Or a l'approximation en 3 nous avons —'—:—Eﬂ"-c—, de
¢ ¢

sorte que JSx; devient

S [(any (P4 — (F 9) (ECSD‘)_'”JU(EMK{J)*" _

—mﬂﬂa@]

TR

L (39" (B0 — mo(Ea ) b+ 4 (Ea )],
0

8 *
(%-{L) E:‘P étant de l'ordre de (2 par rapport aux autres

termes de x;: Compte tenu de IIL 10 on a alors

Vg Vf -1-—( 0y —0:*)=Ls,

Lre=
]

'expression obtenue étant celle du lagrangien de Schrodinger.

252 Portgal. Phys. — Vol. 6, fasc. 4, 1971 — Lisboa



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire. ..

§ 3. Les équations de Dirac et les équations de Pauli.

L’approximation non relativiste des équations de Dirac rentre
aussi dans le schéma général décrit au paragraphe précédent, ¢
étant maintenant une fonction a quatre composantes de variance
spinorielle et f faisant intervenir, er plus des opérateurs — 7/,

et z'f:'::, les quatre matrices 4><4 ou.. En considérant le cas
général d'une particule de charge ¢ se déplagant au sein d’un

champ électromagnétiqne de potentiels A et V, les équations
de Dirac s'écrivent

1 iq > . iq 2\ = smye
111.18 Tt PR, Al NNy AR NS W & YN SCRIRL i Rl T
I:c i he ( * he ) ” I a{]? '

c'est a dire, en vertu de III 10,

1L 19 [%(E—-qV)—i— (}5—%2) ca—mycay | $=0.
op

On prendra les matrices o telles qu'elles ont été définies en
1.19(*),

111, 20 “F[ . —""] “4"—'[1 OJf
—a 0 (k=1,2,3) B et

de sorte que 'on est conduit a écrire III. 19 sous la forme

Q) [%(E—qV)—mch )!1-_-|:(“—-%A‘>-_r;—] )
= ap _lop

111 21

(*) oy 0505 sont les trois matrices de Pauli

=[0 1-
s W

i o._,-—.l'o —s'l, u:{:|'1 a'l
i 0 =1,

que nous désignerons souvent d'une fagon abrégée par A

o
&
v
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avec

111 22 zlg[i;], zgg[i:] et donc ¢=[2]

Les équations III.21 4 permettent d’obtenir %, en fonction de
7, et l'introduction de cette expression en 1II. 21 a conduit a

111. 23

E_-— V R - E—— V -l - — -
a) {—~ il —fﬂo&'_(P-ﬂ—-E-A-G) (—-q— +m(,c) (p-r:——q-A-a)} 7y=0
¢ ¢ ¢ op

¢

b 1 s g 2% A7
),<2={|:_‘:—(E—qV)+?n06} [(p'—*—chA)-O'J} /'l'
of

On a ainsi substitué au systeme 111.19 de 4 équations diffé-
rentielles du premier ordre, un systeme différentiel d’ordre infini
formé par les deux équations III. 23a. En effet, la forme IIL 23
des équations de Dirac montre que la théorie peut se faire —du
moins en principe —en employant seulement deux des quatre
composantes de ¢. Ces composantes sont données par l'intégra-
tion de IIL 23 4, les deux autres s’en obtenant au moyen de I1L.234.
On verra par la suite que III.23 4 exprime que les deux compo-

santes I:is]—_-xg sont de l'ordre de @ par rapport a [ i' J=X|.
4 LY
En procédant maintenant a l'approximation des équations

I11. 23, le calcul donne

mg 2 (1 — B — gV —mye® =

I11. 24 1 3
2(’”0-‘32-{- -é-mo?ﬂ'!'g”’o?’gﬁg-f‘ "')"—G'V_'*"'*'u":2

:%mnfﬂ—qV=E.,—qV,

car l'approximation doit se faire en £, comme il a été discuté
plus haut. En plus, on a

. My ¢ qv s
III. 25 C[ v 1_:':52 = Z + ny G] ==
_ gV | (Y 3 -1
— (2 11— e P pa ... o
(mo)[ 2mnc2+<4‘+16' + )J
Eu_qV 1

=2y ! ——— + - =
el 4 mj 2 F 2mu'
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et la substitution de III. 24 et IIL. 25 en III. 23 conduit aux équa-
tions approchées en f:

1 E q g -\ 2 .
Eu_qV_ ((‘bn——A -G)] /1=0
2”30 ¢ op

Or un calcul simple donne

111 26 [(;_gg).;T E((,-;@e_gg).;]l
ap " -

de sorte que l'on est conduit a poser

- =\ 2 - - |
a) [E,,—qV_ 1 (,,__KA) __tg 2 J %y =0
2??30 ¢ 2’”05 ap
T = g 2\ * .
(5) ‘{2—2’”0‘: [(pn_?A)":LP'{]!

'équation III. 274 exprimant clairement que %, est de l'ordre de

& par rapport a % . En prenant les opérateurs correspondants

de £, et p, (Il 10), on obtient la forme finale des équations,

|
111, 27 !
|
l

= =4 2 - -
a) l— 4 (z'kV—iA> +qV+ Rg c. H|X=
2m 2 2mye

III. 28 =‘—‘£ﬁ- d;xl

HB) R

o el (we24) 7)o

ou III. 28 @ est I'équation bien connue de Pauli.

Les équations IIL. 284 qui donnent lévolution de %, au
moyen de ¥, sont généralement négligées dans la plupart des
exposés qui s'occupent de l'’étude non relativiste des équations
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de Dirac. En tenant compte de la discussion du § 1 il semble, au
contraire, qu’il y a lieu de les garder car elles définissent une
entité mathématique de l'ordre de 8. Nous allons d’ailleurs voir
Iimportance de III.284% pour obtenir correctement le raccord

entre le formalisme de la théorie de Dirac et celui de la théorie
de Pauli.

Passons ainsi a 'étude comparée de la densité de probabilité

¢ et du flux de probabilité _; Comme il est bien connu, on peut
toujours, en partant soit des équations IIL 18 de Dirac soit de
celles de Pauli, III. 28 @, établir une relation de continuité

dip + div 7 =0,
avec les définitions:

dans la théorie de Pauli:

I11. 29 op=" %

o T — 2t V) —
2my myc

(=l ))

dans la théorie de Dirac:

111 30 Jo= X %A

111 31 op =4
1L 32 Ip=—cl*al

‘-E’l

=

b

Avant de poursuivre, on doit souligner le fait que les défi-

nitions de ¢ et ; ne sont pas, pour ainsi dire, une conséquence
directe des équations d’évolution. Nous voulons dire par la que
ce qui découle directement des équations d’évolution de la Méca-
nique Ondulatoire (Schrodinger, Klein-Gordon, Pauli, Dirac, ete.)
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est uniquement une relation de continuité, c’est a dire, une équa-
tion de la forme

111 33 Vef, 0%, )+ oeg,4*, -)=0.

Ce n’est qu'en partant de celle-ci que l'on postule ensuite les
expressions pour la densité de probabilité et le flux de proba-
bilité :

PEF(':*'!"P*! "‘)
i=f, ¥, .

Or il est clair que I'adoption de ces expressions pour ¢ et ; ne
va pas sans un certain arbitraire, quoique cette liberté dans le
choix n’ait pas de conséquence physique. Effectivement, et en

dehors du fait que au lieu de g et f on pourrait tout aussi bien

prendre cgo et c}“ (¢ étant une constante arbitraire), rien ne nous
empécherait de prendre pour la définition du flux de probabi-
lite ;, au lieu de j_':, le vecteur f+;, 2 étant un vecteur de
divergence nulle. En effet, on retombe toujours sur la méme
équation IIL 33, laquelle est bien assurée en vertu méme des
équations d’évolution de la Mécanique Ondulatoire.

Ceci dit, étudions le raccord entre IIL 29, III. 30 et IIL 31,
IIL. 32. Pour obtenir le passage de ¢, a p,, posons

111. 34 p =0 P =20% + 0%,

et rappelons que, comme il a été dit plus haut, %, est de l'ordre
de 3. Le terme 5% =15 y5+ i oy est donc de l'ordre de (2
par rapport a X X =i ¢; + 45U, et en le négligeant dans III. 34
on retrouve 'expression de ¢ donnée en théorie de Pauli:

bp =M1+ L= L= b+ o dg=pp.

Passons maintenant a I'étude comparée de IIL 30 et III. 32. En
tenant compte de la forme III. 20 des matrices «,, on doit écrire

fp=—rcl EI[—0 —3 e =C(7-T;]f2+7.3;21),
=l %
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c’est a dire, en vertu de I'hermiticité des matrices s (9y,93,03),
Jp= ¢ 73 o 19 + conj.

Si nous introduisons dans cette formule 'équation IIL. 284 qui

donne l'expression de %, en fonction de '/.I,_EJ prend la forme
approchée en 5

.35 ;,= 2’ .
m

x';}'(i?.?)x,— 3 7 X‘f;(g-;)xl+conj.

0 Mo
Compte tenu des propriétés de commutation des matrices o
(k=1,2,3), la premiere composante du vecteur

O '/."f;(g-;)?fl+conj
2mye

peut s’écrire
——9 %oy (Ayoy + Ayoy + Ago5) %y + conj =
Zmye

—— 9 (A4 +iAyos—i Agas) %y + conj =

2’”00

=T Ay 4§ AN a5y —i As K o Ty +
2myc
+ Jq :‘{1 Al—-z‘AgZ;O'% ?T + 1':445:‘:1"35 ZT),

et les o; étant hermitiques, cette expression vient encore

——1 g% 4+ G A)=——L%1 4.
2mye mye

Pour les deux autres composantes le résultat est identique, de
sorte que l'on peut poser

111. 36 ——fo3(2-521+conj=~ g Xing-
2mye Mg ¢

ifi

Considérons maintenant le vecteur 1 ;(V . 6)%, 4+ conj,

my
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ou plutdét sa premiére composante, 'étude des deux autres étant
analogue. Nous avons

bR e ;

"1 3y (01 01 + 03 53 + 05.95) §; + conj =

2my

ih .. . .. . :
T -[43 01 %1 + 7 71 (g 95 — 95 99) %] + conj =

.-.fmo

'-; " a .. - - .
=24V %+ % (VA ) 4l + conj,

2m,

en désignant par rots =V As l'opérateur matriciel a trois
composantes

. . |deo5— 050
II1. 37 VAc!o50,—0;03
dl 0'2-"()2 7y .

On peut donc poser

ih ih

I11. 38 K?;(V;q.)/]+c0n]= - (}"1'{:7,»—-/, e;'\?)_

= my ...«mﬂ

h

i

(4 rot 5 7 + conj),

et en substituant 1II. 36 et IIL. 38 dans IIL 35, on obtient l'expres-

sion finale de I'approximation en $ de }':9,

Y/

.39  jp= RVt —%, V) — g O
2m, my ¢
A R (P ;
————[4 (Y A 5)% + conj].
..a?ﬂo

Si maintenant on compare III. 39 a U'expression IIl 30, on voit
que l'approximation en £ de }'}; ne conduit pas a la définition

du flux }'} donnée en théorie de Pauli, mais qu’'elle en difféere
par un terme

1L 40 et
2

% (V A 9) 7 + conj.
L]
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Pourtant, si I'on se rappelle ce qui a été dit plus haut con-

cernant la définition de f, on peut affirmer que le raccord entre

jp et jp sera correct pour autant que V.z=0. Or c’est bien
ce qui arrive, car nous avons

V.. [1 Tot 6 % + conj] = o, [ (g 75 — 95 %) %y + %4 (9295 — 95 70) *74
+ 0 [43 (95 51 — 01 95) %1 + % (95 91 — 01 75) *%1]
+ 05 [13 (91 92 — 92 91) %y + %y (01 72 — Dy 7)) *1i]
ce qui, compte tenu de I’hermiticité de ;, peut s’écrire aussi

0y 7% 05 0g X -+ X* G5 9y 9 % — 0y X* Gy 05 X — X* 639y 95 % + 01 dp X¥ a5 % +
+ 0gX* 0501 L — 01057 59— 5 X* 99y L+ g7 0y 05 L+
4 A* 0y g 05 X — 09 A* 05 0y K — X* 55 9y g X -+ g 5 X* 5y %+
05 1¥ 0y 09 h— 0y 0o X* a5/ — 0y L* G500/ + 05 LT G901 £+
4 1* 090y 05 L — 05 L* 6y dg . — L* 6y 9905/ + 0y 05 L* T L -
o O X%y g Ko Dy O X 0 o By Ay S =0
€ kids

Passons maintenant a I'étude non relativiste du lagrangien
de Dirac. Comme il a été dit en II § 2, ce lagrangien a la forme

.¢‘D=_§~ q,*[(_ il ,——q- V)+(ib\: _12)';—’”0“‘{' 4+conj,
¢ c

C

c’est a dire, par IIL 10,

‘J,!{j:__c_.;* [M.'.(Zr__j) .;_.muggd:lq_; 4 conj‘
y c

4

¥

A l'approximation non relativiste nous avons £, =%, 4 myc?,
de sorte que l'on peut écrire

i{'“—E"—av L R i;j).;_;_
2 ¢ ¢ ¢

—myc)*ay {;} -+ conj.
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En vertu de IIL.20 et III. 22, cette expression devient encore

C _‘E & » il g 2 EL . - =
331'2—{/[1 = . q -1}ft+2m.[}61(2/:2—/.lp-0t(2—/:§p-“J'xt+
c c

O Iy R0, i el B [, EE, E,
c FA c

L Vs ZQJ + conj.
¢

Or, “; étant de l'ordre de 2 par rapport a %, on doit dans £
négliger les deux derniers termes qui sont de l'ordre de 2. En
tenant compte de IIL. 10, on arrive ainsi a l'approximation en
£ de <p,

111 41 .f,)z,epgé[ ot o X2 Xy — RN o Xy —

BV et —Lymy L d ot +0 ;}{1)]'+conj.
c c

Si l'on se rappelle maintenant la forme du lagrangien habituelle-
ment utilisé en théorie de Pauli,

2 ey
I1I. 42 Lh= B vx’f-vx1+’—h(7.?af}t,—x,a,z‘;)+
2”?0 2
+- 2 s B+ g XX VY
2mye 2myc
+(qV+ = a AJ)X* %
2myc?

on voit que les deux expressions sont différentes. D’ailleurs, £p
étant fonction de ¢; 4y 5y, il donne lieu a quatre équations de
Lagrange, tandis que £p, fonction des seules variables ¢, {p,
conduit a obtenir deux équations de Lagrange, lesquelles sont
précisément les équations de Pauli III. 284. On peut néanmoins
voir que les équations de Lagrange découlant de £p sont équi-
valentes aux équations de Pauli, si bien que le raccord entre les
deux formalismes lagrangiens est correct. En effet, le calcul donne:

t‘) J) -
L AR .
I() 2 00:%) 2 ¢
.r}-u: =_¢_( ih a,K:—fff’-VKg———V/,_F qA o
oL 2 :
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d v'-'-‘P c ., i d o&’p

e '—F?I-G'g.)f —_—
0 (04 %3) 2 0 (0:73)

dLp
J %3

=%(4%3063(2—:'}1;-321+2%Z-;}-*X,),

de sorte que les équations de LLagrange découlant de £» s’écrivent

L 43  a) s;&'.;xg_%j.;xz__if‘_a,/,_¥,1
=t .. & T
29?306' 2mg€2

En introduisant III. 43 4 dans IIl. 43 @ on obtient

R ty— i A )ty — (A ) (V-2) % +
2m an d

(A2t =—ihoty—qV,

2m0

soit encore, par III. 10,

-—‘ '*‘2
1 [( 9 )g] T VY s O
2mD

En vertu de Il 26, cette égalité s’écrit aussi

g -\ 2 = e
1 (p__.%A) X F . Bt e ih3 Yy — g Vs

2m0 2”306

ce qui est précisément 'équation de Pauli.

Avant de finir ce paragraphe, nous voulons encore souligner
une propriété du lagrangien £p, savoir, que par suite des équa-
tions de Lagrange IIl. 43 on a £p=0, a l'instar de ce qui arrive
pour le lagrangien de Dirac (Signalons que tel n’est pas le cas
de 'p). Pour le voir, il suffit d’introduire III. 434 dans £p

(IIL. 41) ce qui donne, avec n= (;_;— %f-f) ;
op
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14

-
™0

(73 1) (7 -0 1) — X (p-9) iy =
2myc
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CHAPITRE 1V

L'approximation non relativiste de la theorie généralisée
de la particule de spin maximum 1

§ 1. Calcul de I'approximation non relativiste des équations
spinorielles généralisées.

Dans le présent paragraphe nous allons calculer 'approxima-
tion non relativiste des équations spinorielles de la particule de
spin maximum 1 et charge ¢ se déplagant dans un champ éxté-

rieur défini par les potentiels électromagnétiques Aet V (équa-
tions IL. 17) [19]. L’approximation en 2 discutée au chapitre
antérieur demeure ici valable de méme que l'expression de
I'approximation non relativiste de certains opérateur que nous
y avons étudiés.

Commengons par rappeler les équations généralisées II. 17
lesquelles, en introduisant les opérateurs

V.1 by (B — GV Yop e — i By — G W
IV. 2 E’@E(“—i/}‘) —inv—27,
c o8 f o

prennent la forme

e ay+ by S ay by + ap by .
IV.38 I:-c——?---+§lm——2——mnoa4é4 =0,
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En outre nous garderons toujours la définition I.19 des ap,
a partir dequels on construit les matrices 16 ><16 au et 4u (L. D).
Une fois ap et &p introduits dans IV.3 on obtient la forme
explicite de ces équations, qui est la suivante

2 (%— my 6') by — 7 (bis + ds1) + (— 7 + 27) (d1a + ) = 0
2 (% —my f»‘) b1 + 7o (Y1a — Y59) — T (13 + Ya9) + 275 (Yo — d15) =0
?(

(“ —my 5) Yoo + 75 (Jog + dag) + (— 72 — 2 7y) (Y05 + bs0) =0

ﬁl(ﬂ

— iy C) boy + 75 (Vg1 — do5) — T2 (bog + dz1) + 27y (Foy — 75) = 0

c
2 (=5 o) i+ it b (i ) s b = O
(-——*— 1y f?) Y51 4 Ts (Y14 — Us9) 4 T (Yog + d51) — 2 7y (g — Y51) =0

2 1145+*:(1’41—l’15)+ Tox (Ygg + $13) + £ 7y (P15 — Ya2) =0

£
s
2(.——-—m0::> Yag — = (Yo + Yuo) + (7= + 27,) (b1a + ) =0

2 myc bz + 7o (Y55 — In) + (7e — £ 7y) (Y45 — 12) =0

2 my ¢ byq + T (P12 + P50) + 7o (bag — d1t) — 27y (Jaa + 911) =0
2 my € Yo5 — o (Yas + Yo1) + o (Va5 — Yoo) + 27y (oo + Ya5) =

2 my ¢ Yoy + 75 (hoo — Yag) + (7x + 27y) (Yas — dor) =0

2mye by + 7 (Y55 — Yu) + (Fe—27y) (Y51 — Y1) =0

2 my ¢ Yy — 7o (Y12 + Ya1) + 7a (has — Y22) + 27y (Yoo + Ya5) = 0
2 mg ¢ by + s (Yor 4 Yag) + T (has — b)) — 2%y (h1 + 1) =0
2 mgc Yo + 7z (Yo — dag) + (7w + 1 7y) (J5 — $12) = 0.
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Nous présentons ici la forme explicite de IV.3 parce qua
partir des équations antérieures on vérifie aisément que IV.3
peut s’écrire sous la forme équivalente

) 1 . .
a) (%——mgﬂ)K1+E(—92‘2"“9155)=0
€ . 1 . .
IV. 4
€) mufx2+%(—52xl+91x4)=0
) 1 . =
d) mn€55+§(—9151+9254)=0:

ou 7y Zy¥s#y désignent les matrices colonnes

L o A
Y11 Y13 Y31 4’55
| | |
= - Y12 v | Y1a " 'Paa - Y34
IV. 2 -‘f:] == b » /.2 = 1 ' 4(5 = 1 ’ 1<4 . | '
Y21 Yo3 Y41 Y43
| A
Yoo Yo4 Y42 m

tandis que 6, et 9, représentent les deux matrices

= g 0 Ty — 1T, 1
b — 0 Ty 0 T — 1Ty
17| .44, 0 — 0 !
- 0 Tt £ 7, 0 gy
L Te— 1T, 0 0
B Teim, —T 0 0
&5 0 0 Ts T, — 1T,
.. © 0 T4 17y —T -

c'est a dire, en vertu de I 2,
IV.6 9 =[ Tos '.:;.—zr.y:l <1, 62=1><[ Tty Tp—1T,

Teti®, —T, Tt imy —T

La forme IV.4 des équations spinorielles de la particule de
spin maximum 1 et charge ¢ s’aveére étre la plus adéquate comme
point de départ de notre calcul. Ainsi, et pour commencer, les
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équations IV, 4¢ et IV, 44 déterminent %, et 7/; en fonction de
7y et %,

y 1 ) .

Ago=— (O %y — 61 %)
2myc

= 1

la=——— (01 71 —0y7y),
..,mu

et par conséquent,
— Oy Ly — 0y Ug=— (2 mye)y  [(6F + 99) 7y — (8; O + 026,) %y
0y 7+ 8 %= (2me) 1 [(0) 82+ 050y) 7 — (83 + 62 %]

En introduisant ces expressions dans IV. 4a et IV. 4/, on obtient

R
| & 4mgye

IV. 7

1

Fr— (91 99+0960) %y
0

l;)[ +mgc+‘— (63 + 62) —|/4__
m -

Grace a IV.76 on peut exprimer %; en fonction de %, ce
qui donne

o
x4=(4f:fuc)"'[i+mu€+— 4 — (694 63)] (91 99+ 928 %,
7 4mgye -

et par la substitution de cette expression dans IV.7a on est
finalement conduit au systéme

67 + 63
a) ls—moc'z—i-{—
4:?”0
8, 0,+050, | 6403 |
Ol e L 0 '~:+ - din i+m[,f:+ 1+ % 91 0g+029)2 % =0
16m2c ¢ dmge

IV.8

. 63463 1! 0,0,406,0
b) /54—[ +mgc+ i:;GJ ab2% o

4mye
€) Xg=(2mge) 1 (— 0y Ly + 05%)
d) Y= (2mge) 1 (— B % + 61 %).

268 Porteal. Phys. — Vol. 6, fasc. 4, 1971 — Lisboa



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire. . .

Les équations obtenues sont équivalentes aux équations
relativistes initiales IV.3. Elles montrent, en particulier, que
I'étude des équations de la particule de spin maximum 1 peut
étre ramenée —du moins en principe — a celle d’'un ensemble de
quatre équations différentielles d’ordre infini, les équations IV. 8 a.
Les équations IV. 8 /¢ d ne font alors qu’exprimer %,, %5 et 7, en
fonction de 7;, donné par l'intégration de IV. 8a.

C’est sur la forme IV. 8 des équations que nous allons calculer
I'approximation non relativiste. D’une fagon identique a ce qui

fut fait en IIL 24, on peut voir que 'opérateur g—;h—moc devient,

a I'approximation non relativiste,

: 1
IV.9 %—muc:?(E,,—qV)=i-.

H
4
En plus, on a aussi

2 2
[2 4 mes BEET_

dmye _
g . 42
=(2moc)—1[l—- L2 L SR
L 2 myg ¢? 8 m c2 g

expression qui devient, a 'approximation en @,

2 , 22 -1
IV.10 [—? + myc 4 i +8—2] L

dmye 2myc

I

En effet, si on tient compte des définitions IV.6 de 0, et 0,,
fonctions de ;, le terme (8mpc?)-! (67 + 63) est de Lordre de
_32=;9,.“m§r:9 et doit donc étre négligé. Nous verrons d’ailleurs,
par la suite, la forme explicite de 67 4 63.

Si donc on introduit IV. 10, IV.9 dans IV. 8 on arrive au
systeme d’équations

61 + 63 (01994956, |.
“ [S_ imy T szmge |0
IV. 11
b) x4=ﬁ'[;_9_2i;gl
8 m 2
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5 b %y — 6, %
€) Yo=- '2'_.;714
-?‘Hoc
1V. 11
PPV et 'Y/
2m|]f:

Retournons maintenant a la définition IV. 6 des matrices 6,
et 0y. Si on emploie les trois matrices de Pauli,

j . 0 —i P 1 0
-_: i I:z. 0 ]r 53— 0 —1 ]

on voit que 'on peut poser

1
0

V.12 gl=| 0
i

= Ty — 1T

s vy

T+ 1%, — T
En conséquence, on a
h=(x-0)X1, OG=1Ix(x. o),

I'opérateur 60, + 6,6, s’écrivant alors

B, 0y 4 0y 0, — [(%- ) XX I][I><(% - 0)] + [I3<(%-0)][(%-0) <[] =

—[®- )X @ )]+ [(F-0)>< (7 0)]=

6= 14)3 {640

En vertu de cette égalité, 'équation IV. 11b exprime alors que 7,

est de l'ordre de 59=;2,’mg¢:2 par rapport a 7;, et doit donc
étre négligé:

% =0.

I

En outre, ceci nous conduit a simplifier les équations IV.11 ¢cd
qui deviennent
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1
Yo == By X
2 Qemgc 341
1
Y = 6, %
5 2muc 1%Ly

ces formules exprimant clairement que %, et /5 sont de l'ordre
de B=p/myc par rapport a %.

En passant maintenant a I’équation IV. 11« on voit, en vertu
de ce qui précede, que le terme (32 mic?)™! (6, 05 + 656,)? doit étre
négligé, son ordre de grandeur étant celui de 2 = p2[mic?.
Quant a l'opérateur ¢ + 03 on peut I'écrire comme suit,

Bt B[ )< L)) X+ UIXE )] [IX (7 9)]

—[(- o2 X L)+ X (7 o]

=[(§2 + ”f a. }})x1]+ [fx(T—f?Jr _Ecq_;_ f_-:’)_l,

H=rot A étant le champ magnétique. On est ainsi conduit a

i+ =27+ 2L (@< )+ (U< - H.

Bref, I'approximation en 3 des équations IV.11 s'écrit

) {s—“—g_iﬁ?_[w].g} "
op

2my  2mye 2

b) ?:2*;" ! ng‘=(2?ﬂnf)_l([><;:--;}xl
2mG6
IV.13
©) Yz= = 0% =@mooy ! (- a>< )7y
mOC
d) %4=0

soit encore, en introduisant la forme explicite des opérateurs

g, :—:, 9, et 6, donnée respectivement par IV.1, IV.2 et IV.6,
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= Q g
184 uv\.‘ﬂ.._l eyr—

ﬁﬁv‘un_l .ﬁ\\v||mm +Rm_v~__; :5,
2 mna
h | \ <L 2 —p) milﬁﬁléﬁ Vs 1-(2 % g) = L "%,

= mw&

(2

(¢

88 ~ 4 [} 2 5 x 2 'y z I..ﬁ_m%
a.,w Ko +oyr— (p 1+ v&uwl.ﬁ e+ )y o4,
m_n_,, " 5 E:m
wh 4\ L(ps—p) 5 —(“ez—e)y: VU dxy/ -0omg) =L

a4

18 ﬁ 3 2y 2 v Oue g ;

o . - - — —AYE + 46 0y (v
0 ap | LA (<X +(71X2) by Rmx 5 AU I 4 4
.:«_f > 2z

FI°AI
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Ce systeme spinoriel représente 'approximation non relati-
viste des équations IV. 3 de la particule de spin maximum 1 et
charge ¢ se déplagant dans un champ extérieur défini par les

potentiels électromagnétiques A et V. Lévolution au cours du
temps de 1'état de la particule est régie simplement par I’équation
IV. 14 a dont l'intégration nous donne U;; ¥;5 bg; Ygg, les équations
IV.14 /¢ ne faisant qu’exprimer ;54 dosbogds; Uso by €t ¢y €n
fonction de ¢qydjods g, Ces composantes sy dos--- by sont
d’ailleurs de l'ordre de B par rapport a ;Yo be doo(¥). Quant a
1V.14 d, elle exprime que Js5dz Y450y sont de l'ordre de (2.
L’étude non relativiste de I'’évolution dans le temps de l'état
de la particule de spin maximum 1 se raméne donc a celui de la
seule équation IV. 144 laquelle posséde des liens de ressemblance
bien frappants avec l'équation de Pauli (voir Chapitre III § 6),

1V, 15

e — 2 - "‘_ ?1
sza,+-qV+ 1 (HzV— —A) . e [f‘]=o.

2my ¢ 2mye 1L ¢,

|

On peut effectivement dire que IV. 14a s’obtient formellement
de IV.15 en remplagant dans cette équation la fonction d’onde
a deux composantes par une function d’onde a 2><2=4 com-

posantes et en y substituant les matrices s et oy=1 par

@ 1) + (I><0)
2

ceci revient a dire que les quatre matrices ©® =g,,49,,05,5, sont

remplacées par

et /, respectivement. D’une fagon abrégée,

IV. 16 (9><1)(1><o4)4;(1><9)(¢—4><1).

=

Rappelons-nous maintenant les deux points fondamentaux
de la méthode de la fusion de M. Broglie, permettant d’obtenir
les équations relativistes de la particule de spin maximum 1

(¥) Au chapitre antérieur nous avions déja souligné l'importance des
équations du genre de IV. 14 b ¢, sans lesquelles il n’est pas possible d'établir
le raccord correct entre le formalisme suscité par IV. 3 et celui qui découle de
IV.14 a. Par la suite nous examinerons de plus prés cette question.
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a partir des équations de Dirac. On peut dire que pour y parvenir
il suffit de prendre dans les équations de Dirac au lieu d'une
fonction d’onde a 4 composantes, une fonction d’'onde a 4 ><4 =16
composantes, et d'y remplacer les matrices © =« a9, 25,2,/ par

IV. 17 (9><f)(f><a4);(!x(—))-%xz) _

-

(En vertu de I. 5, ceci équivaut a dire que les matrices «, «4 et

@E%.
2

—y a4 64 et

I viennent remplagées par L —g by

, Tes-
pectivement).

On voit de par la comparaison de 1V.16 et IV.17 que le
parallélisme du procédé dans les deux cas est tout a fait satis-
faisant. On peut ainsi conclure que la méthode de fusion de
M. de Broglie demeure aussi valable au niveau non relativiste,
en ce sens que la méme démarche formelle permet de fusionner
deux corpuscules de Pauli et de parvenir aux équations non
relativistes de la particule de spin maximum 1.

§ 2. Le formalisme non relativiste.

Pour obtenir une équation de continuité en partant des
équations non relativistes de la particule de spin maximum 1,
nous multiplions IV.14a a gauche par ¥} = [{] ol dda] et
retranchons de I'équation obtenue son équation conjuguée. Apreés
quoi un calcul simple nous conduit a4 une relation de la forme
dep, + divy, =0, avec

IV.18 q i

V.19 j,— 2’ A

o I, o PRI S M)
mO 2”306

Nous admettons que IV.18 et IV.19 sont, respectivement, les
expressions non relativistes de la densité de probabilité et du
vecteur flux de probabilité de la particule de spin maximum 1
et charge ¢.
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On peut dlailleurs retrouver ces mémes expressions en
calculant directement l'approximation non relativiste sur les
définitions relativistes IL. 18 et IL 19, procédé ou interviennent
essentiellement les équations IV.14b¢. En effet, en partant
de o, donné par IL18 et compte tenu de 1.5, 1.19 et 1V.144,
nous avons (¥):

S——_n 1_-& A r' 1 g " R _,!» * |
o, = Uit dyy o Gro+ 51 Vo1 P50 Yoo — 435 ss — Yaa Yae — Y5 Yas— Yaa baa

i * * Sk . "
= df by + o Gro + o1 boy + Yo Yoo =4 4 =g,

et l'on retrouve ainsi I'expression non relativiste IV.18 de la
densité de probabilité.

Prenons maintenant la définition relativiste IL 19 du vecteur
flux de probabilité, ou plutét la premiere composante de ce
vecteur, 'étude des deux autres étant analogue. Si I'on construit
la matrice a;by+ asd, a partir de la forme L 19 adoptée pour

les o et si l'on tient compte de IV.14d, le calcul conduit
a poser

2 . " ® ] #* 1
*;]1,5’1'*11 (14 + Ya1) + Yo (Y15 + bao) + dog (You + ¥51) +

+ 432 (Yo5 + $3z0) + conj

= [ dadsl[0 1 0 O] 45|+
100 0] ¢
000 1| dos
| 0 0 1 01 dg |

+ (W ¢l dsi U0 0 1 07T ¢ |+ conj,
000 1/|| ¢
10 1 0 041 ¢yl

c'est a dire, en vertu de IV.5 et IV.12,

2 . 5 " § .
— =R <)k + % (9 X 1) %5+ conj .

(*) Les indices » et n se référent aux expressions relativistes et non
relativistes, respectivement.
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Introduisons ici les expressions non relativistes IV.13 4 ¢ de %o
et Zz. On a alors:

dmgfi, =15 (U X ) (U< 7 - 0) Uy + % (5 X 1) (7 - 0 X 1) % + conj

(X5 (7 0) + (o1 (= - ) < [)
2

=2‘/.'§{ 7y + conj,

et, étant donné IV.2 et IV.12, un bref calcul conduit A écrire
dmgj1, =200 (411 0y Iy + P2 01 ao + 181 0y Yoy + 32 0y Yo — conj) +
tq L* L¥. ol L5 i
r— Ay (Ui i+ Ve bro + 451 dop + U35 bog) —
— R {41 [2 g Y11 + 705 (Yro + Yor)] + 245205 (— dyy + oo) +
+ 2451 05 (— Y11 + Yoo) + 52 [— 795 (1o + doy) — 2 05 Loo] + conj .

Or on vérifie aisément que la derniere parenthese de cette
expression est égale 2

(4 o d1 4] | 209 703 205 0 [ %[+ conj=0
—idz O 0 205 || dio
—105 0 0 205 oy
L. 0 —2d5 —id5 —2dg |1 oo |

=X [(IX i ,82 3&5) - ([ _82 705 XI)} 71+ conj
| —12d5 — 09 —tdz — do|
=11 [(I XX (9395 — 9599)) + ((d2 5 — 05 %9) >< I)] %; + conj.

La définition IIL 87 de l'opérateur VA et le fait qne l'étude

des deux autres composantes de j, est identique, ameénent alors
a poser

dmyf,=2ih 7] {7‘}{1 + conj)—‘i—cqgwf Ly —

— 2L [(I<(V A 9) + (VA 9) < D)) % + conj}
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ce qui nous conduit a la forme finale de l'approximation non

relativiste de }; y

> R e o Ben W wn p

AWML R P A TR

7 2mﬂ(l a—%4 V) i 1/ +u,
avec

2my 2

On voit allors que I'expression 1V. 19 de ;:; ne coincide pas avec
I'approximation non relativiste de },., les deux expressions diffé-

rant d’'un vecteur ;;, donné par IV. 20. Or nous avions déja sou-
ligné un fait analogue en étudiant au Chapitre III § 3 I'approxi-
mation non relativiste de la théorie de Dirac, et il est intéressant
de comparer ici les deux vecteurs (III. 40 et IV.20) qui, dans
chaque cas, sont a l'origine de cette anomalie. On voit clairement

que # s'obtient formellement de IIL 40 en substituant les matri-
(< (VA2 + (¥ AD)X])

)

-

firmer a4 nouveau le procédé de fusion auquel nous avons souvent
fait référence dans ce travail.
En renvoyant alors a la discussion de la fin du Chapitre III

ces VAe par , ce qui semble con-

on peut dire que le raccord entre _;r; et }‘:, sera correct si
V.u=0. Or cest bien ce qui arrive et qui peut é&tre vérifié
directement a partir de 'expression IV. 20 de «#. Nous omettrons
ce calcul qui est sans difficulté.

Passons ensuite a I’étude non relativiste du lagrangien II. 16
de la particule de spin maximum 1 lequel, en vertu de IV.1 et
IV.2 s’écrit

+ =

g* [-s— B+ 0 — mig ¢ ay by |Y+conj.

-* (1434- C;Z)‘;
¢ 2 ' 2

On peut vérifier qu'il est possible de donner a cette expression
la forme
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1v.22 L= 2 [/; (?-——mUC)xl-l— X'(—82f2—6115)+

7 (Hg—mnc)xﬁ—a(e X 4 Oy %) + 1m0 3 Xy +

. 3o 1. . . .
1) g0 75 s+ L7 (— 00 Ty z4)}+con1,

le passage de IV.21 a IV.22 étant identique a celui de IV.3 a

£ Ep
IV.4. Or a l'approximation non relativiste on a —ci—m(,c——

%, 8 3
et ————myc=—-—"-—2myc de sorte que £ devient
¢ ¢

C

2

n'

{T—Eyl—f— 13 (— O Yy — 0y Xg) + mg ¢ (15 Yg + X3 Yg) —

—.!4—x_1—2?ﬁ[|6'74£4+ /4(8 /2—‘-92!5)}—!—00111

Dans cette expression on ne doit garder que les seuls termes en
£0 et (!, clest a dire que les quatre derniers termes dans la
parenthése doivent étre négligés, leur ordre de grandeur étant
celui de £2. La forme approchée de £ est donc

; g c2
L= 2/[—1‘ —o— (B g+ X5 1) —

C o - B - ~® - % - *
2 (13 Bg Yo + 71 0y L5+ 73 %9 %y + 75 61 %4;) + conj,
soit encore, par IV. 1, IV.2 et IV. 6,

2
IV.23 £=2, —_;i/i a‘_/l_i 7 b O Mg €

s Tty

ihe

(% 1(f><a) V/2—|- /‘{(GXI) Vfa5+

05 ([5<3)- Vo 4+ 15 6>< 1) - V %] +
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+ A6 (<) Yo+ (X D) T +

13 (I><9) % + 7 (e 3¢ 1) 1] + conj.

Telle est 'approximation non relativiste du lagrangien de
la particule de spin maximum 1, et 'on peut vérifier que les
équations de Lagrange qui en decoulent sont bien les équations
IV. 14. En effet, on a

PR z)‘w kc ; oLy _ th
= —([><an) s+ o< )7 — —=—X
d(d&ﬁ) 7 (I ><ar) %y (o 5 o) 2 1
04 ih the
SO Ty NSE S P I><3) - V Yg—
Iy 9 thh—¢ 1 ( ) 2
n’éc

(@><1)-Viz+ ‘?A [(£<3) Yo + (53< 1) %3]

_.i.’" f "[,n
P - P JC([XG;.)/H 0 e
d (0r £3) 4 d(0e73)
0 L L X v A - (<o)t
v = My €= Lg — XG) 1‘1"“ (><a') 1
£ i : )Ly
6_$=“c(0'.{-><f)4’f| ‘: i
0 (d.{- o‘fa) 4 0 kdz 15)
£ fi
:‘,(: =m0593{5—”6("><z’) V% + qA (e< D),
3

de sorte que les équations de Lagrange prennent la forme

& 22 ey w3+”’ (@ Iy o N Fyms—i RO W~
— gVl + LA (U T+ X D7)
IV. 24 _
) '@:)”‘" (I><3) -V ¥y — A-(Ix<a)%
2mge 2 myc?
0 Yg=—2" @<I)-Vl——TL— d.@ExD¥.
- 2mye 2mc?
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On retrouve ainsi les équations IV, 144 ¢, et par la substitution
de IV, 24 b¢ dans IV, 24 a on obtient

ey - — 2
: ([Xc—(z'kV—iA)) % -
4 m ¢

- — - 2

(4

4m0

c'est a dire, par I. 3 et III 26,

— -2 ¥ ¥ : —
l: 1 (z'?rV——iA) v lig  (IXae)+(axx 1) ‘H:Iz!=
m ¢ 2mgyc 2

=——¢;c‘ d,}fl——qV?fI,

ce qui est bien I'équation IV.144. On a ainsi démontré que le
systeme IV. 14 peut se déduire du lagrangien ., défini en IV, 23
et obtenu par I'approximation en £ de .£. En plus, et par l'intro-
duction des équations de Lagrange IV.244¢ dans IV.23 on
vérifie aisément que £,=0.

Nous signalons encore que la seule équation IV, 144 peut
aussi étre obtenue a partir d’'un autre lagrangien qui n’est fonction
que de quatre variables.

Y .
=Ty, 4 2

ﬁ 0 08— a4
2my a2

Joll i (a><1)-2+(1><a) % 1+

2myec
LB = s — 2 =2
& ”‘.?_A.(vx;.z,hz:.vxt)+ (9 v+ 4 )7?3’51'
2mye demge’

On trouve ici une nouvelle confirmation de la méthode de

fusion, ce lagrangien pouvant s’obtenir formellement de £p (111 42)

@< 1)+ (I<2)
2

au lieu d’une fonction d’onde a 2 composantes, une fonction d’onde
a 2><2=4 composantes.

en substituant ¢ par et en faisant intervenir,
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§ 3. La forme vectorielle des équations.

Les équations IV.14 donnent la description non relativiste
de la particule de spin maximum 1, c’est a dire qu’elles traduisent
le comportement d’une particnle susceptible de prendre 'une des
deux valeurs du spin, 0 ou 1. Ce fait sera nettement mis en
évidence une fois que l'on parviendra a mettre IV. 14 sous sa
forme vectorielle équivalente, cette étude faisant l'objet du
présent paragraphe.

Nous commencerons par écrire explicitement IV, 14 en uti-

lisant les matrices ¢ définies en IV.12 ce qui donne

-

4 w2 :
ot (E— b ) b + (H: — i H,) (Y12 + Y1) + 2 H, 9y =0
hg 2my Jop

--;
":

4
’_”"c( ) bie + Hs (411 + o)+ Hy (b — ) =
hq 2’”0

-+
—;:;ﬂi( ) Yot + Hy (Y11 + do2) + ¢ H,y (911 — o) =0
4
;”;" ( ) Yoo + (Hx + 1 Hy) (1o + Y1) — 2 Ha §or = 0,

soit encore

—

_4.’”95 (e— 72 ) [4’11 LPlz] _!_Hx['l’w'i-%l ¢11+¢22:|+
hg 2my Jopl do1 Y2 Yin + Y22 1o+ doy

e T =gl “Gers=dos 24 0
+ 3}] Y12 %1 Y11 LPZ.] + Hz[ 11 ]=0
g bii— oo Y12 4 do 0 —2¢p

En introduisant la matrice 2><2 ‘FE[- b dra

Ldar oo
compte de IV.12, on voit aisément que les équations précédentes
peuvent se mettre sous la forme

], et en tenant

-
e

2
) Ty H;(cﬂl’—]—‘l:’crr)=0

2m° Fi

V.25 - 2% <e_
hg
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Or on vérifie que les matrices o (IV 12) sont telles que
of Gg=—0y0; (k=1,2,3) et par conséquent, si I'on multiplie
IV.25 par o, a droite, on obtient

—_

2 = 3 _ .
Iv.oe SMlf % ) Vog+ 3 Hi(0:¥ay— ¥oyo)=0.
hg 2my ) op s :

Rappelons-nous maintenant que le systeme de quatre matri-

ces formé par l'identité / et les trois o est un systeme complet
pour l'ensemble des matrices 232, clest a dire que toute
matrice 2> 2 peut étre écrite comme combinaison linéaire de

{, oy, 9y, o5. En particulier, on peut poser pour ¥g,:

IV. 27 Ecg___[’f_&'ﬂz —1.3“11]:
tdgg —1dyy
=Qu!+ Ql ".J-l +9252+9355=90I+§°G).

En introduisant alors cette expression de ¥, dans les équations
IV. 26 il vient, en vertu des propriétés de commutations des oz (*),

0— 4mu£(8_

9 - - -
) @1 +8.5)+ 3 Helow (@ L+ 8 - ) —
hg o i

2my

— QI+ Q) 5] =
_a — -
- 4’”&(9— : )(901+Q-a)+
hq 2my

+2 [0y (Hy Q5 — Hj Q)05 (Hz\ly — Hy Q)05 (Hy Qy— Hy Q)| =

o EME 4 (e—— i )un i
?‘iq 2m0

=2
+51{4m°c (9— i )QI+2‘.(HEQ.’S"'HSQ2)]+
hig 2m

(*)of=1, opoy=—o;0, (k,1=1,2,8); o,0;=iom (k/m en permuta-
tion circulaire de 123),
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+52 4”’06 B “2_)92—{-25(}1591__}1195) +
hq 2my

+ a5 4—"2[’6(5— )515—!-23(}]192—*{{291)]'
hg 2my

Puisque les matrices /, s, 5y, o5 sont linéairements indé-
pendentes, leurs coefficients sont nuls, et il en résulte les
quatre équations

IV.28

PR =y () S
ap 2myec

5
=2 7

b) g
2 my

La seconde de ces équations peut se mettre sous une forme plus

suggestive en remarquant que i //AQ s'écrit aussi

IV.29 iHNG=| 0 —iH, iH, |Q|=
iH, 0 —iH,|q
—iH, iH, 0 |9

— (H\Jy + HyJa+ Hy J)G=(H. )€,

les f (/1 JoJ5) étant les trois matrices

J1= 0 0 O j2= 0 0 1 j5= 0 —3‘ 0].
0 0 —i¢ 0 0 0 i 0 0
0 ¢ 0 —g 0 0 0 0 0
Les relations IV. 28 viennent alors
y | = 1 oo
a E— =
B 2’”n]op .
IV. 30
[ 2 - e -
B [l J-HJ 0—0,
JLL 2mo 2’”06 op
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ce qui est la forme vectorielle des équations IV.14 a. Ajoutons
que si on veut dans la derniére équation — qui est une équation
vectorielle de Pauli —mettre en évidence les valeurs 7%, 0 et
—h de la composante du spin selon OZ, il suffit de la multiplier

. .. 1 1 —3% 0
a gauche par la matrice unitaire U= —— .
- 5 x/2[ 0 0 ——t/2]
—_1 —z 0

Alors, en définissant

VZrhi= £ =3 0 Y =—i Jo ;
As 0 0 —y¢3 [Qg d1g + gy
K I 0 Qy V2

Y22
I'équation IV. 30 4 prend la forme

— ,\

=2 Ji i ok i
-2 +—"’-q—J’-H}[A2]=0
2my  2mye &
5

ou les J/ (J'= UfU-l) sont les trois matrices bien connues

Va0 1 0 V20 —i 0
f1’=7[1 0 1] Jﬂ'=7[z‘ 0 —z':l
01 0 0o 7 0

i 1 0 0-
S = [ 00 OJ‘
0 0 —1
En passant ensuite aux équations IV. 13 & ¢ on vérifie, compte
tenu de L 2, qu'elles peuvent s'écrire sous la forme

B i I s Fla T
1V.31 [ T]"’ ?5 J e (% - %)y Tll 7’12]
Y4 Yot 2mye oy doo
! 18 1 eV ' Ki
IV. 32 |: Tm f“g =) [ ‘:’ll ~;-’12 ]

Or comme il a été dit plus haut, toute matrice 2><2 peut
étre é€crite comme une combinaison linéaire des quatre matrices
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L, ?; c’est a dire que 'on peut poser, avec certains coefficients
Az et U (£=1,2,38,0),

IV. 33 {’4’15 '-f’gsjl 6'2=[’.’-P25 ”"5‘.1‘!5]:
Ui oy tdoy — iy

IV.34 [ 51 #52:| = [ idzp —1 a1 ] ==
Gy o idgg — 1y

= 601+ 81 O'! + 92§2+ 95:‘;5=90f—|——a- ;,
Or des formules IV. 27 on tire

IV.25 [?11 4’[2]7‘722 2 dgy —"‘:’nh|=

] A | y y
o1 Yoo 299 —idp

=[—QO+ Q; 9,_599]:_90-;_6.2-’.
Q+iQ —Q— Q

Multiplions alors IV.31 et IV. 32 par s, a droite et introduisons
dans les équations ainsi obtenues les expressions de 1V.23, IV. 34,
IV.35 et IV. 37, pour arriver aux relations

5 3
IV.36 AgI+4 E Apoy=(2myc)! 2 T 0k (— Qg [4-Q; 0,4+ Qg 55+ Q5 05)
1 1

3 3
I\:‘. 37 90.[+ E Ok 5§=(2 g C)_l E 173 O'k( QUI+QI 51+92 0'2+Qs 5'5).
1 1

En vertu des propriétés de multiplication des o¢;, on peut
donner a IV. 36 la forme suivante,

3
AOI+ EA}O'&:(?mOc)‘I {_'Nl Qoﬂ'l—!—'ﬁl QI I+i-':_-l 9255—3.171 950'2 =
1

—ﬁgﬂnqg—i'ﬁg Ql 0'5+TCQQQI+£T79 Qﬁal —

— Tl QO 65+ 3"-'»5 QI 0'2——3-TI:5 Qg 71 + T3 95:” =
3 — -
‘——-«(2 g C)_l ;I (?71 QI +'.I'Cg 92+175 Qs) - Z Tp (—"Nk Qu-’—ﬁ-(ﬂ'/\ﬂ)k)} ’
&
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et quant a I'équation IV. 37 elle devient, apres un calcul identique,

OUI —{-‘ EG}O’,{-:(E”}OC)_I{I(TTlQ! +’ﬁ292 +TC5(25)—!—
1
3 IR
S fo‘k (7 Qo+ (7 A Q)k)}'
k

L’indépendence des quatre matrices I,;, nous conduit, dans
les équations précédentes, a annuller les coefficients de chacune
de ces matrices et par la-méme a obtenir les relations

Ag=2mye)1=-Q

A =@mge) (—=Q+im A Q)
o= 2mge)1%-Q

[] =(2n:uc)'1(.::90+z';/\ ﬁ),

c'est a dire, en ajoutant et retranchant,

Y

1V. 38 _‘ﬂ un .
8 —A =(mye)y1=Q

IV.39 0 + Ag=(mgc)'w - Q

[] +K =1(m c)—lv_-:/\ Q.
La forme vectorielle des équations spinorielles IV. 14 est

donc donnée par l'ensemble des équations 1V. 30, IV. 38, IV 39 et

si 'on y fait apparaitre explicitement les opérateurs ¢, et ;O,,
définis en IV.1 et 1V.2, ces équations s’écrivent

i 1 R - q . 2
a) [z/z&,—{-qV—{— (mv_-—,q) ]Qu=0
I 2my ¢ d
IV.40 &) 06,—A;=0

c) y gie - (mgc)! (s'k E"-——Z—;—l) Q,
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— — 2 ] - — —
a) [z’f:'.a,-l-qV—{—-];(iﬁV—g-A) = hq - ]Q:O
an c

anc

¢

I\'.41 b) 89+A0= (mQC)_] (z'?f_vh——-q—j)-ﬁ
0 6 +A =z‘(mnc)-1(s‘fz.'€_%2),\§.

Telle est la forme vectorielle des équations non relativistes
de la particule de spin maximum 1 et charge ¢ se déplacant
dans un champ électromagnétique de potentiels A et V. A lins-
tar de ce qui arrivait déja dans le cas relativiste, les équations
décrivant chaque type de particule (celle de spin O et celle de
spin 1) apparaissent séparées, les scalaires Q, et §y—A4, etle
vecieur § —A se rapportant a la particule de spin 0, les vecteurs
Q et 3+K et le scalaire 0, 4, étant associés a la particule
de spin 1.

L'évolution dans le temps de I'état de la particule de spin 0
vient naturellement sous la forme d’une équation de Schrodinger
(IV 40q), tandis que la description dans le temps de la particule
de spin 1 est traduite par I'équation IV.41a, qui est une équation
de Pauli vectorielle. Des grandeurs de champ @, et Q données
par 1V.40a et IV.4la on déduit les expressions pour E—K,
g+ 4 et €+3 au moyen de IV. 40¢ et IV. 41bc.

L’indépendance des deux cas possibles de spin (celui du spin
0 et celui du spin 1) étant compléete, on peut €étudier séparément
chaque cas en considérant que l'autre cas n'est pas réalisé dans
la nature. Ainsi, s'il n'est question que de la particule de spin 0,
on doit considérer que la particule de spin 1 n’existe pas et, en
conséquence, prendre comme nulles les grandeurs de champ qui
la décrivent, c’est a dire, Q—0 (et par la méme, 0+ A3;=0 et
94 A—0). Inversement, si l'on veut étudier la particule de spin
1 on doit poser Q=0 (on a alors aussi GD—A(}:E—K:O].

Ces remarques seront utiles pour démontrer un résultat dont
nous avons déja fait usage sans l'avoir toutefois prouve, a savoir
que les grandeurs Qg, 0y, Ag, Q,0 et A possedent effectivement
les propriétés de variance ci-dessus indiqueées. Pour ce faire,
envisageons d’abord le cas de la particule de spin 1 (et, par con-
séquent, prenons Q;=0) et écrivons explicitement les équations
inverses de 1V. 27:
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IV. 49 Qo =1/2 (10— dgy) Qo =12 (—1dyy — i dg)
O =d/2(— b+ ) Y=14/2 (Y10 + dgy).

Q=0 implique alors &5 =y, et le spineur de rang 2
bix(#,k=1,2) devient symétrique. Or, dans ces conditions, on
démontre en théorie des spineurs [20] que les équations IV. 42
définissent ©, Q, Q; comme étant les composantes d’'un vecteur
de I'espace tri-dimensionnel.

D’autre part, et en considérant le cas de la particule de spin

0 (et donc en prenant §=0), les mémes formules IV. 42 permet-
tent de vérifier par un raisonnement analogue que Q, est effecti-
vement un scalaire.

Avant de finir ce paragraphe, nous allons utiliser le forma-
lisme vectoriel que l'on vient de développer pour présenter
I'expression de la densité de probabilité ¢, et du flux de proba-

bilite 7, en fonction des grandeurs @, et ¢. Or les formules
IV. 27 peuvent encore s’écrire

[dn]j=—¢ 0 —1 U’ Q|;

dig 1 00 1|9

doy —1 00 1|0

L dgg | 0 1 72 0]]|Q
| i dia 4oy o | =7 | AT Q5|| 0 1 —1 0‘,
—1 0 0 1

—i 0 0 —4
0 1 1 0

et, par conséquent, I'expression 1V. 18 de p, vient

=X N =000 01 —1 0| 0 —1 5 0]|Q|=
—10 0 1‘1 00 1|9
—i 0 0 —i=1 00 ille,
01 1 off o 1 o0flo

=2(0 Q + Q*. Q).
D’une fagon analogue et en partant de la définition IV. 19
de 7., on obtient
— ;] — 3 — — =4 -
In - (03V90+293V9k—c0nj)—i(95 Q4+ 2.0 4.
1 mu (4

my
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CHAPITRE V

La théorie du photon a I'approximation non relativiste

§1. Les équations de la particule de spin maximum 1 (sans
charge).

L’étude développée dans les Chapitres II, 1II et IV concerne
le cas général d'une particule de charge ¢ et spin 0 ou 1, se
déplagant au sein d'un champ électromagnétique. Dans le présent
chapitre on va cependant restreindre la généralité des résultats
précédamment obtenus. Le but principal étant d’arriver a I'appro-
ximation non relativiste des équations maxwelliennes I. 30, nous
allons commencer par considérer la particule non chargée de
spin maximum 1 pour nous pencher ensuite sur un cas particulier
important du corpuscule de spin 1, le photon (Sur la valeur du
spin du photon, voir [21]).

Les équations non relativistes de la particule de spin maxi-
mum 1 non chargée s’obtiennent de IV.14 en posant ¢=0, ce

qui donne
F 52 I |
a) ih (),_LA] [‘r‘ll -.’12]=0
I 2m, g1 oo

V.1 ) [ 15 4)25]: ih (6_—;)[2,’-‘11 %2]?
| d1a o boy O

B } ih =2 - [¢ dio ]
) sy Taz:l= (V-c)["’)“ :12J;
| dar dgp 2mye Yar o2

(rappelons que la variance de ¢ ;oo P est celle d'un spineur
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de rang 2); quant a la forme vectorielle de ces équations elle
vient, par IV. 40 et IV. 41 (%),

&= 5o
mOC
: i he -
V.9 [zha,_ _\JQB—_—O
my
il —
myc
—_ - i, - —
04+ A=— VAQ
mcﬁ
iy —— A]L=0.
2”?0

Ces équations donnent donc la description non relativiste
(spinorielle ou vectorielle) d'une particule sans charge, de masse
my et spin maximum 1 et, en particulier, elles peuvent traduire
le comportement du photon lorsque celui-ci se déplace avec une

vitesse v suffisamment faible pour que l'on puisse prendre

©2/¢2=0. Ce fait appelle deux remarques:

La premiére concerne la masse du photon lequel, selon les
idées qui ont conduit M. de Broglie a sa Mécanique Ondulatoire
du Photon, est supposé posséder une masse propre m, trés
petite mais qui n’est jamais rigoureusement nulle. En effet, cette
Mécanique Ondulatoire du Photon étant une application particu-
liere de la méthode générale de la fusion, il y est indispensable
d’admettre que les masses des corpuscules qui fusionnent ne sont
pas nulles, faut de quoi on ne saurait partir des équations de
Dirac comme décrivant adéquatement ces corpuscules et «a for-
tiori», on ne pourrait obtenir les équations fusionnées comme il
a été dit au Chapitre I. Ajoutons que 'une des conséquences de

(*) Comme il a été démontré en IV, § 3, 0 et 0, sont, respectivement,
un vecteur etun scalaire de 'espace tridimensionnel. Par conséquent, 0, et a,

sont des scalaires, 0 et A étant, pour leur part, des vecteurs de 'espace a 3
dimensions.
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supposer que zz; =+ 0 est que les équations habituelles de I'électro-
magnétisme doivent étre remplacées par les équations de Maxwell-
-de Broglie L. 30 lesquelles, si I'on y néglige certains termes trés

etits en m2 qui v apparaissent, se réduisent exactement aux
o 4 )

équations de Maxwell. Il est intéréssant de souligner que cette
exigeance de masse propre non nulle demeure toujours indispen-
sable au niveau non relativiste car il a été démontré au Chapi-
tre IV que les équations de la particule de spin maximum 1
s'obtiennent par la fusion des équations de deux corpuscules de
Pauli. Ici non plus, on ne saurait employer ces équations (et par
la-méme en obtenir les équations fusionnées) si les corpuscules
étaient considérés comme possédant une masse propre rigoureu-
sement nulle. '

La remarque suivante concerne les faibles vitesses du photon.
Soulignons, avant tout, qu'il y a un sens a chercher I'approxima-
tion non relativiste des équations de Maxwell ou plutdt, des
équations maxwelliennes L. 30 qui doivent les remplacer au niveau
quantique. En effet, s'il est bien acquis que le photon libre se
déplace dans le vide avec la vitesse ¢ il c’en reste pas moins que

dans certaines circonstances sa vitesse v se trouve étre bien
en-deca de cette valeur, pouvant parfois étre trés petite (et donc

;2;'623 0) ou méme nulle. Sans entrer dans les détails, nous allons
ici rappeler brievement deux phénomenes physiques qui semblent
confirmer ces affirmations.

Le premier est celui de la propagation de la lumiere dans
les guides. On sait que pour n'importe quel type de guide, la
vitesse de groupe(*) des ondes se propageant dans son intérieur
est égale a

¢| B| (B + a2,

— .

b étant le vecteur de propagation et « une constante caracté-
risant chaque type de propagation possible dans le guide. Ce
résultat est d’ailleurs une conséquence de la seule théorie de
Maxwell habituelle, sans aucune intervention de la Mécanique
Ondulatoire du Photon. On voit donc que la vitesse du photon
est inférieure a2 ¢, pouvant devenir trés petite pour des valeurs

(*¥) C'est a dire, la vitesse de propagation de I'énergie, que l'on peut
identifier a la vitesse du photon dans le guide.
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tres élevées de «, et méme nulle dans le voisinage des fréquen-
ces de coupure [22].

La deuxieme expérience que nous voulons rappeler est celle
dite du miroir de Wigner [23]. Cette expérience a mis en évidence
I'existence de franges d'interférence dans la région de l'espace
ou un rayon incidant sur un miroir se superpose a son rayon
réfléchi. Or, si I'on admet la localisation, il semble bien que la
Mécanique Ondulatoire conduise 4 conclure que dans une frange
d'interférence de Wigner les photons se déplacent parallélement
a la surface du miroir avec une vitesse csenf, 6 étant l'angle
d’incidence de la lumiere. Cette valeur est donc inférieure a ¢,
pouvant méme étre treés petite pour des rayons incidents (et
réfléchis) pres de la normale au miroir.

§ 2. La signification physique des grandeurs Q,, @, 8, 0, Ay
et K.

Nous abordons maintenant le probléme de trouver la signifi-

cation physique des grandeurs Qoy g, A, ﬁ, GetA, Revenons
pour cela a l'étude relativiste des €quations de la particule de
spin maximum 1 (sans charge) exposée au Chapitre I, et consi-
dérons les définitions des grandeurs relativistes de champ a
partir des composantes {;, de la fonction d’onde. Nous avions,
pour les grandeurs maxwelliennes,

He=Kkyos  E.—iKkyoy  Ai——iKo,
Hy= K ky 95 Ey=iK kyyu Ay=—iKog
HomBhjoy  EyemiKhivg A, =—iK g,
W e B (K =h/VZmq; by=myc/h),

et pour les grandeurs non maxwelliennes,

Li =9 Oy =—1 9a54
V.4 Ip=—i P1954 Ga= 195
T4 = %193 g5 =—1 @y,
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les seize 9, (@a=0,1,2,...,134, 234, 1234) étant des fonctions
des ¢;x que l'on peut déterminer facilement. En effet, par I. 24,
on a

bu b2 b1z dua

\ bor Yoo o5 Yoy I i

,'. 15) . = Pa Ya
a

bst dso Yss Um

L dyy dyo g5 dag |

et l'on peut vérifier, en tenant compte de I. 23, 1. 19 que toutes
les matrices 7, ont leur trace nulle, a2 la seule exception de
7o=1 dont la trace est égale a 4. En plus, 'ensemble des seize
7a €tant complet, le produit de deux quelconques 7, est une
matrice 7., et l'on a aussi, pour tout 7,, y2=1. Multiplions
alors V.5 a gauche par 7, et prenons la trace de l'’équation
obtenue. En vertu de ce qui précede, on est alors conduit a

bir 12 Y15 du

¢2l H‘bm E'J% %4 T
! ; 1

I bst da Yz Us

.
Ldg Gao das bas |

Tl Ya =40,.

On voit de par cette formule que chaque 7, est égal 2 une
combinaison linéaire simple de quatre ¢,z, donnée par

1 4
il R

ou I'=iyyyy et ¥ désigne la matrice 4><4 des composantes
b (voir L. 17 et I, 20).

Avec les matrices «p définies en 1. 19, construisons alors la
matrice I' et les seize 7, (I.20, I.23), et introduisons-les dans
la formule antérieure. Compte tenu de V.3, V.4, on est conduit
au tableau suivant
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V.6
K . &
Ar——gé(ﬁuu-l-du"F%s—bu) :‘?—.——%—%(—@114—@29)
K i . . . y K ;
Ay=—'2' '-2—(—3'7"11—1’4’i2+3%’s+3¢44)5——2- %(——Nn—ia'a'sz)
A, = —{‘;(j %{'-.'Jw ~+ dor — P53 —g3) & ——?X % (19 4 doy)
Ex=if(/30 3—.(—’511 + b2 — U35 + Paa) :iKﬂ’u i‘(—‘34‘11 + $o2)
g vt U e RS 5 g 2
P 5 ika ’—(—i-“ — oy — £ iz — £ 1) ).ﬁi]({t, .i(_;‘._r, —i0)
y— 3 2 11 Y22 33 rd4) — 2 0 :3 Tl 422
E, = ; K &y ;; (Y12 Fdo1 + 34 + 43) = f—,K'{’n 'f; (d12 + doy)
K i
¥ =—? ;(Jﬁo—— bg1 4 dos — dpy)
Hye _Kj’n 12 (— d51 + dao— d15 + o)
Hy= 'K;O 1) 2(— 195 — 1 g — 1 dis — i doy)
Kok
Hy = 22052 (Y + b+ das + dua)
) 7 i
1y =_-;'§(4J12—~5521+%4—%5) =g 5@19*“4’21)
f—--3 ‘i _i.. — — .E i i Jd _!'
a 2 3 (Y12 — Yoy — P31 + ds3) =% (Y12 — ar)
5, = . i(——%s“l“ Y41 + dos — $1a)
2 2
a =2 i(4’51_¢42_4’15+ ag)
g 2
P = i(f%l + 14y — 7 45— 7 doy)
2 2
i ¢
o3 =_E E(_¢52_4’41 + o5 + d1g) .
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Souvenons-nous maintenant de ce qui a été conclu plus haut
sur lordre de grandeur relative des fonctions ¢;; (voir notam-
ment le Chapitre IV, § 1): avec le choix 1. 19 des matrices oy,
les composantes Uiz dosbay Y51 Y529 et Yy sont de l'ordre de
B=wo/c par rapport a {j djo bor b, les fonctions U5 dsy dys Yy
étant de l'ordre de (2. C'est en vertu de ce fait qu'on a pris,
dans le tableau précédent, {s;= sy =1Us5 ="V =0.

On voit ainsi que les vecteurs maxwelliens A et E et les
grandeurs non maxwelliennes /, et o; sont donnés par une
combinaison linéaire de deux termes de 'ordre de £0 (U); 450 Yoy Ygo)
et de deux termes de 'ordre de (2. On peut dire aussi que —a
une constante multiplicative prés—A ne differe de £ (de méme
que 7, ne differe de o) que par des termes de l'ordre de [2
lesquels, a Fapproximation non relativiste, doivent étre négligés.
Toutes les autres grandeurs (c'est a dire, le champ magnethue
H, le potentiel 7 et les grandeurs non maxwelliennes o et /;)
sont données, aussi bien dans le cas relativiste qu'a l'approxima-
tion non relativiste, par une somme de quatre termes, tous de
l'ordre de

Introduisons maintenant dans le tableau V.6 les relations
inverses des développements IV, 27, IV. 33, IV. 34,

Q=i/2 (Gig—da1)  Bg=3/2 (o5 — bna) Og=1/2 (bgo — $a1)
=1/2(— by +doa)  A=#/2(— b5+ do)  U1=4/2(— b5 + o)
Qy=i/2 (—i by —idgg) Bo=i/2(—idiz—ido) Op=1/2(—7 Y51 —17 bao)

Q5=1/2 (412 + d21) Bg=1/2 (Y5 + 14 O5=i/2 (Va2 + du1) -
On voit alors que, a I'approximation non relativiste (symbo-

lisée dans ce qui suit par l'indice #), les relations entre les
grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes d'une part, et,

d’autre part, les grandeurs Q;, 7, 4, 6, g et A sont les
suivantes,

= Kz K
A V:.=-—-?(r‘-‘-u+90)
Vil En = 3-§ku § §n= Kko (K +_6J

fg,,=—£/290 11“=1f2(A0—60)
o= /20, o, wmse ISR — )
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§ 3. Comparaison avec les équations relalivistes.

-

Puisque les formules V.7 donnent la signification physique

des grandeurs @, 0,, 4,, ﬁ, 7 et K, nous sommes a méme de
reprendre les équations vectorielles V.2 et de les écrire en
employant comme variables de champ 'approximation non rela-

-

tiviste des grandeurs 4, V, :E‘, E’, Ly, 1y, o4 et 7. On obtient
ainsi: :

équations maxwelliennes

V.8 div £, =—RV,
E”="—-3.ko-¢2‘”
]?-—*rot/i:.

dquations non maxwelliennes

. 72
I:—ff(-ag-—}- A]]ﬁ,,=0
2m
Y.9 Iiy=0

Cy = ]2n

grad !Qﬂ =1 lr<:"[};-:r

On peut maintenant comparer ces équations vectorielles non
relativistes avec les équations tensorielles relativistes I. 30, L. 31
d’ou nous sommes partis et que nous rappelons ici (*):

(*) Signalons que dans V.10, V.11 les équations écrites dans la colonne
de droite sont une conséquence des équations présentées a gauche, celles-ci
étant indépendantes. Ainsi, et en prenant les équations maxwelliennes, ¢) est
une conséquence de a) et &), tandis que ¢) et ) impliquent g). L'équation f)
découle évidemment de ). Des considérations analogues on lieu pour V. 11.
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équations maxwelliennes

1 = o 7

a) ?apf.:l"OtH—Fk‘%A

e) div2+~i_a,r/=o
b divE=—RV

V. 10 . f) divi=0
¢) E=—gradV ——9:4 =
g g) ——C—();ff=l'0tE

d) H—=rot A
équations non maxwelliennes
gl grad /; =0
p 1
3kuﬁ4=—?a:jg af‘(l=0

V.11 R v &
grad [y=1ikys — 0t gradoy=0

1 . s
?agﬂ'é—i‘dlvﬂ':zkulg roto=0,

En ce qui concerne les équations maxwelliennes, la compa-
raison fait ressortir que les équations d’évolution pour A et £

(c’est a dire, les équations ou interviennent 3,E et 0,4 t'}jE"'_

=rot1§+k§j et —i—afq=—E—grad V), ne sont plus vala-

bles a l'approximation non relativiste. Elles sont remplacées par

des équations de Schrodinger vectorielles, les vecteures £ et A4
devenant proportionnels. Par contre, les autres équations maxwel-
liennes indépendantes (qui sont des équatlons de condltlon, c'est

a dire, sans dérivée o;, div 2= — BV et H—=rot A demeurent

inchangées a l'approximation non relatlv1ste. Par conséquent,
celles des équations maxwelliennes relativistes qui découlent
seulement des équations de condition restent valables a I'appro-
ximation non relativiste. Ainsi y retrouve-t-on bien la condition

de divergence nulle pour 1;’, mais ni l'équation d’évolution pour
]:’(— % o1 H=rot E) ni la condition de Lorentz (div /?-{«% a¢V=0)
ne sont alors valables.
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Remarquons, en plus, que les potentiels 4 et V possédent
toujours une existence réelle. C’était d’ailleurs ce qui arrivait

dans la théorie relativiste ou % et /7 étaient donnés en fonction
de A4 et V et, réciproquement, les valeurs de A et V étaient
bien déterminées par celles de E et H. A I'approximation non

relativiste on voit, cependant, que la connaissance de 4 suffit
a déterminer les valeurs du champ électromagnétique et que,

inversement, les seules valeurs de £ suffisent pour fixer les

potentiels Aet V.

En passant aux équations non maxwelliennes, on voit que
les équations d'évolution pour /, et o, sont aussi remplacées
par des équations de Schrodinger et par une relation de propor-
tionnalité entre ces deux grandeurs. Les autres équations indé-
pendantes non maxwelliennes demeurent cependant valables, de
méme que celles qui en découlent. C'est a dire que 'on a toujours

grad /; =9,/; =0 mais, en revanche, les équations rotc—0 et
~i— e - gradsy =0 ne sont plus présentes dans l'approximation

non relativiste.
Comme on le voit aisément, toutes les grandeurs non relati-

vistes de champ (A.,,, VayEy,---,04s) évoluent dans le temps
selon des équations de Schrodinger, ce qui est a rapprocher du
fait que les mémes grandeurs, considérées au niveau relativiste,
obéissent dans leur évolution a des équations de Klein-Gordon.

Soulignons encore que, tout comme c'était le cas dans la
théorie relativiste, seules les grandeurs de champ attachées a la
particule de spin 1 (ou, plus précisement, au photon) possé¢dent
une signification physique bien nette: ce sont des grandeurs
électromagnétiques de champ (Rappeler a ce sujet les remarques
faites au Chappitre I § 3). Pour ce qui est de la particule de
spin 0 les mémes difficultés se réfletent ici, en ce sens que les
grandeurs de champ qui lui sont attachées n’ont pas une signifi-
cation treés claire de méme, d’ailleurs, que les équations qui sont
censées la décrire. Tout ce qu’on peut dire a ce sujet c’est que,
pour autant que la description relativiste d'une telle particule
soit bien donnée par les équations V.11, les équations V.9 la
décrivent tout aussi correctement dans le cas des petites vitesses.
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§ 4. Les ondes planes monochromatiques.

Dans ce paragraphe on étudie les solutions du type onde
plane monochromatique des équations non relativistes de la par-
ticule de spin maximum 1. Les résultats obtenus seront a com-
parer avec les solutions du méme genre des équations relativistes.

En admettant, pour simplifier, que le sens de la propagation
de l'onde plane coincide avec le sens positif de 'axe OZ, on est
amené a prendre des solutions de la forme

Yie=—Ciz P=ciz exp -:7 (Et—zp)
(2

(t,#=1,2), ou ¢; est une constante arbitraire et p—=| ;] = pP;.
Les équations spinorielles V.14 ¢ viennent alors

ih

Y= ———d: 1= 4 oy P
2mye 2mye
il

og = — s = - 2o e P
2mye 2mge
ih

4)14: - — 05 "!"]2= — €1 P
2mc 2mye
> ‘

l.})g‘.‘::—.;)_Z!_ 51;;22-:_,.‘}5 (,'QQP
2mye 2mge
2h

Y51 = ds 11 = TL en P
2mye 2myec
il

Yrg= ———0: Yp= ‘p cip PP
2mge 2myec
i

Yy = — il 0= Yo = — 4 e P
2mye 2m
ih

b= — 05 Yoo =— P e P.
2mye 2myc

En partant de ces formules on peut déterminer ’expression non
relativiste des grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes
des ondes planes monochromatiques, et ceci en employant les
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relations du tableau V.6. On trouve ainsi, pour les grandeurs
non maxwelliennes,

1
o= ——(cp — 1) P Gy =0
4
1
ly= —(agg—e) P oy =10
4
=0 Gyl (erg—ea) L5
dmye

et pour les grandeurs maxwelliennes,

K Kk
Ax=_3T('— c11+6a9) P E.=— 480 (— e+ e P
Ay= —":—A— (—tey—icy)) P Ey=— LS| (—iep—icy) P

4 4

LK Kk
A;_—*—;%( c19-+69)) P E,=— i C( et )P
Hx=—f-Kk0 P (e +e99) P

4:”?06
4mye dmgye

H,=0

En passant, on peut vérifier sur ces expressions que l'on a
toujours //.E=0 ce qui revient a dire que méme a l'approxi-
mation non relativiste les champs £ et H demeurent orthogo-

naux; on voit de méme que le vecteur H est dans le plan normal
a la direction de propagation. En plus, on tire des expressions
précédentes que

] ; K
3KCQQP E,tify,=— =

- =

K . Kbk
z‘) C"P E;—iEy= 00—6‘”[)

- =

Az +3‘Ay=_ q"5‘22jp

A, —id, =
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. K
HotiHy=—22 m?: kocn P
- 0
B i By e i P B B
’ 2 mOC

En définissant maintenant les nouvelles constantes indépen-
dantes

6 = J C
1 9 11
. : [
2 o 22

K
C5=— % (€12 + c21)

1
G= 1 (12 —ca1),

on trouve que la solution générale du type onde plane mono-
chromatique est la superposition des quatre solutions indépen-

dantes suivantes

1.0 A; —Jf- iiAy=52P Eg + fE,,: —ikuCgP
Ay —id, =0 E,—iE,=GC

H, +5H,=f’c_pcgp
0

H,—iH, =0,

(et toutes les autres grandeurs sont nulles)

25 A, +iA4,=0 E.+iE,=0
A:—idy=c¢ P E,—iEy=—ikyc P
H.+iH,=0
H.—iH =—-—£Q-—p ¢ P,
my ¢

(toutes les autres grandeurs étant nulles)
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3.0 AP  Epe—ilgpP Vel g P

(idem) Mo
4.0 12=£74P G1=—6{_P O3 = — P Cq.]').
(idem). e 1

Ces résultats sont 2 mettre en parallele avec ceux de I'étude
des solutions du type onde plane monochromatique des équations
relativistes [7]. A l'approximation non relativiste on retrouve
donc une onde plane polarisée circulairement a gauche (la pre-
miere solution indépendante), une autre onde polarisée circulaire-
ment a droite (la deuxiéme solution), une onde longitudinale (la
troisiéme) et une onde non maxwellienne (la quatrieme solution).
On peut dailleurs vérifier que ces résultats non relativistes
peuvent s'obtenir formellement en partant des expressions relati-
vistes correspondantes données en [7] et en y procédant a la seule

substitution de % par my (ou, plus précisément, de
V1 —F
k:i.—_—mu ar £ =im .
VB parp=-— 0)
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