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ETUDE DES MECANISMES DE FONCTIONNEMENT
DES CATHODES CREUSES () *

ARMANDO ROCHA TRINDADE (%)

RESUME — Nous avons étudié le plasma formé a l'intérieur d’une
cathode creuse cylindrique en régime d’arc 4 flux de gaz.

I’analyse théorique montre qu’il est raisonnable d’admettre une des-
cription de ce plasma ne tenant compte que des variations longitudinales
des parametres tels que: la pression du gaz, les densités des particules,
le potentiel de la gaine, etc., dans la partie centrale du canal cathodique.

En considérant un modéle atomique a trois niveaux (états fondamenta!
et métastable de I'Ar I; état fondamental de I'Ar II), nous avons fait
le bilan détaillé des processus électroniques de collision inélastiqne ; les
€lectrons, provenant a l'origine de I'émission thermique de la paroi, sont
considérés comme appartenant a un certain nombre de groupes discrets
d’énérgies.

Les prédictions théoriques qui en résultent sont en bon accord avec
les résultats expérimentaux et améliorent notre compréension de certaines
péculiarités du fonctionnement de ces décharges.

ABSTRACT — We have studied the plasma formed inside a cylindrical
hollow cathode in the so-called «gas fed HCD» regime,

We have shown that theoretical analysis in this region allows us to con-
sider only the axial dependence of parameters (e.g. gas pressure, ion sheath
potential and particle densities) describing the central part of the channel.

We have made a detailed balance of the inelastic electronic collisions
using a three-level model for the Ar atom (ground and metastable Ar T states
and ground state Ar IT). For this we have considered discrete groups of energy
of the electrons emitted by the wall.

Theoretical predictions are consistent with the experiments and offer an
explanation to some already reported obscure peculiarities of the H.C. D,

(') Thise présentée 4 la Faculté des Sciences de Paris (Orsay) pour obtenir le grade de Docteur
és Sciences Physiques.

(*) Adresse actuelle: Comissio de Estudos de Energia Nuclear—Av. Rovisco Pais—I,isboa—Portugal.

* Regu le ler Juin 1970.

Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa 3






PARTIE I

GENERALITES






1 —INTRODUCTION

L’étude des décharges a cathode creuse en régime d’arc a eu ses
origines dans les travaux de LUcE en 1958[1] au Oak Ridge National
Laboratory (U. S. A.), bien que le régime luminescent de ce type de
décharge eut été connu et étudié depuis longtemps.

Le dispositif expérimental présente une cathode en métal réfrac-
taire (7a, W, Mo) ayant la forme d'un tube cylindrique, orienté suivant
l'axe longitudinal de la décharge, par l'intérieur duquel un gaz est
injecté dans une enceinte évacuée.

L’intérét de ce type de décharge a été soulevé par un article de
LIDSKY et al. [2] en 1962, o1 les auteurs faisaient le point sur les résul-
tats déja acquis, notamment en ce qui concerne le choix des maté-
riaux et la géométrie, caractéristiques de la décharge, influence de
certains paramétres. Ils ont finalement montré qu’on pouvait obtenir
par ce moyen un plasma dense, propre et fortement ionisé.

Ceci rend les arcs & cathode creuse particulitrement intéressants
du point de vue des applications; soit dans les domaines tels que:
lasers 4 Argon ionisé, sources d’ions, propulsion ionique, convertis-
seurs MHD, etc, ot il est souhaitable de disposer de sources de courant
intense, soit pour la création de plasmas utilisables dans la recherche
fondamentale.

Au Laboratoire de Physique des Plasmas de la Faculté des Scien-
ces d’Orsay ces décharges sont étudiées depuis 1964.

Dans une premiére phase nous y avons effectué une étude systéma-
tique de la décharge, comprenant des mesures fondamentales, 1'étude
de l'influence des divers paramétres sur le comportement et les carac-
téristiques de la décharge, des études de bruit, etc... Il en a résulté
un ensemble de publications [3] 4 [8].

Une fois acquise notre connaissance de la décharge, nous avons
développé un effort en deux directions paralléles: d’une part, une pros-
pection des applications possibles, dans les domaines du laser & Argon
ionisé [9] [10], création de plasmas calmes [11], fonctionnement a
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haute pression pour 'application a la M. H. D. [12], amélioration des
électrodes existantes [13] [14] etc; d’autre part, une étude théorique
des processus qui déterminent le fonctionnement, en essayant d’abou-
tir 4 une compréhension accrue des phénemenes observés expérimen-
talement et éventuellement, 2 I'amélioration des performances de la
décharge.

Ainsi dans la partie I de ce travail nous résumerons les caracté-
ristiques principales de la décharge, la description des régimes de fonc-
tionnement possibles et les résultats des mesures qui ont été faites
dans notre Laboratoire. Pour ce qui est des détails expérimentaux
et des questions de méthodes de mesure et de calcul, nous renvoyons
aux références [7] et [8].

Dans la partie II nous proposons un modele de la région catho-
dique de la décharge qui permette 1'étude théorique des processus
inélastiques dans cette région.

Le caleul de ces processus inélastiques et celui de ’équation du
courant ionique, nous permettent d’étudier les processus de transfert
de chaleur dans la paroi cathodique et d’évaluer la répartition de
la température de celle-ci.

Le calcul numérique (pour une situation expérimentale donnée)
des quantités déduites théoriquement, permet de faire la critique de
la méthode utilisée. Par ailleurs, les résultats obtenus fournissent des
renseignements qui améliorent notre connaissance du fonctionnement
des cathodes creuses.

9 — CARACTERISTIQUES GENERALES DES ARCS
A CATHODE CREUSE

Du point de vue du dispositif expérimental, ce type de décharge
se distingue des arcs classiques par le fait que la cathode est constituée
d’un cylindre métallique creux, par l'intérieur duquel un gaz peut étre
introduit dans Uenceinte de la décharge. Ce dispositif est présenté dans
la Figure 1.

Dans notre cas la cathode est en Tantale, de longueur L., rayon
intérieur R et épaisseur de paroi ¢; la partie active de I'anode est dans
la plupart des cas constituée d'un disque de cuivre normal a T'axt
longitudinal de la décharge. Les supports des deux électrodes soen
refroidis a 1'eau.

8 Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa
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La longueur de l'espace interélectrodes est désignée par L.
I, ensemble est enfermé dans une enceinte ot il régne une pression Py
variable suivant les applications. Le gaz y est introduit, soit par I'in-
térieur de la cathode, soit 4 travers une anode (creuse, elle aussi), soit
par une entrée indépendante loin des électrodes. Quoi qu'il en soit,
la pression Pj est déterminée par le débit volumique de gaz introduit
(Q) et par le vitesse du groupe de pompage.

11 reste 4 signaler que la décharge peut aussi bien fonctionner dans
une enceinte scellée, sans flux de gaz.

Le plasma situé entre les électrodes peut constituer: soit une
colonne confinée par un champ magnétique longitudinal (B), soit une
véritable colonne positive cylindrique (confinement par une paroi),
soit un plasma qui remplit toute ’enceinte. La solution choisie dépend
de I'application envisagée et détermine la valeur du champ électrique
longitudinal. Remarquons cependant que la présence d'un champ
magnétique de confinement, étant utile pour empécher 1’échauffement
des parois de 'enceinte, n’est nullement nécessaire au fonctionnement
de la cathode.

3 — REGIMES DE FONCTIONNEMENT DE ILLA CATHODE

a) Régime avec colonne positive intérieure (régime normal)

Dans le régime le plus intéressant des arcs a cathode creuse on
assure un gradient de pression du gaz neutre a l'intérieur du canal
cathodique par une introduction de gaz dans ce canal et par un pom-
page rapide de I'enceinte de la décharge.

Dans ces conditions et pour un courant supérieur a un certain
seuil, on constate que la température de la paroi cathodique ne varie
pas d’une fagon monotone en fonction de I'abscisse x de la cathode
(cf. Figure 2): cette température présente un maximum pour une cer-
taine abscisse /. Cette abscisse varie notamment avec le débit de gaz
injecté par la cathode et avec son rayon intérieur R.

Pour des raisons qui deviendront plus apparentes par la suite,
nous admettons qu'ume partie de la colonne de plasma pénétre a l'in-
térieur du canal, constituant la colonne positive intérieure (C. P. L.)
qui caractérise ce régime.

Faute d'un autre point de repére, nous associons la longueur de
la C. P. 1. a la distance /: nous admettons ainsi que le plasma pénétre

10 Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa
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dans le canal et atteint une profondeur correspondant (& peu prés)
a la localisation du maximum de température cathodique.

Dans ce régime la décharge est trés stable; pour un courant cons-
tant, la tension de la décharge croit lorsque la longueur de la C. P. 1.
augmente; on peut obtenir cet effet soit en diminuant le débit gazeux
(pour un diameétre donné de la cathode), soit en augmentant le diameétre
en gardant le méme débit.

i | EERECR
N

e B
Tmax

L s

X l 0

Fig. 2 — Répartition longitudinale de la température cathodique
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b) — Régime instable a faible courant

Ce régime apparait lorsque le courant de la décharge n’atteint
pas la valeur de seuil dont nous avons parlé au paragraphe précédent.

Dans ces conditions nous constatons que le fonctionnement est
instable. La cathode n’atteint pas, globalement, la température élevée
qui caractérise le régime normal; en plus, la répartition longitudinale
de cette température n’est pas statique. On constate I'apparition d'une
zone plus chaude qui se déplace rapidement dans I'un et I'autre sens,
le long de la cathode, avec une période de I'ordre de 10 5. La tension
de la décharge varie au méme rythme.

Si 'on augmente le courant de fagon a dépasser la valeur de seuil,
la zone la plus chaude se fixe & une abscisse donnée et la température
de la cathode augmente globalement d'un demi millier de degrés. Le
fonctionnement devient stable (régime normal avec colonne positive
intérieure); la tension est en général plus faible que dans le régime
instable.

Qualitativement, on constate que le courant de seuil croit avec le
diamétre du canal, ce qui suggeére I'existence d’un seuil pour la den-
sité du courant.

¢) Régime sans colonne positive intérieure (faible débit)

Si dans un fonctionnement en régime normal on réduit le débit
de gaz, le maximum de température se déplace progressivement vers
le support de la cathode. Mais, si 'on continue a diminuer le flux
gazeux, en dessous d’une certaine valeur apparait un nouveau régime.
Son avénement se caractérise par un bouleversement global de la répar-
tition longitudinale de la température cathodique, processus qui prend
une fraction de minute; au bout de ce temps, une nouvelle répartition
de température s’est établie, présentant une décroissance monotone
a partir du bout de la cathode (cf. Figure 3).

Ce nouveau régime est stable (nous ne parlons pas de la période
transitoire qui le précéde); la tension de la décharge est cependant
supérieure, en général, a celle du régime normal a fort débit (*) (cf. Fi-
gure 4).

(*) Tn fait on congoit que le changement de régime s’effectue lorsque la
tension aux bornes de la décharge dans le régime normal aurait tendance a
dépasser la tension du régime sans C.P.I., & cette pression de l'enceinte. (point
A dans la Fig. 4).

12 Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa
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Les caractéristiques de la décharge ne sont pas changées si ’on
coupe alors complétement le débit de gaz par la cathode: notamment
la tension de la décharge reste inchangée. En revanche, cette tension
dépend maintenant d’une maniére assez marquée, de la pression P
dans I'enceinte, ce qui n’était pas le cas dans le régime normal (cf.
Figure 5).

On peut passer autrement du régime normal au régime sans C. P. 1. :
cette transition se vérifie en montant progressivement la pression
dans l'enceinte, tout en gardant constant le débit gazeux par
la cathode.
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Lorsque P, atteint quelques dixiémes de Torr, le maximum de
température cathodique commence a approcher le bout de la cathode.
Pour P, =1 Torr, la répartition de la température cathodique prend
la forme caractéristique du régime sans C. P. I. (cf. Figure 6).

I’analyse des caractéristiques des trois régimes nous amene aux
conclusions qualitatives suivantes:

— Ie régime normal avec un maximum de température catho-
dique est associé a l'existence d'une pression de 'ordre du Torr dans
un point a U'intérieur du canal cathodique.

.
("queoo

P_=5x1073 torr

E 3torr 12600

> 0,8torr

2400
2200
2000
1800
Q.=cte 11600
11400

41200

< T T T T T T T 1000
xicm) 7 6 5 4 5 2 1 0

Fig. 6 — Transition du régime normal au régime sans C. P.I. par augmentation
de la pression dans l'enceinte
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— Quand il n'y a plus de point a l'intérieur de la cathode que
satisfasse a cette condition (ce que 'on peut imposer, soit en coupant le
débit cathodique, soit en montant la pression dans I'enceinte), nous
aurons une répartition monotone de température.

— L/'établissement du régime normal impose une densité du cou-
rant qui dépasse une certaine valeur minimale.

Nous verrons dans quelle mesure notre étude théorique pourra
apporter l'explication de ces faits.

4 —VALEURS CARACTERISTIGUES DES PARAMITRES
DE LA DECHARGE

— Cathode — Cylindre en tantale L. = 80 mm
R=12a 43mm
e =0,2mm

— Anode — Disque en cuivre $, = 30mm
ou: cylindre en tantale R,=34abmm

— Débit de gaz cathodique (Argon) @ = 102%a3cm’s? TPN

— Distance interélectrodes Ly = variable

— Courant de la décharge I =104a100 4 (régime
continu)

— Tension de la décharge V' =25a100V (régime
continu)

— Champ magnétique longitudinal B = 0 a 10006
— Pression dans l'enceinte :

Régime normal Py =10" a4 10" Torr
Régime sans C.P.I. Pp = 10" a 760 Torr

— Champ électrique dans la colonne
de plasma extérieur X;=022a05V/ecm

(*) {f—Champ €lectrique dans1la C.P.I. X, =34 10 V/em
{— Chute cathodique radiale Ve=12V

— Chute anodique =~ 10 4 50 V

— Température de la paroi catho-
dique au niveau du maximum 7, . = 2000 i 30000 K

— Densité électronique dans la

=
A
|

colonne extérieure n, = 10" 4 10" cm™
— Température électronique T,=23a5b5eV
— Température ionique T.= 0,2V

(*) Voir 1I-2 pour la définition de ces grandeurs.
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PARTIE I

THEORIE






1 — INTRODUCTION

Avant constaté expérimentalement U'existence d'un régime carac-
térisé par une répartition longitudinale de la température cathodique
qui passe par um maximum; sachant que la localisation de ce maximum
dépend du diamétre du canal cathodique, du débit gazeux et du cou-
rant de la décharge, notre but est a présent de faire le nécessaire pour
remonter 4 la distribution longitudinale de la température par la voie
théorique, c’est 4 dire, en résolvant une équation de transfert de la
chaleur dans la région cathodique.

Cette équation comprendra des termes de source de chaleur (prin-
cipalement, le bombardement de la paroi par les ions et par les métas-
tables), et des termes de refroidissement, notamment par conduction
thermique vers le support de la cathode et par rayonnement de la paroi
cathodique.

Ces deux derniers termes seront calculés A partir des mesures de
température de la cathode; pour les termes de source, le calcul sera
fait par la voie théorique.

Ainsi, aprés avoir établi et justifié um modele de la région catho-
dique qui en facilite I’étude, nous allons déterminer:

— la densité et la température du gaz neutre dans le canal catho-
dique;

— le nombre d’ions créés a chaque point de la cathode, et I'équa-
tion du courant ionique dans cette région;

—1a densité des métastables créés a l'intérieur de la cathode et
le flux de ces métastables sur la paroi.

Nous serons alors en mesure d’évaluer la forme de la répartition
longitudinale de la température cathodique et de la comparer aux
donnés expérimentales.
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2 — CHOIX D'UN MODELE POUR LA REGION CATHODIQUE

2.1 — Existence d'un plasma dans le canal cathodique

Notre supposition que, dans le régime normal de la cathode, le
plasma pénetre a l'intérieur du canal cathodique, est basée sur les
considérations suivantes:

a) Lorsqu'on diminue le débit gazeux introduit par le canal catho-
dique, en maintenant constants la pression dans I’enceinte et le courant
de la décharge, la tension totale ¥ augmente.

Si l'on trace en fonction de I'abscisse / du maximum de tempé-
rature (/ augmente si Q) diminue), la variation correspondente de V,
on obtient une droite dont la pente vaut, selon les diamétres, entre
3 et 10 V/cem (cf. Figure 7).

Le courant et la pression dans l’enceinte étant constants, on doit
attribuer cette augmentation de tension a la région cathodique. Il est
donc raisonnable de supposer qu'une longueur croissante de plasma
pénétre dans le canal cathodique au fur et 4 mesure que I'on diminue
le débit. Si en plus on considére que cette augmentation de longueur
accompagne le déplacement du maximum de température, on en déduit
que cette partie du plasma présente un champ électrique X, égal 4 la
pente de la droite de la Figure 7. On serait donc en présence d’une sorte
de colonne positive a I'intérieur du canal ce qui justifie sa désignation
de colonne positive intérieure.

I1 est d’ailleurs évident que l'existence d'un maximum de tempé-
rature implique la présence d’un plasma a cet endroit, capable d’entre-
tenir des processus de bombardement de la paroi.

b) Notre hypothése d’existence d'une C.P.I. est consistante avec
la diminution de X, que l'on constate quand on utilise des cathodes
ayant un diameétre intérieur de plus en plus grand (cf. Tableau I).

TABLEAU T

Variation du champ électrique dans la C.P.1. en fonction
du rayon de la cathode [8]

|
R '
1,05 1,3 1,45 | 1,8 2, | 2,8
(mm) | | | ‘
xY |
! 10 8 7.8 4,3 3,7 3.5
(V/em) | ‘
. |
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“V

(V)

1 80

L 1 1 1 1 | 1

“l cm) 6 4 2 0

Fig. 7 — Variation de la tension de la décharge V en fonction de I'abscisse du
maximum de température cathodique ! (R = 1,45 mm)

En effet, I'éloignement des parois intérieures diminue les pertes
de particules chargées par diffusion ambipolaire, et le régime station-
naire de création et perte de ces particules est compatible avec un
champ électrique plus faible.

¢) Le dernier argument en faveur de I'hypotheése d'une colonne
positive intérieure est donné par la comparaison avec ce qui se passe
‘ dans le domaine des arcs classiques.
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En effet, nous pouvons écrire que la tension totale V de la décharge
se répartit dans les termes suivants (mesurés dans 'axe longitudinal) :

V=V+ X, i+ X, L+ 7V, (1)

avec L, : longueur de la colonne de plasma extéricur;
Xp: champ électrique dans cette colonne;
V 4 : chute anodique (cf. Figure 8).

En connaissant par la voie expérimentale les valeurs de X,, X,
et V, [8] nous vérifions que I'équation (1) est satisfaite pour une valeur
donnée de la quantité V. Pour un courant de 15 4 et pour deux va-
leurs du diamétre du canal, il s’avére que V. se situe aux alentours de
12 V(*). Or cette valeur est proche de la chute cathodique dans une
décharge d’arc classique dans des conditions comparables (cathode
en Ta, Argon, mémes pression et courant). Dans ces décharges la chute
cathodique se situe dans la transition gaz-métal de la cathode et au
voisinage de celle-ci.

Dans notre cas, suivant nos hypothéses et parallélement au cas
des arcs classiques, V, représente une chute de potentiel radiale, au
niveau de I'abscisse /, entre le plasma de la C.P.I. et la paroi catho-
dique, supposée équipotentielle (**).

2.2 — Description et justification d'un modéle de la région cathodique

Nous allons décomposer le canal cathodique en deux régions que
nous étudierons séparément, en raison de leurs propriétés trés diffé-
rentes:

— gaine positive (au voisinage de la paroi cathodique);
— plasma, remplissant la majeure partie du canal et constituant
la GP.L

(*) On peut d’ailleurs mesurer V¢ par d’autres méthodes, notamment dans
des conditions ot / =0, ce qui simplifie les mesures & effectuer; on obtient
encore Ve =12 ¥V [8].

(**) En effet, la chute ohmique le long de la paroi métallique est négli-
geable: pour la plus faible épaisseur de paroi utilisée (0,2 mm) et pour un rayon
intérieur de 1 mm, sa résistance linéaire est de: 1,4 x 10-3 Q/em. Nous consi-
dérons toujours par la suite que cette paroi coincide avec I'équipotentielle 0 volt.
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Fig. 8 — Répartition du potentiel suivant 1'axe longitudinal de la décharge

Nous allons établir successivement lexistence des propriétés
suivantes dans ces deux régions:

1) La gaine positive a une faible épaisseur par rapport au rayon R
du canal; le champ électrique y est purement radial et le potentiel de
cette gaine peut atteindre des valeurs trés élevées (V,~50 V).

2) Les particules présentes dans le plasma de la C. P.1. (atomes non
excités, atomes métastables, électrons et ions) ont une densité appro-
ximativement constante dans chaque section transversale.

3) Le champ électrique longitudinal X, est uniforme sur toute la
longueur de la C.P.L; pour ce qui est du champ électrique radial X,
dans le plasma, son intensité est en général inférieure a X,.
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4) Pour ce qui est des mouvements d’ensemble des particules
chargées dans le canal (électrons d’émission cathodique; électrons et
ions du plasma de la C.P.1.), seuls les ions peuvent atteindre la paroi
cathodique, en raison du fort champ électrique radial de la gaine.

Pour ce qui est des mouvements dans la direction longitudinale,
les ions et les électrons (thermalisés) du plasma sont entrainés par le
champ électrique axial (mouvement contrélé par mobilité); en revan-
che le mouvement des électrons rapides est en général déterminé par
la diffusion.

Nous prouverons que cet ensemble de propriétés est vérifié dans
le canal cathodique; il en résultera un modéle de cette région que nous
adopterons dans la suite de notre travail.

2.2.1 — Etude de la gaine positive

Signalons d’abord que I'existence d’un champ électrique longi-
tudinal assez fort (X; de 3410 V/cm) dans la C.P.1., et le fait que la
paroi de la cathode est métallique (donc équipotentielle) et maintenue
a un potentiel imposé (V, = O Volt), crée une différence de potentiel
entre I'axe de la C.P.I. et cette paroi. Cette chute de potentiel peut
étre importante: pour X; = 8 V/cm et une longueur de colonne (*) de
quelques centimeétres, cette chute atteint facilement 50 V. Nous verrons
plus tard que le champ électrique radial dans le plasma de la C.P.I. ne
dépasse pas 3 ou 4 V/cm; dans ces conditions il est clair que presque
toute la chute de potentiel se vérifie au niveau de la gaine.

Nous allons donc calculer I'épaisseur de cette gaine; ce calcul, qui
est détaillé dans I’Appendice I-1 est semblable a celui qui a été mené
par Mackeown [15] pour le cas d’'une paroi émissive en contact avec
un plasma. Cet auteur partait des hypothéses suivantes :

— Géométrie unidimensionnelle (paroi émissive plane, infinie).
— Les ions du plasma arrivent a la lisiére de la gaine avec une
densité du courant j; et y possédent une énergie négligeable.

— Les électrons sont émis par la paroi cathodique sans énergie
initiale, avec une densité du ocurant j;.

— On néglige les collisions a I'intérieur de la gaine.

{*) Voir paragraphe 2.2.3 pour la définition de la longueur de la C.P.1.
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Dans ces conditions, par lintégration de I'équation de Poisson,

av ;
on arrive a 'expression du champ électrique _d_ a la distance x de
X

la paroi, en fonction du potentiel V' a ce point et du potentiel V, a
la lisiére de la gaine:

av\? & f NP I: M )”2 1) 12 1j2 :I
Y (=) w—E— vy 2
(dx) sa(Er;) f.(m (Vy—¥) 16 (Vg )| (2

Cette expression n’est pas d’intégration commode et ne permet
pas, a priori, de calculer I'épaisseur ¢ de la gaine. Cependant nous
avons pu, a la suite d’un calcul approximatif et en posant les deux
hypothése supplémentaires ci-dessous, aboutir a une expression de
I'épaisseur ¢ de la gaine dans nos conditions de fonctionnement (cf.
Appendice I-1). Les deux hypothéses sont :

— la densité du courant ionique j; est déterminée par 'agitation
thermique des ions du plasma (densité n,, température T7) ;

—la densité du courant électronique d’émission de la paroi est
donnée par I'équation de Richardson relative a I'effet d’émission ther-
moionique.

Dans ces conditions, pour 7T, = 2800° K, n, = 10"cm? (¥)
et V,=50 V, l'épaisseur ¢ de la gaine est approximativement

(cf. App. I-1):

: (3)

v
(&)
dx paroi

v\ 4w\ M\
(LT o
8% /pari %0 \ 2¢ m d

et 'on obtient, dans les conditions indiquées ci-dessus:

avec:

e<< 5.10~% em

(*) Cet ordre de grandeur de la densité ionique est couramment admis, sur
la base de résultats expérimentaux confirmés [16] [17] [18].

Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa 27



TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

1. épaisseur de la gaine est donc trés infévieure an rayon du canal
(R > 1 mm) et la premiére partie de notre hypothése est vérifiée.

D’autre part, la faible valeur de e entraine l'existence d'un fort
champ électrique radial (de l'ordre de 10' V/em); l'existence d’un
champ longitudinal de quelques V/em est donc complétement négli-
geable: les équipotentielles sont paralléles a la paroi (champ purement
radial).

2.2.2 — Profil radial de la densité des particules dans la C.P.1.

Nous voulons prouver que les densités des atomes neutres non
excités, des atomes métastables, des électrons et des ions sont appro-
ximativement constantes dans chaque section transversale de la C. P. 1.

La justification de cette hypothése est différente selon qu'il s’agit
des particulees neutres ou des particules chargées.

a) Atlomes neutres

Lorsqu'on considére un fluide circulant dans un conduit cylin-
drique en régime d’écoulement visqueux, laminaire et isotherme (pas
de sources de chaleur au sein du fluide; tube suffisamment long pour
qu'il y ait équilibre entre la température du fluide et celle — uniforme
— de la paroi) le calcul de 'équation de Navier-Stokes et de 1'équation
de la continuité permet d’aboutir aux conclusions classiques sui-
vantes [19]:

— Ta vitesse macroscopique du fluide est purement longitudi-
nale; son profil radial est parabolique, avec v, = 0 a la paroi (» = R).
— I gradient de la pression du gaz est purement longitudinal

(‘Lf’ . . O)
or Jp '

Le profil de la densité des particules neutres est donc constant
dans chaque section transversale, si 'on admet que la température du
gaz est indépendante de la coordonnée radiale.

Dans notre cas la température peut cependant varier radiale-
ment, comme nous le verrons dans le chapitre I7-5. Retenons simple-
ment que, dans la mesure oi1 cette variation est faible, notre hypo-
these n, (r) = cte est acceptable.
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b) Ions et électrons du plasma

Nous allons mener parallélement le calcul des profils radiaux des
densités de ces particules.

Signalons d’abord que la C.P.I. différe des colonnes positives
habituelles en ce qui concerne l'origine des particules chargées. En
général, la création de paires électron-ion est due aux collisions effec-
tuées sur les neutres, par les électrons du plasma; le terme d’ionisation
est alors proportionnel a n, .

Dans le cas de la C.P.I. la situation est différente. Nous avons
A considérer deux familles d’électrons: ceux qui constituent le plasma,
ayant une densité n, de T'ordre de 10" cm™ et une tempéreture
T,=2 a 5 eV; et les électrons émis par la paroi cathodique qui devien-
nent trés énergétiques en franchissant la gaine (V, pouvant atteindre
50 V).

Ce sont ces électrons qui constituent la source dominante de phé-
nomenes d’ionisation. Le nombre d’ions créés est ainsi indépendant
de la densité électronique du plasma n,; en fait nous prouverons que
le taux d’ionisation moyen .7~ dans une tranche de colonne comprise
entre lhes abscisses ¥ et x 4 A x (nombre d'ions créés par unité de
volume et par unité de temps) est proportionnel a la densité du cou-
rant d’émission cathodique 5 (x); on écrit:

T ) = 2-’;—f;ﬁl (5)

R étant le rayon du canal et 3 un coefficiente de proportionnalité qui
dépend de l'énergie initiale des électrons d’émission.

Dans cette expression, .7 représente un taux d’ionisation moyen,
dans le sens que nous avons ignoré la répartition i(r) des processus
d’ionisation en fonction de la coordonée radiale.

Autrement dit, la relation entre .7 et le taux d’ionisation docaly
i(r) s'éerit:

*R.T = [ 2nrily) dr (6)
]

Cherchons maintenant a évaleur la forme de i(r).

Si 'on ne consideére que les phénoménes d'ionisation provenant
dune collision inélastique unique entre les électrons d’émission et les
atomes neutres (le processus d’ionisation dominant), on peut essayer
de déterminer la forme de i(r) de la maniére suivante:
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Soit o, la section efficace de collision élastique électron-neutre
et o,,. la section efficace d’ionisation par choc unique électron-neutre.
Le nombre N de collisions élastiques pour chaque collision ionisante
est donc:

a

N=_*% (7)

Oin.

Pendant ces N collisions, les électrons s'éloignent de la paroi
d’ott ils proviennent, d’une distance moyenne d qui vaut approxima-
tivement (*) :

d=JN ., 8)

2, étant le libre percours moyen des électrons vis & vis des collisions
élastiques avec les neutres.

Pour des wvaleurs courantes des paramétres (V = 30 V)
n, = 10" cm™; o, (30 V) =7,56x 10" cm?; o, (30V) = 2,4 x 107 cm?,
on obtient:

d=1mm

Cette distance est en général inférieure & R (variant entre 1 et
5 mm); on peut donc conclure que I'ionisation des neutres n’est pas
uniforme dans chaque section transversale, étant plus forte au voisi-
nage de la paroi cathodique et décroissant vers le centre.

C'est ce que nous montrons qualitativement dans la Figure 9(a).

Si i(r) est connu, on peut calculer le profil radial de la densité
ionique, par I'intégration de '’équation de conservation des ions en
régime permanent:

>

V.m v =4 9)

L

Supposons maintenant qu’il n’y a pas de mouvement d’ions dans
le sens longitudinal (n; v; = 0). Cette hypothése, qui est évidemment
fausse, a cependant le mérite de conduire & un profil radial de la densité
ionique plus accentué que le profil réel ('écoulement des ions créés

(*) L’expression (8) n’est exacte que dans le cas d’une géométrie plane;
dans notre cas (géométrie cylindrique) la valeur de distance donnée par (8) ne
doit étre prise que comme un ordre de grandeur de d.
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Fig. 9 — Forme du profil radial des processus d'ionisation :
a) Cas réel; b) i(r) = Cte.; ¢) i(r) = Cte. (non nul) & la périphérie de la cathode
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devant étre assuré par le seul gradient radial de densité). Dans ces
conditions (9) devient:

D,v;m=—ilr) (10)
si le régime de diffusion est ambipolaire parfait [20].

Iintégration de cette équation dépend évidemment, de la forme
exacte de i(r). Nous l'avons fait, dans deux cas, correspondant a cha-
cune des hypotheses suivantes:

— Tonisation uniforme dans toute la section transversale: i(r) =
= cte (cf. Figure 9-b).

— Tonisation uniforme dans une couche sitée a la périphérie du
canal, et nulle ailleurs (cf. Figure 9-c).

Ces calculs qui sont détaillés dans I’Appendice I-2, montrent que
les profils de densité ionique correspondants sont définis par les expres-
sions :

n;(r) = n;(0) — —4% y: (¢(r) = cte) (11)
et
7 R? 2
n;(r) =n;(0) — iD RE_RE [(?2 —R*)—R*log (%) ] r> R,
n; (r) = n,(0) PR,y (12)

dans le cas de l'ionisation en couronne; R, est le rayon intérieur de
cette couche périphérique.

I’analyse des expressions (11) et (12) montre que le profil le plus
accentué correspond au cas i(r)= cfe. Méme dans ce dernier cas le
profil est assez aplati: pour des conditions courantes de fonctionne-
ment (#,, = 10Mem™? ; #, = 10%cm™?*; T; = T, = 2.5000K ;
T,=3eV; n=203et R=0,3cm) la densité ionique au niveau de
la paroi atteindrait dans cette hypothése 84 9 de la densité maximale
au centre du canal (cf. Appendice I-2).

D’autre part le régime de diffusion étant ambipolaire parfait, le
profil de densité des électrons du plasma est identique a celui des ions,
étant assez aplati.
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¢) Atomes métastables

Le cas des métastables est légérement différent du cas précédent,
dans la mesure oii le terme de destruction des métastables (par choc
in€lastique), dépend effectivement de leur densité. Cependant, il a été
prouvé que dans nos conditions de fonctionnement, on obtient encore
un profil de densité presque constant dans la majeure partie de la
section transversale du canal [21].

En conclusion, nous pouvons dire que les profils radiaux des den-
sités de toutes les espéces de particules, satisfont assez bien a notre
hypothése des profils constants dans chaque section transversale du
canal cathodique.

2.2.3 — Champ électrique dans la C. P. I.
a) Expression du potentiel suivant I'axe longitudinal

Notre hypotheése sur I'uniformité du champ électrique longitu-
dinal repose sur la croissance linéaire de la tension de la décharge, en
fonction de I'abscisse / du maximum de température cathodique (cf.
Figure 7); en principe, / doit étre liée & la dimension effective de
14 CRLT,

Nous allons cependant définir celle-ci d’une maniére plus précise,
en disant que, pour des potentiels de la gaine inférieures a 11,6 V (po-
tentiel d’excitation des niveaux métastables de I’Argon) les électrons
émis par la paroi ont une faible probabilité d’assurer 1ionisation du
gaz neutre.

Nous prendrons ainsi le début de la C.P.1. 2 une abscisse x,, cor-
respondant a la localisation de la partie centrale de I'équipotentielle
V,= 11,6 V; le potentiel au centre du canal sera donné par
I'équation :

Vi) =V, + (x, — %) X, pour r=10 (13)

b) Champ électrique radial dans la C. P. 1.

Dans le cas d'un régime de diffusion ambipolaire parfaite, le
champ électrique radial X, dans une colonne de plasma est 1ié a la
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forme du profil radial de la densité électronique n, par l'expres-
sion [20]:
D e ‘Di N

X =
|| —w; 2,

r

(14)

avec D, ; = coefficients de diffusion électronique et ionique.
¢, ; = mobilités électronique et ionique.

En négligeant D, devant D, et y; devant p, et en faisant inter-
venir la relation d’Einstein on obtient:

BT
¥ o SeTle (15)

S B

En faisant intervenir la forme du profil de densité des €lectrons
du plasma dans le cas le plus défavorable, nous vérifions (cf. Appen-
dice I-8) que le champ radial est maximum au voisinage de la paroi;
une limite supérieure de la valeur de ce champ est donnée par:

ET, TR
er lmax o '2_D (16)
q ﬂrﬂﬂo

Pour des conditions courantes de fonctionnement (n,, v 10" em™;
T,=3¢V; R=03cm; 9 =25 x 10°cm*s™"; D, = 4,26 X
x 10*cm?® s) nous obtenons:

| X, | oy ~ 45 V/[cm

Remarquons encore que, dans le cas ot la majeure partie des pro-
cessus d’ionisation se vérifie prés de la paroi, le potentiel reste cons-
tant dans la partie centrale de chaque section transversale du canal.

Pour illustrer ces résultats nous avons calculé la forme de la
variation radiale du potentiel dans les cas: i(r) = cte (cf. Figure 10-a);
i (#) limité & une couche périphérique du canal. Nous avons pris V(0) =
= 50 V et une épaisseur de la couche d’ionisation R — R, = 0,1 cm
(cf. Figure 10-b); les autres parametres ont les mémes valeurs que
ci-dessus.

Nous vérifions ainsi que le potentiel ne varie que faiblement
dans chaque section transversale: les equipotenticlles sont pratiquement
normales & la paroi dans la partie centrale du canal cathodique.
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Fig. 10 — Variation radiale du potentiel au sein du plasma de la C.P.I.:

a) i, = Cte.; b) i, =Cte. pour R>7» > Ry et i,= 0 ailleurs

2.2.4 — Mouvements macroscopiques des particules chargées

Nous pouvons considérer dans le canal cathodique 'existence de
trois catégories de particules chargées, dont nous allons examiner
l'origine et les déplacements macroscopiques :

— Electrons du plasma de la C. P. 1. (T, ~ 2 abeV).
— lons du plasma de la C.P.1. (T, ~ 0,2 eV).
— Electrons rapides provenant de I'émission cathodique.

Ces électrons d’émission acquiérent leur énergie initiale en tra-
versant la gaine (Vg ~ 124 50 V suivant I'abscisse du point d’émission
considéré); puis, ils perdent des fractions importantes de cette énergie
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au cours des collisions inélastiques sur les particules lourdes (ionisa-
tion directe des atomes neutres — 16 ¢V de perte; excitation des nive-
aux métastables — 12 ¢V ; ionisation & partir de I'état métastable —
4 ¢V). Au cours des collisions inélastiques successives, les électrons
rapides deviennent de plus en plus lents jusqu'a atteindre des énergies
de l'ordre de T,.

On congoit ainsi que les électrons constituant le plasma provien-
nent du refroidissement (par choc inélastique) des électrons d’émission
et aussi des processus d’ionisation qui ont lieu dans le canal catho-
dique.

En régime permanent, tout se passe comme si la fonction de dis-
tribution des électrons présents dans la colonne était la superposition
d’une Maxwellienne de température électronique T, et d'une certaine
fonction qui tient compte de la présence d'un exces de population
d’électrons rapides dans la colonne.

Les ions du plasma de la C.P.I. proviennent des phénomeénes
d’ionisation dans le canal cathodique, mais aussi de ceux qui ont lieu
A U'extérieur (notamment au niveau de la chute anodique).

Cherchons maintenant a déterminer la nature des mouvements
macroscopiques de ces particules.

a) Mouvement radial

Nous avons déja remarqué que le régime de diffusion des élec-
trons et ions du plasma était ambipolaire parfait. Cependant, les
densités de ces particules présentent un faible gradient radial et nous
les avons considérées comme constantes dans la section transversale
du canal (4 I'exception de la région de la gaine).

Dans ces conditions, le flux d’ions qui atteint la lisiere de la gaine

"y

est simplement , w; étant leur vitesse d’agitation thermique. Ces

jons sont alors accélérés dans la gaine et vont bombarder la paroi
cathodique.

Pour ce qui est des électrons (qu’ils soient lents ou rapides) la
situation est toute autre, puisque le potentiel de la gaine les empéche
de franchir la lisidre de celle-ci: ils sont repoussés par le champ radial
et réintégrent la partie centrale du canal.

Ainsi leurs mouvements d’ensemble dans la direction longitudinale
sont les seuls qu'’il faut considérer.
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b) Mouvement longitudinal

Les particules présentes sont des électrons et ions du plasma
(T,, T;) et des électrons rapides. Pour ce qui de ces derniers, nous
allons les considérer comme appartenant a des groupes discrets d’éner-
gie, caractérisés par les températures 7, , . . Pour chacune de ces
espéces de particules nous allons déterminer lequel des deux processus
— mobilité ou diffusion — est responsable de leurs mouvements
macroscopiques dans la direction axiale.

Les termes de flux longitudinal des particules dont l'espéce est
caractérisée par I'énergie 7', dans les cas de la diffusion longitudinale
et de la mobilité, s’éerivent respectivement :

Dk Ve, (1-’) et b ‘/Yx ny (x)

v, et X, étant le gradient et le champ électrique dans la direction
axiale.

Le rapport ¢, de ces deux termes vaut donc:

_I_)i 1 Ve nk (x)

& (%) = 17
S il
_ KT, 1 vy
g q Xz g
Vi
On peut mettre le rapport —*—* sous la forme :
ny,
Vi By 1
2 - (18)
ny, e (¥)

¢, €tant une longueur caractéristique correspondant 4 une variation
appréciable de la densité des particules % et qui est fonction de I'abs-
cisse considérée. On vérifie ainsi que la valeur de ¢, dépend de cette
longueur ¢, sur laquelle nous allons comparer les effects de la diffusion
et de la mobilité:

KT 1
g (x) = P X, ¢, (%) (19)
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I1 nous faut donc un critére pour l'évaluation de ¢,. Or, nous
verrons dans le chapitre I1-6 que pour faciliter I'analyse des processus
inélastiques 4 l'intérieur du canal cathodique, nous serons amenés
4 effectuer un découpage de celui-ci en «tranchesy dont I'épaisseur Ax
est définie par la relation:

— Vi ik Vm

x
Vet V, étant respectivement les potentiels d’ionisation et d’exci-
tation des niveaux métastables de 'Argon (V, —V,, ~ 4 V).

Cette longueur Ax correspond qualitativement a la longueur de
canal sur laquelle nous pouvons considérer que les processus inélas-
tiques au sein du plasma ne varient pas sensiblement. Le canal catho-
dique serait ainsi considéré comme une juxtaposition de tranches de
plasma dont les caractéristiques varient seulement a la surface de
séparation de deux tranches.

Nous verrons aussi que les variations de densité les plus brutales
entre deux tranches adjacentes correspondent au cas des électrons
d’émission qui viennent juste de franchir la gaine positive; ces varia-
tions décroissent pour les électrons qui ont déja perdu une partie de
leur énergie par choc inélastique, en devenant trés faibles pour les
électrons thermalisés (T, ~ 2a 5eV).

On peut donc considérer que ¢, > Ax, 'égalité s’appliquant au
cas des électrons les plus rapides; I'inégalité est forte pour les électrons
thermalisés et pour les ions.

D’aprés ce qui précéde nous pouvons écrire 'expression (19) sous
la forme suivante (cas des ions) :

; 2 21
g << 7 T (21)
soit, en tenant compte de (20):
T;
g; << '—'4:—' (T‘ en Vﬂgt) (22)

Pour les électrons thermalisés on aura de la méme fagon :

T
: 23
55 (23)
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et finalement, pour les électrons les plus rapides (d’énergie T)):

T
e e —;; (24)

On peut alors tirer les conclusions suivantes :

— Les dons du plasma (T; ~ 0,2 V) sont entrainés par le champ
électrique longitudinal (donc vers l'intérieur du canal cathodique); la
diffusion ne joue aucun réle (¢; << 1).

— Les électrons thermalisés du plasma (T, @ 2 4 5 V) sont aussi
entrainés par le champ électrique (donc vers la sortie du canal) (¢, << 1).

— Les électrons les plus rapides (T, pouvant atteindre quelques
dizaines de Volts) sont par contre entrainés par leur gradient de densité;
le champ électrique ne joue aucun réle dans leur déplacement (s, > 1).

Au fur et & mesure que ces électrons deviennent moins énergé-
tiques, la diffusion diminue et la mobilité devient de plus en plus
déterminante.

2.2.5 — Description du modéle adopté pour Uétude de la région
cathodique

D’aprés les conclusions des paragraphes précédents, nous postu-
lons pour notre modele les propriétés suivantes :

a) Les densités des électrons et ions du plasma de la C.P.1., et
celles des atomes neutres dans 'état fondamental ou métastable, sont
considérées comme constantes dans chaque section transversale (A I’ex-
clusion de la gaine positive).

Pour ce qui est des électrons rapides, leur profil radial réel ne nous
intéresse pas; que des collisions inélastiques se produisent au centre
du canal ou a sa périphérie, c’est le nombre de ces processus en fonc-
tion de I'abscisse du canal qu’il importe de déterminer pour la suite
de notre travail,

Nous prendrons donc les valeurs de toutes les grandeurs en cause
comme dépendant seulement de la coordennée axiale x.

b) Les équipotentielles a I'intérieur du canal cathodique seront
considérées comme paralléles 4 la paroi au voisinage immédiat de
celle-ci (région de la gaine, d’épaisseur ¢ négligeable devant R). Le
champ eléctrique y est donc purement radial.
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¢) Dans la partie centrale du canal (jusqu'au rayon R-¢) les équi-
potentielles seront considérées comme planes et normales a la paroi
cathodique.

D’aprés les deux hypotheses précédentes le potentiel a I'intérieur
du canal s’écrit :

Vi,79)=V(*)=V,+(x,—2)X; pour r<R—e (25)

La forme de ces équipotentielles est indiquée dans la Figure 11.

d) Relation entre les abscisses x, et |

A premiére vue, ces deux abscisses devraient coincider; en fait,
leur signification est différente (cf. Figure 12).

Ia longueur x, apparait liée a I'existence d’une chute de poten-
tiel radiale V, suffisante pour étre a I'origine de processus inélastiques.
En effet, pour des points situés plus prés du support de la cathode, la
chute radiale est insuffisante pour communiquer aux électrons émis
par la paroi cathodique I’énergie nécessaire a 'excitation d'un niveau
radiatif ou métastable. Le gaz doit donc y étre neutre en totalité. La
longueur ¥, est donc liée théoriquement a la dimension effective du
plasma cathodique. Cependant, il parait douteux qu’'on puisse mesurer
directement cette longueur.

En revanche, la longueur / a une origine expérimentale, représen-
tant 1'abscisse du maximum de température de la paroi. Encore une
fois, la chute de potentiel radiale ¥ a ce niveau, obtenue par la voie
expérimentale, se trouve étre voisine de V,. Cependant, rien ne permet
d’affirmer que x, et ! coincident; tout au plus on peut dire que les
deux longueurs sont voisines et varient dans le méme sens en fonction
des variations des paramétres de la décharge.

3 — LCOULEMENT DU GAZ NEUTRE A L’'INTERIEUR
DE LA CATHODE; REPARTITION LONGITUDINALE
DE LA DENSITE DES NEUTRES

Le gaz introduit dans le canal cathodique s’écoule en raison de
de la dépression créée par le pompage de l'enceinte.

Nous verrons plus loin que, pour les valeurs du rayon R et débit Q,
utilisées, nous sommes en présence d'un écoulement laminaire, inter-
médiaire entre le régime visqueux et le régime moléculaire.
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Fig. 11 — Modele de la forme des équipotentielles i I'intérieur du canal cathodique
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Dans ces conditions la pression P(x) du gaz neutre a 'abscisse x
du canal de rayon R, en fonction du débit cathodique Q, et de la
pression P dans I'enceint, s’obtient & partir de I"équation de Poiseuille
modifiée pour le régime intermédiaire (cf. Appendice II) et l'on peut

écrire :
_ kT,b xQ, P.R )2]”2 }
S=rn ” Rﬂ'+(zz-mb i £ R

avec : @ et b : deux fonctions de la température moyenne du gaz, T,,,
représentées dans la Figure 13 ;

Q.: débit du gaz, ramené aux conditions normales de
pression et de température ;

k: constante de Boltzmann.

Cette équation se simplifie dans les cas o la pression dans 1'en-
ceinte Py est suffisamment basse pour que 'on ait :

b
¥ — kT 2
E<=< R k m - ( 7)

soit, en utilisant des unités plus commodes (Pg en Torr; b, T, et R
en unités CGS):

oT
Pree]F 2 28
ESS R (28)

Dans nos expériences la limite supérieure de la température du gaz
est 7, = 3000° K. D’aprés la Figure 13 et pour un rayon moyen de
R = 0,3 em on obtient :

Pr<<2,3 Torr (29)

ce qui est nettement vérifié dans nos expériences des cathodes fonc-
tionnant en régime normal (avec CE.IL);

Dans ces circonstances nous pouvons écrire :

Pla)= k_?b [(a %Q 5 1) el 1] (30)
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et finalement, en faisant intervenir la densité des neutres =, (x)

on aura
b % Q, 12 _|
%, (%)= ¥ ((a = - 1) - 1- (31)
a(Trl b(Tm)
(s & (1015(: r;z)
b (T
08402
06
0470
0,2
(Tm)
- Tm[}(]
T T | L
1000 2000 3000

Fig. 13 — Fonctions a et b de la température du gaz T,
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La fonction #, . R est représentée dans la Figure 14 en fonction

c
2

x : ;
de la variable , pour différentes températures 7,, du gaz (nous

avons inversé le sens positif habituel de I'échelle des abscisses, de facon
a tenir compte de la disposition de la cathode que nous avons adoptée
— flux de gaz de gauche a droite).
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Soulignons encore que ces courbes ne sont applicables que si la
pression dans l'enceinte est suffisamment faible pour que la condi-
tion (28) se trouve vérifiée. Si par contre P, devient de l'ordre du
Torr, la pression effective 4 chaque abscisse du canal s’en trouve
augmentée par rapport a celle qui est donnée par les courbes de la
Figure 14.

Ceci est en accord avec les résultats expérimentaux qui montrent
un déplacement du maximum de température cathodique vers la sortie
du canal, lorsqu’on augmente P ; on aura donc tendance & croire que
I'abscisse de ce maximum correspond a une pression locale bien
déterminée.

4 — EFFETS THERMIQUES A I'INTERIEUR DU CANAL
CATHODIQUE: ECHAUFFEMENT DU GAZ NEUTRE

Le gaz neutre qui s’écoule le long du canal cathodique est soumis
a plusieurs processus d’échauffement dont les principaux sont:

a) Collisions élastiques avec les électrons.
b) Collisions de 2éme espéce avec les atomes excités.
¢) Conduction thermique gaz-métal de la cathode.

Nous allons évaluer sucessivement l'importance de ces trois
processus.

4.1 — Collisions élastiques électron-neutre

Les électrons présents dans la région cathodique sont produits:
par émission thermoionique de la paroi métallique (dont la tempéra-
ture a I'abscisse du maximum peut atteindre 30000 K); par émission
secondaire de cette paroi, bombardée par des atomes métastables et
des ions; et par ionisation du gaz neutre a l'intérieur du canal catho-
dique.

En raison de l'existence de la gaine ionique qui crée um champ
électrique radial au voisinage de la paroi, les électrons libérés de celle-ci
acquiérent une énergie qui, suivant les conditions locales, peut étre
suffisante pour créer:

— des atomes excités dans 1'état métastable;
— une ionisation en deux étapes, en passant par 1'état métastable;
— l'ionisation directe des atomes d’Argon.
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D’autre part, les électrons (thermalisés) du plasma de la C.P. 1.
peuvent aussi exciter ou joniser les atomes neutres. Il ne s’agit évidem-
ment que des électrons de la queue de la fonction de distribution
électronique (7', ~ 24 5 eV).

Cependant tous ces électrons effectuent entre temps des collisions
élastiques avec les atomes neutres. Lors de chacune de ces collisions

Iénergie AE transférée 4 I'atome vaut:

2m

- (52)

AE = E,

E, étant 'énergie initiale de I'électron, m et M les masses de 1'électron
et de I'atome. Cependant, le grand nombre de collisions de ce type
peut conduire & un échauffement du gaz non négligeable.

On peut effectuer un calcul d’ordre de grandeur basé sur les hypo-
theses simplificatrices suivantes :

— Les électrons d’émission cathodique perdent leur énergie prin-
cipalemente par collision inélastique.

— Prenons une C. P. 1. suffisamment longue pour que le potentiel
«amoyeny de la gaine ionique y soit 173 =36 V (par exemple: x, = 6 cm;
X;=8 V/em; V(0) =60 V; V(x,) =12 V).

— Considérons que la totalité du courant de la décharge I pro-
vient du courant d’émission cathodique, ce qui est, évidemment, une
hypothése extréme.

Ces hypotheéses sont suffisantes pour calculer I’échauffement du
gaz par collision élastique avec les électrons d’émission cathodique.
Pour ce qui est des collisions avec les électrons thermalisés du
plasma de la C.P.I., nous admettrons une densité de ces électrons
n,=10"cem™, sur la base de résultats expérimentaux confirmés
[16] [17] [18].

a) Echauffement par les électrons d'émission

I1 s’agit maintenant de calculer combien de collisions élastiques
€lectron-neutre effectuent en moyenne les électrons d’émission, pen-
dant le temps qu’il leur faut pour perdre la totalité de leur énergie
par choc inélastique. Si'on prend comme référence le processus d’exci-
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tation des niveaux métastables (V,, = Vg/?); section efficace "),
ce nombre est de l'ordre de:

o,ﬂ!

N,=3 (33)

"
a

par électron. La puissance initiale des électrons qui constituent le
courant d’émission sera :

W,=V,I (34)

Finalment, la puissance transmise au gaz par ces électrons
(AW,) sera:

en

a 2m —
B il TR §
Tl (38)

AW,=3

Nous poursuivons notre calcul d’ordre de grandeur en nous

donnant des conditions extrémes: attribuons ainsi a o™ la valeur

maximale qu’elle prend dans 1'Argon (correspondant & lénergie
de 12 e V) et a o” une valeur moyenne:

o = 14,2 X 107% cm?

" =3 x 10 cm?
On obtient ainsi, pour un courant moyen I =30 A4:

AW, = 0,63 watt

b) Echauffement par les électrons du plasma de la C. P. 1.

En raison de leur énergie assez faible (T, @ 2 a 5 ¢ V) la perte
d’énergie des électrons thermalisés se fait surtout par collision élasti-
que. Le taux de ces collisions (avec les neutres) dans le canal cathodique
s'éerit :

o, < e > (36)

La puissance A W, fournie au gaz dans la C. P.I. sera donc:

om 3
il e (37)
M 2

AW, =n,n,<c"w,>
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soit, pour ¢*=5x10"%cm?(7,=5¢V), R=0,44cm, #,=5x10"cm™
et x,= 5 cm, on obtient:

AW, < 4,3 watts

4.2 — Collisions de 2™ espéce atome-atome métastable

Ce processus, traduit par I’équation de réaction :
A4 A*>24 + E, (38)

dégage, pour chaque collision, une énergie E, importante. Si I'on sup-
pose que les deux atomes se retrouvent apres la collision, dans 1'état
fondamental, 1'énergie libérée est de E, = 11,6 ¢ V' (énergie des niveaux
métastables de 1’Argon).

I.e nombre de collisions de ce type, par unité de volume et par
unité de temps, s’'écrit:

T
mn

= nm nn 6'2”” wm (39)

avec: n, la densité des métastables.
n, la densité des atomes neutres.
oy la section efficace de la réaction de 2'me espece.

w,, la vitesse thermique des métastables.

Considérons, comme auparavant, une situation extréme :

— colonne longue: x, = 5 cm

— fort rayon: R = 0,44 cm

—T,, (température des métastables) 30000 K

—n, =5 x 10 em™ (*)

—m =5 X 10" em™

—les densités des neutres et des métastables seront prises
comme constantes sur toute la C. P. 1. (ceci correspond encore
a nous situer a une limite supérieure).

(*) Comme nous le verrons dans le chamitre II-6, ces chiffres, quoique
élevés, sont acceptables comme des limites supérieures.
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Dans ces conditions, la puissance fournie par les métastables au
gaz sera (of" = 2,1 X 10* cm?):

AW, < n,, n, 03" w,, E, = R® %,
(40)
AW, < 0,21 watt

Du fait de I’ensemble de ces processus collisionnels le gaz absorbe
dans la C. P.I. une puissance AW, donné par:

AW, = AW, + AW, + AW,

AW, < 5,5 watts

4.3 — Echauffement du gaz par la parot cathodique

A linverse des termes précédants, ce terme d’échauffement ne
peut pas étre évalué a priori: il dépend, en effet, des températures rela-
tives du gaz et de la paroi métallique. De plus, il n'est méme pas évi-
dent quel est son signe: il sera positif si la cathode est plus chaude que
le gaz, négatif dans le cas inverse. Or, sila cathode est 4 haute tempé-
rature en raison des processus de bombardement que nous détaillerons
dans le chapitre suivant, le gaz neutre a, lui aussi, des processus
d’echauffement spécifiques (collisions élastiques e¢—n et collisions
de 2™¢ espéce n—m) qui peuvent amener le gaz a une température
encore plus élevée.

Cependant il faut signaler que ces processus n’ont lieu que dans
la région de la C.P.L; pour des abscisses plus grandes ot il n’y a pas
de plasma, le gaz neutre ne peut étre chauffé que par la conduction
thermique & partir de la paroi. Celle-ci a dans la longueur qui précede
la C.P.I. une température minimale (tout prés du support refroidi)
d’environ 800° C; la température maximale est variable, comme nous
’avons précisé, mais en tout cas supérieure a 15000 C.

Le gaz neutre, initialement froid, est donc chauffé a partir de la
température ambiante jusqu'a une température de l'ordre du millier
de °C, exclusivement par conduction thermique métal-gaz. Une fois
dans la C.P.I. le gaz est encore chauffé par les collisions — éventuelle-
ment il sera porté i une température supérieure a celle de la paroi.
Nous allons considérer séparément ces deux zones (cf. Figure 15).
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a) Zone précédant la C. P. 1. (x > x,)

Nous avons vu qu’il y avait un transfert de chaleur dans le sens
métal - gaz dans la longueur de canal qui précede la C.P.1.: nous
voulons évaluer la puissance transmise au gaz dans cette région.

Soit le gaz introduit dans le canal cathodique avec um débit 0,
et une température initiale 7', voisine de la température ambiante
(T, ~ 300° K). Ce gaz traverse la longueur de canal qui précéde la
C.P.I. et dont la température (variable suivant 'abscisse) de la paroi,
Trn peut atteindre environ 25000 K.

Le calcul de la tampérature T, du gaz au bout de cette zone est
basé sur une méthode proposée par Mac Adam [22]; les détails de ce
calcul sont présentés dans 1'’Appendice III. On aboutit au résultat
suivant :

(A) (B) CPI

—

QcTi  Echauft par conduction !T:  Echautt par collision
— _-’= —————
l
1
<X Lc i'x" 0
47 "
|
1
|
I
|
|
800’
‘_ :
X Le 0

Fig. 15— Régions de la cathode suivant le processus dominant
d'échauffement du gaz
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Pour les ordres de grandeur de température qui nous concernent,
le gaz d’Argon se met approximativement en équilibre thermique avec
la paroi au bout d’un parcours Ly, (longueur d’équilibre thermique) qui
est donné (numériquement) par:

Ly= % (L, en cm; Q, en cm’s™) (42)

Méme pour des débits trés forts (le plus grand débit que nous
avons utilisé dans nos expériences était Q= 3 cm’/s) cette longueur
ne dépasse pas 1 cm et décroit linéairement avee le débit.

On congoit que dans ces conditions le gaz suit les variations de la
température de la paroi avec un certain décalage, faible pour des
valeurs courantes du débit cathodique.

La limite supérieure de la puissance AW, transférée au gaz par
la paroi dans la partie du canal qui précéde la C.P.1. correspond au
cas T, =T, . Silon pose T, . = 2500° K, T, = 3000 K, Q, =
— 3cm’s? (g, = 5,4 x 10%gs™) et C, (25000 K) = 0,52 J/g° K (23]
on aura:

AW, =14, Cy (Tp— Ty) (43)
AWM < 3,5 watts

b) C.P.I. (x< %,

Te gaz qui pénétre dans cette région a déja une température trés
voisine de celle de la paroi; il sera porté a4 une température encore
supérieure en raison des processus de collision. Cependant le couplage
thermique existant entre le gaz et la paroi métallique, limite
la température que le gaz peut atteindre ; c’est cet effet que nous
essayerons d’évaluer quantitativement.

Soit AW, la puissance libérée au sein du gaz dans la C.P.L
par l'ensemble des processus de collision (paragraphe I11-4.2).

Cette puissance fera augmenter la température moyenne du gaz,
qui deviendra de ce fait plus chaud que la paroi. Ceci implique I"appa-
rition d’un gradient radial de température au voisinage de la paroi,
provoquant un flux de chaleur dans le sens gaz-métal.

Il est bien évident qu’une limite supérieure de la puissance ainsi
transférée est donée par AW, (le gaz ne pouvant transmettre au métal
une puissance plus grande que celle qu'il regoit du fait des collisions).
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Nous pouvons done écrire 'équation de transfert de chaleur par con-
duction radiale sous la forme d’une inégalité :

aT
AIVEOH>27:RxOK(|'—--‘) (44)
' | dr | r=R
d’otl1:
dT ‘ AWe, (15)

dr b & 2?:_R-xg)\

En fait, le gradient radial de température doit étre croissant entre
I'axe de la colonne et la paroi; on peut donce écrire, a fortiori :

TM - }"p A chf.l’
il 16
R = 2xRxn (46)

T, étant la température du gaz pour r=R et T, la température
maximale possible du gaz dans une section transversale (cf. Fi-
gure 16).

On aura alors pour x,=5cm, AW, , = 5 watts, 2 (25000 K) =
=6,91 X 10™* W/cm °K [24]:

Ty — T, < 2300 K

c’est a dire, dans I'hypothese la plus défavorable, I'écart relatif entre
la température moyenne du gaz dans une section transversale de la
C.P.1I. et la température de la paroi ne dépasse pas 5 9, .

4.4 — Conclusions

Résumons rapidement nos résultats. Il y a deux zones, le long
de la cathode, correspondant a des processus différents d’échauffement
du gaz:

— Zone qui précéde la C. P.1.: le gaz y entre froid et se met rapi-
dement en équilibre avec la paroi de la cathode par conduction ther-
mique. La longueur d’équilibre thermique varie de quelques dixiémes
de millimetre (trés faible débit) a 1 cm (débit maximum); la puissance
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transférée par ce processus est de I'ordre des centiémes d'watt a quel-
ques watts suivant les débits.

— C. P.1., ou le gaz entre déja a une température élevée; il y est
encore chauffé par les collisions, ce qui implique un transfert de cha-
leur dans le sens gaz - paroi.

La puissance ainsi transférée ne dépasse pas quelques watts;
la température moyenne du gaz s’écarte de moins de 5 %, de celle de
la paroi.

R

Fig. 16 — Répartition radiale de la température du gaz
dans la C. P. 1. (qualitatif)

EFFETS THERMIQUES DANS ILA CATHODE:
ECHAUFFEMENT DE LA PAROI

5

La paroi cathodique est chauffée par les processus suivants:

— bombardement ionique
— bombardement par les métastables
— bombardement par le rayonnement du plasma
— effet Joule dans le métal
— conduction thermique gaz-métal (dans la C. P. I.).

Les processus qui refroidissent la paroi sont :

— rayonnement de la parot

— émission thermoionique

évaporation de la cathode

— conduction thermique métal-gaz (dans la zone qui précéde la
C.P.IL)

— conduction thermique par le métal vers le support de la cathode.
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Nous allons étudier successivement chacun de ces processus.
En anticipant nos conclusions, nous avons souligné les processus
dominants.

5.1 — Processus d’échauffement
a) Bombardement ionique

D’aprés le modeéle que nous avons choisi (Ch. II-2), chaque ion
arrivant a la cathode est soumis 4 un champ électrique longitudinal X 1
qui I'entraine a I'intérieur du canal cathodique. D’autre part, il y aura
des ions créés a I'intérieur méme du canal par collision électron-neutre
ou électron-métastable.

Ces ions ne voient un champ électrique radial qu’en arrivant au
voisinage de la paroi. Ils diffusent donc en raison de leur agitation
thermique jusqu’a atteindre ce voisinage; une fois qu’ils y sont
parvenus, le champ radial de la gaine ionique les entraine vers
la paroi.

Les ions peuvent y libérer I'énergie cinétique acquise dans la gaine
(potentiel V' (x)), plus leur énergie de recombinaison avec les électrons
du métal (proportionnelle & V,—¢; V, = potentiel d’ionisation de
I'Argon; ¢ travail de sortie de tantale) (*). La puissance dissipée par
unité de surface de la paroi en raison de ce bombardement ionique (g,)
s'écrit donc :

G:(®) =71, . [V +V,—e] (47)

7;, étant la composante radiale de la densité du courante ionique.

b) Bombardement par les métastables

Les atomes dans I'état métastable qui existent a lintérieur du
canal cathodique atteignent la paroi du fait de leur agitation thermi-

(*) Ceci n'est exact que si I'on néglige la possibilité d’émission secondaire
d’électrons du métal de par ce bombardement ionique, auquel cas une partie de
I'énergie de lion serait consacrée a l'arrachement d’¢lectrons secondaires.
En fait le coefficient d’émission secondaire correspondant a des ions de 50 eV
est [25] y; = 0,1 électron [ion et nous n'en tiendrons pas compte.
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que. Si leur densité locale est n,, (¥) et leur énergie thermique moyenne
w,,, le flux de métastables sur la paroi (¢,,) s’écrit:

() = ") (48)

Si I'on suppose que ces métastables sont a la température de la
paroi, il n'y a pas d’échange de chaleur par conduction. En revanche,
ils disposent de leur énergie potentielle d’excitation (9,, = 11,6 V)
qui peut étre dissipée dans la paroi. Sil'on admet que I’émission secon-
daire d’électrons par ces métastables est négligeable et qu'ils se retrou-
vent, aprés le choc sur la paroi, dans I'état fondamental, la densité de
puissance libérée par ce processus est donnée par:

Qo (x) = u_”"_@_j”” & ?”L (49)

¢) Bombardement par le rayonnement du plasma

I’évaluation de ce terme est beaucoup plus compliquée que celle
des termes précédents. En effet, le plasma de la C. P. 1. est fortement
hors d’équilibre et il n’est pas aisé de déterminer les populations des
divers niveaux radiatifs.

Pour ce qui est de 1'émission de spectre continu, nous nous limi-
terons au calcul du rayonnement de Bremsstrahlung par interaction
électron-ion.

La puissance libérée par unité de volume d'un plasma de densité
électronique 7, et de tempéreture électronique T, est donnée par: [26].

B = 4,8.10% 22 n2 TV (unités (MKS; T,en keV) (50)

Dans le cas ot le plasma n'absorberait pas ce rayonnement, la
densité de puissance incidente sur la paroi (¢, serait donnée par:

A R
qpﬁ. = 9 ]

soit, finalement :
g = 1,6 100} T R{W em?; (em™®)*; (eV)'?; cm) (51)
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d) Effet Joule dans la paroi cathodique

Considérons a l'abscisse x de la cathode un troncon de paroi de
longueuer dx. Le courant que traverse cette longueur de métal (vers le
support cathodique) s’écrit :

1) =27 R [ [j, () + ()] dx (52

Jiy €t jo étant les densités de courant ionique radial et électronique
d’émission et R le rayon de la cathode.

La puissance dissipée par unité de surface du métal q; s'écrit sim-
plement :

050) = £ [ [ () + 150 o 53

¢ €tant la résistivité du tantale (¢ = 10 Q cm) [27] et e I'épaisseur
de la paroi.

e) Conduction thermique radiale gaz-paroi (dans la C. P. I )

Ce terme n'est pas aussi facile a évaluer que les précédents ;
en effet tout ce que nous connaissons c'est une limite supéricure
AW, < AW, de la puissance qui peut étre transférée par ce processus,
de I'ensemble de la C. P. 1. 4 la paroi qui l'entoure. (cf. paragraph 4.3.5).
On aura alors :

= AT coll.
%0 < 5 Rz, P

g €tant la puissance moyenne transférée par unité de surface
métallique, et AW, la puissance dissipé dans la gaz de la C.P.I.
par collision (pouvant atteindre environ 5 watts).

f) Terme d’échauffement de la paroi

Tous les processus d’échauffement de la paroi cathodique seront
calculés numériquement lorsque nous disposerons des valeurs qui
prennent la densité du courant ionique radial et de la densité des métas-
tables tout au long de 1a C. P. 1.
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Ces termes peuvent se regrouper dans une fonction g,(x) qui repré-
sente le flux radial de chaleur sur la paroi intérieure de la cathode:

qy (x) =q; + qm + QMJ + qj + q;:,_b, (55)

5.2 — Processus de perte de chaleur de la paroi cathodique

a) Rayonmement de la paroi

La paroi cathodique a une répartition longitudinale de tempé-
rature 7(x) que nous considérons comme inconnue du point de vue
théorique. Le rayonnement thermique de la paroi extérieure de la
cathode constitue un processus de refroidissement de celle- -ci; la puis-
sence rayonnée par unité de surface émissive s'obtient par la loi de
Stéphan :

Pray. \T) = (T) s T* (56)

¢ (T) étant I'émissivité du Tantale et o la constante de Stéphan
(6 = 5,67 x 102 W em™ (°K)™).

Pour le Tantale 1'émissivité croit d’une maniére approximative-
ment linéaire en fonction de la température entre 300 et 3000° K,
et nous pouvons écrire :

(1) =(T) +wlT—T) (57)

T, — 3000 K, «(To) = 0,05 et « = 1,05 x 10 (°K)™ [28].

b) Emission thermoélectronique

La densité du courant électronique émis par une surface métalli-
que portée A la température 7' s'obtient a partir de I'équation de
Richardson-Dushman :

— AT eDIT (58)

A et b, étant des constantes caractéristiques du métal. Pour le Tantale
ona[28]: A =055 A4 (cm °K)? et b, = 4,86 X 10* °K).
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A chaque électron émis il correspond une énergie dépensée
€ ¢ (¢ étant le travail de sortie du métal: ¢ = 4,12 1 pour le Tantale).
La puissance perdue par unité de surface de la cathode s’écrit donc

P (T) = ApT? e™IT (59)

) Evaporation du métal cathodique

La puissance dissipée par unité de surface cathodique par ce pro-
cessus s'obtient a partir de [29]:

tald) = Q.CT W™ e (60)

Q, étant la chaleur de sublimation (Q, = 4,17 x 10° J /g pour le Tan-
tale [30]); C et D sont deux constantes caractéristiques du métal
(C=81x10"gem®s?("K)2 et D= 92x 10*°K pour le Tan-
tale [29]).

d) Conduction thermique métal-gaz

Cet effet, qui a lieu dans la zone qui précede la C. P.1., a déja été
€tudié dans le paragraphe I11-4.3. Nous y avons évalué une limite supé-
rieure de la puissance transférée dans cette région entre la paroi et
le gaz, AW, .

On peut alors écrire :

AV
Wor (61)

Pre < FuR(L,—=)

Pf,,g_ ¢tant la puissance perdue par 'unité de surface cathodique dans
la partie de la cathode qui précede la C.P.I. et dont la longueur
est L,—ux,.

e) Terme de refroidissement radial de la paroi cathodique
Soit p,(7) la puissance totale perdue radialement par l'unité de

surface de la paroi, par 'ensemble des processus de transfert de cha-
leur que nous venons de décrire: on aura:

?b’('f‘) - ?‘)my + PIJ': + pcv + Pp.g (62)
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Nous examinerons séparément les pertes par conduction ther-
mique au sein du métal, vers le support cathodique; en effet ce flux
de chaleur est longitudinal et non pas radial comme les précédents.
Nous 'obtiendrons 4 partir du bilan des processus radiaux d’échauffe-
ment et de refroidissement de la paroi.

5.3 — Bilan thermique de la paroi cathodique

Nous allons considérer une tranche de la paroi cathodique (rayon
intérieur R, épaisseur e), de longueur élémentaire dx; soit x son
abscisse et T sa température.

Le bilan d’énergie dans cette tranche de la paroi peut s'écrire
(en négligeant e devant R, ce qui est justifi¢ pour les cathodes que nous
utilisons normalement) :

lq,(x) —2,(T)] 211Rdx—% 2 Redx=0 (63)

. étant la puissance écoulée longitudinalement par unité de surface
de la section métallique transversale.

D’autre part, on peut obtenir p, a partir de I'équation de la con-
duction thermique :

ar
= — A — 64
p. — (61)
» étant la conductibilité thermique du métal. On aura alors :
d % i
X) —p, (1) =—e — | A -5 65
0,(3) — ,(T) 22 (65)

Les équations (55), (62) et (65) déterminent la fonction T (x).
Si l'on néglige pour le moment la variation 2(T), I'équation (65)
devient :

9

=R =00 (66)

On peut en tirer les conclusions qualitatives suivantes :

— Les points d’inflexion de la courbe de T(x) correspondent
a I'égalité des flux radiaux de perte et d’apport de chaleur sur la paroi
cathodique (cf. Fig. 17).
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ke Al

— Le région centrale de la courbe, ot d—z < 0, correspond a un
; X

apport de chaleur supérieur aux pertes radiales.

. = 2T
— Le minimum de - g

2

fement net radial (¢,— #,) de la paroi.
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correspond alors au maximum de 1’échauf-

Fig. 17 — Relations entre les termes radiaux d’apport et de perte d'énergie
dans la paroi cathodique
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6 — CALCUIL, DES PROCESSUS INELASTIQUES
A IINTERIEUR DU CANAL CATHODIQUE

6.1 — Modéle de calcul

Nous voulons calculer les taux de production d’électons, d’ions
et de métastables a l'intérieur du canal cathodique. Or, ces taux sont
variables suivant 1'abscisse considérée, non seulement en raison de la
variation longitudinale de la densité des particules neutres, mais
aussi a cause des électrons émis par la paroi qui varient, et en énergie
et en densité de courant.

Le probléme est encore rendu compliqué par le fait que les colli-
sions inélastiques électron d’émission-atome mneutre n’'ont pas lieu
a I'abscisse du point d’émission; il faut donc tenir compte du mouve-
ment des particules pendant le temps qui s’écoule entre 1’émission d’un
électron et le choc inélastique qu'il effectuera.

Finalement et comme nous I'avons déja signalé, le méme électron
peut étre a l'origine de plusieurs processus inélastiques successifs,
éventuellement de nature différente. Par exemple, un électron de
16 eV peut ioniser un atome d’Argon, auquel cas il ne lui reste plus
assez d’énergie pour d’autres processus inélastiques; mais il peut aussi
exciter d’abord un atome neutre en le portant a 1’état métastable, et
ioniser ensuite un autre métastable. Finalement, il peut ne faire que
des ionisations d’atomes métastables jusqu’a la perte de son énergie
initiale.

Sil'on considére que le nombre et la nature des processus possibles
augmente pour des électrons ayant des énergies initiales plus grandes,
et que les sections efficaces de ces processus inélastiques varient beau-
coup pour la gamme des énergies en cause, on se rend compte que le
probléme ne peut étre résolu d'une maniére simple.

Remarquons que, si 'on ne considére que les processus inélasti-
ques d’excitation des niveaux métastables a partir de 1'état fondamen-
tal, d'ionisation des atomes neutres et d’ionisation des atomes méta-
stables, les électrons qui effectuent ces types de collisions perdront des
énergies qui sont respectivemente E, = 116eV ; E,=15T7eV;
E,—E =41¢eV.

Nous allons considérer que ce dernier processus correspond a une
unité de perte d’énergie (=4 ¢ V') ; U'excitation correspondra a environ
3 unités, l'ionisation des atomes neutres a environ 4 unités. D’autre
part, nous allons répartir les électrons d’émission para «groupes d’éner-
gie» discrets, séparés précisément par 1 unité de perte d’énergie. Pour
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cela, nous considérons une division spatiale de la cathode en tranches
de longueur Ax telle que :

A X, =V, —V,=4V (67)

X, étant le champ électrique longitudinal & l'intérieur du canal catho-
dique. Etant donné que le potentiel de la gaine accompagne les varia-
tions du potentiel dans la colonne (ct. parag. 11.2.2.5), I'énergie initiale
moyenne des électrons émis dans deux tranches successives différe
effectivement de 4 eV (cf. Fig. 18).

Le potentiel de la gaine sera considéré comme constant dans
chaque tranche et égal 4 la moyenne des valeurs que le potentiel y
prend effectivement. Il y aura donc une correspondance biunivoque
entre le groupe d’énergie des électrons émis et la localisation spatiale
de la tranche émettrice. D'autre part les pertes d’énergie de ces élec-
trons par collision inélastique se traduisent par la décroissance du
numéro d’ordre qui désigne leur groupe d’énergie; nous présentons dans
la Fig. 19 le schéma des processus possibles pour des électrons ayant
une énergie initiale de 30 eV,

Notre méthode de travail consiste ¢tablir, pour chaque tranche,
le bilan des électrons appartenant a chaque groupe d’énergie, compte
tenu des processus de peuplement et de dépeuplement qui lui corres-
pondent, et aussi des écharges possibles entre tranches adjacentes.

6.2 — Notation

1) Dans ce qui suit, cheque tranche sera désignée par sa lettre
d’identification (Fig. 18); de méme, I'énergie des électrons est traduite
par le numéro d’ordre du groupe d’énergie respectif (par exemple
18 V - groupe 4 cf. Fig. 19).

2) Les grandeurs qui portent en indice deux chiffres, concernent
des processus de collision électron-particule lourde : le premier indice
indique le groupe d’énergie initiale de I'électron; le deuxiéme, le groupe
d’énergie finale. Comme généralisation, la répétition de I'indice indique
un processus élastique.

Dans cette notation, 1'écart entre les deux indices définit le nature
des processus inélastiques; ionisation a partir de I'état fondamental
(16 V soit 4 unités d’écart); excitation (3 unités); ionisation de métas-
tables (1 unité). Exemple :

o33 — section efficace de collision €lastique  électron-neutre
(€lectrons de 14 eV).
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25, — libre parcours moyen des électrons du groupe 2 vis a vis
des collisions inélastiques électron-atome métastable dans
la tranche ¢ (I'électron de 10 ¢V aura 6 ¢V a la fin de la
collision).

3) Le nombre d’électrons participant 4 un processus donné, par
unité de volume et par unité de temps, est désigné par la lettre 7;
en indice seront portées les énergies; en exposant les localisations
spatiales.

Ainsi, nous avons les processus possibles :

a) Emission cathodique.

Une lettre en exposant indique la tranche ol I'émission a eu lieu;
le chiffre en indice, le groupe d’énergie des électrons émis. Etant donné
que, suivant notre découpage spatial de la cathode, a4 chaque tranche
correspond un seul groupe d’énergie des électrons d’émission, cette
notation est redondante; nous l'adoptons néanmoins par souci de
clarté (ex.: i%).

b) Processus de collision inélastique a l'intérieur d'une tranche.

La tranche est désignée par une lettre en exposant; les énergies
initiale et finale, par deux indices comme il a déja été dit (ex.: 75;).

¢) Processus de diffusion des électrons entrainant leur migration
vers une tranche adjacente, sans qu'il y ait changement de groupe
d’énergie : deux lettres seront portées en exposant, indiquant respec-
tivement les tranches initiale et finale. Un seul indice désignera le
groupe d’énergie des électrons (ex. : #{%).

4) Les densités des particules seront désignées par la lettre n
affectée des indices n, m, e ou i selon qu'il s’agit de particules neutres,
de métastables, d’électrons ou d’ions.

Dans le cas des électrons un indice suivant le groupe d’énergie
figurera aussi.

Exemples :

nl, — densité des électrons de 14 ¢ V dans la tranche f.

nd — densité des électrons thermalisés dans la tranche d.
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6.3 — Calcul général des processus inélastiques dans les tranches
a) Probabilité de collision inélastique

Chaque tranche est «alimentée» par des électrons d’émission appar-
tenant au groupe d’'énergies correspondant au potentiel local de la
gaine. Ces électrons effectuent des collisions élastiques sur les neutres
et, de temps en temps, une collision inélastique de type donné, qui
fait changer de groupe d’énergie les électrons concernés par ledit
processus.

D’autres collisions s’en suivent, entrainant de nouvelles pertes
d’énergie; 'état stationnaire se traduit par une certaine fonction de
distribution dans la tranche, chaque groupe d’énergie p étant carac-
térisé par une densité des électrons #n,,.

Il faut cependant considérer que, non seulement des électrons
appartenant a des groupes d’énergie variés ont pu sortir de la tranche
par diffusion ou par mobilité, mais aussi des électrons provenant des
tranches adjacentes ont pu entrer entre temps dans la tranche
considérée par les mémes raisons.

Nous allons résoudre formellement ce probléme en comparant
le nombre de processus inélastiques effectués a I'intérieur d'une tranche
par les électrons du grupe p (quelle que soit 'origine de ces derniers),
au nombre d’électrons de ce groupe qui ont eu origine dans la tranche
méme (soit, suivant les cas, des électrons d'émission ou ceux qui sont
issus d'une transition a partir d’un groupe supérieur). Le rapport de
ces deux nombres sera appelé probabilité de collision inélastique (=)
des électrons du groupe p.

Considérons par exemple les électrons du groupe 4 dans la tran-
che e. Les électrons de ce groupe proviennent aussi bien de la tran-
sition 7¢,, que des processus de diffusion i{* et #/°; cependant, suivant
notre définition, le nombre de processus inélastiques (par cm® et par s)
effectués a lintérieur de la tranche par les électrons du groupe
4 s’écrit:

tgg it rh =15 ) (68)

La perte nette d’électrons, par diffusion ou par mobilité est donnée
par le bilan entre les électrons sortis de la tranche sans avoir fait de
collision inélastique, et ceux qui v sont entrés; soit:

Niy =i + i — @+ i) = i%, (1 —ag) (69)

4 + 4 ¥
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Nous n’expliciterons pas les valeurs des «, dans une premiére
phase de nos calculs; nous établirons plus tard des critéres permettant
de les déterminer dans chaque cas.

b) Répartition des processus inélastiques possibles

Lorsque le groupe d’énergie des électrons permet l'existence
simultanée de processus inélastiques de nature différente, ces processus
se répartissent proportionnellement aux fréquences de collision corres-
pondantes. Ainsi, pour les électrons du groupe 4 dans la tranche e
(par exemple) trois types de processus inélastiques sont possibles
(excitation, ionisation directe et ionisation de métastables), comme
nous 1'avons indiqué dans le paragraphe précédent; le nombre de pro-
cessus pour chacune de ces collisions sera donné par:

e
‘e ' nn"m
o

b0 =% o
ny (o +0y) + 75,0,

nﬂ
. (70)

14 =150, ————
41 7 Y54 4 e €
ﬂn(ﬂiu+c41)+nm Ty3

€
‘e Moy 43

L=l T e
oy, (Gil.l + %41 ) + My G4y

c) Calcul appliqué a la tranche c: terme d'ionisation

Nous allons considérer d’abord la tranche ¢ a laquelle correspond
une énergie initiale des électrons d’émission, 4 peine suffisante
pour exciter les niveaux métastables de 1'Argon. Nous prouverons
par la suite que les processus inélastiques débutent dans cette
tranche, celles qui la précédent ayant des potentiels de gaine insuf-
fisants.

Nous allons détailler le calcul pour cette tranche, dans la mesure
oit ceci permettra d’illustrer notre méthode.
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Electrons du groupe 3
iy =15+ i+ Aty

¢

4
TR "y O3
tap =ty %s - o

T e c
Ny, O30 1 Moy Tao

agq [ Oy ne
- an 32 - T m
=fiaf —————— avec m = —- (71)
_5.:.;.[.‘_ + m‘ ”“
Gyo
mc
Sy = 5§ ——— (12)
i T
Tga

xiy = i5 (1 —of)

Llectrons du groupe 2

o POl - ALy
L = 15 + &%

iy = 15,05 (73)
Ay = (1 —u3) 45
Electrons du groupe I
i5 = i + A%
i =t %] (74)
A%y = (1 — o) 15
Electrons du groupe 0
85 + 15y + T = &%, (75)
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77 étant le terme d’ionisation (nombre de paires électron froid-ion
créés par unité de volume et par unité de temps dans la tranche) ;
on a:

T o=y a1 (76)

soit, d'aprés (72), (73) et (74) :

J P — T Tk (i + aj)] (77)

Dans cette équation la valeur de .77° apparait comme une
fonction de m‘ («degré d’excitation de métastablesy du plasma dans
la trache c¢).

d) Equation de conservation des métastables

La création des métastables est due aux collisions d’excitation;
leur disparition se fait : par ionisation, par diffusion longitudinale et
par désexcitation sur la paroi cathodique. Ce dernier terme, que nous
désignous par 7, (paroi) s’écrit, dans I'hypothése ot tous les métas-
tables arrivés sur la paroi se désexcitent ;

mOn  (om3 s (78)

w,, étant leur vitesse d’agitation thermique.

Nous allons négliger les pertes des métastables dues 4 la diffusion
longitudinale, devant I'ensemble des partes par collision inélastique
et par désexcitation sur la paroi. Cette hypothése est assez raisonnable;
comparons déja les pertes par diffusion longitudinnale & celles dues
a I'absorption par la paroi. Leur rapport 6 vaut:

Ny 0, (79)
2 R

D, vin
e=."‘_v*‘__
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En explicitant D,, (coefficient de diffusion des métastables) et en

ven 1
posant ~—~—" = — , ou aura:
3 2

m

et (80)

avec

2RET, )

Mn, " w

m

o™ étant la section efficace de collision élastique des métastables sur
les atomes neutres non-excités.

Pour T,,=0,256 ¢ V; n,=10" cm™; o™ = 35 x 107° cm® [20]
et K = 0,4 cm, on obtient:

[ =20,18 c¢m

Si I'on considére L du méme ordre de grandeur que la longueur de
la C.P.I (quelques centimetres), 06 <<1 et notre hypothése est
raisonnable.

Nous avons aussi négligé la destruction des métastables par colli-
sion de deuxiéme espéce sur les atomes neutres non-excités. En effet
la section efficace correspondante est trés faible (o7 = 2x 107 cm?
r31]); ce processus est beaucoup moins probable que la destruction des
métastables par ionisation (dont la section efficace vaut, au moins,
1072 cmﬂ), car on a dans tous les cas:

Ho3 O30
= ]

]
‘nﬂ Oge.

I équation de conservation des métastables s'écrit, dans ces
conditions :

139 = i3 + 3 + o + tp (82)
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Aprés quelques lignes de calcul on obtient:

|
' "
‘ m—r {l—————[2+ 4 (1 +4)]} =0 (83)
| 2 4w
‘ T32
¥ désignant le paramétre :
2 15 of
rc - " 3 73
w, a;, (84)

Ce paramétre (introduit surtout pour des raisons de commodité
de calcul) dépend des conditions expérimentales : débit du gaz, rayon
du canal cathodique et courant de la décharge. Le débit et le rayon
déterminent la valeur locale de la densité n,, ; le courant de la décharge
est lié a la valeur locale de la température de la paroi et donc, a la
densité du courant thermoionique d’émission. Les valeurs de « dépen-
dent non seulement des sections efficaces des collisions inélastiques
possibles, mais aussi des échanges d’électrons entre tranches voisines.

Les équations (77) et (83) permettent d’obtenir, en fonction de ¥*, les
valeurs de .7”° et de m, une fois connues les valeurs de «,, %, et «,.

e) Expressions générales

Pour la tranche 4 on obtient par la méme méthode :

: m®)?
Tt (11— — P8 ) 1+ (14 )] )
6401541 ' i (‘E} -}-ﬂid) (°4n+ %41 +m¢)
%43 Tyn %3 (85)
d d 941 /043 m' - S3p d d d
(W _7‘:{(1"“1) == {1-—953[1————}—!?1 [2'!'“2(1‘['“1)]]}} =0
o404 £ me cr-ln_{'":’i_l + i O3z
43 O43 (86)
d d _d
Avec "= ﬂ’;_ et = 2R 4 :4
"y w, "
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Nous avons aussi établi les équations correspondantes pour les
tranches e, f, g, h et i; il est exclu de les présenter ici en raison de leur
taille, qui devient monstrueuse. Pour cette raison nous avons préferé
établir des relations de récurrence permettant d’obtenir ces équations
pour la tranche d’ordre immédiatement supérieur a la tranche % (et
que nous désignons, faute de mieux, par l'exposant % - 1), a partir
des équations correspondant aux tranches précédentes.

En combinant les équations d’ionisation et de conservation des
métastables, de fagon a faire intervenir dans la premiére le terme

k
"
ETE peut écrire ces équations sous la forme :
: E m"
Th= il (f"——rk—_ (87)
m" g 88)
?'k = & {

(s étant le groupe d’énergie des électrons d’émission dans la tranche £).

k41
On peut obtenir .77 **1 et sous la forme (87) et (88) en posant:
. 1 O(s+1) (s—3) ; 1 -
frHl =91 T — —— (f__‘; ARTLL “)]
s F1) (s— 1;+°:s-n{s -2) g %s+1) (s)
= e
s +1) (s) (89}
F(s+1) Ffs—2 + + —241
+ (s+1) _Iﬁ___ ) [—l—l—ock_; A* l(fk ))_J
O(s+1) (s)
- 1+a Ak—rl fk):l}
1 "‘r +1) (s ;
gk+l=_ _ { i =il [::éAk+1 k—.s)]
(s +1) (s—3) I Ols+1) (s—2) _:_mk +1 l:'{s+l.'r (s)
S(s+1) (s) (90)
s 1 1) (5 i o
o (s+1) (s—2) [1_{__“:_,-:: Ak+l(gk ))]
Ss+1) ()

+mk+1 [__ 1 +“:+1 Ak+1 (g.k)] }
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avec
aktl =0 (91)

=1 (92)

=14 (93)

gr=—l (94)

g =(14a}) (95)

A*1(f") désigne lapplication a la tranche k+1, de la forme que
la grandeur f prend dans la tranche /; on effectue cette application
en remplagant I'indice de localisation 7, partout on il figure dans
l'explession de f', par l'indice de localisation k1. A*+! (g') désigne
de la méme maniére I'application de g’ a la tranche k1.

On aura, par exemple : (cf. éq. (92) et (95))
44(f) =1

A% () = —(1 +«f)

On obtient ainsi les expressions du terme d’ionisation pour les
tranches ¢, d et e:

oy 1 S 1 %30 P . 3 m’
'?"'=_‘;33°‘<‘i{2""—"j —E—— 'U_'(‘_])‘f‘m (—14-ag (140)) | — 7 }(96)
30, o 32 ;
O3z
o L . 1 %40 %41
g {2 {0+ (144
i 4 - 4a + F?Id 43 43
543 (97)

+m! [—1+4of [2+

| o :
o (____Ji-{-m“[——l—i-ati(l‘l'af)_])]]} = %_}
Lo O3

%30

Oy
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O %52
{2 () [~ 1+af (1407)]

54 G54

wmpHﬂAWﬂn—%%

De méme, on aura les équations de conservation des métas-

tables :
m’ 1 %30 c c c
2 — {= (1) [—1—a5 (1405) ]} =¢
_sa +m‘ 22
m? 1 § %0 S A\ | anl T d gd
e (e s S [ 145 4%() ] }=¢"
i,m_c“ —|—md L Oy3
Gy
m’ 1 Os1 3 G2 e ¢ ¢ e Ae
e —{= _(_al)+_a : [1—af (14af)]4+m [—1+0 4 ()1}
51 VB2 4 me T4 54

etc. . .

f) Calcul des probabilités de collision inélastique «,

Ce calcul présente des aspects différents selon que les électrons du
groupe considéré sont entrainés par mobilité ou par diffusion. Or nous
avons vu (cf. parag. 11-2.2.4) que pour les électrons les plus lents la
mobilité était le processus dominant; pour les groups d’énergies élevées
la diffusion est le processus qui I'emporte car les gradients de densité
des électrons peuvent atteindre des valeurs considérables pour ces
énergies.
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Electrons des groupes I et 2

Le temps ¢, qu'un électron met & parcourir I'épaisseur Ax d’une
tranche, entrainé par le champ électrique longitudinal X, vaut:

; Ax Ax n, {102)
YT e X (wm) X

oit nous avons mis en évidence le fait que la mobilité électronique est
inversement proportionnelle a la densité des neutres.

Le seul processus inélastique possible pour les électrons des grou-
pes 1 et 2 est l'ionisation des métastables, dont les sections efficaces
sont, respectivement:

o0 = 2,7 X 107 cm?®

a5y = 7,0 X 107* cm?®

Ce type de collisions ayant une fréquence proportionnelle a la
densité n, des métastables (qui ne dépasse pas, comme nous le ver-
rons, 10" cm™), la durée de vie de ces électrons est assez longue
(de T'ordre de 1lups). En fait, cette durée est supérieure au temps t,
pris pour les électrons pour s’échapper des tranches d'oit ils sont
originaires (cf. Appendice IV).

Dans ces conditions il est clair que les probabilités «, et «, corres-
pondant a ces collisions doivent étre voisines de zéro pour toutes les
tranches considérées.

Cas intermédiaires

Examinons maintenant ce qui se passerait pour les électrons des
groupes d’énergies immédiatement supérieures, s'ils étaient aussi con-
trolés par mobilité (done, dans tous les cas ou les gradients de densité
des électrons des groupes d’énergie correspodants sont faibles). Pour
le groupe 3:

1

by =ty = ———— (103)
", 30 Wy

Portgal. Phys.—Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa 77




TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

Pour

9;,,=0,6%10"%cm’ et w,3=2,83x 100 cms on a:

n, = 10" cm™

t; =287 ns

n, = 10" cm™®

t; = 8,7 ns

Ce cas est donc différent des cas précédents (groupes 1 et 2): le
fait que des collisions inélastiques sur les neutres sont maintenant
possibles, rend les durées de vie beaucoup plus courtes. Remarquons
cependant que si la tranche que 1'on considére est proche de l'extré-
mité de la cathode (ol la densité des neutres est plus basse) la durée de
vie des électrons de ce groupe est encore supérieure au temps de dépla-
cement par mobilité. En revanche si la pression des neutres est plus
forte, la durée de vie diminue alors que le temps de déplacement par
mobilité croit; la durée de vie des électrons du groupe 3 devient trés
inférieure au temps de déplacement et la probabilité de collision
inélastique a l'intérieur de la tranche approche 'unité. II s’agit donc
d'un cas intermédiaire difficile a analyser.

En revanche pour les groupes d’énergies suivants la situation est
claire, car les électrons ont le temps d’effectuer une collision inélastique
avant d’étre entrainés en dehors de la tranche (cf. Appendice 1IV).

Done, dans tous les cas ol les électrons des groupes de nombre
d’ordre supérieur 4 3 sont controlés par mobilité, la probabilité de
collision inélastique « est voisine de 1.

Nous supposerons que pour ces groupes, et a la seule exception
du groupe d’ordre le plus élevé dans chaque tranche, (électrons d’émis-
sion) les gradients de densité électronique entre tranches voisines sont
suffisamment faibles pour que la diffusion ne soit pas dominante ; nous
prendrons donc, dans tous ces cas, a=1.

Electrons du groupe d’énergies supérieur dans chaques tranche

Pour ces électrons (provenant directement de I'émission catho-
dique) les gradients de densité sont importants entre tranches voi-
sines. En effet, le potentiel de la gaine étant croissant vers la sortie
de la cathode, le goupe d’énergie supérieur d'une tranche n’est pas
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représenté dans la tranche qui la précéde, car le potentiel de la gaine
y est moindre. Le courant électronique se dirige donc, pour ces élec-
trons, dans le sens opposé a la force du champ électrique longitudinal
(cf. Fig. 21).

Nous allons calculer la probabilité pour que des électrons émis dans
une tranche avec une énergie initiale donnée, effectuent des collisions
inélastiques avant de diffuser vers I'extérieur de cette tranche.

Ces électrons vont effectuer des collisions élastiques avec les neu-
tres et feront éventuellement des collisions inélastiques. Soit N le
nombre de collisions élastiques nécessaires en moyenne pour effectuer
une collision inélastique du type quelconque. Il s’agit donc de calculer
le pourcentage des électrons émis qui ont pu sortir de la tranche au
bout de ces N collisions — c’est a dire, les électrons qui n’ont pas
intervenu dans des processus inélastiques.

Il est bien évident qu'il ne suffit pas de calculer le déplacement
moyen au bout de ces N collisions; méme si cette longueur est infé-
rieure 4 'épaisseur Ax de la tranche, il y aura des électrons qui sont
déja sortis a l'extérieur de la tranche. Il est donc nécessaire de déter-
miner la fonction de distribution des positions occupées par les élec-
trons émis, au cours de leur processus de diffusion thermique.

Il parait raisonnable de réduire ce probléme a I'étude d'un pro-
cessus de «marche au hasard» unidimensionnelle, étant donné, d’une
part, que nous sommes intéressés au déplacement longitudinal des
électrons et d’autre part, que la paroi cathodique est parfaitement
réfléchissante pour ces particules.

Nous prouvons dans I’Appendice V' que, dans le cas qui nous
concerne (émission uniformément répartie sur toute la longueur Ax
d’une tranche, supposée centrée au point x = 0), la fonction de dis-
tribution spatiale des électrons au bout de N collisions de libre par-
cours moyen i s’éerit:

F(x,N)=C{G(B Ag—x — Bx)+G(B -A__-fi + Bx)}  (104)
ol

C est une constante de normalisation

G(X) est la fonction:

X
GX)=—— | e?*dy (105)

2n Yo
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F(x,B)
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Fig. 22 — Fonction de distribution spatiale des électrons émis
au bout de N collisions

Portgal, Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa 81



TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

B étant donné par:

B= (106)

F(x, B)

La fonction 76 est représentée dans la Figure 22 en fonction

; 2x :
de la variable TR pour plusieurs valeurs du parameétre BAx.

Le connaissance de la fonction de distribution spatiale F(x,N)
sera maintenant utile a résoudre le probéme suivant: quel est le pour-
centage o des électrons émis dans la tranche, qui reste a l'intérieur de
cette tranche au bout de N collisions? Ce «facteur de permanence dans
la tranche» « vaut évidemment :

+ A #[2
F(x,N) dx
w= P2 (107)
| F(x,N)dx

Etant donné que F(x,N) peut étre normalisé a 'unité (cf. Appen-
dice V), le calcul de « nous impose simplement la connaissance de la
fonction F dans l'intervalle [ —Ax/2, + Ax/2]. L'intégration de cette
fonction (dont les détails sont donnés dans la méme Appendice)
permet d’obtenir les valeurs du facteur « en fonction de la variable

BAx = _‘7%’”__ - Le résultat de ce calcul est présenté dans la Figure 23.
A

Pour identifier le facteur « que nous venons de définir a la proba-
bilité de collision inélastique, il suffit de déterminer le (nombre carac-
téristiques» N de collisions élastiques électron-neutre nécessaires a la
production d’une collision inélastique de type quelconque.

Pour chaque type de collision inélastique, le nombre caractéris-
tique correspondant s'obtient en faisant le rapport des fréquences de
collision élastique et inélastique du type considéré. Par exemple, pour
les électrons émis dans la tranche e (donc, appartenant au groupe 5)
on aura:

N,, — % (nombre caractéristique pour 'excitation) (108)
G52

82 Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa




TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

“d

5 10 15

Fig. 23 — Facteur de permanence dans une tranche, g
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a
Ny = _G-’i (nombre caractéristique pour l'ionisation directe) (109)
51

n, o5 (nombre caractéristique pour I'ionisation des métas-
n,, o5, tables) (110)

N54=

Lorsque des collisions inélastiques de type différent peuvent avoir
lieu simultanément das la tranche, il y a lieu de définir un «nombre
caractéristique généraliséy (dans le cas présent, N;). On l'obtient en
remarquant que l'inverse d'un nombre caractéristique (1/N) repré-
sente la probabilité pour qu’un électron effectue la collision inélastique
considérée au cours d'un seul choc. En raison de I'indépendance des
divers types de collision inélastique possibles, leurs probabilités (1/N)
s'ajoutent; on aura alors:

Wy B (1)
n;, (050 + 051) + 15, 054

N¢ est le nombre de collisions élastiques que doit effectuer en moyenne
un électron d’émission de la tranche ¢ pour aboutir & une collision
inélastique de type quelconque.

En introduisant cette valeur de N dans I'équation (106), a laquelle
on peut donner la forme :

B = 2% (112)

on obtient :

(]
G52 Ny, G52

o, ne, o, \*
B =, ogg (1 . W ) (113)

La valeur de B Ax ainsi calculée sera introduite dans la courbe
de la Figure 23 et nous obtiendrons alors le pourcentage of d’électrons
qui perdent, de différentes fagons, leur énergie a l'intérieur de la
tranche.

En faisante varier #, Ax entre 5 10" et 1,5 10" ecm™ (ce qui cor-
respond aux valeurs extrémes 10" <z, < 10" cm™ et 0,6 <<Ax<1,5cm)
et en substituant les sections efficaces par leurs valeurs on
obtient les «* pour les tranches d’ordre ¢ jusqu'a k. Les résultats
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Fig. 24 — Probabilité de collision inélastique 4 l'intérieur de chaque tranche,

X O
s 2
(=]
A M R W 2
o) © o~ =5
o o o o o o g‘ o =)
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obtenus sont représentés dans la Figure 24. On en tire les conclusions
suivantes :

— Au fur et 4 mesure que I'ordre de la tranche augmente, les pro-
babilités de collision inélastique « tendent & devenir indépendantes
de l'ordre de la tranche (les valeurs correspondant aux tranches ¢, §
et & sont déja identiques).

— Pour les plus faibles densités des neutres, les valeurs de o sont
trés inférieures a I'unité.

g) Expressions simplifides de 7 et de m|r
Suivant les conclusions du paragraphe précédent, en posant

o, =oa,=0et oy ., =1, (s étant l'ordre du groupe des électrons
d’émission), les équations (96) a (101) se simplifient et on obtient :

> —— m’
‘_C)’cziga;—-(l—--
2 ;i

%41
; . 1 m® o
ydszf*f?(?——r{“ —.. )
2 %0 T O +
O43
94
; 1 m’ 1 Gyo o,
T =l —12——+ — — 2 4-m* (1—- v
202 7 o5+ 0 5 64010
51 52 +’”¢ bt} _4!'! 2_]_?”5
954 S43
S 1
. "
?f—zgag_lz__ oo B *{ e
r g + T3 fiyif %51 +f;'>-_3 7
%5 %54
0'4-1‘
— %2 (1 — %43
G 6, +o
54 a0 LGE 3

O3

.................... (114)
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c
m 1 . .
= ——— —_— — m
rc e ‘ 532

ﬂ + m
Oao
m? 1 G4 2(9%‘{)2 . }
¢ Gy + O + md O43 T30 + md
Gys O3z
e "—52+m’[“1+ 1 (E‘ o )}
7 051+ 05 » | 951 = 6401 041 ¢ “%3 O3 -
+m +m ey
O54 O43 O3a
ﬁ = 1 ﬁﬁ(l_ = m’ ) s
v gz + g3 G5 30
+ 9/ +m!
Og5 O3a
+ m/ I:——1+ [‘ﬁz + m/ [—1+ ..... ]
51 ~+ %1 e A
L+ 1%

a4

h) Calcul numérique

En introduisant dans les expressions (114) les valeurs des sections
efficaces d’excitation [32], d’ionisation directe [33] et d’ionisation des
métastables [33] (cf. Appendice VI), nous avons calculé les grandeurs

i sl

i = f, (") et m* = f, (") pour toutes les tranches, de ¢ & %, le para-
.

meétre #* a été varié entre 107° et 1(*). Les courbes correspondant 4

ces calculs sont représentées dans les Figures 25 e 26.

ek ;

2R o 2
(*) Rappelons que #* = —— . -~ et que iy - —t
w, ny qgR

7% étant la densité du courant d’émission cathodique. Si l'on suppose
que celle-ci varie entre 6x 107 4/cm? et 20 4/ cm? (valeurs qui corres-
pondent A une émission thermoionique a des températures de 2.0000 K
et 2.900° K, respectivement) et que 1015 < ni < 1018 em™3, on retrouve
105 < #* <.
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en fonction de #* pour les tranches ¢ a &

f*-‘ |-2tsm
e |
\,\J|-=g‘;»
-rl &
21 ¢
>0
x> d i
X
FO; =8 |
o
- T
I o

05
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10+

T —

: —1
103 102 ‘IO1 100

Fig. 26 — Degré d’excitation des métastables m* = f, ()
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i) Terme d'ionisation J°*

I’interprétation de la Figure 25 n’est pas aisée en raison de la
complexité du paramétre #*, et aussi parce que, dans une situation
expérimentale, a chaque tranche %k correspond une valeur déterminée
de 7*. Nous avons construit la fonction:

PR & f () (115)

dont les courbes sont présentées (en fonction de #*) dans la Figure 27.
On en tire les conclusions suivantes pour les tranches d a k:
— Pour les faibles valeurs de #* (¥ < 107%) la fonction représentée
est une famille de droites (en échelle logarithmique) de pente B, égale
a l'unité et dont les ordonnées croissent lorsque l'ordre de la tranche

augmente ;

— Pour 7 > 5 x 107 la pente de la familie de droites est 1ége-
rement plus élevée (5, = 1,1).

On peut donc écrire :

ek
2R 7
N (i (116)
IE"”‘ nﬂ
soit : T*=ati*e  (pour < 107) (117)
BB NPt
f)”‘:a’;(w n*) x (' )P (pour #>5x10%)  (118)

avec :

at | 0,30 0,41 | 0,45 | 0,60 | 0,80 | 0,90 | 1,0 | 1,2

ak 0,48 | 0,67 | 0,87 l,2(i‘ 1,42 | 1,568 1,9 2,2
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“P,_._R IK j

1 W npk i

107! f ° ///

:_10'2 d ////

——t— —»
1077 ko1
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— La tranche ¢ est singuliére, car la fonction # f, (»,) n’appartient
pas aux familles de droites considérées.

En remarquant que of est une fonction croissante de #* on peut
conclure que:

— Le terme d’ionisation .7"* est croissant en fonction du courant
d’émission * dans chaque tranche; il lui est proportionel pour les
faibles et moyens courants d’émission (faibles valeurs de #*), croissant
plus vite pour les fortes valuers de #*;

— Le terme .77* croit avec la densité des neutres de la tranche
considérée (par I'intermédiaire de of).

On peut maintenant calculer le «rendement d'ionisationy #* = —.
?

(nombre d’ions créés par électron émis par la paroi) en écrivant les
expressions (117) et (118) sous les formes:

Ed
-

a* = ak o} (*<107) (119)

o

w n

m "

9R P2
-r,*zaf( -%—) . (@)P ¢ >5x107)

4?‘!4 pi—1

kP
;- ”i ()

Nous avons calculé 7% pour 20>7*>6x10° 4 /cm® et
5X 10" <nmj Ax<<6x 10" cm™. Les résultats sont présentés dans
la Figure 28.

Cette figure est trompeuse; une appréciation hitive peut con-
duire a la conclusion que le rendement d’ionisation peut étre voisin
de 'unité. En fait, il n’en est rien. La densité des neutres n, n’est pas
une variable indépendante de % (ordre de la tranche considérée): les
tranches d’ordre le plus élevé sont justement celles olt la pression est
la plus faible.

Dans ces conditions, la partie des courbes de % élevé a forte densité
n’a pas d’existence réelle; 'utilisation de ces courbes impose le tracé
préalable de la caractéristique #, (x) (caractéristique d’écoulement
du gaz), explicitée sous la forme #», (k).

En anticipant le calcul numérique que nous allons présenter dans
le chapitre 8, nous avons tracé une telle caractéristique pour une situa-
tion expérimentale précise ; nous vérifions ainsi que le rendement se
situe dans ce cas entre 10 et 30 9.

92 Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa



TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

124 K
)\ 2
e 20A/cm k
a 10A
14 v 5A | j
_ 2A ]
< <1A i
08 h
06- g
Caractefristique f
04 d écoulement du e
gaz
8 d
02
Ny Ax
0 n i -
1014 1015 1015 {cm‘z)
4
Fig. 28 — Rendement d’ionisation théorique 7 = ——
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En fait le rendement d'ionisation varie relativement peu; le terme
d'ionisation dépend donc fortement de la température cathodique,
dans la mesure oit la densité du courant thermoionique varie rapi-
dement pour des variations, méme faibles, de cette température.

i) Influence du courant électronique de diffusion (électrons
d’émission)

Le terme d’ionisation .7"* que 'on vient de calculer ne réprésente
pas la totalité des processus d’ionisation qui ont lieu dans la C.P.1I.
En effet, lorsqu’on regarde la méthode utilisée pour caleuler .27, on
s‘apercoit que ce terme ne concerne que les processus inélastiques des
électrons émis dans la tranche méme que 'on considére. Les électrons
d’émission n’ayant pas participé A ces processus passent par diffusion
vers la tranche d’ordre immédiatement inférieure, of1 ils seront 4 1'ori-
gine de nouveaux processus inélastiques dont nous n’avons pas tenu
compte jusqu’a présent. Le processus peut d’ailleurs se propager dans
plusieurs tranches.

Nous sommes ainsi conduits a calculer, pour chaque tranche, non
seulement le terme .77* donné par (cf. Figure 25) :

B i () (121)

qui correspond aux jons créés par les électrons émis dans la tranche %,
mais aussi le terme correctif A.77* des ions créés par les électrons
rapides provenant des tranches k-1, k42 etc. ...

Soit / l'ordre de la demiére tranche (abscisse x=0) a laquelle
correspondent des électrons d’émission du groupe ¢.

Le nombre de ces électrons qui passent dans la tranche précé-
dente est donné par:

800 = (1—df) 4! (122)

Ces électrons d’énergie ¢ vont effectuer des collisions inélastiques
dans la tranche /—1, étant a l'origine d’un nombre A, .97'—1
de processus inélastiques (la notation employée est apparente d’elle-

-méme) donné par:

A, D71 =100 4l—1 gt (10—1)) (123)
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r't—1 désignant la fonction:

(E—1) —1
- 2R 1, x

w,
(124)
2R (1—al)al—14}
= e

Etant donné que tous les électrons de '~ n’ont pas effectué
de collisions inélastiques dans la tranche /— 1, il en passera dans
la tranche /—2:

JU=D0=2) _ (] 4l—1) jH0—1)
(125)

=(1—o;) (1—o,7") 4

Le terme d’ionisation qui en découle dans la tranche [— 2 vaut:
A‘ ._9’5—2:1‘}1-—1) (I—2) m:-—zfl[fl(l—-z]] (126)

2R i}f—l) —2) mi—?.

Ht—2 __
¥ —
w,, ny
(127)
2R (1—e}) (1—af—0) al=2 !
 w, ", *

Dans cette tranche /—2, il y aura aussi a considérer comme pré-
cédemment, l'effect des électrons d’émission de la tranche [ —1
(énergie £—1) qui ont aussi diffusé vers [—2. On aura:

A1 IR D= 2 1[0 0a] (1g)

avec

I—1y 1—2 1—1
2R (1_“r—1) % 3ty 3

I—2
wm nﬂ

pU—10—2 _ (129)
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I accroissement net du terme d’ionisation .72 g’écrira :
l—2 __ A Sl—2 o1 —2
AT 2= AT 4 & T

o= e e S )

il (1 —ol) (1— 1) =2 f[F0-] (130)

Pour la tranche [ — p on aura:

AT P=NT =244, TP 4 vy =
(131)

=18 gy B ] Gep e p—i
— o — — — —_
J_Eu {?x—;‘-f [r ]-“t—;' - ._13“ (1_“¢—j)}

2R z'j:;iaj:f‘=f’—1 B
Fma o I (1—az) (132)

aveec  AI—N0—p _
w

Les valeurs de 4,/ (courant d'émission de la tranche /—j) sont
obtenues a partir de la caractérisrtique 7°(x) de la cathode par appli-
cation de I'équation de Richardson-Dushman. Les valeurs des o7
sont obtenues & partir des courbes de la Figure 24 en considérant la

courbe # "} au point 7'~ * Ax.

De méme la fonction '~/ [ /=9 =97 g’obtient & partir de la
courbe d’ordre /-j de la Figure 25, pour le point d’abscisse égale a la
valeur numérique de ¢~ ¢—2 (cf éq. (132).

L’équation qui donne A.Z7'~? n’est pas susceptible d'un traite-
ment analytique, dans la mesure ot elle fait intervenir les valeurs du
courant d’émission de toutes les tranches de numéro d’ordre supérieur
Gi—1...01—p+1).

Seul le calcul numérique nous permet d’obtenir, pour une situa-
tion expérimentale donnée, le terme d’ionisation totale .~% dans cha-
que tranche :

T h = T HLep TP (133)
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k) Densité des métastables

D’aprés les courbes de la Figure 26 le degré d’excitation de métas-
tables du plasma, s, peut varier entre 10 et environ 0,15 suivant les
valeurs de #* et la tranche k considérées. Remarquons cependant que
les valeurs les plus élevées correspondent aux fortes valeurs de #*,
c’est a dire, aux plus faibles densités des neutres, ce qui limite les va-
leurs que la densité des métastables peut atteindre.

On peut calculer, a partir de la fonction m* = f,(*) le rapport:

m* iy
T i (134)
avec :
k
h . Tm 135
ip IR (135)

3.,’2 représente le nombre de métastables qui tombent sur la paroi catho-
dique par unité de volume et par unité de temps.

La fonction m*[7* se présente, en échelle semi-logarithmique,
sous la forme de 2 familles de droites (cf. Figure 29):

k

m-:a*—}-ylogf"

<! (136)

Pour les faibles valeurs de 7* (#*<5.10%) y = 0; % est donné
par le tableau: '

T
! ‘ p ‘ d | e | | ol & ‘ i ‘ il &
(]
ol 1| : |
ay { 1 0,71 | 0,56 1.1 1,381 1,12 | 1,46 | 1,76 | 1,76
|
Pour les fortes valeurs de %,y =—0,3; «f est donné par
k c d e ‘ T g ‘ h i J i e
| S S SRR T
| | ' |
a}| — | 01 |013] 017 | l},2?| 0,3 | 0,46 | 0,49 | 0,51
|
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U R &

4
o
L=,
< T T T T 2 T T
-~ o~ @ o~
X|lx & - — - o o > o
El
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A
i K
-4
J
21
i (1A /cm?
15L
L c
Caractéristique
d'écoulement du gaz
d
05L e
np Ax
: . " . f : —
0" 0" 10" (em=?)
i k
Fig. 30 —-- ; =¥, (n, Ax) pour 7, <14 [em?

5
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-k
B
.k
I's
2 jo =20A /em?
15
11
k.
i)
=g
105 ef
d
101-".
.{.'k
Fig. 31 -——1{—};— =Y, (n, Ax) pour i, =20 A[em?

s
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On peut donc poser :

‘k

(F<5.10%) 2 =gk o (137)
las
ip
(r>10%) - =a(ak+ ylog 7" (138)
ir

T,a fonction

- est représentée dans les Figures 30 et 31 pour
7

des densités de courant d’émission thermoionique j, <1 A/cem® et
7.=20 A/cm® en fonction de la variable n, Ax (*).

Rappelons que:

o - (139)

En introduisant dans ces courbes les valeurs de #, Ax et j, dans
chaque tranche, on obtient 7}, ce qui nous permet d’obtenir la densité
des métastables n! A partir de:

o ik '  (140)

7T — EQUATION DU COURANT IONIQUE DANS LA‘.fC. B. ¥

Ycrivons 1'équation de conservation du courant ionique dans
I’élément de volume de surface S et de longueur dx, situé a I'abscisse x
du canal cathodique (cf. Figure 32). Cet élément ne comprend pas
la gaine ionique bien que, en raison de la trés faible épaisseur
de celle-ci, on puisse écrire S=~=R*:

—dj,(®)S =j,2xRdx — .7 1 qSdx+nn,aqSdx (141)

(*) 11 serait plus intéressant de présenter toutes les courbes dans la méme
figure (j, étant le 28me paramétre introduit), ce qui faciliterait leur utilisation.
Malheureusement, la figure deviendrait inextricable.
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Avec: j,, — composante longitudinale de la densité du courant ioni-
que ;
1;, — composante radiale de la densité du courante ionique ;
n; — densité ionique du plasma de la C. P.I.;
n, — densité électronique du plasma de la C. P.1.;
g — charge de l'ion;
« — coefficient de recombinaison ;

oy

7" — terme d’ionisation (ions/cm?s).

O

=, —
g &)
3 '
= o
s S

S
-
3 -
7 |
~ Q
.-y: Z =1
7 8 o
= = g
= = =
T X 9] 2 8
o 7z o
o) o =
~ — g
| l f_:,
/ LA
o < i
w W ¢
@ e |
21
o]
=]
9
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1,/équation (141) traduit la diminution du courant ionique longi-
tudinal comme étant le résultat des processus de diffusion radiale
(avec recombinaison en surface), et de recombinaison en volume ; moins
un terme d’ionisation a intérieur de la C. P. I.

Si maintenant on néglige le terme de recombinaison en volume
devant le terme de diffusion radiale (ce qui est raisonnable pour I’Argon
entre 102 e 5 Torr.) [20], on obtient:

afir 2
SED e s S L 142
d X R :',sl' —E_ frq ( )
Par ailleurs, le mouvement des ions est déterminé par 1'agitation
thermique pour ce qui est des déplacements radiaux, et par le champ
électrique pour ce qui est du courant longitudinal (cf. paragraphe 2.2.4) ;
on peut donc écrire :

. n;q; W;

W s 5 143
Jir 4 (143)
i = M Qi X (144)

avec: w; = la vitesse d’agitation thermique des ions
w; = la mobilité ionique.

En éliminant n, entre les deux équations précédentes on aura:

' o Y (145)
Ter = Tu X, Tip
et
i w, "
e ’ . N> 146

Or, la mobilité dépend de la densité locale des neutres (donc de
I’abscisse); on peut alors écrire :

v

=—An, 5+ yrq (147)
dx _

A étant donné par:
1w,

A= —"— 148
2 R(w;n,) X; &
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cette grandeur étant indépendante de I’abscisse du point considéré
dans la C.P.I., si 'on néglige les variations de w; le long de cette
partie de la cathode.

L’intégration (formelle) de I’équation (147) donne :

* A [ n, (x)dx

fan(®) =[120) +¢f T ;) e 2 dx) e —dA ofﬂ,, (x) dx

(149)

7. (0) étant le courant ionique qui entre dans la C.P.I. provenant du
plasma extérieur.

Le courant radial sera donné par:

. AR :
fir (%) = T Py Tz, (%) (150)
‘'soit, finalement :
_ AR —Afn,,xd . X : Af , (x) dx
i) =S m e O G o) 1 f 7 e A2 g
(151)

Cette équation n’est pas facile 4 manipuler autrement que par
application numérique. En effet notre probléme est self-consistent :
la répartition de la température cathodique (et donc, la fonction .77 (%))
est déterminée par la résolution d’une équation de transfert de chaleur
dont les termes dominants sont justement des fonctions de .77 (x).

En tout cas (cf. Chapitre précédent), le rendement d’ionisation
variant peu en fonction de I'abscisse, .77, (x) doit étre croissant entre
l'extrémité de la cathode et le maximum de température cathodique
(qui correspond au maximum d’émission de la paroi). Pour x dépassant
la longueur de la C.P.1., .77 (x) tend rapidement vers zéro.

La densité des neutres croit monotonement dans le méme sens
que x; dans ces conditions, 1'exponentielle décroissante qui figure dans
I'expression de 7, assure une décroissance rapide du courant radial
a partir de I'abscisse x, (rappelons que pour des abscisses plus grandes
7" p(x) > 0); g, doit ainsi passer par un maximum dans la C.P.I.
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On peut aller un peu plus loin dans le domaine des raisonnements
qualitatifs, en posant comme point de départ que o/ (x) soit non
décroissant sur toute la longueur de la C.P.I. Si, par ailleurs,
la température cathodique (et donc, I'émission thermoionique) est
suffisante pour que .77 (¥) atteigne une valeur telle que:

0§ 72 @ e MO gns i 0 (152)
on s'apergoit que la fonction :
o —AIm@d oy AIMEE

est toujours croissante dans le domaine considéré. Le maximum du
courant ionique radial se trouvera donc juste a la limite de la C.P.I.
(abscisse x = ¥,), puisque, pour des abscisses plus grandes, o/; (x) dé-
croit rapidement est devient nul.

Si par contre la température cathodique este faible, I'inégalité (152)
est inversée; le terme j,; (0) étant dominant, entraine que le courant
ionique décroit a partir de I'extrémité de la cathode vers l'intérieur de
celle-ci. Ftant donné que la puissance fournie a la paroi par le bombar-
dement ionique est le produit de j, par le potentiel de la gaine V,, on
s'apercoit que dans les conditions précédentes ce terme de bombar-
dement décroit avec I'abscisse x, et ne passe pas par un maximum a
l'intérieur du canal cathodique.

8 — APPLICATION NUMERIQUE

Nous allons appliquer l'ensemble des résultats obtenus jusqu'a
présent, au calcul d’un régime de fonctionnement donné; non seule-
ment ce calcul est utile comme démonstration de la méthode utilisée,
mais aussi la comparaison des résultats obtenus par la voie théorique,
a4 ceux provenant du travail expérimental, permettra de juger du
degré d’approximation que I'on peut obtenir.

Considérons une cathode creuse dont les caractéristiques et le
régime de fonctionnement sont les suivants:

Cathode en Tantale: R = 0,145 cm
e =0,2mm
L, =8cm

c

Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa 105



TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

aubpuoroutial} jueImos np
931suap B[ P 32 2ubrpored 1o1ed e op amjerpdmay e ap sreupmISuol uopnIEdIy

e¢ S

Yy

Q ! 1

009l
008L
000Z |
002z

00727

l 1
. Amtoxqg f

v (o)l : v

1970 — Lisboa

1/2, pp. 3-160,

c.

Portgal. Phys.—Vol. 6, fas



TrINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

Régime de fonctionnement: V =775V
I =204
0, =86 x 107%em® s *(TPN)
P, =5 x 107® Torr

B = 0 (absence de champ magnéti-
que extérieur)

a) Température de la paroi

La température de la paroi cathodique a été mesurée par l'inter-
médiaire d'un pyromeétre a filament; la courbe T(x) correspondante
est représentée dans la Figure 33. Sur la méme figure nous avons tracé
la courbe j (x) (densité du courant d’émission thermoionique de la
paroi), calculée a partir de I’équation de Richardson-Dushman. Pour
le Tantale cette équation s’écrit [28]:

4,8 x 10*

j.=55T2 ¢ : Afem* (T en©oK)  (154)

b) Répartition de la densité des neutres

D’aprés les courbes de la Figure 14 (cf. Chapitre 3) nous avons
obtenu, pour le rayon de la cathode et pour le débit donnés, la fonc-
tion n,(x) représentée dans le Figure 34.

Nous avons aussi calculé graphiquement la fonction :
y=[n,dx (155)

qui est représentée dans la méme Figure.

c) Longueur de la C.P.1I.

En partant de I'hypothese (discutée dans le paragraphe 2.2.5)
que la longueur de la C.P.I. est donnée approximativement par 'abs-
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cisse du maximum de température de la paroi (hypothése dont la véri-
fication est un des buts de ce travail) on aura d’aprés la Figure 33:

x, =1l=45cm

@

Nous avons ensuite mesuré le champ électrique longitudinal dans
la C.P.1., par variation de la longueur de celle-ci (méthode décrite dans
la référence [8]), ayant obtenu un excellent accord avec des résultats
antérieurs, obtenus en présence d’'un champ magnétique longitudinal.
Le champ mesuré était X; = 8 V/em.

17
17, 410
1{12) } y =/oxnndx nn(cm"a)
1016,
10|
10' ; i i . . , ; i 104

x(cm) 8 7 6 5 4 3 2 1 0

Fig. 34 — Répartition longitudinale de la densité des neutres

et de la quantité y = ‘fx n, dx
o
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On aura ainsi (cf. paragraphe 6.1):

Ax R

= 0,6 cm

Le nombre de «tranches» de longueur Ax est, dans ces conditions:

h= -2 = — (156)

| 9
La distribution du potentiel de la gaine dans les tranches qui
constituent notre modéle de la C. P.I. (cf. paragraph 6.1) est présentée
dans la Figure 35. Sur la méme figure nous avons tracé la variation
du parameétre 7, Ax en fonction de l'ordre des tranches considérées.

d) Terme d’ionisation

Les courbes universelles de la Figure 28 permettent d’obtenir le

( ok
rendement d'ionisation 7* = — — -
. i

| =5 29
On peut done calculer 7% = #* -—i;— dans chaque tranche. La
q

fonction .7 (x) est tracée dans la Figure 36, de méme que A.J"*
(calculé & partir de 'équation (126)) et .7, = .7+ A.7".

e) Courant ionique radial

Le calcul numérique de 1'équation du courant ionique radial
(cf. éq. (151)) a été fait pour les valeurs suivantes des parameétres:

w; =T X 10*cm s~ (T; = 2500 °K)

?‘ 1/2
Wy My = p‘l'o (I.o) " ( T‘O_) =
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A Nn ag oA s ?_“
B [T 40
R
3 - 30._
nnAx

_2 _____ .u\ ZOH

K \ 10

I N

gl ¢ | d | e | f g | h]|i]| ] kg
x(cm) 4 3 2 1 0

Fig. 35 — Répartition longitudinale du potentiel de la gaine et du para-
métre #n, . Ax, en fonction de 'abscisse et de l'ordre des tranches
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A

[: T :IS T ‘1'2 T 'i I 0

Fig. 36 — Répartition longitudinale des processus d’ionisation dans la C. P.T.
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Avec w (T,) = 1,6cm? V' s [20]

o

7, = 2,67 x 10 cm®

on obtient: w n, = 1,42.10" (V cm s)™
0.
Y ..
2R (4 n,) X,

= 2,18 . 10 cm®

En introduisant ces valeurs dans ’équation (151) et en faisant
intervenir .27, (x) et y (x) données par les Figures 36 et 34 on obtient
la courbe j,(x) (cf. Figure 36) (en faisant I’hypothése additionnelle

7y, (0) = 0).

f) Densité des mélastables

En introduisant les valeurs de #! Ax et j, dans les courbes de la
nk, w,,

2R

Figure 30 nous avons obtenu ij = d’ott l'on déduit #,

(cf. Figure 38).

g) Apport de chalewr sur la paroi; pertes radiales

Dans la Figure 39 sont représentées les grandeurs ¢;, ¢, et g;
(données par les équations (47), (49) et (53); et leur somme ¢, (g; se
trouve étre négligeable: ¢, << 0,2 W/em® au maximum).

De méme, nous avons calculé:

Bray = 2,84 X107 [14+2Xx 10 (T—300)] T* (W/cm?)  (157)

Pu = 1.2(9 = 4,12 V pour le Tantale) (W/cm?) (158)
L 9,2 x 10*
b =34%X10°T *e I wem?

Ces fonctions et leur somme $; ont été tracées dans la Figure 40
(p,, se trouve étre négligeable: << 107 W/cem?).

112 Portgal. Phys.— Vol. 6, fasc. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa



TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

jiR(x) A

(A/cm?)
2]

15 |

05

c

-
-

4 3 2 1
x(cm)

Fig. 37 — Répartition longitudinale de la densité du courant ionique radial
dans la C.P.I.
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-
:

(101t'cm"3)

rl

x (cm)
i T T T T T T T D

8 7 6 5 A 3 2 1

Fig. 38 — Répartition longitudinale de la densité des métastables
dans la C. P. L.
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A

qr (W/cmz)

40

x(grp)

| | T

7 6 5

Fig. 39 — Terme de source de chaleur sur la paroi cathodique
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/

Pr 5]
(W/em*)

80

20+

pth

- I I T T I ] T T

8 7 6 9 4 3 2 1 0

Fig. 40 — Terme de perte radial de chaleur sur la paroi cathodique
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h) Conclusions

Dans le cas que nous venons d’étudier numériquement (colonne
longue) nous pouvons remarquer que:

1) — Le terme d’ionisation passe par un maximum au voisinage
de la tranche 4.

2) — Le courant ionique radial passe par um maximum dans la
tranche ¢; il doit diminuer rapidement pour des abscisses plus grandes,
mais nous ne sommes pas en mesure de calculer cette partie de la
courbe,

3) — La densité des métastables atteint environ 10 cm™ dans
la C.P.T

4) — Le terme dominant d’échauffement de la cathode est le
bombardement ionique; les contributions du bombardement des métas-
tables et de 'effet Joule sont nettement plus faibles, Par ailleurs, nous
n’avons pas porté dans nos courbes la contributions du Bremsstrahlung
et de la conduction gaz-métal, dans la mesure ot nous ignorons leur
répartition longitudinale (les dernitres représentent environ 5W au
maximum).

Le maximum de puissance arrivée sur la cathode se situe dans
la tranche c.

5) — Le terme de rayonnement est le terme principal de refroidis-
sement de la cathode, quoique la contribution du terme d’émission
thermoionique ne soit pas négligeable. I,a puissance ainsi évacuée
(rayonnement et émission thermoionique) passe par un maximum au
point ol la température est maximale.

6) — D’aprés nos calculs, les pertes radiales 'emportent sur le

terme d’apport de chaleur ce qui est manifestement faux dans
la C.P.I. Au niveau de la zone active, 'erreur dépasse 20 %,.
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9 — CONCLUSION

a) Origine du courant de la décharge :

Dans le cas d'un arc a cathode creuse on peut distinguer, dans
la région” cathodique, plusieurs composants du courant (cf. Fig. 41):

— Emission thermoionique «ntérieure» — produite par la face
intérieure de la paroi cathodique. Cette émission est a I'origine de pro-
cessus inélastiques divers, qui créent .7 paires électron-ion par cm?
et par seconde; aprés thermalisation, ces électrons contribuent au
courant électronique (I*-7);

— Emission thermoionique «extérieure» (par la face extérieure
de la paroi). Etant donné que la pression dans I'enceinte P, est nette-
ment plus basse que celle qui régne dans le canal cathodique, le terme
d’ionisation correspondant a, cette émission doit étre comparative-
ment faible; nous le considérons comme négligeable. Cette émission
contribue donc au courant électronique (I2*), mais seulement par
elle-méme, contrairement a ]’émissiop «ntérieuren ;

— Ionisation dans la C.P.I.: le nombre d’électrons et d'ions créés
par unité de volume et par unité de temps, contribue au courant
€lectronique sortant de la cathode (I/) et au courant ionique (I7) sur
la paroi cathodique ;

— Courant ionique arrivant a la cathode, provenant des phéno-
meénes . d’ionisation dans le plasma extérieur (notamment au niveau de
la chute anodique).

On peut obtenir ces divers composants du courant, en con-
sidérant, par exemple, le bilan des particules au niveau de la
paroi métallique:

L

Il =2z R f ;,,( ) dx = 2,7 A (dans le cas que nous avons étudié)
v0
L

I%"-E=]%1_9-R j j.(x)dx =52 A

L5

I'=I+I+54+127=1314
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J

e
thE
e

A

Fig. 41 — Bilan du courant a l'abscisse » = 0 et sur la paroi de la cathode

{ L L
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Nous avons donc 13,1 A au lieu des 20 A effectivement fournis
par la décharge; on peut envisager les possibilités suivantes d’expli-
cation :

— Nous avons ignoré le composant I} (0) (courant ionique arri-
vant sur la cathode en provenance du plasma extérieur). Ce courant
n'est pas a priori déterminé, dépendant des valeurs du champ élec-
trique longitudinal dans le plasma extérieur et de la chute anodique
(Xp=1025V/em et V, =15V dans notre cas). Ces grandeurs
déterminent le nombre de processus d’ionisation dans le plasma
extérieur.

Remarquons que la solution IF (0) = 0 est théoriquement possi-
ble: les électrons et les ions créés a l'extérieur serviraient simplement
a compenser les pertes par diffusion ambipolaire sur les parois de
I'enceinte. :

Ce probléme de déterminer la partie ionique du courant total peut
étre résolu par l'analyse détaillée des processus inélastiques dans le
plasma extérieur; c’est un probléme complexe, comme le prouvent
les conclusions contradictoires fournies par des auteurs divers (par
exemple, I;/I, variant entre 10~ ® et 0,5). Nous avons tendence a croire,
jusqu’a preuve du contraire, que le courant ionique extérieur n’est
qu’une faible partie du courant total, raison par laquelle il nous semble
improbable que le défaut de courant dans nos résultats soit dit a ce
courant ionique.

— 11 est possible que 1'émission thermoionique ne soit pas le seul
processus d’émission cathodique. I,'émission secondaire par les ions
doit étre rejettée comme insuffisante a expliquer ce défaut, car le ren-
dement est trop faible (v, = 0,1) [25]. Il reste 4 considérer 1'émission
secondaire par impact des métastables sur la paroi; malheureusement,
nous ignorons la valeur de v,, correspondante. 11 faudrait que ce facteur
soit trés important pour que cet effet puisse étre appréciable.

—— Enfin, nous n’avons pas tenu compte de la possibilité d'émission
photoélectrique par les photons issus des processus de désexcitation
radiative.

II reste a savoir si le résultat obtenu n'est pas tout simplement
la conséquence des défauts de notre modele, discontinu pour ce qui
est de I'énergie des électrons et limité a 3 états (fondamental, métas-
table, ion a 1'état fondamental) pour les états possibles des particules
lourdes.
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b) Bilan énergétique

On retrouve le méme défaut de courant dans le calcul du bilan
énergétique de la région cathodique: la puissance reque par la paroi
cathodique dans la C.P.I. est inférieure a celle évacuée par le rayonne-
ment dans cette région. Le défaut est d'au moins 50 %,.

Cependant, la forme générale de la courbe de puissance d’échauffe-
ment de la paroi prouve que le maximum de température cathodique
est situé au voisinnage de l'origine x, (V,(x,) = 12 V) de la C.P.I. Par
contre — est c’est 1a 'aspect négatif de notre travail — nous n’avons
pas pu déterminer I'empacement exact de I'équipotentielle V = 12 V,
en raison de l'imprécision manifeste de notre bilan énergétique.

¢) — Principe du fonctionnement de la décharge

Le maximum de bombardement ionique détermine la zone la
plus chaude de la cathode; ce maximum se situe au voisinnage de I'equi-
potentielle V' = 12 V, qui doit étre considérée comme le début de la
C.P.1.. Cette zone s’établit 4 une abscisse ot1 la pression du gaz neutre
est suffisamment forte pour assurer un bon rendement d’ionisation
des électrons émis par la paroi.

La valeur optimale de la pression des neutres qui conduit a un
maximum de bombardement ionique (le maximum de puissance
d’échauffement correspond approximativement a celui de la densité
du courant ionique) pourrait étre déterminée par dérivation de I'équa-
tion (151) de j;,, considérée comme une fonction de la pression (P et x
varient dans le méme sens). Malheureusement nous ne connaissons
pas a priori l'expression analytique de .77 (x), dont la forme dépend
des conditions expérimentales.

On peut imaginer le fonctionnement d'une cathode creuse en
régime d’arc, de la maniére suivante :

Amorgage :

Supposons que 'arc s’amorce, comme pour une électrode classique,
a partir de 'extremité de la cathode. La tension de la décharge doit
étre suffisament élevée pour permettre la création d’un courant ionique
provenant du plasma extérieur; ces ions bombardent la cathode, qui
commence a chauffer et donc, a émettre des électrons par effet ther-
moionique.
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Progressivement, les électrons émis par la paroi intérieure de la
cathode commencent a ioniser le gaz dans le canal; les ions arrivant
de l'extérieur pénétrent de plus en plus profondément dans le canal
cathodique; l'échauffement par ce bombardement gagne des régions
de plus en plus profondes. Le processus atteint I'équilibre lorsque le
courant ionique longitudinal est «freiné» par une pression trop forte
des neutres. Dans ce régime, la tension de la décharge est plus faible
pour le méme courant, car une surface importante de la cathode est
devenue émissive; la majeure partie des processus d'ionisation a lien
a l'intérieur du canal.

I1 est concevable que l'ensemble de ces processus ne puisse pas
se déclencher si le courant est trop faible lors de 'amorcage de l'arc,
car dans ces conditions la cathode n’arrive pas a chauffer suffisam-
ment pour que l'ionisation du gaz a l'intérieur du canal commence
a avoir lieu. Ceci explique pourquoi, dans le régime a trop faible cou-
rant, on observe la formation d’une tache cathodique sur la paroi
extérieure de la cathode. La pénétration des ions a I'intérieur du canal
doit étre facilitée si l'on diminue le débit cathodique de gaz:
14 encore, les expériences le confirment; on vérifie que, effective-
ment, la réduction du débit facilite 1'établissement du régime
normal.

Variation du débit cathodique:

Lors du fonctionnement en régime normal, I'équilibre entre les
processus que nous avons décrit (ionisation dans le canal, perte d’ions
sur la paroi de la cathode), est rompu si, par variation du débit catho-
dique, on fait changer la valeur de la pression a l'intérieur du canal.
Une diminution du débit fait pénétrer les ions plus loin (la mobilité
ionique a augmenté); le maximum de bombardement va s’établir
a une abscisse plus grande. De méme, un débit plus fort entraine le
1accourcissement de la colonne positive intérieure.

Zone active:

Ftant donné que la majeure partie du courant électronique pro-
vient de la zone du maximum de température cathodique et que le
courant ionique est maximum au méme endroit, cette région peut étre
assimilée a la tache cathodique qui, dans les arcs a cathode classique,
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est le point source du courant de la décharge. Cependant, dans les arcs
a cathode creuse, cette zone active est étendue, diffuse et sa tempé-
rature est comparativement basse, ce qui accroit la durée de vie de la
cathode et la pureté du plasma extérieur.

d) Réle des métastables

Nous avous montré que l'ionisation en deux étapes (atome non
excité - métastable; métastable — ion) était un processus trés impor-
tant dans le mécanisme de production d’ions dans la C.P.I. En outre,
l'existence d’une population assez dense de métastables, telle que nous
I'avons prévue par la voie théorique, permet d’envisager des possi-
bilités trés intéressantes de I'utilisation des cathodes creuses comme des
sources de ces particules. Leur durée de vie, I'énergie trés importante
(11,5 eV) dont elles disposent et — surtout — le fait qu'il s’agit le par-
ticules neutres, insensibles aux champs électriques ou magnétiques,
rendent ces métastables trés utiles comme un moyen simple de produire
des collisions inélastiques trés énergétiques avec d’autres particules.

Nous désirons exprimer notre gratitude a M. M. les Professeurs
J. L. Delcroix, Directeur du Laboratoire de Physique des Plasmas
de la Faculté des Sciences d'Orsay, et W. P. Allis du Massachussets
Institute of Technology, pour un grand nombre de critiques et sugges-
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APPENDICE I

1— EPAISSEUR DE LA GAINE IONIQUE

11 s’agit pour nous de déterminer 1'épaisseur de la gaine positive
qui se forme sur la paroi du canal cathodique.

Mackeown [15] a traité un probléme semblable, en partant des
hypothéses suivantes :

— Géométrie unidimensionnelle (paroi plane, infinie).

— Les ions arrivent sur la lisiére de la gaine avec une densité de
courant j, (cf. Fig. A-1 (a)) et énergie négligeable.

— Les électrons sont émis par la paroi cathodique sans énergie
initiale, avec une densité de courante j¢.

— On néglige les collisions a l'intérieur de la gaine.

Dans ces conditions on peut écrire 1'équation de Poisson :

dﬂ/:__i(ﬁ_ﬁ) (1)

dx® e

Le systéme MKSA a été utilisé; v; et v, sont respectivement les
vitesses acquises par les ions et les électrons dans la gaine, soit:

w=[5r v ]" @)
v, = (% V) - (3)

V étant le potentiel au point x et V, le potentiel a la lisiére
de la gaine.
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En substituant (2) et (3) dans (1) on obtient:

dEV - 21/1 :- i
A ’i"' Y ‘ W)' )y ‘”;;’ (4)

e m

/

- _— av
En intégrant avec la condition aux limites ( ; )== 0 pour
dx

V =V, (lisitre de la gaine), on obtient:

rdV \2 4 /om \12[C, /M 2 . Y o
(= (Y [ wemorsiovn]

Cette équation n’est pas d’intégration commode; Mackeown se
limite a calculer le champ électrique a la paroi (V = 0) et obtient :

AV \2 4/ m\B_ MRS
T ) o= = (3e) VeRli(S) 5| @
dx )paroi ¢, \ 2¢ £ 1L,

Dans notre cas ce quinous intéresse est d’évaluer 1'épaisseur e de
la gaine; nous allons effectuer un calcul d’ordre de grandeur, a défaut
de savoir intégrer (b).

Calculons d’abord le champ électrique et le potentiel dans la gaine
dans le cas ot il n'y a pas d’émission de la paroi (£ = 0).

av . M)ua_ w(V Py -
( ax )ion a lfo ( 2q hjl . ion

En intégrant, avec la condition aux limites V = 0 pour x = 0

on obtient:
x 43 =
v, =Vg[1—(1——) ] (8)
on gion _

— 2 /2 S \'"* e
a\fec.eion——g(H) (_!T) Ve (9)

La courbe V[V, = f(x]e) est réprésentée dans la Figure A-1(b).
Le potentiel croit d'une fagon monotone entre les abscisses O et ¢; le
champ électrique est maximum a la paroi et décroit d'une fagon mono-
tone jusqu’a I'abscisse ¢, oft il est nul.
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Si T'on calcule ¢, dans ce cas pour V, = 50 V, n, = 10"cm™?,
T,= 0,24 eV, en partant de I'hypothése que les ions arrivent 4 la
lisiere de la gaine par l'effet de leur agitation thermique:

PR fw‘ — 0,24 4 cm
on aura: (10)

e, = 39x%103cm
ion

Nous allons déterminer maintenant 'effet des électrons d’émission.
Remarquons d’abord que la courbe du potentiel présente dans ce cas
un point d’inflexion a 'intérieur de la gaine, déterminé par la condi-

) atv . )
tion (F) = 0. Le point I a 'ordonnée :

Lo P (11)

1\t M
1+(«.—) =
1/ m

Du fait de la présence des électrons d’émission, la courbe du
potentiel est déformée, surtout au voisinage de la paroi, o1 elle tourne
la concavité vers le haut (cf. Figure A-1 (c)).

Nous pouvons déterminer une limite supérieure de 1'épaisseur de
la gaine dans le cas oit U'effet des électrons se ferait sentir plus forte-
ment (haute température de la paroi, si I'on admet que cette émission
est surtout d’origine thermoionique), de la maniére suivante :

— Imaginons le tracé de la tangent a la courbe V(x) a l'origine
(droite OA de la Figure A-I (c)).

— Tragons aussi idéalement (puisqu’on ne connait de la courbe
que sa forme), la tangente qui est paralléle & 04 (droite BC).

— Calculons l'ordonnée du point de tangence B.

Ainsi, la pente de la droite 04 a la valeur (cf. éq. 5 avec V=0):

4 1/2 A ‘M 1/2 =1 |1/2
=i=(m) W) il
paroi | & \ 2¢ "
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dx




VZO V= Vg

A VX,
A i.—
- 1 Y.
1 c !._.Jl (a)
1 le :
A p—
L
41 Gaine |  Plasma
g I _
0 e X
Vion ¢
Vo gtz ) (b)
0 i ] X/e
V{X)“ -
A
Vg., ______________ e
|
I | (c)
|
0 -
€max

Fig. A-1 —a) — Modéle de la gaine suivant Mackeown.
b) — Potentiel dans la gaine en absence d’émission élec-
tronique.
¢) — Potentiel dans la gaine en cas d'émission électronique
(qualitatif).
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En écrivant la condition :

av _av (13
on obtient, en plus de V = 0, la solution :
| 4 472 2 Mm
B __ ?e ;'II 4 (14)

Ve M +72m)?®

soit, pour 7;= 0,24 A/cm? et j, =40 A/cm? (forte émission catho-
dique) :
Vs

Ve

= 0,87

Dans ces conditions o1 le point B est trés proche de 'ordonnée
V = V, (donc, proche de la lisiére de la gaine), la droite 0 A intersepte
la droite V' = V, dans un point dont I'abscisse dépasse 1'épaisseur de
la gaine. Nous prendrons donc cette abscisse comme une limite supé-
rieure de e.

11 suffit done d’écrire :

av
'Tix— X Coii = Vg (15)
paroi

et I'on obtient, pour les valeurs des paramétres indiqués :
ese,,.=43 X 103cm

Nous vérifions donc que dans tous les cas, ’épaisseur de la gaine
ionique est trés inférieure au rayon du canal.

En méme temps, I'hypothése initiale négligeant les collisions
a l'intérieur de la gaine se trouve vérifiée (nous verrons plus tard que
le libre parcours moyen de collision e—n ou i—#n est toujours supé-
rieur a cette valeur de e).
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2— PROFIL RADIAL DE LA DENSITE DE IONS ET ELECTRONS
DE L4 G.P.1.

Fitudions d’abord le régime de diffusion radiale des particules
chargées, suivant Delcroix [20]. Dans cette théorie il faut comparer
la longueur de Debye électronique a la longueur de relaxation du
mode principal de diffusion (dans notre cas, le rayon R du canal).

La longueur de Debye #,, s’obtient a partir de:

drn, g, ",

T, A
s S 6,9( T‘) (CGS) (16)

Dans notre cas, en posant 7, ~ 3 ¢V, n, ~ 104 cm™ on obtient:

h, = 104 cm

Cette longueur étant trés inférieure au rayon (de 'ordre de quel-
ques millimetres) la diffusion est ambipolaire parfaite et ce plasma
obéit 4 la condition de quasi-neutralité n, = n,.

Cherchons maintenant 4 établir la forme du profil radial de la
densité ionique.

Nous allons considérer I'équation de conservation des ions dans
une certaine section transversale du canal cathodique, en régime per-
manent. En outre, nous allons ignorer l'existence d’'un flux ionique
longitudinal, ce qui aura comme conséquence d’accentuer le gradient
radial de densité ionique.

L’équation de conservation des ions, en absence de flux longi-
tudinal, s’écrit :

D, v n,=—1i(r) (17)

i

avec:
i(r): taux local d’ionisation (ions créés /cm?®s), croissant avec 7 ;

D, : coefficient de diffusion ambipolaire.

Dans un premier cas considérons i(r) = cte (indépendant du rayon).
Iéquation qui relie () au taux d’ionisation global .7” s’écrit :
R?
2

i =fR-.i(r) v dr (18)

et nous avons donc dans ce cas i(r) = 7.
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I’équation (17) devient:

1, dn,-) & 19
r r}r( or D, (1)

et nous obtenons, par intégration:
=———r+ K, log r + K, (20)

T 4D

a

La condition #, (0) = fini impose K, = 0 et K, =n,,

1 ~ p
”i—”ia( % Do ) (21)

Nous avons donc un profil parabolique et la valeur que la densité
prend au voisinage de la paroi est fonction des paramétres D,, .7~ et R
(cf. Figure 9-b).

9" R2
) (22)

(RY=mn.[1——
nl( ) nso( 4D“n‘o

Considérons maintenant le cas d’une répartition radiale des pro-
cessus d'ionisation #(r) plus proche de la réalité. Dans le but de tra-
duire l'existence d'une majorité de ces processus au voisinage de la
paroi nous allons supposer la forme suivante de #(r) (cf. Figure 9-c).

i) =0 (r<R,)
(23)
i(r) = A (cte) (R,<r=R)

R, étant un certain rayon dont la valeur ne sera pas pour le moment
précisée.

I’expression (18) permet de déterminer la valeur de A :

2 &
T= E’ Avrdr (24)
R,
. 7" R?
soit A= F—_R—;j (25)
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IL’équation de conservation des ions devient :

Z R?
2 = —-———

V= "D, ®B—Rp P R>>R

(26)
vim=0 pour 7<R,
En intégrant et en posant les conditions frontiéres n; (0) = n,,
on; on,
(fini); (3?) = (j}‘) (continuité du gradient de densité
R,+-¢ R,—e¢

au pointR,) et () R+< = (n,) R— (continuité de la densité au
point R)) on obtient (cf. Figure 9-c).

=Ny, (r > R,)
(27)
] F R? ) s i
" = n, — 4D PR I [(r ) R log(Rl) ],
| 5 (Ry=7<R)

Pour » = R (densité ionique a la paroi) on aura:

7 R R ) R\
ni(R)=4;iu{1——4-Da”£o [1— o 10g( 7 )]] (28)

En comparant cette expression a l'équation (22) qui donne la
valeur de la densité 4 la paroi dans le cas d'une répartition uniforme
des processus d’'ionisation, dans toute la section du canal, nous remar-
quons que dans ce dernier cas le profil radial de densité ionique est
le plus accentué des deux (le terme entre crochets de (28) étant infé-
rieur a l'unité).

Fvaluons maintenant I'importance du terme soustractif dans (22).
Ie terme d’ionisation globale .27 est donné par:

2q7°
= 20 (29)
g R
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Pour une température de paroi T, = 25000 K, j; (donné par
I’équation de Richardson-Dushman de 1'émission thermoionique [28])
vaut:

7. =2 4[cm?
Si l'on pose 7 = 0,3 (cf. Ch. II-6) et pour R = 0,3 cm on obtient:
7 = 2,6 x 10® jons cm%1

D’autre part le coefficient de diffusion ambipolaire D, vaut:

o e 1
D“ — l".! é ll‘ L
I"‘i = i"‘e
(30)
i
=1 (1 g
(14 7)
avec D, (coefficient de diffusion ionique) donné par:
kT,
Pim ot
Y Mun,o_,w, (31)
M = Masse de l'ion
n, = Densité des neutres
o;,_, = Section efficace de transfert de quantité de mouvement ion-
-atome.

Pour des conditions courantes de fonctionnement (7; = 0,22 eV/;
7= 10%cm™® ; A+ =36X10Wem? ; n, = 10¥cem® ; T, =3 eVF)
on obtient :

o

D, = 4,26 10'cm?s?
et
F RE

= 0,16
4”:’0 Da

Nous aurons alors :
n,(R) > 0,84 n,
et le profil de densité est assez aplati.
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8 —INTENSITE DU CHAMP ELECTRIQUE RADIAL DANS
LA C.P.T.

Le champ électrique radial s’obtient & partir de I'expression :

kT, v,m,
X, () = = (32)

Faisons intervenir I'expression qui donne la variation radiale de #
(done, de n,) et qui a été déduite dans le paragraphe précédent pour

i(r) = .7 (ionisation indépendante de 7)

& 3 33
n,=— —
Vi, D, (33)
Ou obtient :
on, 7 "
or 2D, " 34

Le gradient est donc maximum & la paroi, ot il vaut:

sy i (35)
or R 2D,

et l'on obtient (cf. Eq. A-I-22):

F %
kT, 2D,
X, = = (36)
Max q . R2

(=,

En négligeant tD‘ R? devant n,, on obtient, dans le cas de 'ioni-

a

sation indépendante de la coordonnée radiale :

X _ kT, R (3
"Max q 2D, n,

136 Porigal. Phys.— Vol. 6, fasz. 1/2, pp. 3-160, 1970 — Lisboa



TRINDADE, A. Rocha — Etude des mécanismes de fonctionnement des cathodes creuses

Supposons maintenant, comme dans le paragraphe précédent,
une loi radiale des processus d’ionisation telle que :

i(r) =0 pour v < R,

(38)
, TR
1(r)=m pour R>r> R

On obtient par intégration de 1'équation de conservation:

m, R R;?
or 2D, R_Rp? (" v )
(R>r>R) (39)

n, = I Y P R A
e sl £

(r < Ry) (40)

I analyse de 1'équation (39) montre que le gradient de densité
est, 1a encore, maximum pour 7 = R. Il y vaut:
-

R

soit, exactement le méme que dans le cas i (r) = .77

Nous prenons donc:

BT, R
o e |
2D, n,,

‘ X, (42)

Max g

comme champ électrique radial maximum dans la C.P.I.
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APPENDICE II

ECOULEMENT D'UN GAZ DANS UN CONDUIT CYLINDRIQUE
EN REGIME INTERMEDIAIRE

Le débit de gaz Q, s’obtient, en fonction des pressions P, et Py
dans deux points d’un conduit cylindrique, & partir de I’équation de
Poiseuille corrigée pour le régime intermédiaire d’écoulement [28]

T, PE—P.2
P,T s [ 4 A B 1
¥ @By L) 1647, P, S pmes (1)
avec:
1 .

B T (2)

1468 72>

+ R

v est appelé : facteur de Knudsen.

Z est une fonction qui dépend faiblement de 2, et de R, variant
entre 0,81 et 1 ; nous prendrons dans la suite Z = 0,9. Q, est le débit
de gaz ramené aux conditions normales de température et de pres-
sion (T,, P,) ; 1, la viscosité dynamique du gaz ; T, la température
moyenne du gaz ; », le libre parcours moyen des molécules de gaz,

it

4 la pression moyenne P, = dans le tube.

On peut donner une forme plus commode au facteur correctif
de Knudsen, en faisant intervenir la section efficace de collision élas-
tique entre atomes, ¢; on aura alors:

y = - ®

1468z~ 1m
" sRP,
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et ’équation (1) devient :

P2—P.? P,—P

R 2. 42BR® 2 Q=0 (4)
Xq—%p Xqp—%p

68ZFkT

Bl o 8, (5)
a
avec.

18+ FP; T,

AT T (©)

I’équation (4) contient un terme d’écoulement en régime visqueux
(conductance proportionnelle & R*P,) et un terme de régime molé-
culaire (conductance proportionnelle a R®).

En posant xp; = O (extremité de la cathode) et en connaissant
expérimentalement la pression a ce point (voisine de la pression P,
dans l'enceinte), on est en mesure de calculer la répartition longitu-
dinale de la pression P(x) si I'on connait la température moyenne T,
du gaz al'intérieur du tube. On obtient, aprés quelques lignes de calcul :

P(x):%l[c % 2 +<—%R+1)2]m—1] 1)

B B

FEtant donné que c’est 'expression de la densité des neutres que ’on

et en

cherche a obtenir, nous allons faire apparaitre le terme
m

A . C
méme temps, faire - = a. On aura:

P _ b(T) {[a(Tm)xQ=+( Ps +1)”T9’—1} ®

ET, R R " \&T, (T,
6,8 Z
P 3 9
0,11 P, 4(T,).<*(T,)
i g (10)
a(Tw) = 7 T, i T,
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Les dépendances de n et o en fonction de la température sont
connues théoriquement. On a ainsi [24].

o ==d?e*(T,) (en 107 cm?

VMT

= 9 107% ———
e RO e,

(en gfem s) (12)
avec: d, : diamétre des molécules en A (3,41 pour I’Argon).
o* : correction de température au modele des spheres rigides.
M : masse moléculaire.
Q% : intégrale de collision pour la viscosité.

Les valeurs de o* et de Q* sont tabulées en fonction de la tem-

pérature.
En substituant les grandeurs par leurs valeurs on aura:
(a*)*
Q(Tm) g= 5,1 —'E“?, 1j2 (CG S) (13)
1
b(T,)=0,167.10". — (CGS) (14)
a

On obtient, en fonction de la température 7,,, les valeurs pré-
sentées dans le Tableau A.

(3?) 250 | 500 1000‘ 1500 | 2000 | 2500 | 3000
o* L5 |1 0,85 | 0,81 |0,77 | 0,75 |0,73
I
Q* 1,173 0,97 | 0,85 | 0,81 |0,77 |0,74 [0,72
a 57+
(sem™) |[o062 0,42 0,133|0.105 0,087 | 0,076 | 0,067

b ! : I
(10" em™) 10.111‘0,167 0,197 | 0,210 | 0,217

0,224 | 0,230

Tableau A — Valeurs de o*, Q*, a et b en fonction de la température T,,

Les valeurs de a et b sont présentées dans la Figure 13, dans le
texte principal.
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APPENDICE III

ECHAUFFEMENT DU GAZ PAR LA PAROI CATHODIQUE

Soit L la longueur de la partie du canal précédant la C.P.I.
(L = L,—x,; cf. Figure A-2), dont la température varie entre
Tlt,1 = 8000 K et sz — 25000 K. Le gaz est introduit par la section 1
a la température ambiante (7= 3000 K) avec un débit massique
q, (kg/h.) On cherche la température T, du gaz dans la section 2
et la puissance transférée AW, .

Prenons d’abord le cas plus simple oi1 la paroi serait a une tempé-
rature uniforme (que nous faisons coincider avec la température
moyenne T,).

Les courbes de la Fig. A-3 d’aprés Mac Adam [22] permettent

C
d’obtenir, en fonction de la variable X = g;—L’ , les deux gran-
deurs :
Ty,—T 2 h, R
Yoo L t T T & T
T 0 x M
avec : h, = coefficient de transfert de chaleur (kcal/h m?¢C) pour

un écart moyen de température (gaz-paroi) T,—T,.

» = conductibilité thermique du gaz (kcal/h meC).

C, = chaleur spécifique du gaz a pression constante (kcal/
[kg°C).

L = longueur de la section (m).

Dans ces courbes il est considéré, en plus du cas d'un profil para-
bolique des vitesses du gaz (qui correspond a égalité de température
T, = T, entre le gaz et la paroi), le cas du profil constant, qui corres-
pond & un fort gradient radial de température du gaz (7, > T,).
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Dans notre cas, pour les valeurs :

T, = 15000 K.

R = 0,3 ecm
A = (15000 K) = 0,046 kcal/m h °C [24]
C, = 0,125 kcal [kg °C [23]

on obtient :

X =21 —Ei (Q, débit en cm®s?; L’ en cm) (2)
Tp [
~ 2500°K
Tp, T R
Tp |~ 1600°K
T, <800°K | i
X Le Xo 0

L .

Fig. A-2 —Zone qui précéde la C.P.I.: étude de la conduction paroi-gaz
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Fig. A-3 — Courbes universelles pour le calcul de l'échauffement d'un gaz
traversant un conduit cylindrique, d’aprés Mac Adam [22

En se reportant a la courbe Y (X) de la Figure A-3 on constate

Q.

que 7, =~ T, si X € 8. Donc la longueur L, = e (L,, en cm) peut

étre considérée comme une «ongueur d’'équilibre thermiques néces-
saire pour parfaire 'équilibre entre le gaz et la paroi. Méme pour un
débit trés fort (Q, = 3 cm®/s a été le plus grand débit pour nous utilisé),
cette longueur n'est que 1cm et décroit linéairement avec le débit.
Done, dans la généralité des cas, le gaz se met rapidemant a la
température de la paroi. Dans ces conditions nous sommes concernés
avec la partie droite de la courbe Z(X) de la Fig. A-3, qui a pour

équation :
2h, R 2 ¢.C,

=7 (3)

A
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et on a, sucessivement :

i .6

b= — Lt (4)
P o

T = P :)__' (5)

Il en résulte que la puissance échangée entre la paroi et le gaz,
W,, s’obtient a partir de:

Ang == Cp (fp —d) (6)

L’expression (6) traduit simplement le fait que tout le gaz est
porté de la température T, a la température de la paroi Ly
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APPENDICE IV

TEMPS DE DEPLACEMENT DANS UNE TRANCHE ET DUREE
DE VIE DES ELECTRONS CONTROLES PAR MOBILITE

Le temps pris pour un électron du groupe & pour parcourir la
distance Ax, entrainé par le champ électrique, vaut:

0 (k Ax Ax m, 0
_ ———— = — —
B ) l-f-g (k) X X g‘ n 531! wt (

Pour un champ électrique de référence X =5 V/em (auquel
correspond une longueur Ax = 0,8 cm) et pour une densité des neutres
variant entre 10'® et 10'® cm ™2, on obtient, pour les électrons des grou-
pes 1 a 6 (Tableau B):

Nt (ms) |
. \\ ta (1) | 4(2) | 8 (3) | 1y (4) | 2, (8) | 2 (6)
(em™3) % [
i—t— \____ i —
101 21| 50| 63| 51| 50| 50
N M -
101 210 | 500 | 630 | 510 | 500 | 500

Tableau B : Temps de déplacement por mobilité, des électrons des groupes
d’énergie 1 a 6
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La durée de vie des électrons des groupes 1 a 6 vaut, respecti-

vement :

t { :
1 =l = n,, Gﬁ:ﬁ
1
A
m “21 e,
; 1
LA Wy Gy W,
; 1
: 7, (040 + 04) w,,
p 1
’ 1, (051 +05) We,
1
fg = ——— e

“n (Uli:: + Gﬁ.’i) weu

soit, pour n, = 10" cm™, #, = 10,, et 10,, cm* les valeurs données
dans le tableau suivant :

t(ns) |I ‘ |
i ‘ ) il ty ‘ t 4 ty
e\ |||
1005|2550 | 750 | 87 | 16 ‘ TR
100 [2550 | 750 | 87 | 16| 11| 09

Tableaw C: Durée de vie des électrons des groupes d’énergie 1 i 6
(changement de groupe par collision inélastique sur les particules neutres)
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APPENDICE V

CALCUL DE LA FONCTION DE DISTRIBUTION SPATIALE
DES ELECTRONS EMIS DANS UNE TRANCHE, AU BOUT DE N
COLLISIONS ELASTIQUES SUR LES NEUTRES

Considérons dans une géométrie unidimensionnelle, un certain
nombre d’électrons injectés a I'abscisse x = 0, qui effectuent des dé-
placements de sens aléatoire dont le libre parcours moyen est a. ILe
pourcentage de particules qui, au bout de N déplacements se trou-
vent entre les abscisses x et x+dx, est donné par une distribution
Maxwellienne [36]:

dx

f(x,N) dx = TN exp (—#*/2N%) (1)

Cette fonction est normalisée a 1'unité :

+o0

-

] f(x,N) dx =1 (2)

—e0

et le déplacement moyen quadratique <x*>'" est, suivant le résultat
connu :

1/2 e
<> =N (3)

Dans le cas qui nous intéresse, les électrons ne sont pas émis au
méme point, mais sur toute la longuer Ax de la tranche considérée.
D’aprés nos hypotheses (cf. paragraphe 6.1) 'émission est uniforme

e Ax
a l'intérieur de cette tranche (-,'a (%,) = C pour |x|= —)) La nou-

-
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velle fonction de distribution F(x,N) s’obtient a partir de l'intégrale
de convolution :

Ax
i %
FxN)=[  f(x—=x,, N)yx,)dx,
(4)
Ax
+5
S C {‘ B — $ (x —x,)? d
Var %o
_As
2
B . 5
avec = ——
VI (5)

En effectuant le changement de variable y == B (x-x,) on obtient:

(s~ a‘) (6)
. 5(-5--+) 5(35+9) |
= = {.{ eV dy +:] e= 2 dy )

Les intégrales du type:
X

1 ¢
G{X} _ T/z:- / 8_”‘;2 dy
T

o

(intégrales de Galton) sont susceptibles d'une description approxima-
tive [35]. Ainsi:

G(X) =056 pour X > 2,5 (7)
G(X)=(K,—K,;X) pour 26>X >0 (8)
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avec K, = 0,09055
K, = 0,4264

La valeur asymptotique (7) et I'approximation quadratique (8)
s’écartent de moins de 2 9, de la valeur exacte de la fonction (dans
leurs domaines de validité). La fonction:

EiaN) =G(B E —Bx) +G(B¥ +Bx) (9)

C -

a été calculée a partir de tables de G(X) [35] ; les courbes de la Figure
21 dans le texte principal représentent cette fonction de la variable

2x .
- bour plusieurs valeurs du paramétre BAx.

Considérons maintenant la fonction:

+Ax[2
i F(x,N) dx

=gl (10)

J F(x,N) dx

—_—0

Ia condition de normalisation:

IM F(x,N) dx =1 (11)

—
. ; 1
détermine la valeur de la constante C = pom
x
Le calcul de « impose donc la commaissance de la fonction F a
Ax Ax

l'intérieur de l'intervalle [— T + — | - pour chaque valeur

du paramétre BAx.

As
a) Dans le domaine BAx < 2,5 et pour |x| < ?1: aucun des argu-
ments des fonctions G (voir équation (9)) n’atteint la valeur 2,5 et
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I'approximation quadratique de ces fonctions est acceptable. On aura,
dans ce domaine (BAx < 25):

Ax

2

-~

2 K, , Ax ;g
o« = - ] IVK.,B-_\x(l——_—B— )—-—21\,3*1\] dx
5 - K 2

@ =

(12)

b) Dans le domaine B Ax > 2,5 nous avons effectué une intégra-
tion graphique des courbes de la Figure 22, ayant obtenu les résultats
présentés dans le Tableau D.

Tableaw D — Valeurs de « (BAx) obtenues par intégration graphique,

BAA:‘ 2,5 3 4| 5 10 | 20

68 | 73 ‘ 79 | 54 92 97

Les valeurs de « en fonction de BAx sont représentées dans la
Figure 23 dans le texte principal.
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SECTIONS EFFICACES DE ILARGON
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A
g®° (10—18cm2)
20 q°
(Transfert e-Ar)
15.
o]
622 33
10.
0
5.
E (eV)
T T »
0 20 40 60

Fig. A-4 — Section efficace de transfert de quantité de mouvement
pour les collisions ¢lastiques électron-atome d’Argon [34]
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A

M
o

HOJSsz)

>

E (eV)

156

>
20 40 60

Fig. A-5 — Section efficace d’éxcitation des niveaux métastables
de I’Argon [32]
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A g
_16..2
(10~ ""em“) Ar
0% o

E (eV)

26 40 60

Tig. A-6 — Section efficace d’ionisation directe des atomes non excités
et d’ionisation des métastables, par collision électronique [33]
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COUPLINGS TO VECTOR MESONS IN THE RELATIVISTIC
QUARK MODEL (%)

J. Dias DE DEUS (*#)

University College London
Department of Physics

ABSTRACT — Hadron couplings are evaluated using quark graphs and
the BETHE-SALPETER formalism. Electromagnetic decays of vector mesons
calculated in this way are shown to be consistent with the » —¢ current
mixing model. A value 6= 33° is predicted. Baryon couplings are discussed
in the same formalism. When non-relativistic conditions are imposed the
model reproduces the usual additivity results with corrections.

1—INTRODUCTION

Our basic starting points are:

1) Mesons and Baryons are bound state poles in the Berne-
-Saveeter (1) OQ and QQQ amplitudes. Whenever ¢2,¢ being
the momentum in the OO or QOO0 channel, is close to an on
mass shell value the Berne-SaireTer propagator is saturated by
bound state contributions (2). This leads to Vector Meson Domi-
nance and pole dominance of the divergence of the weak axial
vector current at quark level (3).

(*) Received the 28th May 1971.
(*¥) Supported by a Calouste Gulbenkian Foundation Research Fel-
lowship.
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9) Interactions of hadrons take place via basic quark inter-
actions. This assumption, whose validity is questionable (*), is
essentially the one used in the non-relativistic quark-model.
It is shown here that the Berme-Sareerer formalism in ge-
neral reproduces the non-relativistic quark model additivity
results (% 6 7.8, The non relativistic quark model picture of one
quark interacting in the presence of the others (spectators) is
substituted by a quark triangle graph (%) related to the Berne-
-SavpeTER normalization equation (10).

Consistency between 1) and 2) was demanded in Ref. [3] to
select convenient quark-quark-vector meson (QOV) and quark-
-quark-pseudoscalar meson (QOF) vertex functions. As an exam-
ple of the required consistency we imposed, for instance, the
condition that the electromagnetic coupling constant f, of a
vector meson determined, as in 1), by saturating the quark elec-
tromagnetic current with vector mesons should be compatible
with the determination of f,, as in 2), from quark-antiquark
electromagnetic annihilation of the vector meson V. In such a
way we arrived at the following vertex functions (®):

Q0P:

F:-(p,q)=W(p,wG[R+ ﬁ] )
oov:.
5, =W (b9 F[;’%ywiﬁm—”‘i;} @

where mp(my) is the meson mass and ¢ its momentum;
M, p+q|2 are the quark mass and momenta; G, R, F and R

are constants; & is the vector meson polarization, greh =0

when ¢2=m7 and € ef—=qag—a gs/my; W(p,q) is a form
factor satisfying the quark on mass shell condition:

2 2
W(p,q)=1 when (p+-g_) =<‘,§_g_) — M2 3)

Both the QOPF and QOV vertices include derivative and non
derivative couplings, pseudovector and pseudoscalar couplings
for the QOP interaction and Dirac and Pauw like couplings for
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QOV. The quantities G and R (/" and R') can in principle be
fixed by solving the Berue-Sarperer and normalization equations.
The vertex functions (1) and (2) have the properties of Llewellyn
Smith’s Model I (1) solution of the Berue-Sarrerer Equation.

General arguments based on the properties of Model I and
the Berue-SaLperek normalization condition, neglecting the poten-
tial term (11), lead to

Hk—q} : o : (4
e =

-N%—@%——i————Tww—w———%——m
B LM k+?—M

Tk, —9) : 7’ i ] S
_q _ _ 4 _
H—ie—M  F—rg

where I' stands for I's or I'}, supply the relations(%):

G=1F (D)
and
R=FR (6)

The consistency of 1) and 2), as explained above, applied to the
couplings to vector mesons further provide (%):

sgle)fy FLW) (1)

2M
and
FR' 1
AN ”\r - .
et - 1 gl’ A f”] fV (8)

where ¢; is the charge of quark O; (¢=p,n,2) in units of elec-

tron charge; g/ is the Cresscu-Gorvox coefficient giving the

0, 0; contribution to the vector meson J and K; is the ano-
malous magnetic moment of quark ©O; in units of the quark
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mass. To relate the values of /" and R’ to known quantities we
write (7) for the particular case of the ¢ meson:

me\ _ S
4 (2 M) V2 @

and combine (8) with the non-relativistic quark model result of
the equality of the magnetid moments of the quark and the
proton, which we shall re-derive later, Kp=2.79/2 mprot0n, to
obtain (3):

g

R
oM

(10)

We remark that in the formalism of the Berue-SaLpETEr
equation the free quark must have a large mass (experimentally
it is contrained to /=5 GeV) and this has the consequence that
R’ and R are small, of order (m;/M), and that the magnetic
moment of the quark is mostly anomalous.

We do not discuss in the present paper couplings to pseudo-
scalar mesons. They are evaluated using the vertex function (1).
As (1) does not show a dependence on the meson mass our results
agree with exact SU(3) and the non relativistic quark model.
The fact that from (10) and (6) R is negligible small justifies
the use of a pure pseudovector coupling, as in non relativistic
quark model (1?), at the QOOP vertex.

The vector meson mass factors present in the OOV vertex
function (2) are effectivelly SU(3) breaking factors that will
affect hadronic couplings to vector mesons.

In Sec. 2 we discuss the electromagnetic decay of vector
mesons and show the parallelism of the quark model and current
mixing model descriptions of @ —¢ mixing. We predict for the
mixing angle the value, 9=33°. In Sec. 3 we use the Berue-
-Savrerer formalism and the vertex function (2) to evaluate PPV
and V'VP coupling constants. In Sec. 4 the Berng-SarreTer for-
malism for baryon couplings is developed. Corrections are intro-
duced to the usual SU (6) non-relativistic quark model predictions
of baryon magnetic moments.
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2 ELECTROMAGNETIC DECAY OF VECTOR MESONS
AND THE FIRST WEINBERG SUM RULE

The constraint of Vector Meson Dominance to the electro-
magnetic interaction of quarks in the limit ¢2 — 0 gives, from (T7),

1 _ cosf _ sin f

1 ol fl=—— T— 11
-f? f? fm Mg ‘/Bm? V3 mo ( )

where 6 is the »—¢ mixing angle. One notes that the first
Wennsere Sum Rure(13) applied to the isopin and hypercharge
currents and saturated by the observed vector mesons (1:19),

m? mg o i
I W P

is identically satisfied by the above relations (11). We will now
exploit the SU(3) properties of the electromagnetic current and
in this way we are able to rederive (12).

In the present model the breaking of SU(3) is related to

the dynamics of the QO interaction in the Berne-SarreTer equa-
tion and it appears explicitly in the mass factors of the OOV
vertex functions. When we deal with free quarks we expect to
find in SU(3) a good symmetry, for instance, quark mass
breaking factors being negligible compared to the quark mass.
The same applies to the electromagnetic current which is assumed
bilinear in the quark and antiquark fields.

Jo=Ji+Jv (13)

where
o 1,7 ol T w!
j; — E (‘{"p 7 Yp—Yn? Un) (14)
is the isopin current, and
ot 1 - TR T Q0 ] =
]¥'=E(’~.’p1’ bpt+dn7*on—29,7 4) (1)
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is the hypercharge current. /* is a U spin scalar and its matrix
element for a transition from the vacuum to a U spin vector
Q0 state must then vanish, i. e.

$QQ!]5"|0>=V§<QQ|jui0> (16)
>

with
|QQ? —) [1pp>—|nn>]

and

100> =—=[127>+|nn>—2]T1>].

We consider (16) in the limit ¢2 -0 and recall, from (2) and
(7) that

'Y (g2=0)~myp (17
fv~my (18)

Saturating (16) with the physical ¢ meson and an unphysical Y
meson, isosinglet member of an SU(3) octet, we obtain, with
(17) and (18)

" — my

—f? —-v3f}_

The right hand side of (16) can also be saturated by the physical

mesons ¢ and . Their quark content is related to |QQO >
?

(19)

by the equation
| 00 > =cos0| 00 > —sin 0| 0|00 > (20)
Y ]

where cosf and sinf are the usual »—g¢ mixing coefficients.
Eq. (16) then gives

—”’—P~‘51_’” cos§ — o sinOJ. @1)
_f‘? fm

Je

This equation combined with (11) reproduces (12).
One should notice that in this approximation of vector meson
dominance Egs. (19) and (21) could equally well be derived from
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(16) taking the point of view of Currext-FieLp Identities (19), i. e,
using the following operator relations between currents and fields:

m? .
Jp=—tg @2
fo !
L % 1 u 9
Jh= T b — jf_ [m2 cos 0y 9" — m? sen Oy w?] (23)
Y y o F
with
Sy=/focosby=—f, sinfy. (24)
From (12) and (24) we have
tan § — % tan 0y (25)

4

a relation which is typical of an w—gs current mixing model (16, 17),
In a mass mixing model the state mixing angle 6 and the hyper-
charge current »— ¢ decomposition angle 0y are the same.

From the point of view of the quark model »—o mixing
results from the combination of singlet and octet SU(3) states
while in the current mixing model it is related to the presence
of off diagonal elements in the propagator matrix, an explicit
reference to states never being required. However CorLemax and
Scunrrzer (17) have shown that it is in fact possible to use the
language of states and mixing of states through an angle U
inside the framework of the current mixing model provided the
octet and singlet unperturbed masses are equal. This is the
normal assumption not only in the quark model but also in the
current mixing model (*¥). Thus our quark model description of
the current in the vector meson dominance approximation is
equivalent to the current mixing model. To derive expressions
for 6y or 0 we combine (12), (19) and (24) to obtain

m3, = m2 cos? 0y + m2 sin24y (26)
or from (2b),
1 1 1
_ — 2 — i 20
) o oS 6+ " sin (27)

The knowledge of the OO binding potential should give via
the Berne-SarpeTer equation a relation between the mass of the
vector mesons and their quark content. As we do not know the
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potential we make use of the well established Gerr-Max Okuso
mass formula relating masses of particles belonging to the same
SU (3) representation. It gives for the mass of the isosinglet:

1
e, = = (4m2 — m?) (28)

Using (28) in (26) and (27) we calculate
ey = 400
and

6 = 33°,
In any mixing model the angles ¢ and 6y are related quantities
but experimentally they can be independently measured using
fOl" 9}'

¥ ..
P8 AT PN 29)
I'(p = eter) "
and for 6,
(0)
1”‘*’?_ =_ic0398. (30)
Jo 2

Experiments give (1Y) from (29), 0y=41° and from (30), 6 =31°. In
both cases the agreement is reasonable, thus giving support to
relation (25) and the current msxing model. It is interesting
to remark that Eq. (26) is true at the same time in the current
and mass mixing models (15, 18). However (27) is only satisfied
with current mixing.

For our predicted 0= 83°Eqs. (11) give:

f:2: f;2: /-2 =9:1.19:0,85

to be compared with the experimental averages(2) 9:1,56+ 0.4:
1,1 £0.3. The relations (11) can also be used to compute f2.
From (24),

R
F=t (31)

giving
? _. 1 A

2 97, N 2 ™ ’
An (m°> c0529+(m") sin? 6 %
np ",
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Only in the case of mass degeneracy does (32) reproduce the
SU(8) limiting value f}/, =3 f?/,; for the observed masses it

imposes '

S}
e 3 T (33)
Using in (31) the averaged data on f? and f? one obtains

#/i-= 121+ 1.2 which is consistent with (33) [3 /?2/,;=6.0] but
does not exclude the SU (3) value. Introducing the value 6= 33°
in (32) we obtain f2/, =8.8.

3 — THREE-MESON VERTICES

In this section we rederive some results of Ref. [3] but con-
centrate here on the influence of the mixing angle 6. We start
by considering PPV interactions and illustrate graphically in
Fig. 1 the equation for the =t=- vertex. I': and I'; are the

\

TRACE \ = (P +Py) fye, a7

Fig. 1 — Quark graph calculation of the == coupling constant.

0O0~= and QQp vertex functions as in (1) and (2). The only cou-
pling in I} that contributes to the trace calculation is the Dirac
coupling 7" Fm,/2 M. If the form factor W (p,q) in I'; does not
drastically modify the result of the integration, the equations of
Fig. 1 in the limit ¢2 - 0, becomes the BerTHE-SaLPETER norma-
lisation equation (4), apart a factor £ /£, and provided 7 is
given by Eq. (9). Thus

‘C('g)r; 5= -f'l-} o (34)
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The equation of Fig. 1 may be expanded as
my m mr \ 2 7
— | A+ B(—= C(—= e | — 35
il e (i) + e () + ] -

my | M mr \2 i M
——|A—B(— C e | = o .
el () e () o = (5

With the approximation (mz1m)?, (M) <<1 both in the quark
propagators and form factors, 4, B and C become constants
independent of the masses of the interacting mesons. 4 and C
vanish because of the ¢2,(¢g-p), 2 dependence of W (p,q)
imposed from general symmetry properties of the BeTue-SaLperer
wave function for pseudoscalar and vector mesons (). With only
the B term left in (35) the J/#%, couplings are proportional to
the vector meson mass and are independent of the pseudoscalar
meson masses. For the ¢ K+ K- (3 K°K°) and o K+ K- vertices
for instance we obtain

Sxe= ( \/ 5 08 0) i ( ” ) o (36)
3_ ~ 1 e -
Jrxo= (_ \/E S B) V3 ( m;) oD, (87)

In the aproximation JEPv = fpp(m3) and for 6 —=33° we predict
the ratios I'(V — PP)/T (o - = =) shown in Table L.

TABLE I

Ratios 1 (V - PP)/r (s — =x)

Decay Theoretical Experimental
¢—KT K~ 0.0230 0.0168 + 0.0033
9—K°K° 0.0148 0.0128 =+ 0.0026
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From Egs. (36) and (37) we again find consistency with the
current mixing model, for instance in the relation

ffi‘o.’)t"? —_ ﬁ".’_ 1 (38)
1., mo tanb

In the present model the PVV couplings can be worked
out in a similar way (®). One obtains for the f;u. coupling the
relation

2‘ m2
o e :4 9 (39)

2 T
— cos 6 + ——sin b
B

which, for ideal mixing, reproduces the SU(6), result(2!). The
VVP couplings are proportional to 1/#2, and, when the experi-

ment angle is used in the decays involving the ¢ meson, this
factor helps to bring down the ¢ — =7,ny rates as seems to be
experimentally required (22.%). Our results on the VP couplings
are in approximate quantitative agreement with the ones of
Ref. [22] and we refer to it for experimental comparison.

4 — COUPLINGS OF BARYONS

In previous work we have shown (}) how Llewellyn Smith’s
Model I combined with vector meson dominance and the Govrp-
BERGER- T REIMAN relation at quark level is able to reproduce the
non-relativistic quark model results relating quark to hadron
coupling constants. These relations were originally derived using
the idea of additivity of the interactions of quarks inside the
baryons in a kind of shell model of the baryon. We show now how
additivity works for the baryons in the present model and how we
are able to recover basic additivity results of the non-relativistic
quark model.

If the baryon wave functions are solutions of the three quark
channel homogeneous Berne-SaLpeTER equation, they satisfy a
Berne-SacreTer normalisation equation. This is shown in Fig. 2,
and the symbols are a generalisation of the notation of Ref. [11].
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In particular C{ represents the three-body wave function,

P P P
Pi— by, —+hy,—+ 4
)‘:( 3 + 3 -+ R 3 7k 5)

with P2= M2 and k + ky+ k3;=0. Again we neglect the po-

tential contributions to normalisation. Note that Eq. of Fig. 2 is
a very formal one. We will disregard complications due to dis-

—1
({ % (:) —|v }j (B+Mg) =2P,

Fig. 2 — BETHE-SALPETER normalisation equation for baryons. The notation
for Wave functions, propagators and generalised potentials is as in Ref. 8.

connected potential terms since we are neglecting the contribu-
tion of the potentials altogether in the normalisation.

The BBV couplings in the limit ¢2 -0, neglecting as
before the OOV form factor, are describéd by the same integrals
as the normalisation equation, but with different coupling cons-
tants. For the electric coupling of the nucleon we obtain the
vector meson dominance result

1
£9y= f, (40)
and, in the ideal mixing limit
0 ~3 1 41
e Y L)+ (41)

This is just a reflection of the fact that vector dominance
connects baryonic to electric charge for both nucleons and quarks.
We also obtain, using (11), the relation for the saturation of the
electromagnetic current by the ¢ and o poles,

P Sbp
a s UM Lt o S (42)

bE Jo
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As the normalisation condition is defined at zero momentum
transfer, ¢ =0, the only model independent statements one can
make are on the electric couplings. Some further assumptions
are required to evaluate the magnetic coupling, the weak axial
vector decay coupling and the couplings to pseudoscalar mesons,
whose matrix elements are linear in g¢.

In a picture of the baryons interacting through the quarks
we will suppose that when one quark interacts the other two,
»spectators», behave in an averaged sense as a single diquark
object. Inside the baryons the quarks move with small space
momenta so one expects only s wave interactions. Thus to have
the octet and decuplet baryons in a 56 representation of SU(6)
the interacting quarks must couple to appropriate combinations
of SU(3) triplet (7") and sextet (S) diquarks, the triplet having
spin-zero and the sextet spin 1G9, These average spectator
diquarks can then be described by a scalar field for the triplet
and a pseudovector field for the sextet.

The introduction of these diquarks has the advantage of
reducing the three-body problem to a two-body one. The coupling
BOOQO may then be written as a combination of the couplings
BOT (scalar coupling) and BOS (pseudovector coupling). If Op
is a baryon level operator and OQ the corresponding quark level
one, the matrix element < B0p|B > is evaluated by the gra-
phical equation of Fig. 8, where C;”*® are products of SU(3) and

= {B16418)

P+ 9;2

Fig. 3 — Quark graphs for the calculation of baryon couplings.

SU(6) coefficients, and, apart from form factors which are supposed
to be the same by SU(6), I'" and I‘f are given by:

T s 1
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the factor 1/V3 in I} being a spin weighting factor. The coel-
ficients C” and C° are easily determined by writing the SU(6)
baryon wave function in a quark-diquark model®9 for the proton,
for instance, we have

-l ) 1 1
P s =S —.5. - 43
Vg [ \/3 11+ \/3 zﬁ}—l- S 10 (43)

where S, S, are sextet and, 7} a triplet non-interacting diquark,
and n, p the interacting quark (*). Multiplying the square of
these coefficients by 3, since each quark can interact, we get

C‘r;s =]
ET (44)

(4

[
[ o]

For the neutron case p and n are interchanged in (43) and (44).

We evaluate the graphs of Fig. 3 in the Breit frame of the
baryon, and neglect all contributions from P’ in the numerator
an from the timelike component of the .S diquark. In the case
of the magnetic moment calculations the quark operator will be

OF =eilF1(g) 7" — i Ki Fy (g9 o 9,) (49)

where /(¢2=0)=/,(¢2=0)=1. The terms linear in g give
the magnetic moment and both, 7/ and ¢/ contribute. The quark
anomalous magnetic moment gives a contribution Kj;s/¥g that
multiplies the normalisation integral which we write schemati-
cally in the form

!U=fH(P,P’,q=O) (Py+ MPdt Pl =1 (46)

where form factors and denominators have been absorbed in
H(P,P',q) and (Pj+ M)? comes from the interacting quark
propagator numerators. The electric coupling 7/ gives two con-
tributions, one coming from the ¢ term in the quark propagators

(*) Si=[ppl, S:= ;_15_ [pntnpl, Ty z%[})n—nﬁj.
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of the form

- o/7 ¢* which contains as a factor the integral
i

/; =fH(P,P-’,q=O) (Pl+ M)2 Mds P (47)

and another form the ¢ dependence of the nucleon spinors of

the form . ¢/”¢* with a factor
EMN

!2=fH(P,P’,q=O) (P2 — M?)d* P (48)

From (46), (47) and (48) we have
]0=-.{1—E—12=1. (49)

Going further into a non-relativistic situation we assume now
that the average value of #;* in /, equals that of /2, which
means that the interacting quark acts effectively as if on its mass
shell. This assumption is consistent with using in (45) only the
on mass shell couplings. Neglecting integrals in /' and equating
integrals in £)? to integrals in M2 we reproduce the conditions
for a non-relativistic model with quarks essentially at rest and
static interactions. Eq. (49) then gives

.[2':0 and ‘{0:!1:1'

The equation of Fig.3 gives then the non-relativistic SU(6)
quark model results for the magnetic moments, in the form,

3 (—32C+Ed an=ct @
- T

"=”:P;1
g 1 ; .
where the coefficients ——?;— and 1 arise from the commutation

of the I'{ and 4 or o”. We note that contributions from the
integral /, or from timelike diquark components would have
spoiled the additivity rule expressed by (50). In particular for the
proton we have,

1
2M

$k (B1)

Y.proton =
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The baryon axial vector weak couplings and pseudovector
couplings to pseudoscalar mesons are similar to the magnetic
couplings and the additivity results are derived in the same way.

In the present model the magnetic moment of the »# and 1
quark differ from that of the quark. From (8) and for angles 0
close to the ideal mixing angle 0;=35° such that cos (4 —0,)=1
and sin(0—6,)=0, we derive

Ko=K,[1 48] (52)
and
K =K,[1—q (53)
where
. \2
1—v3sint ( £ )
B— o 54
3 1 sinf / m® \2 ©4)
s U )
and
" s
-i-f,—smi*( 4 ) —idi( mJ—)"cosG
My 3 2 P o
a—_ sinf / i, \2 (69)
L (‘”','f—\
(3] (0]

For 6=233° we find «—0.40 and £=0.07. The factors « and
¢ provide corrections to the usual non-relativistic calculations
of magnetic moments. In the limit of quarks with only anomalous
magnetic moment the effect of the corrections = and £ is shown
in Table II (Experimental data from Ref. [25]). In all cases the
corrections act in the right direction and strongly reduce the
magnetic moments of the A and Q.

In this model other corrections could equally well have been
considered, such as violations of SU(6) in the wave functions
and contributions from /, integrals, and we have no a priori
reason to neglect them compared to the « and 5 corrections,
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TABLE II

Magnetic Moments of Baryons (g, ,0q = 2.792)

Th=oretical
No Correction Correction " )
Baryon K, = Kn=Kp & WA Jxperimental
/¥ proton 7 ¢/ B proton #
1+ %5
N —2/3 | —1.86 |—2/3 5 —1.93 | -—1.913
1 Beea
JoF gﬁ
—.,, 1l—a
3 03 | (T 1 057| —0.73+0.16
A —1/3 | —0.¢ 14 =g )|—057|—0.1320.
9
l ul
1-—%9'
s+ 1| 2703 : 266 25+05
‘ 1=
| | 9
l—a
@ | —1 —2.793| 1, |—111 s
| 14+ TJ £

5 — CONCLUSIONS

In this paper we extended the work of Ref. [3] in two direc-
tions to include:

1) A discussion of the relation between the relativistic quark
model treatment of the electromagnetic interactions in the region
¢2=0 and the approach from Current-Fieip Identities with parti-
cular emphasis on the problem of w—g¢ mixing. Our model
agrees with the current mixing model, and the predicted value
for the mixing angle 6=33° agrees with experiment. This angle
was used to evaluate meson coupling constants and baryon
magnetic moments.
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2) The development of the Berue-Sarrerer formalism to
calculate baryon couplings. As expected in a three body problem
we find a complicated picture in comparison to the naive quark
model additivity. Our formulae contain too many unknown para-
meters to have, in general, a predictive power. However, when
the conditions for a mon-relativistic situation are introduced, our
formalism reproduces in that limit the generally successful results
of the non-relativistic quark model.

ACKNOLEDGEMENTS

It is a pleasure to thank Professor L. CASTILLE]JO for encouragement and
advice. I. should also like to thank the Calouste Gulbenkian Foundation for
a Research Fellowship.

REFERENCES

(1) H. A. BETHE and E, E. SALPETER, Phys. Rew. 84, 1232 (1951).
(2) T. Krrazok and T. TESHIMA, Nuovo Cimento 57 A, 498 (1968).
(3) J. Dias pE Drus, Consequences of relativistic quark models for the inte-
ractions of hadrons (1970), to be published in Physical Review.
(4) E. J. SQUIRES and P. J. S. WaTsox, Ann. Phys. (N. Y.) 41, 409 (1967).
() G. MorPURGO, Physics 2,95 (1965).
(6) R.H. Davrrz, Quark models for the elementary particles, in High Energy
Physies, Gordon an Breach Science Publishers (1965).
(7) R. Vax ROYEN and V. F. WEIsskor¥, Nuovo Cimento 50, 617 (1967).
(8) J. J. J. KOKKEDEE, The Quark Model, W. A, Benjamin Inc. (1969).
(9) T. GupEHUS, Phys. Rev. 184, 1788 (1969).
(10) See, for instance,
D. LURIE, A. J. MACFARLANE and Y. TAKAHASHI, Phys. Rev, 140 B 1092
(1965).
(11) C. H. LLEWELLYN SMITH, 4nn. Phys. (N. Y.) 53, 521 (1969).
(12) C. BEccHI and G. MORPURGO, Phys. Rev. 140, 1284 (1966).
(13) S. WEINBERG, Phys. Rev. Lelts. 18, 507 (1967).
(11) J. J. Sakurat, Phys. Rev. Letts, 19, 803 (1967.
(15) T. Das, V. S. MATHUR and S. OKUBO0, Phys. Rev. Letts. 10, 470 (1967).
(16) N. Krorr, T. D. LEE and B. ZuMiNo, Phys. Rev. 157, 1376 (1967).
(17) S. CorEMAN and H. J. SCHNITZER, Phys. Rev. 134 B, 863 (1964).
(18) R. OAkEs and J. J. SAKURAL, Phys. Rev. Let. 19, 1266 (1967).
(19) J. J. SaxkurAl, Vector-meson dominance — Present Status and F. wlure
Prospects, Proceedings of 4 th International Symposium on electron and
photon interactions at high energies, Liverpool (1969).

180 Portgal, Phys. — Vol. 6, fasc. 3, pp. 163-181, 1971 — Lisboa



DEuS, J. Dias — Couplings to vector mesons in the relativistic. ..

(20) E. LOHRMAN, Electromagnetic interactions and photoproduction, Procee-
dings of the Lund International Conference on Elementary Particles
(1969).

(21) B. Saxrra and K. C. WaLL, Phys. Rew. 139 B, 1355 (1965).

(22) L. H. CHaAN, L. CLAVELLI and R. TORGERSON, Phys. Rev. 185, 1754 (1969).

(23) E. CREMER, Nuclear Physics B 14, 52 (1969).

D. F. GREENBERG, Carnegie Mellon University, Preprint (1970).

(24) J. Carror, D. B. LICHTENBERG and J. FRANKLIN, Phys. Rev. 174, 1681
(1968).

(25) D. Framym, HEP VII/August 1969.

Portgal. Phys. — Vol. 6, fasc. 3, pp. 163-181, 1971 — Lisboa 181






LES LARGEURS DE QUELQUES NIVEAUX ATOMIQUES
ET LES RENDEMENTS DE FLUORESCENCE (%)

Lip1ia SALGUEIRO (*¥), MARIA TERESA RaAMOS (),
J. G. FERREIRA (¥%#)

RESUME — On calcule des valeurs concernant la variation, avec le
numéro atomique Z, des largeurs des niveaux atomiques K, L;, Ly,

My, My, Nyy et Ny et des valeurs pour les rendements de fluorescence
des couches électroniques L; et L;; des éléments de numéro atomique
compris entre 37 et 50.

ABSTRACT — Some results, concerning the widths of atomic shells
K, Ly, Ly, Mpy, My, Ny et Ny are presented; values for the L;; and
L;;; fluorescence yields, in the region 37 < Z < 50 are reported.

1 — INTRODUCTION

On calcule, dans ce travail, des valeurs concernant les largeurs
des couches électroniques K, Lu, Lui, My, My, Niv et Ny
et les rendements de fluorescence m, et w; des niveaux atomi-
ques Ly et Ly, dans la région de nombres atomiques entre 37
et 50. Ces valeurs ont été calculées d’apres quelques résultats ex-
périmentaux et théoriques sur les largeurs des raies spectrales X,
obtenues par plusieurs auteurs. La bibliographie scientifique, en
ce qui concerne les largeurs des niveaux atomiques est tres

(*) Regu le 1 juin 1971,
(**) Boursier de I'eInstituto de Alta Culturas.
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pauvre; récemment ScorieLp (1), en employant le modele relati-
viste de Hartree-Fock-Slater, a calculé les largeurs radiatives
des niveaux atomiques K et L, pour des éléments de nombre
atomique compris, respectivement, entre 13 et 92 et entre 29 et 92.

Parratt (2), Goknare (3) et, plus récemment, Necsox et al. (4)
ont déterminé, expérimentalement, les largeurs des raies Ko, et
Ko, pour plusieurs éléments. En ce qui concerne les largeurs des
raies L du spectre de rayons X, WiLLiams (5), BriLr (6) et Coorer (7)
ont publi¢ des résultats pour des éléments de numéro atomique
Z>170; nous avons employé, dans nos calculs, leurs valeurs se
rapportant aux raies La;, L%, Lf, et Ly, qui sont les plus
intenses.

Buarra (8) a calculé les rendements wy et ws pour Z > 37,
d’apres les largeurs des raies K« et K oy présentées par GokHALE
et Nesox et al.; les conclusions obtenues par BuaLra, en employant
les résultats de Goknark, semblent &tre accéptables, quoiqu'il n'y a
pas des valeurs expérimentales pour comparer; cependant, ses
déterminations de o, et s pour Z>50, dapres les largeurs
présentées par Nerson et al. ne sont pas d’accord avec les résul-
tats expérimentaux de Price et al. (9).

Nous avons pu calculer les largeurs des couches K, Ly et
L, désignées, respectivement, par 'k, ', et T'y,,, en fonction

du numéro atomique Z, en employant des valeurs de wg, obtenues
d’aprés une expréssion récente, présentée par Byrxk et al. (10), des
largeurs radiatives des couches K et L (1), des largeurs des raies
Ko et Ko, (3) et les rendements de fluorescence wy et wg (9).

Nous avons aussi calculé les valeurs pour les rendements w,
et w5 dans la région 37<°Z <50, ou il n’y a pas de détermina-
tions expérimentales; les largeurs des raies Ka; et Ka, pour
les €éléments de Z >50, ont été calculées et comparées aux
valeurs obtenues par Nersoy et al.; en nous servant des résultats
des largeurs des raies du niveau L (5, 6, 7), il a été possible de
trouver les valeurs pour les largeurs des couches électroniques
Miv, My, Niy et Ny, pour quelques éléments.
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2 —DETERMINATION DE LA LARGEUR
DU NIVEAU K

La largeur totale I'x et la largeur d’Auger 1'%, du niveau
K, ont été calculées en nous servant des expréssions:

WK = — (1)

et
I'x =T% + I'k; (2)

T'g représente la largeur radiative du niveau K et wx le rende-
ment de fluorescence du méme niveau. Nous avons employé les

valeurs de T, en fonction de Z, présentées par ScorieLp, et les
rendements ox ont été obtenus de l'expréssion

71 -
14+aZ™™

g =

(3)

présentée par Byrne et al. et qui comprend tous les résultats
expérimentaux et théoriques de wg, pour des valeurs déterminées
des parametres o et .

Dans les colonnes 1 et 2 du tableau I, sont enregistrées les
valeurs de wg, pour les ¢léments de numéro atomique Z com-
pris entre 20 et 92, calculées, d’apres 'expréssion (3), en employant
les valeurs suivantes pour « et m, indiquées par Byrne et al.

a==(1,16 +0,07) >< 105 m = 3,36 £ 0,02 (exp.)
et

a=(1,25 1 0,05) >< 105 m=3,41+0,01 (théor.).
Dans le méme tableau nous présentons aussi des valeurs concer-

nant I'x et I‘ﬁ, dans la région des nombres atomiques 20=Z2<92.

La fig. 1 nous montre la variation de I'x et I't avec le
numéro atomique. L'accord entre nos résultats et ceux de Buarra
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TABLEAU I
) oy Ty (eV) i (eV)
(1) (2) (1) (2) (1) (2)
20 |0,169-+-0,009 | 0,180+0,006 | 0,714-0,04 | 0,674-0,02 | 0,59+0,04 | 0,55--0,02
21 |0,193-+0,010 | 0,205-+-0,007 | 0,714-0,04 | 0,6740,02 | 0,5740,04 | 0,534-0,02
22 10,218+0,011 | 0,232+0,007 | 0,854-0,04 | 0,80+0,02 | 0,674-0,04 | 0,624-0,02
23 10,245+-0,012 | 0,260+0,008 | 0,914-0,04 | 0,85+40,03 | 0,68+4-0,04 | 0,63+0,03
24 10,272-4-0,012 | 0,290+-0,009] 1,014-0,04 | 0,9440,03 |0,734-0,04 | 0,670,035
25 |0,3004-0,014 | 0,3194-0,009 [ 1,1140,05 | 1,044-0,03 | 0,78-40,05 | 0,714-0,03
26 10,3294-0,014 [ 0,3484+0010| 1,2040,05 | 1,1440,03 |0,814+0,05 | 0,7440,03
27 | 0,358+4-0,015 [ 0,37940,011 | 1,30-4-0,05 | 1,234-0,03 | 0,85+0,05 | 0,76+4-0,03
28 10,386-+0,015 | 0,4084-0,010| 1,444-0,05 | 1,564-0,03 ] 0,88--0,05 | 0,80-4-0,03
29 [0,4154-0,016 | 0,43740,010 | 1,55+0,05 = 1,47+40,04 |0,914-0,05 | 0,834-0,04
30 10,442+4-0,016 | 0,4654-0,010|  1.694-0,06 | 1,6140,04 10,944-0,06 | 0,86--0,04
31 | 0,470-+0,016 | 0,49340,010| 1,854-0,06 | 1,76-+0,04 | 0,980,065 | 0,8940,04
32 | 0,498+-0,016 [ 0,5214+0,010 | 2,004-006 | 1,9140,04 [1,0140,06 | 0,924-0,04
33 |0,5244-0,017 | 05464-0,010| 2164+0,07 | 2,0740,04 | 1,03--0,07 | 0,944-0,04
34 |0,5494-0,017 | 0,571-+0,010 | 2,384-007 | 2,294-0,05 [ 1,074-007 | 0,984-0,05
35 [0,571-+0,018 | 0,595+0,009 | 2,584-0,07 | 248+40,05 | 1,114-0,07 | 1.004-0,05
36 |0,5954-0,017 | 0,617-+0,009| 2,8340,07 | 2,13-40,05 |1,1540,67 | 1,0540,05
37 [0,6174-0,017 | 0,6414-0,009| 8094007 | 2,9740,05 [1,1840,07 | 1,0140,05
38 10,637-+0,016 | 0,662+-0,009 |  3,504-0,08 | 3,1740,05 | 1,204-0,08 | 1,07-40,05
39 | 0,65840,015 |0,685+0,009| 3.6040,08 | 3:46-+-0,05 |1,2340,08 | 1,094-0,05
40 |0,676+0,014 | 0,699+0,009| 3,980,008 | 3,854-0,06 |1,294-0,08 | 1,164-0,06
41 |0,6944-0,013 | 0,7119-40,009| 4,304-0,08 | 4,2740,06 | 1,5240,08 | 1,2904-0,06
42 0,71440,013 | 0,735+0,009 | 4,66-+0,09 | 4,53--0,06 | 1,33-4+0,09 | 1,204-0,06
43 |0,72540,013 | 0,746+0,009 | 5,0640,09 | 4,9140,06 |1,4040,09 | 1,2540,06
44 |0,746-+0,018 | 0,768+0,008| 5,50+0,10 | 5,374+0,06 | 1,404-0,10 | 1,27+0,06
45 |0,758-+-0,012 | 0,781+0,008| 6,024-0,10 | 58440,06 | 1,464+0,10 | 1,284-0,06
46 |0,769+0,012 |0,794+0,008| 6,4240,10 | 6,224-0,06 [1,48+0,10 | 1,284-0,06
47 10,787-40,012 | 0,806--0,008 | 6,89-+0,11 | 6,72-0,06 | 1, 4740,11 | 1,504-0,07
48 | 0,794+4-0,011 | 0,813-+0,007 | 7,334-0,11 | 7,16+40,06 | 1,5140,11 | 1,34+4-0,07
49 |0,806+0,010 | 0,826+4-0,007 | 7,824-0,11 | 7,6340,06 | 1,52-4+0,11 | 1,3240,07
50 |0,820-+-0,010 | 0,833+0,006 | 8,654+0,12 | 8,51+0,07 [1,56+4-0,12 | 1,42--0,08
51 10,8264-0,011 | 0,8400,006 | 9,35-4+0,12 | 9,194-0,07 |1,63-40,12 | 1,47+0,08
52 10,8404-0,010 | 0.855-+0,006 | 10,050,153 | 9,874+0,07 | 1,61+0,13 | 1,43+0,08
53 10,8474-0,009 | 0,8624-0,006 | 10.704-0,14 | 10,5140,08 | 1,640 15 | 1,45-4-0,09
54 |0,855-0,008 | 0,870+-0,005 | 11,74-+0,14 | 11,55+0,09 | 1,704-0,15 | 1,5140,10
55 |0,862--0,008 | 0,877-0,005 | 12,76-0,14 | 12,54+4-0,09 | 1,76+0,15 | 1,54+0,10
56 |0,8704-0,007 | 0,8774+0,005 | 13,314-0,14 | 13,19-40,10 | 1,744-0,15 | 1,624-0,11
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TABLEAU I (cont.)

W e

Iy (eV)

I‘j}{e\")

(1)

(2)

(1)

(2)

(1)

12)

a7
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
63
69
70
7
72
3
74
5
76
1
8
79
30
31
32
83
81
85
86
87
88
89
90
91
92

0,87740,007
0,877-40,007
0,8835-+0,007
0,893+0,007
0,8934-0,007
0,9014-0,006
0,909-+4-0,006
0,910-40,006
0,0144-0,006
0,918-+-0,006
0,0224-0,006
0,925-4-0,005
0,928--0,005
0,9324-0,005

0,9354-0,004 |
0,9374-0,004 |

0,940+4-0,004
0,942--0,004
0,945+0,0C4
0,9484-0,004
0,9504-0,004
0,9524-0,004
0,9534-0,004
0,9554-0,003
0,9574-0,003
0,959-4-0,003
0,9614-0,003
0,9624-0,003
0,963-4-0,003
0,964-4-0,003
0,96640,003
0,967-4-0,003
0,968+-0,002
0,0704-0,002
0,9714-0,002
0,9724-0,002

0,88540,005
0,893--0,004
0,9014-0,004
0,9014-0,004
0,909--0,004
0,9124-0,003
0,917-40,003
0,92040,003
0,9244-0,003
0,928+-0,003
0,931-4-0,003
0,93540,003
0,93740,003
0,9404-0,002
0,942-4-0,002
0,945-+0,002
0,948-4-0,002
0,950-4-0,002
0,9524-0,002
0,9544-0,002
0,95740,002
0,95840,002
0,960-4-0,002
0,9624-0,002
0,9624-0,002
0,964-4-0,002
0,965-4-0,002
0,967--0,002
0,9684-0,002
0,969-4-0,002
0,9714-0,002
0,97240,002
0,973-0,001
0,9744-0,001
0,975--0,001
0,976+0,001

14,144-0,14
15,224-0,15
16,2740,15
17,384-0,15
18,4840,16
19,594-0,17
20,6840,18
929,0940,19
23,7940,19
94,944-0,19
26,46-4-0,20
28,114-0,21
29,85-+-0,21
31,8140,22
33,84-0,23
35,154+0,25
37,56-0,26
39,6840,26
42,014-0,27
43,99+0,27
46,214+0,28
48,98+-0,28
51,504-0,29
54,154-0,31
56,85+C,33
59,76-+0,35
62,640,317
65,974-0,38
68,85+-0,39
71,764-0,40
74,954-0,42
78,494-0,13
82,64+0,45
86,614-0,47
90,73+0,49
94,46--0,51

13,894-0,10
14,9540,10
15,980,11
17,2240,11
18,1540,12
19,3540,12
20,504-0,13
21,854-0,13
93,534-0,13
24,7840,14
26,214-0,15
27,814-0,16
29,564-0,17
31,554-0,17
33,354-0,18
85,454-0,19
37,244-0,20
39,38+0,21
41,704-0,22
43,71140.23
45,874-0,24
18,654-0,25
51,164-0,26
53,1740,28
56,520,29
59,424-0,31
62,384-0,33
65,564-0.35
68,494-0,36
71,414-0,38
74,56-40,39
78,09+4-0,40
82,2240,42
86,094-0,41
90,364+-0,46
94,094-0,48

1,7440,15
1.8740,16
1,8740,16
1,86+0,17
1,98-+0,18
1,94-+0,19
1,8840,20
1,9940,21
2,0440,21
2,04-40,22
2,0640,23
2114024
2,1540,25
2,16+0,26
2,18+0,28
2,25-+0,30
2,26+0,31
2,284-0.32
2,314-0,33
2,29+0,34
2,3140,36
2,380,317
2,40-0,39
2,4340,40
2,454-0,42
2,464-0,44
92,444-0,46
2,5740,48
2,554-0,51
2,584-0,53
2,554-0,56
2,594-0,59
2,64+0,62
9,614-0,65
2,634-0,67
2,664-0,69

1,49-4-0,11
1,604-0,12
1,58+0,13
1,7040,13
1,654-0,14
1,7040,15
1,704-0,16
1,754-0,16
1,784-0,17
1,884-0,18
1,8140,19
1,814-0,20
1,86+-0,21
1,904-0,22
1,9340,23
1,95+0,24
1,9440,25
1,984-0,27
2,004-0,29
2,014-0,31
1,9740,33
2,054-0,34
2,064-0,36
2,074-0,38
2,12-4-0,40
2,124-0,41
2,184-0,43
2,16+0,45
2,194-0,47
2,214-0,49
2,16--0,52
2,1940,54
2,9240,57
2,09+0,60
2,26-4-0,63
2,294-0,66
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T
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Fig. 1

Variation de 1y et 1'1%: avec le numéro atomique.
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SALGUEIRO, L. ef al. — Largeurs de niv. atom. ef rend. de fluoresc.

nous assure que les valeurs de wg obtenues de l'expréssion (1)

. TR .
et les calculs de ScorieLp, en ce qui concerne I'x ont une préci-
sion satisfaisante.

3 —LARGEURS DES COUCHES ELECTRONIQUES Ly ET

Ly, POUR DES ELEMENTS DE NUMERO ATOMIQUE Z,

ENTRE 20 ET 92; RENDEMENTS DE FLUORESCENCE w,
ET w5, DANS LA REGION 37 < Z <50

Les raies K«; et K« sont originées dans des transitions
électroniques K — Ly et K — Ly et, par conséquent, sont vala-
bles les relations suivantes entre les largeurs de ces raies et les
correspondantes couches électroniques,

Pray=Tx + iy, 4)
et
IPggy=Tx 4 Iy ®)

Dans la région 20< Z < 50 nous avons calculé I'L,, et
I';, par substitution dans les relations (4) et (5) des largeurs des
raies K«; et Kay, determinées par Parrart (2) et Gokuare (3) et
des valeurs I'x, présentées dans le tableau L

Pour les éléments de numéro atomique Z > T1, il nous a
semblé préférable calculer les valeurs de I'y; et I'y, par les

expréssions:
l“'}fll
Ulg = l'L“ (6)
et
rR
o e DL )

I L

En effect, BuaLa a montré que, pour les éléments de Z > 50,
les valeurs de o, et vz, obtenues d’aprés les mesures de NeLsox
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et al. sur les largeurs des raies Ka; et Ky, ne sont pas d’accord
avec les résultats de Price et al.
Nous avons pris les résultats de Price et al., en ce qui con-

cerne les rendements w, et vz, et les valeurs de Scorierp pour

I, et IfYy,. Dans la région de nombres atomiques 51<"Z <170,

il n’y a pas de résultats expérimentaux qu’on puisse utiliser dans
le calcul de I'y; et I';;. Dans les tableaux II et Il nous présen-

tons, respectivement, les largeurs des niveaux atomiques -
iy et ]‘ﬁm, ainsi calculées, pour 20<"Z < 92 et les rende-
ments de fluorescence wj, w, pour 87< Z <50,

La largeur du niveau atomique K a été detérminée pour le
samarium (Z=062) par Gewcer et al. (11); Kave (12) a aussi
mesur€, avec une précision de 20°/,, les largeurs des niveaux
atomiques K, Ly et Ly de U'ytérbium (Z=70). Les valeurs
obtenues par ces auteurs sont les suivantes:

K Lu Lin
Z =62 17+ 3eV — -
Z="10 32eV 4eV beV

Il 'y a accord satisfaisant entre ces résultats et ceux présentés
dans les tableaux I et IL
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TABLEAU 11

7 1‘1_In (eV) B (eV) I‘i}lII (eV)
20 1,05+0,10 0,98-+0,09

21 1,154-0,09 1,344-0,11

22 1,1540,11 1,48+4-0,12

23 1,35+4-0,12 1,76+-0,14

24 1,54+0,13 2,04-4-0,16

25 1,98+0,16 2,324-0,18

26 2,174-0,18 2,50-+0,19

37 1,20+0,11 1,704-0,20 1,274-0,23
38 1,534-0,12 1,49+0,21 1,50-+4-0,24
39 1,504-0,13 1,56+4-0,22 1,46-0,25
40 1,51-+4-0,14 1,95+4-0,25 1,47+0,29
41 1,674-0,14 1,72-+0,25 1,62--0,29
42 1,764-0,16 2,004-0,28 1,700,352
43 1,824-0,16 1,861-0,29 1,75-40,33
44 1,65+4-0,17 1,82+4-0,31 1,574-0,35
45 1,84-40,19 1,89+-0,33 1,75+4-0,38
46 2,02-4-0,20 1,974-0,35 1,91-4-0,40
47 2,20-4-0,21 2,49-+0,39 2,08-+-0,44
48 2,65+0,23 2,70+0,42 2,52+40,48
49 2,60-+0,24 2,934-0,44 2,45-4-0,50
50 2,50+4-0,25 3,62--0,50 2,33-+0,56
71 4,004-0,56 4,404-0,89 2,99-+4-0,56
72 4,684-0,51 4,08-+0,62 8,61+0,51
73 4,580,445 4,83-+0,80 3,424-0,45
T4 4,57+0,62 4,74-40,84 3,33+4-0,62
5 4,5640,69 4,84+1,00 3,26+0,69
76 4,79-+4-0,50 4,91-+0,81 3,40+4-0,50
77 5,70-+0,78 5,43-+0,99 4,204-0,78
78 5,08+0,46 5,38+-0,84 3,47-+0,46
79 5,42-+0,43 5,54-+-0,81 3,704-0,43
80 4,98--0,68 5,15-0,99 3,15-4-0,68
81 5,03-+0,69 5,58+4-1,10 3,09-+4-0,69
&2 5.82-+0,46 6,7241,08 3,76+0,46
83 6,10+0,49 6,68-+41,02 3,89-+0,49
90 6,254-0,51 8,124+1,37 3,020,561
92 7,184-0,58 7,87+1,17 3,09-+0,58
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Les figures 2 et 3 montrent la variation de wy et s, respecti-
vement, avec le nombre atomique; dans la région de Z>71, on
a marqué les valeurs de w, et g, obtenues par Price et al.

TABLEAU 111

37 0,02224-0,0021 0,01724-0,0021
38 0,02204-0,0019 0,02314-0,0034
39 0,02624-0,0023 0,02624-0,0038
40 0,03024-0,0029 0,02424-0,0032
41 0,03204-0,0028 0,03174-0,0047
42 0,0350-4-0,0033 0,03204-0,0046
43 0,0384-4-0,0034 0,0395-+-{0,0062
44 0,047940,0050 0,0466-4-0,0080
45 0,0492-0,0052 0,05134-0,0090
16 0,05184-0,0052 0,0560+4-0,0100
47 0,0543-0,0053 0,0503-0,0079
48 0,05064-0,0044 0,0528+-0,0082
49 0,05804-0,0054 0,05454-0,0082
50 0,0677-4-0,0068 0,0493-4-0,0068

192
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o1k
0,05 -
1
¢
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L] | I I I S T A
40 50 60 70 80 90 7
Fig. 2
Variation de ey avec le nombre atomique.
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Fig. 3

Variation de wy avec le nombre atomique.
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Les expréssions (4) et (5) nous ont permis de calculer les largeurs
des raies Kz, et Kua,, dans la région T1< Z<92, qu'on pré-
sente dans le tableau IV

TABLEAU 1V

Z 1';.'1‘ (eV) I.N% (eV)

71 57,58--0,60 37,98-40,92
72 10,424-0,57 39,83-+0,67
73 42,140,532 42,39+-0,84
74 44,25+0,67 44,42+0,88
75 46,574-0,74 46,85+1,03
76 48,78+40,57 48,90+-0,85
7 51,90+0,83 51,644+1,0
78 54,06--0,54 54,35-10,88
79 56,93+-0,52 57,054-0,86
80 59,10-40,75 59,26-+1,04
81 61,88+-0,76 62,43+4-1,15
82 65,58--0,58 66,48+1,13
83 68,74-4-0,61 69,32+1,08
90 92,86-+-0,69 94,73+1,45
92 101,64-+0,77 102,33+-1,28

Dans la fig. 4 on fait la comparaison entre nos résultats et

ceux de NeLsox et al.
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T

(OV) 8

| 1 |
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Fig. 4a

Variation de Tk, avec le nombre atomique

1
* — nos résultats; o — déterminations de Nelson.

Trey

(eV) gt s
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4
1 1 | 1 1
6 70 75 80 85
Fig. 4b

Variation de Tk, avec le nombre atomique

2
» — nos résultats; o — déterminations de Nelson
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4 —LARGEURS DES COUCHES My, My, Niv et Ny

Les largeurs des couches Miy, My, Niy et Ny ont été
calculées d'apres les valeurs de I'y; et I'n;, que nous avons

obtenues, et des détérminations expérimentales de WirLiams, BrieL
et Coorgr, en ce qui concerne les largeurs des raies Loy, L&,
L2, et Ly . Ces rayonnements sont originés dans les transitions
électroniques suivantes:

Lui - My (Ley), Lu— M (L&), Lin- Nyv (L)
et

L — Niv (L'/l] .
On peut alors écrire les relations:

I I‘ﬂ]. — I Linp + l My
1 Lo, = Fry+ Pav
K =T i I B
I LB" I Ligp 77 1 Ny

l Ly, = Py + Py

8)

entre les largeurs de ces raies et des niveaux atomiques, qui
interviennent dans les transitions électroniques.

Dans le tableau V nous régistrons les résultats obtenus des
équations (8) pour les largeurs Ty, Puy, Uny et iy
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TABLEAU V

A Ty (eV) Ty (eV) Tnpy (€V) TNy (eV)
1 2,3-+0,91 - - 6,14-0,6
3 1,8+0,81 — 1,740,8 5,24-0,5
74 a) 1,84+1,85 = 46410 5,24+0,7
b) 244086 2,6-4-0,6 5,741,0 5,54-0,8

¢) (2,44086) - - -
(] 1,74-1,01 —_ 47410 5,2-4-0,7
76 1,74-0,83 — 4,5+08 5,140,6
d a) 1,4-41,00 - 42410 4,040,8
b) 2,2+4-1,01 2,44-0,8 6,241,1 5,64-1,0
78 a) 1,8409 - 4,740,9 5,0+0,6
) 2,5409 3,340, 59410 6,540,5
79 a) 19408 - 4,640,9 4,7406
b) 2,84-08 3,240,5 59-+1,0 6,0-+0,7
81 a) 21411 -— 44-41,1 5,2-+0,8
b) 3,3+1,1 4,44-0,7 6,6+1,2 7,24-0,9

82 — — — -

- 3,740 56412 -

83 a) - — == —_
b 2904+1,1 3,74-05 5,841,2 6,04-0.8

90 ¢ (4,8 ) - = o

92 a) —_ — e g
by 64+12 5,9-40,6 8,041, 8,941,0

a) Coorenr [T];

C’est la premiere fois, 2 notre connaissance, qu'on présente des
valeurs concernant les largeurs des couches atomiques My, My,
Niv et Ny, bien que la précision des calculs ne soit pas treés
grande; il est donc désirable la réalization d’autres travaux sur

ce méme sujet.
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b) Wintians [5];

¢) Bruw [6]
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CONTRIBUTION A LA MECANIQUE CNDULATOIRE DE LA
PARTICULE DE SPIN MAXIMUM 1 (%)

JosE VAssaLo PEREIRA

ABSTRACT — A generalization of the theory of the spin maximum 1
particle is proposed which enables the theory to describe a charged particle
moving in an electromagnetic field.

The general problem of passing from the relativistic theories to the
corresponding non-relativistic ones is then discussed, in which we stress the
importance of the ¢B-approximations.

One then calculates the non relativistic approximation of the foregoing
generalized theory of the particle of spin maximum 1, which brings to light
the validity of the so-called «method of the fusion» within the frame of non
relativistic Wave Mechanics, As a particular case of the preceding results,
we are led to the approximation of the MAXWELL-DE BROGLIE equations,
describing the non relativistic bahaviour of the photon.

RESUME — On présente d’abord une généralisation de la théorie de la
particule de spin maximum 1 au cas des particules se déplagant dans un
champ électromagnétique.

Le probléme général du passage des théories rélativistes aux théories
non rélativistes correspondantes est ensuite étudié, ce qui nous permet de
mettre en relief 'importance de I'«<approximation en §».

Nous calculons I'approximation non relativiste de la théorie généralisée
de la particule de spin maximum 1 pour en conclure que la «méthode de
fusion» reste aussi valable au niveau non relativiste. Comme un cas particulier
de ces résultats, on est conduit & 'approximation des équations de MAXWELL-
-DE BROGLIE, décrivant le comportement non relativiste du photon.

(*) Theése présentée a I'Université de Paris VI pour obtenir le grade de
Docteur &s Sciences Physiques.
Regu le 1¢r Juillet 1971,
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INTRODUCTION

Les résultats exposés dans notre travail sont une contri-
bution a la théorie de la particule de spin maximum 1, théorie
proposée par M. pe Brocrie en 1934 et développée surtout dans
le but de constituer une Mecanique Ondulatoire du Photon. Dans
cette thése nous présentons notamment une généralisation de la
théorie au cas des particules chargées se déplagant dans un
champ électromagnétique et étudions en détail le probleme de
I'approximation non relativiste.

Dans le Chapitre I nous présentons un bref rappel des idées
et des résultats fondamentaux obtenus par M. bt Brocrie et ses
collaborateurs. On commence par présenter la méthode de fusion
et la forme spinorielle des équations fondamentales, pour en
déduire ensuite la forme tensorielle équivalente de ces équations.
Celles-ci se séparent en deux groupes indépendants, celui des
«équations maxwelliennes», décrivant le comportement de la
particule de spin 1, et celui des «équations non maxwelliennes»,
ayant trait a la particule de spin 0. On expose ensuite le sens
physique des grandeurs tensorielles de champ associées a chaque
type de particule.

Au Chapitre II nous proposons une généralisation de la
théorie au cas des particules chargées. Nous y exposons d’abord
les difficultés soulevées par la généralisation formelle des équa-
tions spinorielles fondamentales, pour ensuite résoudre le pro-
bléme en introduisant le Lagrangien et les équations spinorielles
de la particule de spin maximum 1 et charge ¢. Ces résultats
permettent de développer le formalisme de la théorie généralisée,
ce qui nous amene a étudier le quadrivecteur densité-flux de
probabilité s, et le tenseur densité d’énergie-impulsion 7y,.
Enfin, nous comparons quelques uns de nos résultats avec des
résultats correspondantes das a A. Proca.

Avant d’entreprendre au Chapitre IV un calcul aboutissant
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a l'approximation non relativiste des équations généralisées, nous
examinons au Chapitre III le probléeme général du passage des
théories relativistes aux théories non relativistes correspondantes.
L’é¢tude des relations entre le groupe de Lorextz et celui de
Gavriie nous conduira ainsi a prendre l'approximation en 2=uv/c
comme étant celle qui assure le passage correct au niveau non
relativiste. L'approximation non relativiste de I'impulsion et de
I'énergie appuie cette hypothese et, une fois que 'on a exposé le
procédé général d’approximation non relativiste en Mécanique
Ondulatoire, la méme hypotése sera confirmée lors du passage
de l'équation de Krein-Gorpon a 'équation de ScuropinGer et dans
le passage des équations de Dirac aux équations de Pauri. Dans
cette derniére partie on traitera, plus généralement, du raccord
entre le formalisme de la théorie de Dirac et celui de la théorie
de PauL.

La premiere partie du Chapitre IV est entierement occupée
par le calcul de l'approximation non relativiste des équations
spinorielles généralisées, conduisant aux équations non relati-
vistes de la particule de spin maximum 1 et charge ¢ se déplagant
dans un champ électromagnétique. Ces équations montrent clai-
rement que la méthode de fusion reste valable a I'approximation
non relativiste ou, plus précisément, que par le méme procédé
formel la fusion de deux corpuscules de PauLi permet d’obtenir
les équations non relativistes de la particule de spin maximum 1.
Le formalisme découlant de ces nouvelles équations est étudié,
de méme que la forme vectorielle des équations.

Le Chapitre V s’occupe spécialement de l'étude du photon
a l'approximation non relativiste. On en présente d’abord les
équations, aprés quoi on discute la signification physique des
grandeurs électromagnétiques non relativistes. On compare la
forme finale des équations non relativistes de la particule de
spin maximum 1 avec les équations maxwelliennes et non
maxwelliennes présentées au Chapitre 1I, la derniére partie
étant consacrée a l'é¢tude non relativiste des solutions du type
onde plane monochromatique.

Que M. pe BrocLie veuille bien trouver ici 'expression de
ma respectueuse reconnaissance par lintérét qu’il n’a cessé de
porter a ce travail. Ses suggestions m’ont toujours été tres
profitables, de méme que la fréquentation de son Séminaire
a I’Académie des Sciences.
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Je remercie M.™¢ M.-A. TonxeLat, Professeur a I'Institut
Henr1 Poincarg, qui a bien voulu accepter d’étre présente dans le
jury de these.

Je tiens a exprimer toute ma gratitude a M. ]J. AnprADE E
Siva, Maitre de Recherches au C. N. R. S., qui me proposa le
sujet de cette these et qui, par ses conseils, son expérience et
son aide amicale, m’initia a4 la recherche scientifique.

Je remercie aussi M. Georces Locuax des nombreuses dis-
cussions que nous avons eues, de ses remarques au sujet de ce
travail et de son amicale bienveillance.

Enfin, je ne saurais oublier que c’est grace a 'appui matériel
de I'Instituto de Alta Cultura (Lisbonne) que j'ai pu mener a bien
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CHAPITRE 1

Rappel de la théorie de la particule de spin maximum 1

§1. La méthode de la fusion et la forme spinorielle des équa-
tions fondamentales.

Comme nous l'avons rappelé dans l'Introduction, la théorie
de la particule de spin maximum 1 est due a M. de Broglie [1] et
a été dévéloppée par lui-méme et ses collaborateurs, notamment
M.m¢ Tonnelat [2] e¢ MM. Géhéniau [3] et Pétiau [4]. La méthode
de fusion, dont M. de Broglie s'inspira pour parvenir aux équa-
tions de la particule de spin maximum 1, conduisit, par la suite,
a4 une théorie générale des particules de spin quelconque [3].
Cette théorie se trouvant en dehors du cadre de notre travail,
on se bornera ici a4 exposer les aspects essentiels de la seule
théorie de la particule de spin maximum 1.

La méthode de fusion s’appuie sur l'idée que la particule de
spin maximum 1 peut étre considérée comme étant due a la
«fusion» de deux corpuscules de spin 1/2, laquelle peut donner
lieu soit a une particule de spin O soit a une particule spin 1.
Dans ce contexte, les équations de Dirac jouent un role fonda-
mental, car le procédé formel qui traduit mathématiquement la
fusion des corpuscules composants consiste, en particulier, a
fusionner les matrices «s. qui apparaissent dans les équations
de Dirac.

Pour préciser ce concept de fusion de matrices, donnons-nous
une matrice #><n «; on définit alors les matrices fusionnées de
« comme étant deux matrices n><#, a et b, obtenues en prenant
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le produit extérieur de « par / (matrice identité 7 ><#n) et de
I par «:

I.1 a=oa>/ b=I>u,

Rappelons que le produit extérieur de deux matrices n><n A
et B est une matrice #>n, 4> B, qui s'obtient en rempla-
¢ant chaque élément @, de 4 par @, 5. En conséquence, si
a=[an] ({,#=1,2,...,#n), on a

_a” 0 0 v A1y 0 0 S
0 a; 0 ... 0 a, 0
O U (I“ L 0 0 (z]:;
L2 a=ax/i=
a1 0 O [2 O 0
0O ay 0 .. o a, 0 ...
0 (] [ £ R 0 0 Auy -+

b=I><a=

@y Qdig -+ Ay
Qgy  Qgg -+ Qan

Ay Qug -+ Aupy =11

A partir de ces définitions on vérifie aisément les relations qui
nous seront utiles par la suite

1.3 A< (B+C)=(AxB)+(A>=<C);
(AXB)(CxD)y=(AC)><(BD).

Chaque corpuscule de spin 1/2 et de masse propre /2
étant traduit par un systéme d’équations de Dirac, tant que les

210 Porigal. Phys.— Vol. 6, fasc. 4, 1971 — Lisboa



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire. ..

deux corpuscules demeurent sans interaction leur description est
donnée par un ensemble de deux équations de Dirac,

6 C} mOc
—_————————— Oy — —— 5 —1 =0
|: 07 dr“l 2y %y Fo ] 2% aq]‘h
I.4
0 d 0 d . Mg €
—_— e —_— _ - — - —1 =
[c Y, dx“l 2y %2 53 %5 24 oy | Yo

D’aprés la méthode de fusion, pour obtenir les équations de la
particule de spin maximum 1 on doit procéder dans I. 4 aux trois
substitutions suivantes: 1) les matrices «u sont remplacées par
leurs matrices fusionnées

L5 an=o0p><1, by = 1><ay. (»=1,2,3,4);

2) la masse m,/2 de chaque corpuscule composant fait place dans
les équations finales a la masse =, de la particule résultante de
la fusion; 3) les fonctions d’onde {; et ¢, a quatre composantes,
décrivant séparément chaque corpuscule, sont remplacées par
une seule fonction ¢ a 4><4=16 composantes traduisant le
comportement de la particule de spin maximum 1 résultante. Le
systéme d’équations de cette particule de vient ainsi (*):

1 4
[— d:—-d;al—dyag-—d;a5— Mol 34:|L!J=0
G n

1.6
wnoc

1
[? 6:—9;f5:—c}y52—dsé5— é&J‘P:O'

Dans la matrice colonne ¢, chaque élément est identifié au
moyen de deux indices, 7%, les seize élément ¢;;. étant ordonnés
de la fagon suivante(**): gy 1o ¥z diqdoy bogdos -« byodas by En
conséquence, les éléments de chaque matrice 16><lb ay. et bp
sont identifiés au moyen de quatre indices, i£, /m; plus pré-
cisément, (auw)is,im est ’élément qui se trouve dans la ligne 74
et la colonne /s de la matrice au, chaque paire d’indices 74

d d d a " paandil g byt
e o S signées, d'une faco
dx dy od& ot g ! RESORRE

(*) Les dérivées

gée, par Jdx dy ds ot.
(**) Signalons que la variance de ¢;t est celle d'un produit {;{z de
deux composantes d'un spineur de Diraec.
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et /m étant ordonnée comme les composantes U;; dans ¢. En
tenant compte de ce qui préceéde, on peut donner aux définitions
I. 5 la forme équivalente

| (@p)ik, tm =21 0w,  (Ddik, im = Chwm 9t

oi+ désignant le symbole de Kronecker. Avec ces notations, il est
clair que l'expression au¢, par exemple, désigne la matrice
colonne (apd)y = E (@p)ix, im Ve . Signalons aussi que, les matrices

I
oy €tant hermitiques, a, et &, le sont également car on a,
par L. 7,

I.8 (af-l-)?a{' yim = (ﬁ{L)Im Lk (b}l-)rk y i = (é:-'-).fm ke

En outre, les huit matrices ay et bu obéissent a des relations de
commutation identiques a celles de Dirac pour les au. En effet,
on tire de I. 3 et 1. b que

a.a, + ayap = ((2pa,) >< 1)+ ((ay an) < 1) = (apay + @, an) < 1,
une relation analogue ayant lieu pour les 4,. On a donc

I.9 ava, + a,a,=2 5!“1
(x,v=1,2,3,4).
—93
I. 10 bpby+ 6,6 =20,,1
On démontre de la méme fagon la relation suivante
I. 11 aub,— b,au=0 (p,v=1,2,38,4).

Retournons maintenant aux équations spinorielles fondamen-
tales I. 6. La question qui se pose d’emblée dans leur étude est
celle de la compatibilité du systéme car il contient 32 équations,
les composantes ¢;; de la fonction d’onde ¢ étant au nombre
de 16. En omettant la démonstration [6], nous devons néanmoins
rappeler ici que le systéme L. 6 demeure effectivement compatible
au cours du temps.

Signalons encore que, a l'instar de ce qui arrive pour toutes
les équations d’évolution de la Mécanique Ondulatoire, les équa-
tions L. 6 permettent d’établir aisément une relation de continuité,

dep 4 divj=0,
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les expressions de ¢ et ; étant les suivantes:

;
I 12 pemie BeTH O 4
2
L1 _.‘=—6L!)* a“g-l—a:&‘ !
2

On considere 1. 12 et 1. 13 comme fournissant I'expression de la
densité de probabilité et du flux de probabilité de la particule de
spin maximum 1,

§ 2. La forme tensorielle des équations fondamentales.

Les équations I. 6 traduisent le comportement de la particule
obtenue par la fusion de deux corpuscules de Dirac et, par la
méme, décrivent deux particules de valeur de spin différente,
0 ou 1. On doit donc pouvoir écrire ces équations sous une forme
équivalente ou apparaissent séparées les équations ayant trait a
la particule de spin O et celles concernant la particule de spin 1.
Aussi va-t-on rappeler brievement dans ce qui suit le procédé
qui permet d’obtenir un systéme équivalent a L. 6 et dans lequel
la description de la particule de spin O est donnée indépendam-
ment de celle de spin 1.

Pour cela, multiplions a gauche la premiére équation de L. 6
par —iZa, et la deuxieme par —i4;. En tenant compte de 1.9
et 1. 10, on obtient

ic
I. 14

(Ix[ L 'a,a,,+‘v5.(z'a4;')—kn])¢=o,

ic
%, désignant la constante

115 (. L
i

Introduisons ici les coordonnées relativistes &y =x, xy =1y, a5 =2,
xy=1ct, et employons aussi les matrices y, de von Neumann
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(n=1,2,3,4), définies a partir des matrices o, de Dirac de la
fagon suivante,

I. 16 7k=£“4“k (A=1,2,38); Yy =10-
Le systeme I. 14 s’écrit alors

(S0, 75— ko) X< 114 =0
[1<(2 0,7, — ko) $=0.

En utilisant, au lieu de la matrice colonne ¢, la matrice 4><4

b Y2 Y5 due

i Do1 Yoo dos oy
1. 17 ¥V —=
bs1 Yz dss

¢
]
b do b du

on vérifie aisément, compte tenu de I. 7, que le systéme peut se
mettre sous la forme équivalente

20,7, ¥ — A ¥ =0
I 18
20, ¥yT— k¥ =0,

le symbole 7" désignant la matrice transposée. Arrétons-nous
maintenant sur le choix des matrices au de Dirac. Comme il est
bien connu, on a toute liberté de fixer leurs valeurs pour autant
que celles-ci obéissent aux relations opz, + oy au=27du. Or on
peut voir que les matrices

i 0 0 0 —17 0 0 0 417
L 19 - 0 0 —1 0 W 0 0‘ —1 0 ,
0 —1 0 0 0 <41 0 0
-1 © o o0l —4 @ 0 0l
i 0 0 —1 07 L 10 0 07
0 0 0 q 0 X 0 0
o3 = ' %y
=1 0 0 0 0 0 —1 0
Q 1 0 0 0 o 0 —1
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remplissent les conditions exigées et, dans tout notre travail,
nous allons adopter ce choix por les «.. Partant de I.19 on peut
construire les quatre 7. définis en I 16. Construisons aussi la
matrice

I. 20 11:3.7274'

On peut ainsi vérifier que 1'on a les égalités

I.21 7:]‘=-—-I‘7F (r=1,2,3,4).

Retournons alors aux équations I. 18 et multiplions-les a droite
par I'. En tenant compte de 1. 21, on obtient

S0y ¥YT —Ay¥T'=0
c'est a dire, en ajoutant et retranchant,

2 on 3 BT — 5 gp ET yjemm 2B W T,

L. 22

Considérons maintenant le systéme complet engendré par
les quatre matrices yu.. Ce systeme, désigné d'une fagon abrégée
par ., comprendra:

128 a) lescinq matrices yy=I, p=ixga:(k=1,2,3), 7y=2;

b) les six matrices yu,=iyuy (p,v=1,2,3,4;p <),
c'est a dire, ?12='3'71 72y 715=_"?1 75y T1e=17174,
Tos=17278) Yot =1%a7s € Vs =127574;

¢) les quatre matrices yu,o=2yp y, 72 (,v,0=1,2,3,4;
p<v < 0), c'est a dire, 7123 =i717275 ha=17177s
T3¢ =171737s € Josa=1727574;

d) la matrice yio50 =71 727374

En partant du choix adopté pour les «w (L. 19), on peut véri-
fier que les seize y, précédemment définies sont toutes hermiti-
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ques. En plus, cet ensemble de seize matrices étant complet, toute
matrice 4><4 peut étre écrite comme combinaison linéaire des
7a. En particulier, ce sera le cas pour la matrice 4><4 ¥I' qui
intervient dans I 22, laquelle peut donc s’écrire sous la forme
d’un développement

16
I 24 YT =Y ¢a7a.

a=|

Les coefficientes ¢, sont des fonctions linéaires bien déterminées
des ¢;; et possédent des propriétés de variance bien précises qui
ont été données en [7}. Nous nous bornerons ici a les rappeler g,
est un scalaire, @95 est un pseudo-scalaire, et ¢p(u=1,2,3,4)
est un vecteur d'Univers; pour ce qui est des six fonctions
oup(p,v=1,2,3,4;p <v) et des quatre fonctions oy,,(x,v,0=
=1,2,3,4; 2 <v<p) elles sont, respectivement, les composantes
distinctes d'un tenseur de rang 2 antisymétrique et d'un tenseur
de rang 3 completement antisymétrique.

En introduisant maintenant le développement I. 24 dans les
équations 1. 22, celles-ci prennent la forme

4 16 4 16
> e (Z‘?n?a)‘*'zan(zf?a?a) 7e=0
Les ’ e

16

16
E d'.u.)’p. (2 E?a?n) — 2 (}g& (E ?a?a) )’J—'2k0 ZQ?a')’a:O

a

Les définition set les propriétés de commutation des 7. permet-
tent alors d’écrire les premiers membres de ces équations comme
des combinaisons linéaires des seize 7,. On est ainsi conduit a
des équations de la forme

16 16
Y fata=0 D gava=0,

ou les f, et g. sont des fonctions bien déterminées des ¢, et
de leurs dérivées premieéres. Les 7, étant linéairement indépen-
dantes, il en découle que chaque coefficient f, et g, doit étre
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nul, ce qui permet d’obtenir les 32 équations
Jo=0 g.=0.

D’une fagon plus précise, et en omettant les calculs, le systéme
I. 25 conduit aux équations suivantes,

O =0 d y— Oy =ik Spw
L. 26 w P | ee Pp 0%
duPur="—10kgQ  Op %o+ e Ou,+ ds Pop=0
P
L27 9,9= O Puves = 1Ry Pups

Op Oure="0  0pPups— 0y Ppop+ o Pams— 0g Ppvo = —1 Ry Pusoq-

Ces équations sont équivalentes aux équations spinorielles
I. 6 et, ainsi qu’'on l'avait annoncé plus haut, elles se séparent
en deux groupes bien distincts: I'un est formé par les équations
I. 26 et ne fait intervenir que les grandeurs g9, et ¢u,, l'autre
contient les équations L. 27 et concerne seulement les fonctions
®o, Puse €t 01951. Le premier groupe d’équations se rapporte a la
particule de spin 1 dont le comportement est ainsi décrit par un
tenseur antisymétrique du second rang et par un vecteur
d’Univers; étant donnée l’étroite parenté de L 26 avec les équa-
tions classiques de l'électromagnétisme, M. de Broglie les a
dénommées «équations maxwelliennes» (!). Le second groupe,
formé par les «équations non maxwelliennes» 1. 27, a trait a la
particule de spin O qui apparait ainsi décrite par deux invariants
et un tenseur de rang 3 complétement antisymétrique.

§ 3. Les équations maxwelliennes et non maxwelliennes.

La signification physique des grandeurs de champ ogu,u,
associées a la particule de spin 1 a été donnée par M. de Broglie
au moyen de l'identification suivante avec les grandeurs électro-

(1) La raison de cette désignation deviendra plus claire au paragraphe
suivant lorsqu’on écrira les équations I. 26, I. 27 sous la forme L 30, L, 31,
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magnétiques 2, Vi, E, ff(‘):
0

r o =l —4E] [ O 912 95 ou|
—H, 0 H, —iE,| %1 0 o5 oy
o | =Kk
I. 28 H, —H, 0 —iE, g5 952 0 om
iE, $E, 4E 0.l Lon 92 95 O |

(A: Ay As5iV]=—1K [3; 9295} 9],

avec K=17/2Vm, . D'une fagon analogue, on définit pour la
particule de spin 0:

o =1, o050 =1 1.
1.29 i 1 ) ! 15 %
o34 =17 P134 = —10y P24 =103 Pros =04 «

Avec ces définitions, les équations L 26 et I. 27 prennent la forme
suivante,

équations maxwelliennes

i .
" E=—gradV——0,4
divA—|-%a:V=0 s &
. R R H:rot/}-
1. 30 %3,E_rotH=k§A £ o= -
. —_—- —{j:f{=r0tE
div £ = — &} ‘

divH =0
dquations non maxwelliennes
1 -
=0 7&,’:+grads4=0
. 1
grad /; =0 1Ryoy=——0: 1y
I. 31 ¢
dedy =0 grad [y=1ikyo
£ot o =0 2oyt divemiky Iy,

En laissant de coté les équations non maxwelliennes dont la
signification ne parait pas trés claire, nous nous occuperons des

(') Clest a dire, le potentiel vecteur, le potentiel scalaire, le champ élec-
trique et le champ magnétique, respectivement.
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€quations de la particule de spin 1. Ces équations appellent de
nombreuses remarques et nous voulons en relever quelques unes,
touchant a l'ordre de grandeur de #; ou, ce qui revient au

h
méme, de la masse propre L ky .

Signalons, avant tout, que sans l'hypothése 7,0 on ne
saurait obtenir les équations L 6 par le procédé décrit en L § 1,
ne serait-ce parce que les équations de Dirac ne sont pas a
méme de décrire correctement des corpuscules de spin 1/2 et de
masse nulle. En plus, la valeur non nulle de %, introduit des
différences entre les équations maxwelliennes et les équations
de I'¢électromagnétisme habituel, notamment que les potentiels

électromagnetiques A et V ne sont plus ici des fonctions auxi-
liaires de calcul, mais de véritables grandeurs de champ. C'est
ce que montrent les équations I. 30 qui assignent des valeurs

bien déterminées pour A et V en partant des valeurs assumées

par £ et H. L’ambiguité laissée par la théorie de Maxwel aux
valeurs de 4 et V disparait ainsi, les potentiels électromagné-
tiques devenant des variables de champ a part entiere (¥).

Pourtant, si la masse propre du photon n’est pas nulle, elle
doit certainement posséder une valeur extrémement petite, dont
la borne supérieure est située par M. de Broglie aux environs de
10-% grammes, la petitesse méme de cette valeur lui ayant permis
d’écarter toutes les objections soulevées par 'hypothese 2,0 [8).

En conséquence, les termes en mg des équations I. 30 sont,
eux aussi, extrémement petits et dans une étude moins précise
on peut raisonnablement les négliger. Faisant ainsi, on retrouve
exactement les équations habituelles de I'électromagnétisme de
Maxwell. On peut donc penser que pour la description quantique-
-et donc plus approfondie — du photon, les équations de Maxwell
doivent étre remplacées par les équations maxwelliennes L. 30,
les deux théories s’identifiant a un niveau moins poussé toutes
fois que 'on prend £2=0.

Avant de finir ce chapitre nous voulons souligner une diffé-
rence fondamentale entre la nature des variables de champ telles
que nous les définissons en Mécanique Ondulatoire du Photon

(*) Signalons que les expériences de Boersch et ses collaborateurs 91,
faisant suite 4 une analyse théorique de Bohm et Aharonov [10], appuyent
I'hypothese de la realité physique des potentiels,
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et telles qu'eles sont considérées en théorie de Maxwell. En
théorie du photon, comme d’ailleurs dans toute la Mécanique
Ondulatoire, les composantes ¢,z de la fonction d’onde sont des
fonctions complexes et, par suite de I. 24 et I. 28, les variables

A V, E et H le sont également. On doit opposer cela a ce
qui a lieu dans l'électromagnétisme usuel ou ces mémes gran-
deurs de champ sont évidemment réelles. Rappelons, en effet,
que si on est parfois amené a les considérér comme des gran-
deurs complexes, il n’en reste pas moins que c’est la un expé-
dient mathématique utile pour mener a bien certains calculs et
qui ne doit jamais nous faire oublier la nature réelle que la
théorie de Maxwell assigne aux fonctions de champ [11].
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CHAPITRE 1II

Généralisation de la théorie au cas des particules chargées

§ 1. Sur l'incompatlibilité du systéme obtenu par la généralisation
formelle de I 6.

Le but du présent chapitre est de chercher a généraliser la
théorie de la particule de spin maximum 1 de fagon a lui permet-
tre de décrire le comportement des particules de charge ¢ se
déplagant dans un champ électromagnétique défini par les poten-

tiels 4 et V [12]. Ce sera notamment le cas d’une particule «
en cours d'accélération dans une machine a haute énergie. Souli-
gnons avant tout que dans la plupart des équations de la Méca-
nique Ondulatoire des généralisations de ce type ne soulévent
aucune difficulté. En effet, une équation d’évolution de la Méca-
nique Ondulatoire peut toujours se représenter formellement par

IL. 1 f(—ihosy thoey thiy, ilhio)d=0,

ou f désigne une certaine fonction des opérateurs —ikJ, et

ihv (et éventuellement de certaines matrices 4 éléments cons-
tants) appliquée a la fonction d'onde ¢ pouvant posséder plusieurs
composantes. Or la Mécanique Ondulatoire, en faisant correspon-
dre un opérateur linéaire hermitique a chaque grandeur physique,
définit les opérateurs d'énergie et dimpulsion comme étant

—1hg, et 14V, respectivement:

BBy iy
1.2

]-5“‘_'_"'50‘0 —- 3‘?&60
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On doit remarquer que cette correspondance demeure la méme
dans le cas relativiste que dans le cas non relativiste, les opéra-
teurs associés a l'énergie totale et a l'impulsion demeurant les
mémes (*). C'est pour cette raison que le schéma que nous
décrivons ici contient les deux cas, I'équation IL. 1 pouvant
représenter une équation d’évolution aussi bien relativiste que
non relativiste.
En vertu de IL 2, I'équation 1L 1 peut s’écrire alors

IL.3 [f(E:ﬁ#JPJ'JPJ]Gﬁ".b:O'

La généralisation au cas des particules chargées se fait en
employant un procédé qui est suggeré par la Mécanique Analy-
tique et qui consiste a substituer dans les équations d’évolution

E et ; par £E—gqgl et ;——q— /T, respectivement. Ceci revient
¢

a4 dire, en tenant compte de II. 2, que dans I'équation II. 3 les
opérateurs doivent étre remplacés comme suit :

Eo,b =—1/ a,—r(E——qV)op =—1l ar""?V
IL. 4

;OP =ihV— (;__”5_’_‘2}) =ik "'__1141
op

¢

I'équation généralisée devenant ainsi,
f(—z'f: —gV,ito.—2L A, ino,—L 4, in,, __‘7_,45) $—=0.
c c c

C’est ce procédé que nous venons de rappeler qui nous donne
par exemple, la généralisation de I'équation de Schrodinger,

[E—2%2m),, =0, qui devient I:E‘“?V_ 01 (;;__12)—-] s
¢ op

r=

Parallelement, I'équation de Dirac, [£ +}5- & my cag,] =0,
c op

se transforme en 'équation généralisée {-E—_iz—k (ﬁ— L 2) o

c c

—mﬂﬁa4:| ==}
op

(*) Nous reviendrons sur cette question au Chapitre III.
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Le probléeme se pose alors d’obtenir une généralisation ana-
logue pour les équations relativistes I. 6 de la particule de spin
maximum 1,

I:id.—-—-&xa: _aya2_ L)ga5_'£kﬂa4J"I"=0
c
IL.5
(ia;—a, By by — a,b5—£k064:|¢=0.
c

Ce systeme, en faisant intervenir les définitions II. 2, peut s'écrire
sous la forme

(Efc + peay + pyas + p-as—mycagloy $ =0

[EI."IC '—"—_px {5] + P}r bg + P_‘-, 55 — mO ¢ bq]g‘o 4’ = o

IL. 6

Si l'on veut maintenant obtenir la généralisation de II. 6 pour
le cas des particules chargées, une difficulté apparait alors, a
savoir, que si l'on y procéde a la substitution habituelle II. 4, le
systéme obtenu,

[L(E—'?V}“i- (;__‘?_;j) ';ﬁmuﬂfh—l w0
(4 4 _lop
1.7

[i(E—qVH(E—i’-ﬁ)-Z—mocé.ﬂ $=0,
c c _ap

est incompatible. La raison en est que, a I'encontre de ce qui
arrive en théorie de Klein-Gordon et en théorie de Dirac, nous
avons affaire ici 4 un systéme contenant, outre les 16 équations
d’évolution pour les 16 inconnues {;z, 16 équations de condition.
Dans le cas non généralisé le systéme est compatible parce que
les équations d’évolution assurent la validité des équations de
condition au cours du temps, une fois qu’elles sont supposées
étre respectées a un instant initial. Il n’en est plus de méme ici
comme nous allons le démontrer.

Commengons par ajouter et retrancher les équations de II. 7,

s @ [(FREEN) + (VL) 2E0
-—‘mUCf.’_;-b4 5L=O
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b) inv—2L 4 .a—é._.moga“_é‘!_ $=0,
¢ 9 9 .

de facon a séparer les 16 équations de condition II. 84 des 16 équa-
tions d’évolution II. 8a. Il s’agit donc de montrer que les équations
d’évolution @) ne suffisent pas a assurer la validité des équations
de condition 4) au cours du temps ou, ce qui revient au méme,

que
a,[[(aﬁ—%j) =t _mﬂcﬂ—;b*]up]#o-

En effet, cette dérivée vient égale a

~ a—b o -\ a—b as—b
ﬁ%(d;/l-——2—)¢+[(¢J¢V—%A>- —myc 42 4:|dfd|),

2

el

et en y introduisant I'expression de 9,J tirée de IL. 8a, on obtient

ce qui revient a écrire

. A.;_E fe
IL 9 C(a,A . )9
_ 9 [(irv—9 4 .“—6ﬁmﬁ4~_ba]y.+
in (“ ¢ 9 0Ty Y
S 2 gy —br ar+ b
[ .3 q 253 k &
— | N (shop—L 4 —m ——
e m [;‘:l<wak = x-) 5 2 =}
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. — R
+ Zr (H‘a' a‘—%‘AJ>($)’zdh—iAk) b=t s 1 b o
1

Fip 2 2
—-.}},(, a4+b4 04—«64 a§+5¢
—my € itho ——A 8 Priss s e ML
° g( o )( 9 5 T 2 2 >+
a;— by a4+64]
Jmilf—— —— |y,
o 2 2 ¥

Or, en tenant compte de 1. 9, I. 10, I. 11, on peut démontrer I'éga-
lité suivante,
(av— bu) (@, + 6,) + (@ — b)) (@ + b2) =
= (ava, + B,,ap-)—({:ip,b, -1 b,,él.g):O,

et, cette relation étant valable pour p,v=1 ,2,3,4, on obtient
en particulier

(Q‘k o f)k) ((Ik - b_@) =0

(a3 — bs)(ay + bg) =0

(@x— b) (@i + b)) + (@i — bi) (@ + bi) =0

(ak_bk)(ai"!‘ é@)‘i"(a‘al'_é‘l)(ak'*' bk)=0 (3.!‘,3:1!2:3;‘-:#’&)'

En outre, on reconnait aisément que l'on a aussi

(z'?s‘ ();—%A;) (fﬁ 3,5——3—.(4;3) —_ (1'?:‘. 3&—%14&) (ﬁff-‘d;-——%A;):

=:'f:.g-(rot2) ’
C "

l,k,m désignant une permutation circulaire de 1,2,3.
La substitution en II.9 des résultats précédents conduit
alors a écrire

>

_ 9 4_‘;’_“’ e
c("’A L

_ﬁ_[ (;‘W‘__"-Qi) i A mﬂ’k]m#
1/ L ¢ 9 5]

& &

- q[ 3 (@— b (@ + bi) (rot E)] ’.
kyl,m
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Telle est donc I'expression de la dérivée par rapport au temps
des équations de condition II. 8. On voit que pour qu'elle soit

toujours nulle il faut que 9, 4 =rot 4— V=0, ce qui équivaut
a dire que les champs ¢lectromagnétiques extérieurs £ — —

———i— d,‘;f——grad V et H=rotd doivent étre nuls, et l'on

retombe ainsi sur les €quations non généralisées du deébut.

La conclusion a en tirer est que l'on ne peut pas entre-
prendre la généralisation habituelle II. 4 sur les €quations de la
particule de spin maximum 1 — dg moins sous leur forme II, 5
Sans arriver 4 un systéme qui ne soit incompatible.

§ 2. Les équations spinorielles de la particule de charge q et
spin maximum 1.

Pour surmonter la difficulte signalée au paragraphe précé-
dent nous remarquerons qu’il est possible d’écrire I. 6 sous la
forme équivalente d’un systéme ne contenant que les 16 €quations

1 . ay4- 8 g ayby +ay b :
1L. 10 [-ﬂ— ,—“-E—*—z a,@—“"_g—""—‘ — i kya, {;_l],u=o.

En effet, on démontre [6] que I'on peut déduire de ce systéme un
autre ensemble de 16 €quations, savoir,

= 3
IL 11 1 ,.ﬂ.:éihzdkﬂM].;:o_
€ 2 = 2
< 5 g 1 (Iq.—-—é_;
I1 suffit, pour cela, de multiplier IL. 10 a gauche par — a;——g-—

et de tenir compte de 1. 9, .10, L. 11. On arrive ainsi aux €quations

I.kn fI.;-—-&; o . (?.;(3’;.—(54 b,{, _1 G—'4+b4 |
—c—():—z -—--P——(;dk--— -2—--—- = 9 ==L

. ; ; 2 5 . 1 . ayt 4
Si l'on introduit dans ces €quations l'expression de 76, ;1_:;_4 Y

tirée de IL 10, un calcul sans difficulté conduit alors aux équa-
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tions II. 11. Une fois II. 11 obtenu, on voit que II 10, II. 11 est
équivalent a II. 5. Effectivement, en ajoutant et retranchant II. 10
et II. 11, on obtient

1 S .
[?,), 5‘,_;3,&@ by — 1 By ay é4}¢=0

[%dfﬂfi_zdkar;ék—l‘ku @y [34]&]):0,
&

et en multipliant a gauche la premiére équation par &y et la
deuxiéme par a4, on retrouve le systeme IL 5.

On voit ainsi apparaitre I'importance du systéme de 16 équa-
tions IL. 10, a partir duquel on pourrait tout aussi bien développer
la théorie. Or, et c’est la un point trés important, les équations
II. 10 sont précisément les équations de Lagrange de la particule
de spin maximum 1 (non chargée), et ce fait améne a penser que
le formalisme lagrangien peut étre utile pour venir a bout des
difficultés signalées plus haut. D’ailleurs, étant donné que 'on
va non seulement introduire les équations généralisées mais aussi
refaire toute la théorie de la particule de spin maximum 1
supposée avoir maintenant une charge ¢ et se déplacer dans
un champ électromagnétique, nous allons rappeler rapidement
quelques points de ce formalisme lagrangien qui seront utiles
par la suite [8].

Ainsi peut-on voir, en prenant le Lagrangien

he 1 by = abtab, .
1L 12 .¢a=;—£¢*t?a, “4: L §. 40 +tan —zkna4b4]4z+con],
que les équations de Lagrange

=4 18 £
.13 o, jm + s +ayjf+
) ( b, 1») ) ( ﬁhr) d( «.m-)
C)J ‘)x ('}y
oL 0L

-2

a E}H’)!&p) qu[J.,r
ds (#,v=1,2,3,4),

donnent les équations II. 10 de la particule de spin maximum 1
(non chargée) ou, ce qui revient au méme, les équations 1I. 5 car
les deux systémes sont équivalents.
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Parall¢lement, dans le cas de la théorie de Dirac, le méme
formalisme nous apprend que, étant donné le Lagrangien

1, == -
IBJZE@*[';ar—V . a_”é()“tl‘l?l‘conl!

les équations de Lagrange

II. 14 ot

g
3 @=1,2,8,4),

conduisent aux équations de Dirac. Nous n’avons considéré
jusqu’a présent que le cas simple de la particule en absence de
champs électromagnétiques extérieurs, mais on vérifie aisément

que si 'on ajoute a 4y le le terme réel £ — — gLF [AT- ;—|— Vi,
alors, en faisant intervenir le Lagrangien £ 4.2 dans les

équations IL 14, on obtient les équations de Dirac généralisées
pour la particule de charge ¢ en présence d'un champ électro-

magnétique de potentiels Aet V.

Or on sait qu’en théorie de la particule de spin maximum 1
plusieurs expressions —et c’est notamment le cas de £, et £ —
peuvent s'obtenir formellement d’expressions correspondantes de
la théorie de Dirac par la seule substitution de matrices

/. Gt b
2
II. 15
;Qlu- {).-; + Ty bp._

9 (»=1,2,3,4),

G’P_—"

ol es(p=1,2,3,4) sont les matrices de Dirac et / la matrice
identité 4><4. Il y a donc lieu de penser que le Lagrangien

Lo+ L1, avec £, obtenu de £ par la substitution II. 15, sera le
Lagrangien de la particule de spin maximum 1 et charge ¢ en

présence d'un champ électromagnétique de potentiels A et V.
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Ce Lagrangien s’écrit alors

o abtab b
4.‘:4’0_{-.m-.“,=-.,.1‘0._qu1f,*’\/4. H —2}-(1 g 34-2]— - V]gb,

II. 16 Bl L Lo g V) (“44-(54 ﬁ
21 c fic 2 o iy
3 ;
ps E (ak + iq' Ak) (Eéw) = i feﬂ (a‘l b‘l—)a?,yw] qu.p—i-COIlj
k lie 2 GTy kY

Pour en déduire les équations de Lagrange calculons les dérivées
suivantes,

_df __ﬁ_6<ﬂk54+3~sbk) i
d(dklh.l-v) 23 2 Ty Y =
) Hi_(a4+b4> 0o
0(0:du) 24 B D
08 _ _hel/1, . 2iq (a4+b,,) .
d\]JyL,, 21 c lic 2 aT, kY
4 2 b bi :
-—Z (6*—- .3q Ak) (ak )«l+a4 .f-) + 28!@0(0454)3:,9»] L]J;-_—.
% lic 2 GT, Y

Si l'on substitue ces expressions dans II. 13 on obtient

[(‘L Sy 24 V) (M) _
c fic 2 TT @Y

‘5 .
— E (6.& — ﬁ Ab) (M) + i ;e[l (ﬂ,; bé]cr wy jl q‘:r =0 ’
a fic 2 T,y i

et en prenant les complexes conjugués de ces équations, on doit
écrire, compte tenu de L 8,

1L 17 [(_1_ e 2 V)M_
¢ fic 2

3 .
—E(awﬂm)qu{,m 54]4,=0_
fic 2

k
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Ce sont les équations spinorielles de la particule de spin
maximum 1 et charge ¢ dans un champ donné par les potentiels

¢lectromagnétiques A et V. De par sa nature méme (c'est un
ensemble de 16 équations différentielles du premier ordre avec
16 fonctions Yus), C€ systéme ne souléve pas de problemes de
compatibilité. En plus, si I'on y fait A=V=0 (ou ¢=0), on
retombe sur les équations IL. 10 dont on peut déduire le systeme
IL. 5 par le procédé dont il a été question plus haut.

§ 3. Le quadrivecteur densité-flux de courant et le tenseur den-
sité d'énergie-impulsion.

A partir des équations II. 17 on doit chercher a savoir si

Iexistence de 4 et I n’introduit pas quelques différences dans
les grandeurs physiques attachées a la particule par rapport a

ces mémes grandeurs lorsque A=V=o.
La définition du 4-vecteur densité-flux de probabilité n’est
pas modifiée. En effet, on vérifie aisément que les équations II. 17

impliquent toujours une relation de continuité d,p 4 div;=0,
avec

2
IL 19 ;’=_c¢*_“b‘*:+'—“4é’,¢’

)

=

7p et ;7.9 étant les quatre composantes d’un vecteur d'Univers
que nous désignerons par fp (*). Puisque la particule est main-
tenant supposée avoir une charge ¢ on peut, a partir de
fp= [7p ;j?/c] , former le 4-vecteur densité-flux de courant dont les
composantes sont alors su=gqf, = q[z'p;;/c], I'équation de conti-
nuité gusy=0 exprimant la conservation de la charge. On peut

(*) On emploie les coordonnées d’Univers ay=x, x, =y =
Xy=ict.

1
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montrer qu'il est possible d’exprimer ce vecteur sous une autre
forme qui nous sera utile par la suite. En effet, on obtient a
partir du Lagrangien II. 16:

0L _ g @bt andy

0 Ay 2 i

ﬁ J* a; + 54 LP;
oV 2
et, compte tenu du fait que 9, =[:V; ﬁ] est un vecteur d’'Univers,

on a

JL
0@

I1. 20 Sp=qf, =

Passons maintenant a I'étude du tenseur densité d’énergie-
-impulsion de la particule, 7,,, et soulignons que les considéra-
tions qui vont suivre concernent n'importe quel type de particule
(et pas seulement la particule de spin maximum 1) pour autant
qu’'elle puisse étre décrite a partir d’un Lagrangien £, fonction
de certaines variables de champ =,, de leurs dérivées premieéres
et de leurs complexes conjugués (*):

£
L=.L (T‘o‘a ] ‘.ﬁ; ' di‘ Ta ] dr-' Y'ﬂ) .

Supposons pour commencer que la particule soit dans un
champ nul (ou que ¢=0). Dans ce cas, le tenseur doit obéir a
la condition de divergence nulle 9, 7., =0. Mais si, comme c’est

le cas que nous allons étudier, 2#0, V40 et g0, alors
o Zyy n'est plus nul mais égal a un vecteur d’Univers dont les
composantes d’espace sont les trois composantes de la force de

Lorentz qp(i‘—%-ﬁ]/\;) et la composante de temps est le

(*) Le Lagrangien sera aussi fonction de xyst toutes fois que la par-
ticule n'est pas isolée.
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geE-v. Avec nos notations (*) ceci s'exprime par

1
travail —
c

II. 21 a:a. Ty.\l = L'E";F S:'.‘ .

A partir de cette relation et en faisant appel a un procédé employé
autrefois par Schrodinger, on peut déterminer la forme de 7uv.
Pour ce faire, on commence par calculer la dérivée du Lagrangien
par rapport a la coordonnée x3:

0L 0@

a

G}aﬁ axa ’

0 Na ‘)xﬁ 0 (ds Na) 0X5 0 Xy

’ Y ? 2
[ar 01a , 9L o%na On].}+

Les equations de Lagrange permettent alors de poser

a;u::aa(ass-r)={aa(d(jja)) :; &(3;“) Jizzag—kconi}—{-
o< 04,
09 Jxg
L £ (2
= o{d(::, "a) %::—I_Coni}_l- :ﬂq :x; '

c'est a dire,

0L o685 T a.L .
II. 22 = 9g| 05 £— ( ————— 0p Ma 4+ COD :
08, 0% [ 4 (d(dam) S 1)]

Retournons a l'équation 1L 21. En vertu de I’équation de conser-
vation de la charge, on peut écrire

Oa Tglg == CE'B“ Sz = (d’s G — (}ugg)sc=(aﬁﬂa)sa— gﬁ (JBSG‘—"SG "]°GTB=
=&y agacm du(chﬁ),

(*) En plus des coordonnées d’'Univers xj—=ux, a3 =y, ag=25, xy=1ict

nous avons déja défini le vecteur potential d'Univers @, == [iV7; 4]. On défi-

nira le tenseur de champ électromagnétique par Byt By=—iEr, figy=
== —ny, gy =—1FEs, Ba=chs, Ly = Hy, fey—= Hz {cﬁp_v= _CE‘yP,)- En
- i
conséquence, les relations de définition des champs, £—=— —g; 4 —grad
¢

et H=rot A s'écrivent By = f}y_ a,—od, a,,.
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et compte tenu de IL 20 et II. 22, on obtient finalement

&l £ =
da Tug=10c| 8o5 £ — 94 Qg — ol S + conj ) |.
: 0 s d (ac ‘ﬂa) 0 xB

Cette relation conduit a définir le tenseur 7,5 de densité d’éner-
gie-impulsion de la particule décrite par le Lagrangien £(ng, 1 «--)
et se déplacant dans un champ électromagnétique de potentiel
& de la fagon suivante,

0L . 0L 0na 9L oy
08a ' 0(ava) 0%  0(duvi) g

11. 28 Taﬁzﬁa3.¢‘—-

Si maintenant on considéere le cas de la particule de spin maxi-
mum 1 décrite par le Lagrangien Il 16, fonction des grandeurs
spinorielles {.,, on obtient

- - d-L 0L 67 » 0L a":y
IL24 T,g=0,L———@— ‘*P_L — — oy,
0 (az '-I".up) 0 Xg 0 (au 'ﬂ.w) 0 xs

da

Cette expression a symétrique se réduit bien a la forme connue
de 7, donnée par M. de Broglie pour le cas ou @ =0 (ou

g=0) [8].

§ 4. Les équations tensorielles de la particule de spin maximum 1
et de charge q. ;

Dans ce paragraphe nous allons présenter la forme tensoriel
le des équations spinorielles II. 17,

1L 25 [(La,-p iq g,r/)ﬂ';'_éi_{_;(@‘_,r:_‘iz)_ aby+ba,

te ke lie 2
—»kua4é4:l'.:)=0.
Pour commencer, et en partant de 1.9 e L. 10 e L. 11, on vérifie
aisément que

asby(ay+ by) =ay + b,
@y by (a4 by + ar by) = ayas + by by (k=1,2,3)
0464-a454=1.
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Par conséquent, si on multiplies II. 25 a gauche par a;6;, on
obtient

1L 26 Rla +i‘lsff) f“—f;[’*-+s'(6+."‘7-2) :

ic le he

L @atbb ,@0} $=0.
2
Définissons maintenant, a partir du potentiel v =[] 2] et du

gradient oJp = [—'1~ 0¢; 6], le vecteur d'Univers
ic

IL. 27 Pp=ihop— —f- Q..
Les équations II. 26 prennent alors la forme

" ,
II. 28 [04 %+ 2 iayay Py — 21my GJ Y+
k=1

6]
+ [1)4 Py + ZH»&&P&] e
k

Introduisons la matrice 4 <4 W formée avec les composantes ¢,
de la matrice colonne ¢, disposées selon I. 17. On vérifie
ainsi, en tenant compte de I 5, que les équations II. 28 peuvent
s’écrire

[0‘4 )4+‘Z£D4&§P§—2£mt|6]q’ -|-—-

k=1

T

= 5
+ (|>“4P4+23‘“4“3:P§:|wr) =0,
e

c'est a dire, en employant les matrices 7, définies en I. 16,

4 i
[E}/P])P—?s‘mocil ¥ 4 EP@F}JE:G :
D -
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Si on multiplie a droite ce systéme par la matrice I' introduite
en L. 20 nous avons, par L. 21,

4 4
11. 29 [E'fp.PP—Qimoc]‘i’ I‘——Epp‘l"l'yp={l.
- -

Or la matrice ¥I', comme d’ailleurs toute matrice 4><4, peut
étre exprimée comme une combinaison linéaire des 16 y. qui
forment le systéme complet engendré par les quatre matrices yu
de von Neumann, et dont il a été question en 1. 23. Posons alors,
avec certains coefficients 9.,

16 .
YT = 2% 7a=%0 70+ Z‘?P v+ E s T
P u, .LL,'.‘='|,2'5‘4
<<y

I1. 30

3 E Puve Tuve T Przse 71254 (F) -
Byv,0=1,2,5,4
p<v<i

En introduisant le développement 1I. 30 dans les équations II. 29
et en y égalant a zéro les coefficients des seize matrices 7, (car
elles sont linéairement indépendantes), le calcul nous conduit
aux équations suivantes,

Pug,,=myco,
I1. 31
Pooy—Pyou=—mgc3,,
9 =0
IL32  Puguye=—mco,,

R“q)vgc_Pl'?gop —I—})E?,JF“—PG?FJ‘:';-”?OC?"‘
Si l'on tient compte de la définition II. 27 de 'opérateur /Z., on

peut écrire ces équations sous la forme explicite

(*) Pour ce qui est des propriétés de variance des v,, nous renvoyons
au Chapitre I, § 2.
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‘9 @

dr}.') 9
Pur F he

I+ ?p,v s z“éﬂ P
S Fas iq_ 3 R q’ r ] ‘é
dutr—0up + —— (Tu 20— Sy 0u) =ikyg,,
le
(Ry = myclh)

99=0

iq .
ou @ ”,7+ [ Mm=zk Pyog
Ll 472 he P-(P. P 0 7vps
IL 34 |
df"‘?v_:':-_ d"‘?;:y. +&?q;=p.v__a5‘?pu.:+

z
¥ 'q_ (ﬂrf" Dy

— 8,0
fie

TS + Paps— Q5 c?y.v;} =—1k Puvps-

?o

Ce sont les équations tensorielles de la particule de spin
maximum 1 et charge ¢ dans un champ @, équivalentes aux
équations spinorielles Il 17. A linstar de ce qui arrivait déja
dans la théorie non généralisée (voir équations .26, I.27), la
description de la particule de spin O et celle de la particule de
spin 1 sont indépendantes; les trois derniéres équations tradui-
sent le comportement de la particule de spin 0, tandis que les
deux premiéres concernent la particule de spin 1.

La parenté des équations II. 33 avec les équations maxwel-
liennes de M. de Broglie est évidente. En effet, en prenant @, =0
(ou ¢=0) on obtient deux de ces équations maxwelliennes,

')F?:Lv=*£*€'ﬂ Py 0w 90— 0w Pp =14 Puse

Or de la premiere on déduit que — 749, 9, = d, dp %0y =0, Clest
a dire,

du ?v = O;
tandis que la deuxieme nous donne 74, (op Pupt 00 Py + e 9y) =

== 1&g (I 0y 9o — 0w 0 9o + 0 0p 9p — 0y - 9o + Jg - 9 — 0 0, 9p) =0,
c'est a dire,

af"" ?v.:+ dv?t"!-"—{— f}p?!_,..,=0-
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On retrouve ainsi toutes les équations maxwelliennes L. 26. Des
raisonnements identiques ont lieu en ce qui concerne les équations
II. 34 vis-a-vis des équations non maxwelliennes L. 27.

§ 5. Le formalisme lagrangien exprimé en grandeurs tenso-
rielles.

Dans ce paragraphe nous déterminons la forme du Lagrangien
lorsqu’on 'exprime en grandeurs tensorielles, c'est a dire, lorsqu'on
remplace les spineurs ¢, de 1I. 16 par leurs expressions en com-
binaisons linéaires des ¢., donnés par I 30. Pour ce faire, on
construit d’abord la matrice I' et les seize matrices y, définies
en 1.20 et 1.23, et ceci en employant la forme I.19 adoptée pour
les a,. Une fois I' et les 7. obtenues et introduites dans le
développement 1I. 30, on arrive aux relations suivantes,

In=— 0 +i99 +ion + 9 o= @—IiPu— P15— ! Pron
Yo = 93 —i@s+ Qs+ i%im Y= o1 +i9% —fou + 9u

byp=— o3+ 195+ Oma—iPs Y= I9—70 —i¢ + 1%y
Yy =—19) +1i0y —t0p +ig Yso=—95—9%5+ Q15+ 7%
bis=— G5+ 1%5— Qaa+i9m Y= 1% + 19 —i0 —10
Yos =—1Q) —i9y —i91g — IOy Yoy = — Q15— 195 — Q13— Gos4
Yss == @y —i% +i9u + % Yu=—95 —i9u-+ Qi5—7%m
bis=— @5 —79s— Q5+ 1015 duu=—9 —79p —29u + Y

Ce sont ces valeurs des Y,, que l'on doit substituer dans le

Lagrangien II.16. Aprés un calcul long mais sans difficulté, on
obtient l'expression de £ en grandeurs tensorielles. On trouve
alors que £ possede la forme

IL. 35 L=t 4 2O

ou £V est un fonction réelle des grandeurs de champ décrivant

la particule de spin 1 (le vecteur . et le tenseur antisymétrique
9u4), de leurs dérivées premiéres et de leurs conjugués, et £0
est unc fonction reelle de ¢,9,,, et 9954 (grandeurs de champ
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associées a la particule de spin 0), de leurs dérivées premieéres
et de leurs complexes conjugués. L'expression exacte de £V s’écrit

4 4
1. 36 PO c[E o5 (E Py s+ moc?.-ﬁ) e
L ’
- _2_ . ' : ?:w(mﬂ E(Pp.'a + P."‘ Poi— Pl" ?“)J 4= COHj
(Pp_ —ihga—L a,x)
c
et celle de £© vient égale a

IL3T  £O—= 260} (P 9051 — Py 91ss+ PsPros — Piios) —
— 2 ¢ (551 Py 9103 — Pizs Lo Q1954 + Phos F5 Prosa — Plos £y 21951) —
— 2 mg ¢ (— vg 99 — 1254 Pi2za 1+ G125 195 + Plos 2104 +

~+ @151 P1za + 9551 9231) + conj.

En partant de II 36, IL 37, on peut calculer les 16 équations
tensorielles de Lagrange,

4 ; ;
AL gL

2 C}i.l a —

“ 00, %) 0 a

(‘?f!:”':’ﬂ!'?b*!?‘u,-n?pv;:?1254;.“:"’19=11213:4;P<’<P):

lesquelles, comme il fallait s'y attendre, redonnent bien IL 33,
II. 34. Clest d’ailleurs en introduisant ces équations dans les
expressions I 36, II. 37 que l'on voit que

(1)

J

I1. 38 £ £0

Il
[

Il

0?

comme c’était déja le cas dans la théorie non généralisée.

En considérant l'expression 1I. 30 de £, on voit que I'étude
de la particule de spin 0 peut se faire séparément de la particule
de spin 1, et inversement. En effet, lorsqu’on veut étudier seule-
ment la particule de spin 1 on considérera que la particule de
spin 0 n’existe pas, ce qui revient a prendre ¢y=g9,,,= %125 =0

et donc £ =0 et £= ", Inversement, on posera su.=9,, =0

?F. ¥
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si seule la particule de spin 0 nous intéresse. En conséquence,
on aura alors £ —0 et donc +=L?, Les équations de
Lagrange étant linéaires, on peut s'assurer que cette séparation
se maintiendra tout au long de la théorie, pour autant que 'on
emploie toujours les grandeurs tensorielles. C'est ce que nous
montrent les définitions II. 20 et II. 23 du 4-vecteur densité-flux
de courant et du tenseur densité d’énergie-impulsion:

. 0L
11. 39 Sy=—
o €.

IL40 7 oL L
. =0, L{— d,— ———— 0, 9a+conj | . (*
) v (:5 Sae] 3) *)

@

En effet, compte tenu de la forme II. 35 du Lagrangien, sp vient
donné par une somme de deux vecteurs, s et s{j), le premier

é¢tant une fonction des grandeurs de champ se rapportant a la
particule de spin O et le second ne contenant que les grandeurs
qui décrivent la particule de spin 1:

su=5{0 + s,

Des considérations analogues sont valables pour 7,, qui, en
grandeurs tensorielles, prend la forme

T,,=TO+ TP,

D’une fagon plus précise et en partant de IL 36, IL 37, IL. 39, le
calcul donne pour s{:

[
I 41 sh=4qg9,9,, + conj,
et l'on trouve pour s0:

s =4 g ¢los 9,5 + CONJ

(»ves en permutation circulaire de 1, 2, 3, 4).

(*) La sommation sur a est étundue a I'ensemble des 16 grandeurs ten-
sorielles de champ équivalentes aux 16 Yoy 2500 Py pryr Py 1284 (pyv,6=
=1,2,3,4,p<v<<p).
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On obtient de méme les expressions de 7'!) et ?:33 dont la

!.L
somme est égale a 7,,. Le tenseur TS\), s'écrit
D 4 ® # -
IL. 42 T:“ =-—s0a, —2ich ($op. 00 92 + @5 0, 95 — conmj),

et 7)) possede la forme

4 5
T}fﬁ=— SO, —2ich (ghgy s Gros + Fion Z 0s 9524 — CONJ
SIE:T:=1
N d3<e<n

(#,2,8,7 en permutation circulaire de 1, 2, 3, 4).

§ 6. Comparaison avec les équations de Proca.

Pour terminer ce chapitre nous devons comparer quelques
uns des résultats ci-dessus exposés avec des résultats corres-
pondants das a2 M. Proca. En effet, les équations IL. 33 (*) que
nous avons obtenues comme décrivant un cas particulier (celui
du spin 1) dans la théorie généralisée de la particule de spin
maximum 1 ont été jadis étudiées par M. Proca qui les avait
introduites par une autre voie [13].

Pour procéder a la comparaison, nous considérerons seule-
ment le cas de la particule de spin 1. Par conséquent, le 4-vecteur
su sera maintenant égal a s() et le tenseur 7,, se réduira a
7, (IL 41 et 11 42, respectivement). En plus, le Lagrangien prend
la forme " (IL 86) d’ou découlent les seulesé quations IL 33,
c'est a dire

i .
(E) du. ?p.~.t+ __'q_ ap. ?uv=_z‘éﬂ Py
! lie ’
11, 43

b) 3-/’60 @uv=du.?,.-_'a ¢ + :q (au.q;p_'ay?u -
b k fic [ !

R

On voit de par ces équations que si l'on considere 4) comme
servant a définir ¢,, au moyen de ¢,, la particule peut aussi

(*) Ou plutot, les équations II. 44 que nous déduirons par la suite et qui
leur sont éguivalentes,
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bien étre décrite par le 4-vecteur v, seulement, et ceci au moyen
de I'équation «) ou l'on substitue ¢,, par son expression déduite
de 4). Cest a dire que 'équation d’évolution devient alors

4 {apd-Lal (ot L)~ (6+Lea ?P]=/?3c?.-,
fic ke e A

ce qui est la forme sous laquelle M. Proca a présenté ses équations.

On pourrait donc essayer de trouver une théorie vectorielle
pour la particule de spin 1, théorie qui n'employerait que le seul
vecteur d'Univers ¢,. En particulier, le lagrangien de cette

théorie doit étre une function réelle de ¢,, de ses dérivées pre-

miéres et de leurs conjugués, I'’équation de Lagrange qui en

découle devant étre égale a II. 44. Nous remarquerons tout de
(D

suite que ce lagrangien n’est pas celui que l'on obtient de
en y remplagant ¢,, par son expression en g, tirée de 1. 43b,
et ceci parce que £ deviendrait alors une fonction de ¢,,9;
et de leurs dérivées premiéres et secondes. .

Or ce qui caractérise fondamentalement la théorie de
M. Proca est le fait qu'elle n’utilise qu'un vecteur d'Univers
pour la description de la particule, ¢,. On doit donc s’attendre
a ce que sa théorie découle d’un lagrangien différent de 29, B
en effet, son lagrangien est

2
II' 45 'fpr —— % (PP‘ Pl' F: Pl' ‘?'u.)* ([)F- Woir— P]’ :?.u,} + m% ct .?;_ ?F"

(PP=£I:3F_1¢L),
c

et l'on peut vérifier que I'équation de Lagrange qui s’en déduit
est bien I'équation II. 44,

Si l'on considére maintenant le 4-vecteur densité-flux de
courant, on voit que les résultats des deux théories coincident.
En effet, par 'introduction de I'expression IL 45 de £ dans la
définition II. 39, on obtient

Pr l'} "!',Pr W ) =
g e, (Pyo,— Fpo,)+ conj,
[l
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ce qui, a une constante pres, rejoint II. 41 calculé en partant du
lagrangien £,

Mais en passant a I'étude du tenseur 7., nous allons trouver
des écarts entre les deux théories, et ceci malgré le fait que
M. Proca avait adopté la méme définition II. 23 ci-dessus pré-
sentée. D’une fagon plus précise et en partant de II. 23 et 1I. 45,
le calcul donne pour le tenseur 7" de M. Proca I' expression
symmeétrique
T, =Py 9, — Py9,)* (Pog,— P,2,) + m2ct el o, + conj + 3, £

: 4
qui differe du tenseur asymétrique

1L 46 gy 2f

wy 5 E‘lui'" Pe— £s ?u.):iz 0y Pe—
f i m, !

— 9300 (Ps 9, — Pug,) —conj] — s\’ @, ,

que l'on trouve pour la particule de spin 1 en partant du lagran-
gien IL 43(*). On voit ainsi que la question de savoir laquelle
des deux théories s’adapte mieux a la description de la particule
de spin 1, se raméne a celle de savoir lequelle des deux tenseurs

(T!E_lz ou T;f} décrit mieux les propriétés de l'énergie et de
Iimpulsion de la particule. Ce probléeme a été abordé par M. Costa
de Beauregard qui a donné dans sa these [14] des arguments en
faveur du tenseur asymétrique. En complément, nous nous
bornerons ici a signaler que des expériences récentes paraissent
confirmer la superiorité d’'un tenseur asymétrique pour traduire
les propriétés de la particule de spin 1 [15].

I1 semble donc bien que 'emploi d’'un seul vecteur d’'Univers
pour la description de la particule n'est pas justifié et qu’il doive
étre remplacé par I'utilisation d’un vecteur ¢, et d'un tenseur ¢,,.

(*) Plus précisément, IL.46 est la forme que prend le tenseur I 42
lorsque I'on y substitue ¢,, par sa valeur en ¢, , tirée de 1l 43b.
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CHAPITRE III

Les passage des théories relativistes aux théories
non relativistes correspondantes

§ 1. Le groupe de Lorentz et le groupe de Galilée.

Ce chapitre a trait au probléeme général du passage des
théories relativistes aux théories non relativistes correspon-
dantes, question qui sera abordée ici par '’étude du raccord entre
le groupe de Lorentz et le groupe de Galilée.

Pour simplifier, on considére dans ce qui suit le cas d'une
transformation simple de Lorentz entre deux référentiels K'(xyz?)
et K'(#'y 2'¢). Dans cette transformation, y' =y, 2=z et I'axe
O' X' glisse sur 'axe OX avec la vitesse v =_0¢. Les équations
de transformation de Lorentz sont, comme il est bien connu,

d=@x—ovt)(1—L2)12
Y=y
I 1 ot
- (z -2 :u) (1 —pa)1,
6‘2

Introduisons le développement de (1 —3?)12 en série de puis-
sances de &,

1 o)
X " ;,t 1 EQ ! _..64 e ——
& =(x— )(+2'T8'+ )

=x—ﬂt+é(x—vt};39+-g-(x—vt)54+

o 1 3
P=(t——2x)(14+—0F24+ —Ftt+... )=
( 01>(+2E’+8r’+ )

111, 2

fd

(g2 i x 3 x
R . ey (rp2— 2 4 > (spt— " 8
- a-“+2(’*‘ w)+ (z.ﬁ p)+ .
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et prenons l'approximation en (2 de ces équations (*). On obtient
alors

¥ =(x—0) (1 + 5 52)
II1. 3

z’=r(1+iﬁh)—§27’f-.

Il est évident que l'on ne retrouve pas ainsi les formules de
transformation de Galilée, savoir,

I11. 4 Al=x—vuvt, #=t.

En passant, on peut d'ailleurs se rendre compte du fait que,
contrairement a ce qui arrive avec les équations de Lorentz
(II. 1) et de Galilée (IIL 4), aucune approximation en @ des
¢quations du groupe de transformations IIl. 1 ne possede les
propriétés de groupe, exception faite de celle en £! ou, ce qui
revient au méme, en (0, car il n'y a pas de termes en B! dans
III.2. Nous allons vérifier cette affirmation en prenant le cas
simple de l'approximation en (2, I'é¢tude du cas général en [~
ne présentant guére plus de difficultés. Considérons alors une
autre transformation du type IIL 3,

& — (& — o t) (1 A _i_ Eﬁ)

Py (1 3 & ;32) . 5. B
2 v B=v/c).

1L 5

ol

Pour montrer que ces équations ne définissent pas un groupe,
nous allons vérifier que l'application successive de III. 3, IIL. 5
n'est pas une transformation de la forme IIL. 3. En effet, on a

(*) Nous employons I'expression «approximation en §”» pour indiquer

v
que dans les développements finaux en série de puissances de f=— on
[

retient les termes jusqu'a l'ordre de " en négligeant ceux qui sont d'un ordre

supérieur. Ceci revient a dire que dans une «approximation en §”» on aura
B0 (h=m), B*=0 (k> n).
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e 1 - A a h OG0
¥ =(x—(@+7) ) (1+§(.3+;s)2) + /1 (82,88, 028

f”=f(1+ %(.3+'5)2)—(3+'5)9 +/@, 08,20,

4+

avec

(.1:—{9-!-3)?—}-2.'5%)

h
| @
[=]

fi=x——BE(r—(@+0))+ -

g =B 32;2 (:_—2-”-":)_2 )

Or cette transformation n’a pas la forme IIL. 3 par suite de l'exis-
tence des termes de f; et f;. On peut donc dire, en retournant
a II.1 et IIl. 4, que le groupe de Galilée s'obtient a partir du
groupe de Lorentz par une approximation qui est, au plus, en .
Et effectivement, en prenant £”=0(n=>2) dans Il 2, on obtient
les équations III. 4 du groupe de Galilée.

Remarquons cepedant que, étant donné qu'il n'y a pas de
termes en [ dans IIl. 2, on pourrait tout aussi bien dire que le
groupe de Lorentz, par une approximation en 20, redonne le
groupe de Galilée. On doit dont chercher a savoir laquelle des
deux approximations (en 2 ou en [°) psséde un sens physique.
Pour autant que l'on se tienne dans le cadre de la Mécanique, on
n'aura pas la possibilité de départager ces deux hypotheses, ceci
étant di au fait que les deux Mécaniques (Relativiste et Newto-
nienne) different par des effets en 2 et non en 8. Si cependant
on passe au domaine de l'optique, on y trouve des phénoménes
physiques qui font intervenir des effets en 2=2/c. Clest ce que
traduisent les termes de l'ordre de £ dans certaines équations,
notamment dans celles de l'effet Doéppler ou dans la formule
d’Einstein pour 'abérration de la lumiere. Or si 'on se borne aux
seuls effets en £ (en négligeant ceux d’'un ordre supérieur), tous
ces phénomeénes peuvent étre correctement décrits par la théorie
newtonienne (*). C’est 1a un fait qui a été souligné par plusieurs
auteurs, notamment par Lorentz [17] et von Laue [16].

(*) Ou, plus précisément, par l'ancienne Théorie des Electrons, laquelle
suppose fondamentalement la mécanique classique newtonienne.

Portgal. Phys. — Vol. 6, fase, 4, 1971 — Lisboa 245



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire. . .

En tenant compte de ce qui précede, il semble donc licite de
conclure que c’est I'approximation en (8 quni posséde un sens
physique et qui donne le raccord correct entre les théories rela-
tivistes et non relativistes.

Remarquons que ceci peut paraitre en contradiction avec la
fagon habituellement utilisée pour passer de I'énergie totale

mg €2

. . 1 . 1
relativiste 2 'énergie newtonienne (——2-—— et — m2?, respec-
a0 9 0“y

tivement) . En effet, il semble naturel de penser que pour obtenir

le raccord entre ces deux expressions 'on doive développer la
premiére en série de puissances de B et y négliger tous les

y

termes qui sont d’'un ordre supérieur a £2=122/¢2. C’est a dire :

III. 6 myc?(1— L2112 =mye2(1 4+ 1/2£2+3/8£24...)=
= my ¢ (1_}.%02) =%muv2—|—mucg.

L'énergie newtonienne n’étant définie qu’'a une constante pres,
on dit alors que l'existence de la counstante mz;¢2 n’est pas un

: 1 :
empéchement pour retrouver l'expression voulue, Emn 22, Mais

on remarque que IIL. 6 n’est & vrai dire, qu'une fausse approxi-
mation en (2. Pour avoir une approximation correcte en £2 il
faudrait retenir le terme en 22 dans le développement final de
myc?(1—[(2)712, et pas dans celui de (1 —£2)-12, C'est a dire que
I'approximation en (2 de l'énergie relativiste est la suivante,

o (L — By (14 000 o) =

1 3
=mgc? + T my 02+ 5 mg v2 2,

Terme en 0 Termeen (2

Or cette expression n'est pas celle que la mécanique newtonienne
donne pour I'énergie et ceci améne a penser que le passage des
théories relativistes aux théories non relativistes se fait en retenant
des termes qui sont, au plus, de 'ordre de (. D’ailleurs, et pour
nous confirmer dans cette voie, il suffirait d'examiner quelques
équations de transformation en Relativité. Il est bien connu, en
effet, que les formules relativistes qui relient les valeurs des
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grandeurs physiques (mécaniques et autres) attachées a un sys-
teme au repos avec ces mémes grandeurs dans un référentiel ou
le systeme est animé d’une vitesse v=_[c¢, font intervenir les
facteurs (1 —£2)12 ou (1 —f22)"'2, Ainsi, pour un observateur
immobile, une barre ayant la longueur /; au repos posséde la
longueur /,V1—(2 lorsquelle se trouve animée d'une vitesse

v=fc, cest adire que /=1/,¥1—F2. Des relations analogues
existent pour la quantité de chaleur 0O, fournie au systéme, sa
température propre 7, [18], la période 7, d'une horloge, la masse
my d’'une particule, etc:

i m
QzQO"f‘l—gz, T TDV 32’ T=_—_u.._.—,,, "1=702, etc.

En développant en séries de puissances de 2 les seconds mem-
bres de ces formules,

=01 —p)e=/— 0B O ..

T=":0(1—f,2)-119=-:0+120—52+—'ruu—|— . ete,

on voit derechef qu’une approximation en (2 ne nous conduit
pas aux prévisions de la théorie newtonienne, selon laquelle une
barre en mouvement ne raccourcit pas, une horloge en mouve-
ment ne ralentit pas, etc. Il faudra donc prendre [£2=0 pour
obtenir le passage correct a la théorie non relativiste, c’est a dire,
pour avoir /=/{,, =1y, m=m,, etc.

A partir des conclusions précédantes, on tire I'expression

bien connue de I'approximation non relativiste de 'impulson 2.
Par définition, on a

1L 7 ;ﬁmﬂ'y(l—fﬁ) ”9——mov+im u2w+%m0 »;+...

et si 'on prend I'approximation en £ (2% =0;#>= 2)(*), on obtient

-

5
p=myv.

(*) Cette approximation coincide d'ailleurs avec celle en £0 puisqu'il

F
n'y a pas de terme en — dans IIL 7.
¢
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Examinons finalement la relation relativiste

E2 —
I11. 8 CE' ' 2_’_ m%c?l

ou £, représente l'énergie totale. Nous avons, en désignant par
E, Dénergie non relativiste,

% £?
jbf=E——mgcg=mﬁcﬁ(l+32+ﬁ4+---)—mgc'~’=
1 4 /1 \2 8 1 3
=2my(—myo2 |+ ——myv — My
(Fme s o (g +
=2m0£u+iE?‘+ 8 Ei"{""‘.
c? my ct

Si l'on procede a I'approximation en 3, c'est a dire, si l'on prend
£"=0 (n=2), on est alors conduit a

—

2
E,, — n

2m,

L

relation bien connue de la mécanique newtonienne.

§ 2. L'approximation non relativiste en Mécanique Ondulatoire.
L'équation de Klein-Gordon et I'équation de Schrédinger.

Dans les paragraphes qui suivent on étudie I'approximation
non relativiste des équations d’évolution de la Mécanique Ondu-
latoire, c’est a dire, le passage de l'équation de Klein-Gordon
a celle de Schrodinger, et le passage des équations de Dirac aux
équations de Pauli.

Auparavant, nous devons souligner le fait que 1’'on emploiera
dans tout ce qui suit la correspondance II. 2, valable aussi
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bien dans le cas relativiste que dans le cas non relativiste (*),

[L1o &randeurs {E ——Epy=—1iho,

- & T - {Opérateurs.
physique p——pop= ihV

Pour schématiser le procédé d’approximation non relativiste d’'une
équation d'évolution de la Mécanique Ondulatoire, on remarquera
qu'une telle équation fait intervenir, appliquée a une fonction
d’état J (qui peut avoir plusieurs composantes), un opérateur I+
fonction de 0/0:0,0-,

1L 11 FlieidsidesddH=0.

Ceci revient a dire, en tenant compte de IIL 10, que f est I'opé-
rateur correspondant a la grandeur physique qui s’obtient de f

en remplagant 4, par —;I—E et V par ——:;—; Par conséquent,

on peut écrire

i —1 —1 —i Y\
—E, —p.y — ——p:) | ¥=0
I:f( it I P=, I Py 7 2 )Jo}) ¥ ’
ou f désigne maintenant une fonction des grandeurs relativistes

£ et }5, et c'est avec l'équation d’évolution écrite sous cette
forme que l'on entreprend 'approximation non relativiste. Pour

cela, on remplace £ et }.‘; par leurs développements en puissances
de f et dans la forme finale du développement on retient seule-
mente les puissances de £ jusqu’a un certain ordre. On a vu

plus haut que cet ordre doit étre celui de B, les £"(n=2)
devant étre négligés. On est ainsi conduit a une certaine fonction

f' de L, et ;,., différente de f (£, et ;,, désignent les grandeurs
énergie et impulsion non relativiste),

[fr(-En ’ P«ﬂu pyn ' P:n}]Oﬁ "‘ =0.
¥) La grandeur £ qui est en correspondance avec 'opérateur —iho
P r

: A : " . 1
est 'énergie totale, c'est a dire, si la particule est libre, Emo 2?2 (cas non

relativiste) ou L L (cas relativiste),

Vi—p
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En employant a nouveau la correspondance III. 10 on obtient
I'equation d’évolution non relativiste qui est I'approximation de
I'équation relativiste III.11:

F(—ihosy ihos, ihoy, iho)d=0.

En particularisant le schéma antérieur, étudions maintenant
I'équation relativiste de Klein-Gordon. On pourrait envisager le
cas général d’une particule chargée se déplagant dans un champ
€lectromagnétique; néanmoins, il suffit d'étudier le cas plus
simple de la particule en absence de champ, car les deux études
sont identiques en ce qui concerne les aspects qui nous intéressent

et le cas générale ne ferait qu’alourdir le formalisme sans aucune
utilité (*). L’équation de Klein-Gordon s’écrit ainsi

2 €
[A_ldg_<ﬁ’9£) ]4,=o (A= 02+ 02 + o),

c? h

¢ étant une fonction d’onde scalaire, soit encore, par IIL 10,

[E%e? — 2 — m3 ¥,y 4 = 0.

On voit ainsi que dans le cas de I'équation de Klein-Gordon, le
calcul de I'approximation non relativiste se raméne a celui de la

relation relativiste E%/69=;?f+ m3c?, examiné en IIL 8 et IIL 9.
On obtient alors, pour une approximation en &,

—

52
s __;"__:| =0,
y 2my op

c'est a dire, par 1II. 10, I'équation de Schrodinger

11 12 [ b A+a,]¢=0.
2m0

(*) Tel ne sera évidemment plus le cas lors du passage des équations de
Dirac aux équations de Pauli, qui seul a de I'intérét si I'on considére la par-
ticule comme étant chargée et se déplagant dans un champ électromagnétique.
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Une conséquence bien connue de l'équation de Schrodinger
est 'établissement de la relation de continuité

I11. 13 drog+ V- j=0,
avec les définitions de la densité et du flux de probabilité

111 14 ps = ¥4

111 15 T @V o—I V).

Quant a l'équation de Klein-Gordon, elle permet aussi d’établir

une relation de continuité IIL 13, les définitions de ¢ et ; étant
maintenant

1L 16 sl ha® G
‘ 2mygc? '
- = ih - S
I17, 17 JKG= (P* VL —9VI?).
2m,

Pour ce qui est du passage des grandeurs relativistes IIL 16 et
III. 17 aux grandeurs correspondantes III. 14 et IIL. 15 définies
dans la théorie non relativiste, il se fait trés aisément. Les deux

définitions de ; coincident, d’ailleurs, et quant a ¢z il s’écrit

pite = ——— [* (— 7 0pd) + $(— iR 0],

2mgc?

c’est a dire, en vertu de III. 10,

1 E FE dl
e | Al i)
oE 2 l:f (mocg)op?-iﬂb((mofg)arf) J

Or l'approximation en 2 de donne
my ¢?
E 1 / 1 1
== myc2+ —my2 4 ...\ =14+ —224...21
moe  mgc? \ ek 2 " ¥ ) i 2" * :
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de sorte que 'on a ( ) =/ et, par conséquent,
?

nyc? /),
-~ l L* *®
Pre= 9 —(@* Y+ ) ={* d=pq.

Nous achéverons cette étude du raccord entre la théorie de
Klein-Gordon et celle de Schrodinger en calculant I'approximation
non relativiste du lagrangien de Klein-Gordon. Ce lagrangien a
la forme

[ B 1 my c2
L, = ¥V —— ¥ 3. #
K6 = 9 g [V VY 2 0:b* - deb+ 22 ¢ “[‘:I:

soit encore, par IIL. 10,

1 5 £ | ;
fua= g | PO ( ) Sy .
2
Or a l'approximation en 3 nous avons —'—:—Eﬂ"-c—, de
¢ ¢

sorte que JSx; devient

S [(any (P4 — (F 9) (ECSD‘)_'”JU(EMK{J)*" _

—mﬂﬂa@]

TR

L (39" (B0 — mo(Ea ) b+ 4 (Ea )],
0

8 *
(%-{L) E:‘P étant de l'ordre de (2 par rapport aux autres

termes de x;: Compte tenu de IIL 10 on a alors

Vg Vf -1-—( 0y —0:*)=Ls,

Lre=
]

'expression obtenue étant celle du lagrangien de Schrodinger.
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§ 3. Les équations de Dirac et les équations de Pauli.

L’approximation non relativiste des équations de Dirac rentre
aussi dans le schéma général décrit au paragraphe précédent, ¢
étant maintenant une fonction a quatre composantes de variance
spinorielle et f faisant intervenir, er plus des opérateurs — 7/,

et z'f:'::, les quatre matrices 4><4 ou.. En considérant le cas
général d'une particule de charge ¢ se déplagant au sein d’un

champ électromagnétiqne de potentiels A et V, les équations
de Dirac s'écrivent

1 iq > . iq 2\ = smye
111.18 Tt PR, Al NNy AR NS W & YN SCRIRL i Rl T
I:c i he ( * he ) ” I a{]? '

c'est a dire, en vertu de III 10,

1L 19 [%(E—-qV)—i— (}5—%2) ca—mycay | $=0.
op

On prendra les matrices o telles qu'elles ont été définies en
1.19(*),

111, 20 “F[ . —""] “4"—'[1 OJf
—a 0 (k=1,2,3) B et

de sorte que 'on est conduit a écrire III. 19 sous la forme

Q) [%(E—qV)—mch )!1-_-|:(“—-%A‘>-_r;—] )
= ap _lop

111 21

(*) oy 0505 sont les trois matrices de Pauli

=[0 1-
s W

i o._,-—.l'o —s'l, u:{:|'1 a'l
i 0 =1,

que nous désignerons souvent d'une fagon abrégée par A

o
&
v
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avec

111 22 zlg[i;], zgg[i:] et donc ¢=[2]

Les équations III.21 4 permettent d’obtenir %, en fonction de
7, et l'introduction de cette expression en 1II. 21 a conduit a

111. 23

E_-— V R - E—— V -l - — -
a) {—~ il —fﬂo&'_(P-ﬂ—-E-A-G) (—-q— +m(,c) (p-r:——q-A-a)} 7y=0
¢ ¢ ¢ op

¢

b 1 s g 2% A7
),<2={|:_‘:—(E—qV)+?n06} [(p'—*—chA)-O'J} /'l'
of

On a ainsi substitué au systeme 111.19 de 4 équations diffé-
rentielles du premier ordre, un systeme différentiel d’ordre infini
formé par les deux équations III. 23a. En effet, la forme IIL 23
des équations de Dirac montre que la théorie peut se faire —du
moins en principe —en employant seulement deux des quatre
composantes de ¢. Ces composantes sont données par l'intégra-
tion de IIL 23 4, les deux autres s’en obtenant au moyen de I1L.234.
On verra par la suite que III.23 4 exprime que les deux compo-

santes I:is]—_-xg sont de l'ordre de @ par rapport a [ i' J=X|.
4 LY
En procédant maintenant a l'approximation des équations

I11. 23, le calcul donne

mg 2 (1 — B — gV —mye® =

I11. 24 1 3
2(’”0-‘32-{- -é-mo?ﬂ'!'g”’o?’gﬁg-f‘ "')"—G'V_'*"'*'u":2

:%mnfﬂ—qV=E.,—qV,

car l'approximation doit se faire en £, comme il a été discuté
plus haut. En plus, on a

. My ¢ qv s
III. 25 C[ v 1_:':52 = Z + ny G] ==
_ gV | (Y 3 -1
— (2 11— e P pa ... o
(mo)[ 2mnc2+<4‘+16' + )J
Eu_qV 1

=2y ! ——— + - =
el 4 mj 2 F 2mu'
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et la substitution de III. 24 et IIL. 25 en III. 23 conduit aux équa-
tions approchées en f:

1 E q g -\ 2 .
Eu_qV_ ((‘bn——A -G)] /1=0
2”30 ¢ op

Or un calcul simple donne

111 26 [(;_gg).;T E((,-;@e_gg).;]l
ap " -

de sorte que l'on est conduit a poser

- =\ 2 - - |
a) [E,,—qV_ 1 (,,__KA) __tg 2 J %y =0
2??30 ¢ 2’”05 ap
T = g 2\ * .
(5) ‘{2—2’”0‘: [(pn_?A)":LP'{]!

'équation III. 274 exprimant clairement que %, est de l'ordre de

& par rapport a % . En prenant les opérateurs correspondants

de £, et p, (Il 10), on obtient la forme finale des équations,

|
111, 27 !
|
l

= =4 2 - -
a) l— 4 (z'kV—iA> +qV+ Rg c. H|X=
2m 2 2mye

III. 28 =‘—‘£ﬁ- d;xl

HB) R

o el (we24) 7)o

ou III. 28 @ est I'équation bien connue de Pauli.

Les équations IIL. 284 qui donnent lévolution de %, au
moyen de ¥, sont généralement négligées dans la plupart des
exposés qui s'occupent de l'’étude non relativiste des équations
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de Dirac. En tenant compte de la discussion du § 1 il semble, au
contraire, qu’il y a lieu de les garder car elles définissent une
entité mathématique de l'ordre de 8. Nous allons d’ailleurs voir
Iimportance de III.284% pour obtenir correctement le raccord

entre le formalisme de la théorie de Dirac et celui de la théorie
de Pauli.

Passons ainsi a 'étude comparée de la densité de probabilité

¢ et du flux de probabilité _; Comme il est bien connu, on peut
toujours, en partant soit des équations IIL 18 de Dirac soit de
celles de Pauli, III. 28 @, établir une relation de continuité

dip + div 7 =0,
avec les définitions:

dans la théorie de Pauli:

I11. 29 op=" %

o T — 2t V) —
2my myc

(=l ))

dans la théorie de Dirac:

111 30 Jo= X %A

111 31 op =4
1L 32 Ip=—cl*al

‘-E’l

=

b

Avant de poursuivre, on doit souligner le fait que les défi-

nitions de ¢ et ; ne sont pas, pour ainsi dire, une conséquence
directe des équations d’évolution. Nous voulons dire par la que
ce qui découle directement des équations d’évolution de la Méca-
nique Ondulatoire (Schrodinger, Klein-Gordon, Pauli, Dirac, ete.)
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est uniquement une relation de continuité, c’est a dire, une équa-
tion de la forme

111 33 Vef, 0%, )+ oeg,4*, -)=0.

Ce n’est qu'en partant de celle-ci que l'on postule ensuite les
expressions pour la densité de probabilité et le flux de proba-
bilité :

PEF(':*'!"P*! "‘)
i=f, ¥, .

Or il est clair que I'adoption de ces expressions pour ¢ et ; ne
va pas sans un certain arbitraire, quoique cette liberté dans le
choix n’ait pas de conséquence physique. Effectivement, et en

dehors du fait que au lieu de g et f on pourrait tout aussi bien

prendre cgo et c}“ (¢ étant une constante arbitraire), rien ne nous
empécherait de prendre pour la définition du flux de probabi-
lite ;, au lieu de j_':, le vecteur f+;, 2 étant un vecteur de
divergence nulle. En effet, on retombe toujours sur la méme
équation IIL 33, laquelle est bien assurée en vertu méme des
équations d’évolution de la Mécanique Ondulatoire.

Ceci dit, étudions le raccord entre IIL 29, III. 30 et IIL 31,
IIL. 32. Pour obtenir le passage de ¢, a p,, posons

111. 34 p =0 P =20% + 0%,

et rappelons que, comme il a été dit plus haut, %, est de l'ordre
de 3. Le terme 5% =15 y5+ i oy est donc de l'ordre de (2
par rapport a X X =i ¢; + 45U, et en le négligeant dans III. 34
on retrouve 'expression de ¢ donnée en théorie de Pauli:

bp =M1+ L= L= b+ o dg=pp.

Passons maintenant a I'étude comparée de IIL 30 et III. 32. En
tenant compte de la forme III. 20 des matrices «,, on doit écrire

fp=—rcl EI[—0 —3 e =C(7-T;]f2+7.3;21),
=l %
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c’est a dire, en vertu de I'hermiticité des matrices s (9y,93,03),
Jp= ¢ 73 o 19 + conj.

Si nous introduisons dans cette formule 'équation IIL. 284 qui

donne l'expression de %, en fonction de '/.I,_EJ prend la forme
approchée en 5

.35 ;,= 2’ .
m

x';}'(i?.?)x,— 3 7 X‘f;(g-;)xl+conj.

0 Mo
Compte tenu des propriétés de commutation des matrices o
(k=1,2,3), la premiere composante du vecteur

O '/."f;(g-;)?fl+conj
2mye

peut s’écrire
——9 %oy (Ayoy + Ayoy + Ago5) %y + conj =
Zmye

—— 9 (A4 +iAyos—i Agas) %y + conj =

2’”00

=T Ay 4§ AN a5y —i As K o Ty +
2myc
+ Jq :‘{1 Al—-z‘AgZ;O'% ?T + 1':445:‘:1"35 ZT),

et les o; étant hermitiques, cette expression vient encore

——1 g% 4+ G A)=——L%1 4.
2mye mye

Pour les deux autres composantes le résultat est identique, de
sorte que l'on peut poser

111. 36 ——fo3(2-521+conj=~ g Xing-
2mye Mg ¢

ifi

Considérons maintenant le vecteur 1 ;(V . 6)%, 4+ conj,

my
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ou plutdét sa premiére composante, 'étude des deux autres étant
analogue. Nous avons

bR e ;

"1 3y (01 01 + 03 53 + 05.95) §; + conj =

2my

ih .. . .. . :
T -[43 01 %1 + 7 71 (g 95 — 95 99) %] + conj =

.-.fmo

'-; " a .. - - .
=24V %+ % (VA ) 4l + conj,

2m,

en désignant par rots =V As l'opérateur matriciel a trois
composantes

. . |deo5— 050
II1. 37 VAc!o50,—0;03
dl 0'2-"()2 7y .

On peut donc poser

ih ih

I11. 38 K?;(V;q.)/]+c0n]= - (}"1'{:7,»—-/, e;'\?)_

= my ...«mﬂ

h

i

(4 rot 5 7 + conj),

et en substituant 1II. 36 et IIL. 38 dans IIL 35, on obtient l'expres-

sion finale de I'approximation en $ de }':9,

Y/

.39  jp= RVt —%, V) — g O
2m, my ¢
A R (P ;
————[4 (Y A 5)% + conj].
..a?ﬂo

Si maintenant on compare III. 39 a U'expression IIl 30, on voit
que l'approximation en £ de }'}; ne conduit pas a la définition

du flux }'} donnée en théorie de Pauli, mais qu’'elle en difféere
par un terme

1L 40 et
2

% (V A 9) 7 + conj.
L]
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Pourtant, si I'on se rappelle ce qui a été dit plus haut con-

cernant la définition de f, on peut affirmer que le raccord entre

jp et jp sera correct pour autant que V.z=0. Or c’est bien
ce qui arrive, car nous avons

V.. [1 Tot 6 % + conj] = o, [ (g 75 — 95 %) %y + %4 (9295 — 95 70) *74
+ 0 [43 (95 51 — 01 95) %1 + % (95 91 — 01 75) *%1]
+ 05 [13 (91 92 — 92 91) %y + %y (01 72 — Dy 7)) *1i]
ce qui, compte tenu de I’hermiticité de ;, peut s’écrire aussi

0y 7% 05 0g X -+ X* G5 9y 9 % — 0y X* Gy 05 X — X* 639y 95 % + 01 dp X¥ a5 % +
+ 0gX* 0501 L — 01057 59— 5 X* 99y L+ g7 0y 05 L+
4 A* 0y g 05 X — 09 A* 05 0y K — X* 55 9y g X -+ g 5 X* 5y %+
05 1¥ 0y 09 h— 0y 0o X* a5/ — 0y L* G500/ + 05 LT G901 £+
4 1* 090y 05 L — 05 L* 6y dg . — L* 6y 9905/ + 0y 05 L* T L -
o O X%y g Ko Dy O X 0 o By Ay S =0
€ kids

Passons maintenant a I'étude non relativiste du lagrangien
de Dirac. Comme il a été dit en II § 2, ce lagrangien a la forme

.¢‘D=_§~ q,*[(_ il ,——q- V)+(ib\: _12)';—’”0“‘{' 4+conj,
¢ c

C

c’est a dire, par IIL 10,

‘J,!{j:__c_.;* [M.'.(Zr__j) .;_.muggd:lq_; 4 conj‘
y c

4

¥

A l'approximation non relativiste nous avons £, =%, 4 myc?,
de sorte que l'on peut écrire

i{'“—E"—av L R i;j).;_;_
2 ¢ ¢ ¢

—myc)*ay {;} -+ conj.
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En vertu de IIL.20 et III. 22, cette expression devient encore

C _‘E & » il g 2 EL . - =
331'2—{/[1 = . q -1}ft+2m.[}61(2/:2—/.lp-0t(2—/:§p-“J'xt+
c c

O Iy R0, i el B [, EE, E,
c FA c

L Vs ZQJ + conj.
¢

Or, “; étant de l'ordre de 2 par rapport a %, on doit dans £
négliger les deux derniers termes qui sont de l'ordre de 2. En
tenant compte de IIL. 10, on arrive ainsi a l'approximation en
£ de <p,

111 41 .f,)z,epgé[ ot o X2 Xy — RN o Xy —

BV et —Lymy L d ot +0 ;}{1)]'+conj.
c c

Si l'on se rappelle maintenant la forme du lagrangien habituelle-
ment utilisé en théorie de Pauli,

2 ey
I1I. 42 Lh= B vx’f-vx1+’—h(7.?af}t,—x,a,z‘;)+
2”?0 2
+- 2 s B+ g XX VY
2mye 2myc
+(qV+ = a AJ)X* %
2myc?

on voit que les deux expressions sont différentes. D’ailleurs, £p
étant fonction de ¢; 4y 5y, il donne lieu a quatre équations de
Lagrange, tandis que £p, fonction des seules variables ¢, {p,
conduit a obtenir deux équations de Lagrange, lesquelles sont
précisément les équations de Pauli III. 284. On peut néanmoins
voir que les équations de Lagrange découlant de £p sont équi-
valentes aux équations de Pauli, si bien que le raccord entre les
deux formalismes lagrangiens est correct. En effet, le calcul donne:

t‘) J) -
L AR .
I() 2 00:%) 2 ¢
.r}-u: =_¢_( ih a,K:—fff’-VKg———V/,_F qA o
oL 2 :
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d v'-'-‘P c ., i d o&’p

e '—F?I-G'g.)f —_—
0 (04 %3) 2 0 (0:73)

dLp
J %3

=%(4%3063(2—:'}1;-321+2%Z-;}-*X,),

de sorte que les équations de LLagrange découlant de £» s’écrivent

L 43  a) s;&'.;xg_%j.;xz__if‘_a,/,_¥,1
=t .. & T
29?306' 2mg€2

En introduisant III. 43 4 dans IIl. 43 @ on obtient

R ty— i A )ty — (A ) (V-2) % +
2m an d

(A2t =—ihoty—qV,

2m0

soit encore, par III. 10,

-—‘ '*‘2
1 [( 9 )g] T VY s O
2mD

En vertu de Il 26, cette égalité s’écrit aussi

g -\ 2 = e
1 (p__.%A) X F . Bt e ih3 Yy — g Vs

2m0 2”306

ce qui est précisément 'équation de Pauli.

Avant de finir ce paragraphe, nous voulons encore souligner
une propriété du lagrangien £p, savoir, que par suite des équa-
tions de Lagrange IIl. 43 on a £p=0, a l'instar de ce qui arrive
pour le lagrangien de Dirac (Signalons que tel n’est pas le cas
de 'p). Pour le voir, il suffit d’introduire III. 434 dans £p

(IIL. 41) ce qui donne, avec n= (;_;— %f-f) ;
op
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14

-
™0

(73 1) (7 -0 1) — X (p-9) iy =
2myc
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CHAPITRE 1V

L'approximation non relativiste de la theorie généralisée
de la particule de spin maximum 1

§ 1. Calcul de I'approximation non relativiste des équations
spinorielles généralisées.

Dans le présent paragraphe nous allons calculer 'approxima-
tion non relativiste des équations spinorielles de la particule de
spin maximum 1 et charge ¢ se déplagant dans un champ éxté-

rieur défini par les potentiels électromagnétiques Aet V (équa-
tions IL. 17) [19]. L’approximation en 2 discutée au chapitre
antérieur demeure ici valable de méme que l'expression de
I'approximation non relativiste de certains opérateur que nous
y avons étudiés.

Commengons par rappeler les équations généralisées II. 17
lesquelles, en introduisant les opérateurs

V.1 by (B — GV Yop e — i By — G W
IV. 2 E’@E(“—i/}‘) —inv—27,
c o8 f o

prennent la forme

e ay+ by S ay by + ap by .
IV.38 I:-c——?---+§lm——2——mnoa4é4 =0,
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En outre nous garderons toujours la définition I.19 des ap,
a partir dequels on construit les matrices 16 ><16 au et 4u (L. D).
Une fois ap et &p introduits dans IV.3 on obtient la forme
explicite de ces équations, qui est la suivante

2 (%— my 6') by — 7 (bis + ds1) + (— 7 + 27) (d1a + ) = 0
2 (% —my f»‘) b1 + 7o (Y1a — Y59) — T (13 + Ya9) + 275 (Yo — d15) =0
?(

(“ —my 5) Yoo + 75 (Jog + dag) + (— 72 — 2 7y) (Y05 + bs0) =0

ﬁl(ﬂ

— iy C) boy + 75 (Vg1 — do5) — T2 (bog + dz1) + 27y (Foy — 75) = 0

c
2 (=5 o) i+ it b (i ) s b = O
(-——*— 1y f?) Y51 4 Ts (Y14 — Us9) 4 T (Yog + d51) — 2 7y (g — Y51) =0

2 1145+*:(1’41—l’15)+ Tox (Ygg + $13) + £ 7y (P15 — Ya2) =0

£
s
2(.——-—m0::> Yag — = (Yo + Yuo) + (7= + 27,) (b1a + ) =0

2 myc bz + 7o (Y55 — In) + (7e — £ 7y) (Y45 — 12) =0

2 my ¢ byq + T (P12 + P50) + 7o (bag — d1t) — 27y (Jaa + 911) =0
2 my € Yo5 — o (Yas + Yo1) + o (Va5 — Yoo) + 27y (oo + Ya5) =

2 my ¢ Yoy + 75 (hoo — Yag) + (7x + 27y) (Yas — dor) =0

2mye by + 7 (Y55 — Yu) + (Fe—27y) (Y51 — Y1) =0

2 my ¢ Yy — 7o (Y12 + Ya1) + 7a (has — Y22) + 27y (Yoo + Ya5) = 0
2 mg ¢ by + s (Yor 4 Yag) + T (has — b)) — 2%y (h1 + 1) =0
2 mgc Yo + 7z (Yo — dag) + (7w + 1 7y) (J5 — $12) = 0.
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Nous présentons ici la forme explicite de IV.3 parce qua
partir des équations antérieures on vérifie aisément que IV.3
peut s’écrire sous la forme équivalente

) 1 . .
a) (%——mgﬂ)K1+E(—92‘2"“9155)=0
€ . 1 . .
IV. 4
€) mufx2+%(—52xl+91x4)=0
) 1 . =
d) mn€55+§(—9151+9254)=0:

ou 7y Zy¥s#y désignent les matrices colonnes

L o A
Y11 Y13 Y31 4’55
| | |
= - Y12 v | Y1a " 'Paa - Y34
IV. 2 -‘f:] == b » /.2 = 1 ' 4(5 = 1 ’ 1<4 . | '
Y21 Yo3 Y41 Y43
| A
Yoo Yo4 Y42 m

tandis que 6, et 9, représentent les deux matrices

= g 0 Ty — 1T, 1
b — 0 Ty 0 T — 1Ty
17| .44, 0 — 0 !
- 0 Tt £ 7, 0 gy
L Te— 1T, 0 0
B Teim, —T 0 0
&5 0 0 Ts T, — 1T,
.. © 0 T4 17y —T -

c'est a dire, en vertu de I 2,
IV.6 9 =[ Tos '.:;.—zr.y:l <1, 62=1><[ Tty Tp—1T,

Teti®, —T, Tt imy —T

La forme IV.4 des équations spinorielles de la particule de
spin maximum 1 et charge ¢ s’aveére étre la plus adéquate comme
point de départ de notre calcul. Ainsi, et pour commencer, les
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équations IV, 4¢ et IV, 44 déterminent %, et 7/; en fonction de
7y et %,

y 1 ) .

Ago=— (O %y — 61 %)
2myc

= 1

la=——— (01 71 —0y7y),
..,mu

et par conséquent,
— Oy Ly — 0y Ug=— (2 mye)y  [(6F + 99) 7y — (8; O + 026,) %y
0y 7+ 8 %= (2me) 1 [(0) 82+ 050y) 7 — (83 + 62 %]

En introduisant ces expressions dans IV. 4a et IV. 4/, on obtient

R
| & 4mgye

IV. 7

1

Fr— (91 99+0960) %y
0

l;)[ +mgc+‘— (63 + 62) —|/4__
m -

Grace a IV.76 on peut exprimer %; en fonction de %, ce
qui donne

o
x4=(4f:fuc)"'[i+mu€+— 4 — (694 63)] (91 99+ 928 %,
7 4mgye -

et par la substitution de cette expression dans IV.7a on est
finalement conduit au systéme

67 + 63
a) ls—moc'z—i-{—
4:?”0
8, 0,+050, | 6403 |
Ol e L 0 '~:+ - din i+m[,f:+ 1+ % 91 0g+029)2 % =0
16m2c ¢ dmge

IV.8

. 63463 1! 0,0,406,0
b) /54—[ +mgc+ i:;GJ ab2% o

4mye
€) Xg=(2mge) 1 (— 0y Ly + 05%)
d) Y= (2mge) 1 (— B % + 61 %).
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Les équations obtenues sont équivalentes aux équations
relativistes initiales IV.3. Elles montrent, en particulier, que
I'étude des équations de la particule de spin maximum 1 peut
étre ramenée —du moins en principe — a celle d’'un ensemble de
quatre équations différentielles d’ordre infini, les équations IV. 8 a.
Les équations IV. 8 /¢ d ne font alors qu’exprimer %,, %5 et 7, en
fonction de 7;, donné par l'intégration de IV. 8a.

C’est sur la forme IV. 8 des équations que nous allons calculer
I'approximation non relativiste. D’une fagon identique a ce qui

fut fait en IIL 24, on peut voir que 'opérateur g—;h—moc devient,

a I'approximation non relativiste,

: 1
IV.9 %—muc:?(E,,—qV)=i-.

H
4
En plus, on a aussi

2 2
[2 4 mes BEET_

dmye _
g . 42
=(2moc)—1[l—- L2 L SR
L 2 myg ¢? 8 m c2 g

expression qui devient, a 'approximation en @,

2 , 22 -1
IV.10 [—? + myc 4 i +8—2] L

dmye 2myc

I

En effet, si on tient compte des définitions IV.6 de 0, et 0,,
fonctions de ;, le terme (8mpc?)-! (67 + 63) est de Lordre de
_32=;9,.“m§r:9 et doit donc étre négligé. Nous verrons d’ailleurs,
par la suite, la forme explicite de 67 4 63.

Si donc on introduit IV. 10, IV.9 dans IV. 8 on arrive au
systeme d’équations

61 + 63 (01994956, |.
“ [S_ imy T szmge |0
IV. 11
b) x4=ﬁ'[;_9_2i;gl
8 m 2

Portgal, Phys. — Vol. 6, fasc. 4, 1971 — Lishoa 269



PEREIRA, J. VassaLo — Contribution a la mecanique ondulatoire. .,

5 b %y — 6, %
€) Yo=- '2'_.;714
-?‘Hoc
1V. 11
PPV et 'Y/
2m|]f:

Retournons maintenant a la définition IV. 6 des matrices 6,
et 0y. Si on emploie les trois matrices de Pauli,

j . 0 —i P 1 0
-_: i I:z. 0 ]r 53— 0 —1 ]

on voit que 'on peut poser

1
0

V.12 gl=| 0
i

= Ty — 1T

s vy

T+ 1%, — T
En conséquence, on a
h=(x-0)X1, OG=1Ix(x. o),

I'opérateur 60, + 6,6, s’écrivant alors

B, 0y 4 0y 0, — [(%- ) XX I][I><(% - 0)] + [I3<(%-0)][(%-0) <[] =

—[®- )X @ )]+ [(F-0)>< (7 0)]=

6= 14)3 {640

En vertu de cette égalité, 'équation IV. 11b exprime alors que 7,

est de l'ordre de 59=;2,’mg¢:2 par rapport a 7;, et doit donc
étre négligé:

% =0.

I

En outre, ceci nous conduit a simplifier les équations IV.11 ¢cd
qui deviennent
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1
Yo == By X
2 Qemgc 341
1
Y = 6, %
5 2muc 1%Ly

ces formules exprimant clairement que %, et /5 sont de l'ordre
de B=p/myc par rapport a %.

En passant maintenant a I’équation IV. 11« on voit, en vertu
de ce qui précede, que le terme (32 mic?)™! (6, 05 + 656,)? doit étre
négligé, son ordre de grandeur étant celui de 2 = p2[mic?.
Quant a l'opérateur ¢ + 03 on peut I'écrire comme suit,

Bt B[ )< L)) X+ UIXE )] [IX (7 9)]

—[(- o2 X L)+ X (7 o]

=[(§2 + ”f a. }})x1]+ [fx(T—f?Jr _Ecq_;_ f_-:’)_l,

H=rot A étant le champ magnétique. On est ainsi conduit a

i+ =27+ 2L (@< )+ (U< - H.

Bref, I'approximation en 3 des équations IV.11 s'écrit

) {s—“—g_iﬁ?_[w].g} "
op

2my  2mye 2

b) ?:2*;" ! ng‘=(2?ﬂnf)_l([><;:--;}xl
2mG6
IV.13
©) Yz= = 0% =@mooy ! (- a>< )7y
mOC
d) %4=0

soit encore, en introduisant la forme explicite des opérateurs

g, :—:, 9, et 6, donnée respectivement par IV.1, IV.2 et IV.6,
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= Q g
184 uv\.‘ﬂ.._l eyr—

ﬁﬁv‘un_l .ﬁ\\v||mm +Rm_v~__; :5,
2 mna
h | \ <L 2 —p) milﬁﬁléﬁ Vs 1-(2 % g) = L "%,

= mw&

(2

(¢

88 ~ 4 [} 2 5 x 2 'y z I..ﬁ_m%
a.,w Ko +oyr— (p 1+ v&uwl.ﬁ e+ )y o4,
m_n_,, " 5 E:m
wh 4\ L(ps—p) 5 —(“ez—e)y: VU dxy/ -0omg) =L

a4

18 ﬁ 3 2y 2 v Oue g ;

o . - - — —AYE + 46 0y (v
0 ap | LA (<X +(71X2) by Rmx 5 AU I 4 4
.:«_f > 2z

FI°AI
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Ce systeme spinoriel représente 'approximation non relati-
viste des équations IV. 3 de la particule de spin maximum 1 et
charge ¢ se déplagant dans un champ extérieur défini par les

potentiels électromagnétiques A et V. Lévolution au cours du
temps de 1'état de la particule est régie simplement par I’équation
IV. 14 a dont l'intégration nous donne U;; ¥;5 bg; Ygg, les équations
IV.14 /¢ ne faisant qu’exprimer ;54 dosbogds; Uso by €t ¢y €n
fonction de ¢qydjods g, Ces composantes sy dos--- by sont
d’ailleurs de l'ordre de B par rapport a ;Yo be doo(¥). Quant a
1V.14 d, elle exprime que Js5dz Y450y sont de l'ordre de (2.
L’étude non relativiste de I'’évolution dans le temps de l'état
de la particule de spin maximum 1 se raméne donc a celui de la
seule équation IV. 144 laquelle posséde des liens de ressemblance
bien frappants avec l'équation de Pauli (voir Chapitre III § 6),

1V, 15

e — 2 - "‘_ ?1
sza,+-qV+ 1 (HzV— —A) . e [f‘]=o.

2my ¢ 2mye 1L ¢,

|

On peut effectivement dire que IV. 14a s’obtient formellement
de IV.15 en remplagant dans cette équation la fonction d’onde
a deux composantes par une function d’onde a 2><2=4 com-

posantes et en y substituant les matrices s et oy=1 par

@ 1) + (I><0)
2

ceci revient a dire que les quatre matrices ©® =g,,49,,05,5, sont

remplacées par

et /, respectivement. D’une fagon abrégée,

IV. 16 (9><1)(1><o4)4;(1><9)(¢—4><1).

=

Rappelons-nous maintenant les deux points fondamentaux
de la méthode de la fusion de M. Broglie, permettant d’obtenir
les équations relativistes de la particule de spin maximum 1

(¥) Au chapitre antérieur nous avions déja souligné l'importance des
équations du genre de IV. 14 b ¢, sans lesquelles il n’est pas possible d'établir
le raccord correct entre le formalisme suscité par IV. 3 et celui qui découle de
IV.14 a. Par la suite nous examinerons de plus prés cette question.
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a partir des équations de Dirac. On peut dire que pour y parvenir
il suffit de prendre dans les équations de Dirac au lieu d'une
fonction d’onde a 4 composantes, une fonction d’'onde a 4 ><4 =16
composantes, et d'y remplacer les matrices © =« a9, 25,2,/ par

IV. 17 (9><f)(f><a4);(!x(—))-%xz) _

-

(En vertu de I. 5, ceci équivaut a dire que les matrices «, «4 et

@E%.
2

—y a4 64 et

I viennent remplagées par L —g by

, Tes-
pectivement).

On voit de par la comparaison de 1V.16 et IV.17 que le
parallélisme du procédé dans les deux cas est tout a fait satis-
faisant. On peut ainsi conclure que la méthode de fusion de
M. de Broglie demeure aussi valable au niveau non relativiste,
en ce sens que la méme démarche formelle permet de fusionner
deux corpuscules de Pauli et de parvenir aux équations non
relativistes de la particule de spin maximum 1.

§ 2. Le formalisme non relativiste.

Pour obtenir une équation de continuité en partant des
équations non relativistes de la particule de spin maximum 1,
nous multiplions IV.14a a gauche par ¥} = [{] ol dda] et
retranchons de I'équation obtenue son équation conjuguée. Apreés
quoi un calcul simple nous conduit a4 une relation de la forme
dep, + divy, =0, avec

IV.18 q i

V.19 j,— 2’ A

o I, o PRI S M)
mO 2”306

Nous admettons que IV.18 et IV.19 sont, respectivement, les
expressions non relativistes de la densité de probabilité et du
vecteur flux de probabilité de la particule de spin maximum 1
et charge ¢.
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On peut dlailleurs retrouver ces mémes expressions en
calculant directement l'approximation non relativiste sur les
définitions relativistes IL. 18 et IL 19, procédé ou interviennent
essentiellement les équations IV.14b¢. En effet, en partant
de o, donné par IL18 et compte tenu de 1.5, 1.19 et 1V.144,
nous avons (¥):

S——_n 1_-& A r' 1 g " R _,!» * |
o, = Uit dyy o Gro+ 51 Vo1 P50 Yoo — 435 ss — Yaa Yae — Y5 Yas— Yaa baa

i * * Sk . "
= df by + o Gro + o1 boy + Yo Yoo =4 4 =g,

et l'on retrouve ainsi I'expression non relativiste IV.18 de la
densité de probabilité.

Prenons maintenant la définition relativiste IL 19 du vecteur
flux de probabilité, ou plutét la premiere composante de ce
vecteur, 'étude des deux autres étant analogue. Si I'on construit
la matrice a;by+ asd, a partir de la forme L 19 adoptée pour

les o et si l'on tient compte de IV.14d, le calcul conduit
a poser

2 . " ® ] #* 1
*;]1,5’1'*11 (14 + Ya1) + Yo (Y15 + bao) + dog (You + ¥51) +

+ 432 (Yo5 + $3z0) + conj

= [ dadsl[0 1 0 O] 45|+
100 0] ¢
000 1| dos
| 0 0 1 01 dg |

+ (W ¢l dsi U0 0 1 07T ¢ |+ conj,
000 1/|| ¢
10 1 0 041 ¢yl

c'est a dire, en vertu de IV.5 et IV.12,

2 . 5 " § .
— =R <)k + % (9 X 1) %5+ conj .

(*) Les indices » et n se référent aux expressions relativistes et non
relativistes, respectivement.
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Introduisons ici les expressions non relativistes IV.13 4 ¢ de %o
et Zz. On a alors:

dmgfi, =15 (U X ) (U< 7 - 0) Uy + % (5 X 1) (7 - 0 X 1) % + conj

(X5 (7 0) + (o1 (= - ) < [)
2

=2‘/.'§{ 7y + conj,

et, étant donné IV.2 et IV.12, un bref calcul conduit A écrire
dmgj1, =200 (411 0y Iy + P2 01 ao + 181 0y Yoy + 32 0y Yo — conj) +
tq L* L¥. ol L5 i
r— Ay (Ui i+ Ve bro + 451 dop + U35 bog) —
— R {41 [2 g Y11 + 705 (Yro + Yor)] + 245205 (— dyy + oo) +
+ 2451 05 (— Y11 + Yoo) + 52 [— 795 (1o + doy) — 2 05 Loo] + conj .

Or on vérifie aisément que la derniere parenthese de cette
expression est égale 2

(4 o d1 4] | 209 703 205 0 [ %[+ conj=0
—idz O 0 205 || dio
—105 0 0 205 oy
L. 0 —2d5 —id5 —2dg |1 oo |

=X [(IX i ,82 3&5) - ([ _82 705 XI)} 71+ conj
| —12d5 — 09 —tdz — do|
=11 [(I XX (9395 — 9599)) + ((d2 5 — 05 %9) >< I)] %; + conj.

La définition IIL 87 de l'opérateur VA et le fait qne l'étude

des deux autres composantes de j, est identique, ameénent alors
a poser

dmyf,=2ih 7] {7‘}{1 + conj)—‘i—cqgwf Ly —

— 2L [(I<(V A 9) + (VA 9) < D)) % + conj}
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ce qui nous conduit a la forme finale de l'approximation non

relativiste de }; y

> R e o Ben W wn p

AWML R P A TR

7 2mﬂ(l a—%4 V) i 1/ +u,
avec

2my 2

On voit allors que I'expression 1V. 19 de ;:; ne coincide pas avec
I'approximation non relativiste de },., les deux expressions diffé-

rant d’'un vecteur ;;, donné par IV. 20. Or nous avions déja sou-
ligné un fait analogue en étudiant au Chapitre III § 3 I'approxi-
mation non relativiste de la théorie de Dirac, et il est intéressant
de comparer ici les deux vecteurs (III. 40 et IV.20) qui, dans
chaque cas, sont a l'origine de cette anomalie. On voit clairement

que # s'obtient formellement de IIL 40 en substituant les matri-
(< (VA2 + (¥ AD)X])

)

-

firmer a4 nouveau le procédé de fusion auquel nous avons souvent
fait référence dans ce travail.
En renvoyant alors a la discussion de la fin du Chapitre III

ces VAe par , ce qui semble con-

on peut dire que le raccord entre _;r; et }‘:, sera correct si
V.u=0. Or cest bien ce qui arrive et qui peut é&tre vérifié
directement a partir de 'expression IV. 20 de «#. Nous omettrons
ce calcul qui est sans difficulté.

Passons ensuite a I’étude non relativiste du lagrangien II. 16
de la particule de spin maximum 1 lequel, en vertu de IV.1 et
IV.2 s’écrit

+ =

g* [-s— B+ 0 — mig ¢ ay by |Y+conj.

-* (1434- C;Z)‘;
¢ 2 ' 2

On peut vérifier qu'il est possible de donner a cette expression
la forme
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1v.22 L= 2 [/; (?-——mUC)xl-l— X'(—82f2—6115)+

7 (Hg—mnc)xﬁ—a(e X 4 Oy %) + 1m0 3 Xy +

. 3o 1. . . .
1) g0 75 s+ L7 (— 00 Ty z4)}+con1,

le passage de IV.21 a IV.22 étant identique a celui de IV.3 a

£ Ep
IV.4. Or a l'approximation non relativiste on a —ci—m(,c——

%, 8 3
et ————myc=—-—"-—2myc de sorte que £ devient
¢ ¢

C

2

n'

{T—Eyl—f— 13 (— O Yy — 0y Xg) + mg ¢ (15 Yg + X3 Yg) —

—.!4—x_1—2?ﬁ[|6'74£4+ /4(8 /2—‘-92!5)}—!—00111

Dans cette expression on ne doit garder que les seuls termes en
£0 et (!, clest a dire que les quatre derniers termes dans la
parenthése doivent étre négligés, leur ordre de grandeur étant
celui de £2. La forme approchée de £ est donc

; g c2
L= 2/[—1‘ —o— (B g+ X5 1) —

C o - B - ~® - % - *
2 (13 Bg Yo + 71 0y L5+ 73 %9 %y + 75 61 %4;) + conj,
soit encore, par IV. 1, IV.2 et IV. 6,

2
IV.23 £=2, —_;i/i a‘_/l_i 7 b O Mg €

s Tty

ihe

(% 1(f><a) V/2—|- /‘{(GXI) Vfa5+

05 ([5<3)- Vo 4+ 15 6>< 1) - V %] +
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+ A6 (<) Yo+ (X D) T +

13 (I><9) % + 7 (e 3¢ 1) 1] + conj.

Telle est 'approximation non relativiste du lagrangien de
la particule de spin maximum 1, et 'on peut vérifier que les
équations de Lagrange qui en decoulent sont bien les équations
IV. 14. En effet, on a

PR z)‘w kc ; oLy _ th
= —([><an) s+ o< )7 — —=—X
d(d&ﬁ) 7 (I ><ar) %y (o 5 o) 2 1
04 ih the
SO Ty NSE S P I><3) - V Yg—
Iy 9 thh—¢ 1 ( ) 2
n’éc

(@><1)-Viz+ ‘?A [(£<3) Yo + (53< 1) %3]

_.i.’" f "[,n
P - P JC([XG;.)/H 0 e
d (0r £3) 4 d(0e73)
0 L L X v A - (<o)t
v = My €= Lg — XG) 1‘1"“ (><a') 1
£ i : )Ly
6_$=“c(0'.{-><f)4’f| ‘: i
0 (d.{- o‘fa) 4 0 kdz 15)
£ fi
:‘,(: =m0593{5—”6("><z’) V% + qA (e< D),
3

de sorte que les équations de Lagrange prennent la forme

& 22 ey w3+”’ (@ Iy o N Fyms—i RO W~
— gVl + LA (U T+ X D7)
IV. 24 _
) '@:)”‘" (I><3) -V ¥y — A-(Ix<a)%
2mge 2 myc?
0 Yg=—2" @<I)-Vl——TL— d.@ExD¥.
- 2mye 2mc?
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On retrouve ainsi les équations IV, 144 ¢, et par la substitution
de IV, 24 b¢ dans IV, 24 a on obtient

ey - — 2
: ([Xc—(z'kV—iA)) % -
4 m ¢

- — - 2

(4

4m0

c'est a dire, par I. 3 et III 26,

— -2 ¥ ¥ : —
l: 1 (z'?rV——iA) v lig  (IXae)+(axx 1) ‘H:Iz!=
m ¢ 2mgyc 2

=——¢;c‘ d,}fl——qV?fI,

ce qui est bien I'équation IV.144. On a ainsi démontré que le
systeme IV. 14 peut se déduire du lagrangien ., défini en IV, 23
et obtenu par I'approximation en £ de .£. En plus, et par l'intro-
duction des équations de Lagrange IV.244¢ dans IV.23 on
vérifie aisément que £,=0.

Nous signalons encore que la seule équation IV, 144 peut
aussi étre obtenue a partir d’'un autre lagrangien qui n’est fonction
que de quatre variables.

Y .
=Ty, 4 2

ﬁ 0 08— a4
2my a2

Joll i (a><1)-2+(1><a) % 1+

2myec
LB = s — 2 =2
& ”‘.?_A.(vx;.z,hz:.vxt)+ (9 v+ 4 )7?3’51'
2mye demge’

On trouve ici une nouvelle confirmation de la méthode de

fusion, ce lagrangien pouvant s’obtenir formellement de £p (111 42)

@< 1)+ (I<2)
2

au lieu d’une fonction d’onde a 2 composantes, une fonction d’onde
a 2><2=4 composantes.

en substituant ¢ par et en faisant intervenir,
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§ 3. La forme vectorielle des équations.

Les équations IV.14 donnent la description non relativiste
de la particule de spin maximum 1, c’est a dire qu’elles traduisent
le comportement d’une particnle susceptible de prendre 'une des
deux valeurs du spin, 0 ou 1. Ce fait sera nettement mis en
évidence une fois que l'on parviendra a mettre IV. 14 sous sa
forme vectorielle équivalente, cette étude faisant l'objet du
présent paragraphe.

Nous commencerons par écrire explicitement IV, 14 en uti-

lisant les matrices ¢ définies en IV.12 ce qui donne

-

4 w2 :
ot (E— b ) b + (H: — i H,) (Y12 + Y1) + 2 H, 9y =0
hg 2my Jop

--;
":

4
’_”"c( ) bie + Hs (411 + o)+ Hy (b — ) =
hq 2’”0

-+
—;:;ﬂi( ) Yot + Hy (Y11 + do2) + ¢ H,y (911 — o) =0
4
;”;" ( ) Yoo + (Hx + 1 Hy) (1o + Y1) — 2 Ha §or = 0,

soit encore

—

_4.’”95 (e— 72 ) [4’11 LPlz] _!_Hx['l’w'i-%l ¢11+¢22:|+
hg 2my Jopl do1 Y2 Yin + Y22 1o+ doy

e T =gl “Gers=dos 24 0
+ 3}] Y12 %1 Y11 LPZ.] + Hz[ 11 ]=0
g bii— oo Y12 4 do 0 —2¢p

En introduisant la matrice 2><2 ‘FE[- b dra

Ldar oo
compte de IV.12, on voit aisément que les équations précédentes
peuvent se mettre sous la forme

], et en tenant

-
e

2
) Ty H;(cﬂl’—]—‘l:’crr)=0

2m° Fi

V.25 - 2% <e_
hg
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Or on vérifie que les matrices o (IV 12) sont telles que
of Gg=—0y0; (k=1,2,3) et par conséquent, si I'on multiplie
IV.25 par o, a droite, on obtient

—_

2 = 3 _ .
Iv.oe SMlf % ) Vog+ 3 Hi(0:¥ay— ¥oyo)=0.
hg 2my ) op s :

Rappelons-nous maintenant que le systeme de quatre matri-

ces formé par l'identité / et les trois o est un systeme complet
pour l'ensemble des matrices 232, clest a dire que toute
matrice 2> 2 peut étre écrite comme combinaison linéaire de

{, oy, 9y, o5. En particulier, on peut poser pour ¥g,:

IV. 27 Ecg___[’f_&'ﬂz —1.3“11]:
tdgg —1dyy
=Qu!+ Ql ".J-l +9252+9355=90I+§°G).

En introduisant alors cette expression de ¥, dans les équations
IV. 26 il vient, en vertu des propriétés de commutations des oz (*),

0— 4mu£(8_

9 - - -
) @1 +8.5)+ 3 Helow (@ L+ 8 - ) —
hg o i

2my

— QI+ Q) 5] =
_a — -
- 4’”&(9— : )(901+Q-a)+
hq 2my

+2 [0y (Hy Q5 — Hj Q)05 (Hz\ly — Hy Q)05 (Hy Qy— Hy Q)| =

o EME 4 (e—— i )un i
?‘iq 2m0

=2
+51{4m°c (9— i )QI+2‘.(HEQ.’S"'HSQ2)]+
hig 2m

(*)of=1, opoy=—o;0, (k,1=1,2,8); o,0;=iom (k/m en permuta-
tion circulaire de 123),
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+52 4”’06 B “2_)92—{-25(}1591__}1195) +
hq 2my

+ a5 4—"2[’6(5— )515—!-23(}]192—*{{291)]'
hg 2my

Puisque les matrices /, s, 5y, o5 sont linéairements indé-
pendentes, leurs coefficients sont nuls, et il en résulte les
quatre équations

IV.28

PR =y () S
ap 2myec

5
=2 7

b) g
2 my

La seconde de ces équations peut se mettre sous une forme plus

suggestive en remarquant que i //AQ s'écrit aussi

IV.29 iHNG=| 0 —iH, iH, |Q|=
iH, 0 —iH,|q
—iH, iH, 0 |9

— (H\Jy + HyJa+ Hy J)G=(H. )€,

les f (/1 JoJ5) étant les trois matrices

J1= 0 0 O j2= 0 0 1 j5= 0 —3‘ 0].
0 0 —i¢ 0 0 0 i 0 0
0 ¢ 0 —g 0 0 0 0 0
Les relations IV. 28 viennent alors
y | = 1 oo
a E— =
B 2’”n]op .
IV. 30
[ 2 - e -
B [l J-HJ 0—0,
JLL 2mo 2’”06 op
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ce qui est la forme vectorielle des équations IV.14 a. Ajoutons
que si on veut dans la derniére équation — qui est une équation
vectorielle de Pauli —mettre en évidence les valeurs 7%, 0 et
—h de la composante du spin selon OZ, il suffit de la multiplier

. .. 1 1 —3% 0
a gauche par la matrice unitaire U= —— .
- 5 x/2[ 0 0 ——t/2]
—_1 —z 0

Alors, en définissant

VZrhi= £ =3 0 Y =—i Jo ;
As 0 0 —y¢3 [Qg d1g + gy
K I 0 Qy V2

Y22
I'équation IV. 30 4 prend la forme

— ,\

=2 Ji i ok i
-2 +—"’-q—J’-H}[A2]=0
2my  2mye &
5

ou les J/ (J'= UfU-l) sont les trois matrices bien connues

Va0 1 0 V20 —i 0
f1’=7[1 0 1] Jﬂ'=7[z‘ 0 —z':l
01 0 0o 7 0

i 1 0 0-
S = [ 00 OJ‘
0 0 —1
En passant ensuite aux équations IV. 13 & ¢ on vérifie, compte
tenu de L 2, qu'elles peuvent s'écrire sous la forme

B i I s Fla T
1V.31 [ T]"’ ?5 J e (% - %)y Tll 7’12]
Y4 Yot 2mye oy doo
! 18 1 eV ' Ki
IV. 32 |: Tm f“g =) [ ‘:’ll ~;-’12 ]

Or comme il a été dit plus haut, toute matrice 2><2 peut
étre é€crite comme une combinaison linéaire des quatre matrices
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L, ?; c’est a dire que 'on peut poser, avec certains coefficients
Az et U (£=1,2,38,0),

IV. 33 {’4’15 '-f’gsjl 6'2=[’.’-P25 ”"5‘.1‘!5]:
Ui oy tdoy — iy

IV.34 [ 51 #52:| = [ idzp —1 a1 ] ==
Gy o idgg — 1y

= 601+ 81 O'! + 92§2+ 95:‘;5=90f—|——a- ;,
Or des formules IV. 27 on tire

IV.25 [?11 4’[2]7‘722 2 dgy —"‘:’nh|=

] A | y y
o1 Yoo 299 —idp

=[—QO+ Q; 9,_599]:_90-;_6.2-’.
Q+iQ —Q— Q

Multiplions alors IV.31 et IV. 32 par s, a droite et introduisons
dans les équations ainsi obtenues les expressions de 1V.23, IV. 34,
IV.35 et IV. 37, pour arriver aux relations

5 3
IV.36 AgI+4 E Apoy=(2myc)! 2 T 0k (— Qg [4-Q; 0,4+ Qg 55+ Q5 05)
1 1

3 3
I\:‘. 37 90.[+ E Ok 5§=(2 g C)_l E 173 O'k( QUI+QI 51+92 0'2+Qs 5'5).
1 1

En vertu des propriétés de multiplication des o¢;, on peut
donner a IV. 36 la forme suivante,

3
AOI+ EA}O'&:(?mOc)‘I {_'Nl Qoﬂ'l—!—'ﬁl QI I+i-':_-l 9255—3.171 950'2 =
1

—ﬁgﬂnqg—i'ﬁg Ql 0'5+TCQQQI+£T79 Qﬁal —

— Tl QO 65+ 3"-'»5 QI 0'2——3-TI:5 Qg 71 + T3 95:” =
3 — -
‘——-«(2 g C)_l ;I (?71 QI +'.I'Cg 92+175 Qs) - Z Tp (—"Nk Qu-’—ﬁ-(ﬂ'/\ﬂ)k)} ’
&
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et quant a I'équation IV. 37 elle devient, apres un calcul identique,

OUI —{-‘ EG}O’,{-:(E”}OC)_I{I(TTlQ! +’ﬁ292 +TC5(25)—!—
1
3 IR
S fo‘k (7 Qo+ (7 A Q)k)}'
k

L’indépendence des quatre matrices I,;, nous conduit, dans
les équations précédentes, a annuller les coefficients de chacune
de ces matrices et par la-méme a obtenir les relations

Ag=2mye)1=-Q

A =@mge) (—=Q+im A Q)
o= 2mge)1%-Q

[] =(2n:uc)'1(.::90+z';/\ ﬁ),

c'est a dire, en ajoutant et retranchant,

Y

1V. 38 _‘ﬂ un .
8 —A =(mye)y1=Q

IV.39 0 + Ag=(mgc)'w - Q

[] +K =1(m c)—lv_-:/\ Q.
La forme vectorielle des équations spinorielles IV. 14 est

donc donnée par l'ensemble des équations 1V. 30, IV. 38, IV 39 et

si 'on y fait apparaitre explicitement les opérateurs ¢, et ;O,,
définis en IV.1 et 1V.2, ces équations s’écrivent

i 1 R - q . 2
a) [z/z&,—{-qV—{— (mv_-—,q) ]Qu=0
I 2my ¢ d
IV.40 &) 06,—A;=0

c) y gie - (mgc)! (s'k E"-——Z—;—l) Q,
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— — 2 ] - — —
a) [z’f:'.a,-l-qV—{—-];(iﬁV—g-A) = hq - ]Q:O
an c

anc

¢

I\'.41 b) 89+A0= (mQC)_] (z'?f_vh——-q—j)-ﬁ
0 6 +A =z‘(mnc)-1(s‘fz.'€_%2),\§.

Telle est la forme vectorielle des équations non relativistes
de la particule de spin maximum 1 et charge ¢ se déplacant
dans un champ électromagnétique de potentiels A et V. A lins-
tar de ce qui arrivait déja dans le cas relativiste, les équations
décrivant chaque type de particule (celle de spin O et celle de
spin 1) apparaissent séparées, les scalaires Q, et §y—A4, etle
vecieur § —A se rapportant a la particule de spin 0, les vecteurs
Q et 3+K et le scalaire 0, 4, étant associés a la particule
de spin 1.

L'évolution dans le temps de I'état de la particule de spin 0
vient naturellement sous la forme d’une équation de Schrodinger
(IV 40q), tandis que la description dans le temps de la particule
de spin 1 est traduite par I'équation IV.41a, qui est une équation
de Pauli vectorielle. Des grandeurs de champ @, et Q données
par 1V.40a et IV.4la on déduit les expressions pour E—K,
g+ 4 et €+3 au moyen de IV. 40¢ et IV. 41bc.

L’indépendance des deux cas possibles de spin (celui du spin
0 et celui du spin 1) étant compléete, on peut €étudier séparément
chaque cas en considérant que l'autre cas n'est pas réalisé dans
la nature. Ainsi, s'il n'est question que de la particule de spin 0,
on doit considérer que la particule de spin 1 n’existe pas et, en
conséquence, prendre comme nulles les grandeurs de champ qui
la décrivent, c’est a dire, Q—0 (et par la méme, 0+ A3;=0 et
94 A—0). Inversement, si l'on veut étudier la particule de spin
1 on doit poser Q=0 (on a alors aussi GD—A(}:E—K:O].

Ces remarques seront utiles pour démontrer un résultat dont
nous avons déja fait usage sans l'avoir toutefois prouve, a savoir
que les grandeurs Qg, 0y, Ag, Q,0 et A possedent effectivement
les propriétés de variance ci-dessus indiqueées. Pour ce faire,
envisageons d’abord le cas de la particule de spin 1 (et, par con-
séquent, prenons Q;=0) et écrivons explicitement les équations
inverses de 1V. 27:
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IV. 49 Qo =1/2 (10— dgy) Qo =12 (—1dyy — i dg)
O =d/2(— b+ ) Y=14/2 (Y10 + dgy).

Q=0 implique alors &5 =y, et le spineur de rang 2
bix(#,k=1,2) devient symétrique. Or, dans ces conditions, on
démontre en théorie des spineurs [20] que les équations IV. 42
définissent ©, Q, Q; comme étant les composantes d’'un vecteur
de I'espace tri-dimensionnel.

D’autre part, et en considérant le cas de la particule de spin

0 (et donc en prenant §=0), les mémes formules IV. 42 permet-
tent de vérifier par un raisonnement analogue que Q, est effecti-
vement un scalaire.

Avant de finir ce paragraphe, nous allons utiliser le forma-
lisme vectoriel que l'on vient de développer pour présenter
I'expression de la densité de probabilité ¢, et du flux de proba-

bilite 7, en fonction des grandeurs @, et ¢. Or les formules
IV. 27 peuvent encore s’écrire

[dn]j=—¢ 0 —1 U’ Q|;

dig 1 00 1|9

doy —1 00 1|0

L dgg | 0 1 72 0]]|Q
| i dia 4oy o | =7 | AT Q5|| 0 1 —1 0‘,
—1 0 0 1

—i 0 0 —4
0 1 1 0

et, par conséquent, I'expression 1V. 18 de p, vient

=X N =000 01 —1 0| 0 —1 5 0]|Q|=
—10 0 1‘1 00 1|9
—i 0 0 —i=1 00 ille,
01 1 off o 1 o0flo

=2(0 Q + Q*. Q).
D’une fagon analogue et en partant de la définition IV. 19
de 7., on obtient
— ;] — 3 — — =4 -
In - (03V90+293V9k—c0nj)—i(95 Q4+ 2.0 4.
1 mu (4

my
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CHAPITRE V

La théorie du photon a I'approximation non relativiste

§1. Les équations de la particule de spin maximum 1 (sans
charge).

L’étude développée dans les Chapitres II, 1II et IV concerne
le cas général d'une particule de charge ¢ et spin 0 ou 1, se
déplagant au sein d'un champ électromagnétique. Dans le présent
chapitre on va cependant restreindre la généralité des résultats
précédamment obtenus. Le but principal étant d’arriver a I'appro-
ximation non relativiste des équations maxwelliennes I. 30, nous
allons commencer par considérer la particule non chargée de
spin maximum 1 pour nous pencher ensuite sur un cas particulier
important du corpuscule de spin 1, le photon (Sur la valeur du
spin du photon, voir [21]).

Les équations non relativistes de la particule de spin maxi-
mum 1 non chargée s’obtiennent de IV.14 en posant ¢=0, ce

qui donne
F 52 I |
a) ih (),_LA] [‘r‘ll -.’12]=0
I 2m, g1 oo

V.1 ) [ 15 4)25]: ih (6_—;)[2,’-‘11 %2]?
| d1a o boy O

B } ih =2 - [¢ dio ]
) sy Taz:l= (V-c)["’)“ :12J;
| dar dgp 2mye Yar o2

(rappelons que la variance de ¢ ;oo P est celle d'un spineur
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de rang 2); quant a la forme vectorielle de ces équations elle
vient, par IV. 40 et IV. 41 (%),

&= 5o
mOC
: i he -
V.9 [zha,_ _\JQB—_—O
my
il —
myc
—_ - i, - —
04+ A=— VAQ
mcﬁ
iy —— A]L=0.
2”?0

Ces équations donnent donc la description non relativiste
(spinorielle ou vectorielle) d'une particule sans charge, de masse
my et spin maximum 1 et, en particulier, elles peuvent traduire
le comportement du photon lorsque celui-ci se déplace avec une

vitesse v suffisamment faible pour que l'on puisse prendre

©2/¢2=0. Ce fait appelle deux remarques:

La premiére concerne la masse du photon lequel, selon les
idées qui ont conduit M. de Broglie a sa Mécanique Ondulatoire
du Photon, est supposé posséder une masse propre m, trés
petite mais qui n’est jamais rigoureusement nulle. En effet, cette
Mécanique Ondulatoire du Photon étant une application particu-
liere de la méthode générale de la fusion, il y est indispensable
d’admettre que les masses des corpuscules qui fusionnent ne sont
pas nulles, faut de quoi on ne saurait partir des équations de
Dirac comme décrivant adéquatement ces corpuscules et «a for-
tiori», on ne pourrait obtenir les équations fusionnées comme il
a été dit au Chapitre I. Ajoutons que 'une des conséquences de

(*) Comme il a été démontré en IV, § 3, 0 et 0, sont, respectivement,
un vecteur etun scalaire de 'espace tridimensionnel. Par conséquent, 0, et a,

sont des scalaires, 0 et A étant, pour leur part, des vecteurs de 'espace a 3
dimensions.
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supposer que zz; =+ 0 est que les équations habituelles de I'électro-
magnétisme doivent étre remplacées par les équations de Maxwell-
-de Broglie L. 30 lesquelles, si I'on y néglige certains termes trés

etits en m2 qui v apparaissent, se réduisent exactement aux
o 4 )

équations de Maxwell. Il est intéréssant de souligner que cette
exigeance de masse propre non nulle demeure toujours indispen-
sable au niveau non relativiste car il a été démontré au Chapi-
tre IV que les équations de la particule de spin maximum 1
s'obtiennent par la fusion des équations de deux corpuscules de
Pauli. Ici non plus, on ne saurait employer ces équations (et par
la-méme en obtenir les équations fusionnées) si les corpuscules
étaient considérés comme possédant une masse propre rigoureu-
sement nulle. '

La remarque suivante concerne les faibles vitesses du photon.
Soulignons, avant tout, qu'il y a un sens a chercher I'approxima-
tion non relativiste des équations de Maxwell ou plutdt, des
équations maxwelliennes L. 30 qui doivent les remplacer au niveau
quantique. En effet, s'il est bien acquis que le photon libre se
déplace dans le vide avec la vitesse ¢ il c’en reste pas moins que

dans certaines circonstances sa vitesse v se trouve étre bien
en-deca de cette valeur, pouvant parfois étre trés petite (et donc

;2;'623 0) ou méme nulle. Sans entrer dans les détails, nous allons
ici rappeler brievement deux phénomenes physiques qui semblent
confirmer ces affirmations.

Le premier est celui de la propagation de la lumiere dans
les guides. On sait que pour n'importe quel type de guide, la
vitesse de groupe(*) des ondes se propageant dans son intérieur
est égale a

¢| B| (B + a2,

— .

b étant le vecteur de propagation et « une constante caracté-
risant chaque type de propagation possible dans le guide. Ce
résultat est d’ailleurs une conséquence de la seule théorie de
Maxwell habituelle, sans aucune intervention de la Mécanique
Ondulatoire du Photon. On voit donc que la vitesse du photon
est inférieure a2 ¢, pouvant devenir trés petite pour des valeurs

(*¥) C'est a dire, la vitesse de propagation de I'énergie, que l'on peut
identifier a la vitesse du photon dans le guide.

Portgal. Phys. — Vol. 6, fasc. 4, 1971 — Lisboa 291



PEREIRA, J. VASSALO — Contribution a la mecanique ondulatoire. . .

tres élevées de «, et méme nulle dans le voisinage des fréquen-
ces de coupure [22].

La deuxieme expérience que nous voulons rappeler est celle
dite du miroir de Wigner [23]. Cette expérience a mis en évidence
I'existence de franges d'interférence dans la région de l'espace
ou un rayon incidant sur un miroir se superpose a son rayon
réfléchi. Or, si I'on admet la localisation, il semble bien que la
Mécanique Ondulatoire conduise 4 conclure que dans une frange
d'interférence de Wigner les photons se déplacent parallélement
a la surface du miroir avec une vitesse csenf, 6 étant l'angle
d’incidence de la lumiere. Cette valeur est donc inférieure a ¢,
pouvant méme étre treés petite pour des rayons incidents (et
réfléchis) pres de la normale au miroir.

§ 2. La signification physique des grandeurs Q,, @, 8, 0, Ay
et K.

Nous abordons maintenant le probléme de trouver la signifi-

cation physique des grandeurs Qoy g, A, ﬁ, GetA, Revenons
pour cela a l'étude relativiste des €quations de la particule de
spin maximum 1 (sans charge) exposée au Chapitre I, et consi-
dérons les définitions des grandeurs relativistes de champ a
partir des composantes {;, de la fonction d’onde. Nous avions,
pour les grandeurs maxwelliennes,

He=Kkyos  E.—iKkyoy  Ai——iKo,
Hy= K ky 95 Ey=iK kyyu Ay=—iKog
HomBhjoy  EyemiKhivg A, =—iK g,
W e B (K =h/VZmq; by=myc/h),

et pour les grandeurs non maxwelliennes,

Li =9 Oy =—1 9a54
V.4 Ip=—i P1954 Ga= 195
T4 = %193 g5 =—1 @y,
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les seize 9, (@a=0,1,2,...,134, 234, 1234) étant des fonctions
des ¢;x que l'on peut déterminer facilement. En effet, par I. 24,
on a

bu b2 b1z dua

\ bor Yoo o5 Yoy I i

,'. 15) . = Pa Ya
a

bst dso Yss Um

L dyy dyo g5 dag |

et l'on peut vérifier, en tenant compte de I. 23, 1. 19 que toutes
les matrices 7, ont leur trace nulle, a2 la seule exception de
7o=1 dont la trace est égale a 4. En plus, 'ensemble des seize
7a €tant complet, le produit de deux quelconques 7, est une
matrice 7., et l'on a aussi, pour tout 7,, y2=1. Multiplions
alors V.5 a gauche par 7, et prenons la trace de l'’équation
obtenue. En vertu de ce qui précede, on est alors conduit a

bir 12 Y15 du

¢2l H‘bm E'J% %4 T
! ; 1

I bst da Yz Us

.
Ldg Gao das bas |

Tl Ya =40,.

On voit de par cette formule que chaque 7, est égal 2 une
combinaison linéaire simple de quatre ¢,z, donnée par

1 4
il R

ou I'=iyyyy et ¥ désigne la matrice 4><4 des composantes
b (voir L. 17 et I, 20).

Avec les matrices «p définies en 1. 19, construisons alors la
matrice I' et les seize 7, (I.20, I.23), et introduisons-les dans
la formule antérieure. Compte tenu de V.3, V.4, on est conduit
au tableau suivant
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V.6
K . &
Ar——gé(ﬁuu-l-du"F%s—bu) :‘?—.——%—%(—@114—@29)
K i . . . y K ;
Ay=—'2' '-2—(—3'7"11—1’4’i2+3%’s+3¢44)5——2- %(——Nn—ia'a'sz)
A, = —{‘;(j %{'-.'Jw ~+ dor — P53 —g3) & ——?X % (19 4 doy)
Ex=if(/30 3—.(—’511 + b2 — U35 + Paa) :iKﬂ’u i‘(—‘34‘11 + $o2)
g vt U e RS 5 g 2
P 5 ika ’—(—i-“ — oy — £ iz — £ 1) ).ﬁi]({t, .i(_;‘._r, —i0)
y— 3 2 11 Y22 33 rd4) — 2 0 :3 Tl 422
E, = ; K &y ;; (Y12 Fdo1 + 34 + 43) = f—,K'{’n 'f; (d12 + doy)
K i
¥ =—? ;(Jﬁo—— bg1 4 dos — dpy)
Hye _Kj’n 12 (— d51 + dao— d15 + o)
Hy= 'K;O 1) 2(— 195 — 1 g — 1 dis — i doy)
Kok
Hy = 22052 (Y + b+ das + dua)
) 7 i
1y =_-;'§(4J12—~5521+%4—%5) =g 5@19*“4’21)
f—--3 ‘i _i.. — — .E i i Jd _!'
a 2 3 (Y12 — Yoy — P31 + ds3) =% (Y12 — ar)
5, = . i(——%s“l“ Y41 + dos — $1a)
2 2
a =2 i(4’51_¢42_4’15+ ag)
g 2
P = i(f%l + 14y — 7 45— 7 doy)
2 2
i ¢
o3 =_E E(_¢52_4’41 + o5 + d1g) .
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Souvenons-nous maintenant de ce qui a été conclu plus haut
sur lordre de grandeur relative des fonctions ¢;; (voir notam-
ment le Chapitre IV, § 1): avec le choix 1. 19 des matrices oy,
les composantes Uiz dosbay Y51 Y529 et Yy sont de l'ordre de
B=wo/c par rapport a {j djo bor b, les fonctions U5 dsy dys Yy
étant de l'ordre de (2. C'est en vertu de ce fait qu'on a pris,
dans le tableau précédent, {s;= sy =1Us5 ="V =0.

On voit ainsi que les vecteurs maxwelliens A et E et les
grandeurs non maxwelliennes /, et o; sont donnés par une
combinaison linéaire de deux termes de 'ordre de £0 (U); 450 Yoy Ygo)
et de deux termes de 'ordre de (2. On peut dire aussi que —a
une constante multiplicative prés—A ne differe de £ (de méme
que 7, ne differe de o) que par des termes de l'ordre de [2
lesquels, a Fapproximation non relativiste, doivent étre négligés.
Toutes les autres grandeurs (c'est a dire, le champ magnethue
H, le potentiel 7 et les grandeurs non maxwelliennes o et /;)
sont données, aussi bien dans le cas relativiste qu'a l'approxima-
tion non relativiste, par une somme de quatre termes, tous de
l'ordre de

Introduisons maintenant dans le tableau V.6 les relations
inverses des développements IV, 27, IV. 33, IV. 34,

Q=i/2 (Gig—da1)  Bg=3/2 (o5 — bna) Og=1/2 (bgo — $a1)
=1/2(— by +doa)  A=#/2(— b5+ do)  U1=4/2(— b5 + o)
Qy=i/2 (—i by —idgg) Bo=i/2(—idiz—ido) Op=1/2(—7 Y51 —17 bao)

Q5=1/2 (412 + d21) Bg=1/2 (Y5 + 14 O5=i/2 (Va2 + du1) -
On voit alors que, a I'approximation non relativiste (symbo-

lisée dans ce qui suit par l'indice #), les relations entre les
grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes d'une part, et,

d’autre part, les grandeurs Q;, 7, 4, 6, g et A sont les
suivantes,

= Kz K
A V:.=-—-?(r‘-‘-u+90)
Vil En = 3-§ku § §n= Kko (K +_6J

fg,,=—£/290 11“=1f2(A0—60)
o= /20, o, wmse ISR — )
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§ 3. Comparaison avec les équations relalivistes.

-

Puisque les formules V.7 donnent la signification physique

des grandeurs @, 0,, 4,, ﬁ, 7 et K, nous sommes a méme de
reprendre les équations vectorielles V.2 et de les écrire en
employant comme variables de champ 'approximation non rela-

-

tiviste des grandeurs 4, V, :E‘, E’, Ly, 1y, o4 et 7. On obtient
ainsi: :

équations maxwelliennes

V.8 div £, =—RV,
E”="—-3.ko-¢2‘”
]?-—*rot/i:.

dquations non maxwelliennes

. 72
I:—ff(-ag-—}- A]]ﬁ,,=0
2m
Y.9 Iiy=0

Cy = ]2n

grad !Qﬂ =1 lr<:"[};-:r

On peut maintenant comparer ces équations vectorielles non
relativistes avec les équations tensorielles relativistes I. 30, L. 31
d’ou nous sommes partis et que nous rappelons ici (*):

(*) Signalons que dans V.10, V.11 les équations écrites dans la colonne
de droite sont une conséquence des équations présentées a gauche, celles-ci
étant indépendantes. Ainsi, et en prenant les équations maxwelliennes, ¢) est
une conséquence de a) et &), tandis que ¢) et ) impliquent g). L'équation f)
découle évidemment de ). Des considérations analogues on lieu pour V. 11.
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équations maxwelliennes

1 = o 7

a) ?apf.:l"OtH—Fk‘%A

e) div2+~i_a,r/=o
b divE=—RV

V. 10 . f) divi=0
¢) E=—gradV ——9:4 =
g g) ——C—();ff=l'0tE

d) H—=rot A
équations non maxwelliennes
gl grad /; =0
p 1
3kuﬁ4=—?a:jg af‘(l=0

V.11 R v &
grad [y=1ikys — 0t gradoy=0

1 . s
?agﬂ'é—i‘dlvﬂ':zkulg roto=0,

En ce qui concerne les équations maxwelliennes, la compa-
raison fait ressortir que les équations d’évolution pour A et £

(c’est a dire, les équations ou interviennent 3,E et 0,4 t'}jE"'_

=rot1§+k§j et —i—afq=—E—grad V), ne sont plus vala-

bles a l'approximation non relativiste. Elles sont remplacées par

des équations de Schrodinger vectorielles, les vecteures £ et A4
devenant proportionnels. Par contre, les autres équations maxwel-
liennes indépendantes (qui sont des équatlons de condltlon, c'est

a dire, sans dérivée o;, div 2= — BV et H—=rot A demeurent

inchangées a l'approximation non relatlv1ste. Par conséquent,
celles des équations maxwelliennes relativistes qui découlent
seulement des équations de condition restent valables a I'appro-
ximation non relativiste. Ainsi y retrouve-t-on bien la condition

de divergence nulle pour 1;’, mais ni l'équation d’évolution pour
]:’(— % o1 H=rot E) ni la condition de Lorentz (div /?-{«% a¢V=0)
ne sont alors valables.
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Remarquons, en plus, que les potentiels 4 et V possédent
toujours une existence réelle. C’était d’ailleurs ce qui arrivait

dans la théorie relativiste ou % et /7 étaient donnés en fonction
de A4 et V et, réciproquement, les valeurs de A et V étaient
bien déterminées par celles de E et H. A I'approximation non

relativiste on voit, cependant, que la connaissance de 4 suffit
a déterminer les valeurs du champ électromagnétique et que,

inversement, les seules valeurs de £ suffisent pour fixer les

potentiels Aet V.

En passant aux équations non maxwelliennes, on voit que
les équations d'évolution pour /, et o, sont aussi remplacées
par des équations de Schrodinger et par une relation de propor-
tionnalité entre ces deux grandeurs. Les autres équations indé-
pendantes non maxwelliennes demeurent cependant valables, de
méme que celles qui en découlent. C'est a dire que 'on a toujours

grad /; =9,/; =0 mais, en revanche, les équations rotc—0 et
~i— e - gradsy =0 ne sont plus présentes dans l'approximation

non relativiste.
Comme on le voit aisément, toutes les grandeurs non relati-

vistes de champ (A.,,, VayEy,---,04s) évoluent dans le temps
selon des équations de Schrodinger, ce qui est a rapprocher du
fait que les mémes grandeurs, considérées au niveau relativiste,
obéissent dans leur évolution a des équations de Klein-Gordon.

Soulignons encore que, tout comme c'était le cas dans la
théorie relativiste, seules les grandeurs de champ attachées a la
particule de spin 1 (ou, plus précisement, au photon) possé¢dent
une signification physique bien nette: ce sont des grandeurs
électromagnétiques de champ (Rappeler a ce sujet les remarques
faites au Chappitre I § 3). Pour ce qui est de la particule de
spin 0 les mémes difficultés se réfletent ici, en ce sens que les
grandeurs de champ qui lui sont attachées n’ont pas une signifi-
cation treés claire de méme, d’ailleurs, que les équations qui sont
censées la décrire. Tout ce qu’on peut dire a ce sujet c’est que,
pour autant que la description relativiste d'une telle particule
soit bien donnée par les équations V.11, les équations V.9 la
décrivent tout aussi correctement dans le cas des petites vitesses.
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§ 4. Les ondes planes monochromatiques.

Dans ce paragraphe on étudie les solutions du type onde
plane monochromatique des équations non relativistes de la par-
ticule de spin maximum 1. Les résultats obtenus seront a com-
parer avec les solutions du méme genre des équations relativistes.

En admettant, pour simplifier, que le sens de la propagation
de l'onde plane coincide avec le sens positif de 'axe OZ, on est
amené a prendre des solutions de la forme

Yie=—Ciz P=ciz exp -:7 (Et—zp)
(2

(t,#=1,2), ou ¢; est une constante arbitraire et p—=| ;] = pP;.
Les équations spinorielles V.14 ¢ viennent alors

ih

Y= ———d: 1= 4 oy P
2mye 2mye
il

og = — s = - 2o e P
2mye 2mge
ih

4)14: - — 05 "!"]2= — €1 P
2mc 2mye
> ‘

l.})g‘.‘::—.;)_Z!_ 51;;22-:_,.‘}5 (,'QQP
2mye 2mge
2h

Y51 = ds 11 = TL en P
2mye 2myec
il

Yrg= ———0: Yp= ‘p cip PP
2mge 2myec
i

Yy = — il 0= Yo = — 4 e P
2mye 2m
ih

b= — 05 Yoo =— P e P.
2mye 2myc

En partant de ces formules on peut déterminer ’expression non
relativiste des grandeurs maxwelliennes et non maxwelliennes
des ondes planes monochromatiques, et ceci en employant les
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relations du tableau V.6. On trouve ainsi, pour les grandeurs
non maxwelliennes,

1
o= ——(cp — 1) P Gy =0
4
1
ly= —(agg—e) P oy =10
4
=0 Gyl (erg—ea) L5
dmye

et pour les grandeurs maxwelliennes,

K Kk
Ax=_3T('— c11+6a9) P E.=— 480 (— e+ e P
Ay= —":—A— (—tey—icy)) P Ey=— LS| (—iep—icy) P

4 4

LK Kk
A;_—*—;%( c19-+69)) P E,=— i C( et )P
Hx=—f-Kk0 P (e +e99) P

4:”?06
4mye dmgye

H,=0

En passant, on peut vérifier sur ces expressions que l'on a
toujours //.E=0 ce qui revient a dire que méme a l'approxi-
mation non relativiste les champs £ et H demeurent orthogo-

naux; on voit de méme que le vecteur H est dans le plan normal
a la direction de propagation. En plus, on tire des expressions
précédentes que

] ; K
3KCQQP E,tify,=— =

- =

K . Kbk
z‘) C"P E;—iEy= 00—6‘”[)

- =

Az +3‘Ay=_ q"5‘22jp

A, —id, =
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. K
HotiHy=—22 m?: kocn P
- 0
B i By e i P B B
’ 2 mOC

En définissant maintenant les nouvelles constantes indépen-
dantes

6 = J C
1 9 11
. : [
2 o 22

K
C5=— % (€12 + c21)

1
G= 1 (12 —ca1),

on trouve que la solution générale du type onde plane mono-
chromatique est la superposition des quatre solutions indépen-

dantes suivantes

1.0 A; —Jf- iiAy=52P Eg + fE,,: —ikuCgP
Ay —id, =0 E,—iE,=GC

H, +5H,=f’c_pcgp
0

H,—iH, =0,

(et toutes les autres grandeurs sont nulles)

25 A, +iA4,=0 E.+iE,=0
A:—idy=c¢ P E,—iEy=—ikyc P
H.+iH,=0
H.—iH =—-—£Q-—p ¢ P,
my ¢

(toutes les autres grandeurs étant nulles)
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3.0 AP  Epe—ilgpP Vel g P

(idem) Mo
4.0 12=£74P G1=—6{_P O3 = — P Cq.]').
(idem). e 1

Ces résultats sont 2 mettre en parallele avec ceux de I'étude
des solutions du type onde plane monochromatique des équations
relativistes [7]. A l'approximation non relativiste on retrouve
donc une onde plane polarisée circulairement a gauche (la pre-
miere solution indépendante), une autre onde polarisée circulaire-
ment a droite (la deuxiéme solution), une onde longitudinale (la
troisiéme) et une onde non maxwellienne (la quatrieme solution).
On peut dailleurs vérifier que ces résultats non relativistes
peuvent s'obtenir formellement en partant des expressions relati-
vistes correspondantes données en [7] et en y procédant a la seule

substitution de % par my (ou, plus précisément, de
V1 —F
k:i.—_—mu ar £ =im .
VB parp=-— 0)
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