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MARTINS, Assis Farinha Contribution a l'étude de la dynamique moléculaire 
dans les phases nématique et isotrope des cristaux 

liquides. 

Portgal. Phys. — 8 (1-2): 1-166, 1972 

The hydrodynamic theory of nematic liquid crystals is revised and 
applied to the study of the nuclear magnetic relaxation in these materials. 
The expression found for the proton spin-lattice relaxation rate differs 

somewhat from those published earlier. The mathematical form of the 
term 1/T/, introduced by Lubensky is now derived and the functions K (T) 

and y(T) appearing in the Pincus-Lubensky expression for 1/T, accurately 
computed. An expression for the viscosity y,(T) is proposed and experimen- 

taly verified. These results are then used to give a coherent quantitative inter- 

pretation of all known experimental data on p-azoxyanisole (PAA) and its 

methyl-deuterated derivative PAA-CDs. The frequency dependence of 1/T, 

is determined by the long-wavelength thermal fluctuations in the orientational



  

order, The temperature dependence of 1/T, is dominated by short-range 
molecular motions. It*is shown how to separate the contributions to 1/T, 

coming from different groups of protons within a given molecule, and how 
to distinguish the effects of long-wavelength fluctuations from those produced 

by short-range molecular reorientations and diffusion. A well defined linke is 
established between the activation energy characterising the short-range 
molecular reorientations, and the hydrodynamic viscosity y,;. The NMR spec- 
trum of PAA-CDgs is re-examined and it is proved that the structure shown 

by each component of the foundamental doublet is essentially due to the 

interaction between protons of different benzene rings within a molecule, and 

not to the interaction between meta protons of a given ring, as it was gene- 

rally admited. 

In the isotropic phase, molecular self-diffusion seems to give the domi- 

nant contribution to the proton spin-lattice relaxation rate. An anomalous 

decrease of D as the transition point is approached from above is predicted 
and experimentally observed.
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DE LA DYNAMIQUE 
MOLECULAIRE DANS LES PHASES NEMATIQUE 

ET ISOTROPE DES CRISTAUX LIQUIDES (*) 

Assis Farinna Martins 
Instituto de Fisica e Matematica, 2- Av. Prof. Gama Pinto, Lisboa-', Portugal 

ABSTRACT — The hydrodynamic theory of nematic liquid crystals is 

revised and applied to the study of the nuclear magnetic relaxation in these 

materials. The expression found for the proton spin-lattice relaxation rate 

differs somewhat from those published earlier. The mathematical form of the 

term 1/T’; introduced by Lubensky is now derived and the functions K (T) 

and y(T) appearing in the Pincus-Lubensky expression for 1/T, accurately 
computed. An expression for the viscosity y,(T) is proposed and experimen- 
taly verified. These results are then used to give a coherent quantitative inter- 

pretation of all known experimental data on p-azoxyanisole (PAA) and its 

methyl-deuterated derivative PAA-CD;. The frequency dependence of 1/T, 

is determined by the long-wavelength thermal fluctuations in the orientational 

order, The temperature dependence of 1/T, is dominated by short-range 

molecular motions. It is shown how to separate the contributions to 1/T, 

coming from different groups of protons within a given molecule, and how 

to distinguish the effects of long-wavelength fluctuations from those produced 

by short-range molecular reorientations and diffusion. A well defined linke is 

established between the activation energy characterising the short-range 

molecular reorientations, and the hydrodynamic viscosity y,. The NMR spec- 
trum of PAA-CDg is re-examined and it is proved that the structure shown 
by each component of the foundamental doublet is essentially due to the 

interaction between protons of different benzene rings within a molecule, and 

not to the interaction between meta protons of a given ring, as it was gene- 

rally admited. 

In the isotropic phase, molecular self-diffusion seems to give the domi- 

nant contribution to the proton spin-lattice relaxation rate. An anomalous 

decrease of D as the transition point is approached from above is predicted 

and experimentally observed. 

(*) Thése presentée a l'Université Scientifique et Médicale de Grenoble 
pour obtenir le grade de Docteur d’Etat és-Sciences Physiques. Soutenue le 
21 Septembre 1972, 

Regu le 28 Septembre 1972. 

  

Portgal. Phys, — Vol. 8, fasc. 1-2, 1972 — Lisboa BL





TABLE DES MATIERES 

PREMIERE PARTIE 

GENERALITES 

ABSTRACT os Vi egret ei at 6) ee epee 

CHAPITRE I —ORIENTATION DU PRESENT TRAVAIL . 

CHAPITRE I1 —JNTRODUCTION. DESCRIPTION ELEMEN- 
TAIRE DES CRISTAUX LIQUIDES 

2.1. Note historique 
2.2. Arrangement moléculaire r a 

2.2.1, Phase nématique 

2.2.2. Phase cholestérique . es, 

2.2.3. Phase smectique os oles 

2.3.  Schémas de transition entre peteapiasis 

2.4. Iffets des champs magnétiques 

REFERENCES Si eee ee Fe ele 

DEUXIEME PARTIE 

ETUDE DE LA PHASE NEMATIQUE 

CHAPITRE IIl— THEORIE HYDRODYNAMIQUE DES CRIs- 
TAUX LIQUIDES NEMATIQUES. FLUC- 
TUATIONS elie 2 NS, fl oF emper Paete nts 

3.1. Remarque sur la symétrie des cristaux hie 

nématiques 

3.2. Energie libre d’une difesomunad tydrostatique en 

phase nématique . 

38.3. Le paramétre d’ordre. Rapport avec ied cohitales 

élastiques 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 1-2, 1972 — Lisboa 

Page 

11 

11 

12 

13 

14 

16 

18 

19 

21 

23 

23



  

MarTINS, Assis FARINHA— Contribution a l’étude dela dynamique... 

3. 4, Hydrodynamique de la phase nématique 

3.5. Réponse linéaire et fluctuations de grande lonasualar 
d’onde 

REFERENCES een eee eee 

CHAPITRE IV— RELAXATION MAGNETIQUE NUCLEAIRE 
DANS LES NEMATIQUES sae 

4.1. Introduction . a, 2 

4.2.  L’interaction fondamentale 

4.3. Relaxation spin-réseau par interaction dipolaire in- 

tramoléculaire 3 ec omens 

4.3.1. Remarques sur le formalisme de base 

4.3.2. Influence des fluctuations thermiques de 

grande longueur d’onde sur la relaxation 

nucléaire 

4,3 3. Calcul complet de te iiteane de relaxation 
spin-réseau par interaction dipolaire intra- 

moléculaire 

4.4. Autres mécanismes de relaxation 

4.5.  Remarque sur le temps de relaxation spin-spin . 

REFERENCES 

CHAPITRE V —RESULTATS EXPERIMENTAUX-I. RELA- 
XATION SPIN-RESEAU EN PHASE NEMA- 
TIQUE . 

5.1. Appareillage, techniques de mesure et substances 

étudiées eee ar? 

5.1.1. Appareillage utilisé . 

5.1.2. Nomenclature des produits 

5.1.3. Synthése des produits et neemeoaiten des 

échantillons KE 2 

5: 1.4, Mesures: de T,. Stabilisation de la arise 

rature et condition d’absence de courants 

de convection 

5.2. Relaxation spin-réseau dans le PAA 

5.2.1. Résultats expérimentaux 

5.2.2. Discussion des résultats antérieurs 

Page 

37 

46 

54 

63 

66 

12 

-1
 

or
 

17 

4 

78 

78 

80 

81 

83 

83 

85 

4 Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 1-2, 1972 — Lisboa



Martins, Assis FARINHA — Contribution a Vétude dela dynamique... 

5.3. Relaxation spin-réseau dans le PAA-CDs; .« 
5.3.1. Résultats expérimentaux 

5.3.2. Considérations sur le facteur (Ki iF D). 
Interprétation des mesures de la viscosité 

1s (T) . 
5.3.3. Analyse ‘béoiegue du terme 1/7’; 
§.3.4. Conclusion . 

5.4. Interprétation globale des sissillals. 
5.4.1. Introduction 

5.4.2. Rapport entre les heiiltnten relate au PAA 

et au PAA-CD, s 

5.4.3. Prévision valative au PAA- (i) Ds ; 

5.4.4. Remarques finales . . . . 

REFERENCES ae ee 

CHAPITRE VI —RESULTATS EXPERIMENTAUX-II, ANA- 
LYSE DE LA FORME DE RAIE DU PAA-CD, 

6.1. Bref rappel des résultats precedents . . .« 

6.2. Analyse dela forme de raie du PAA-CD, 

6.3.  Remarque sur les mesures du degré d’ordre S par 

GPOUVIEN ing ecineelay ist =a x hol EME ap a rg tae? Shee 

REFERENCES 

TROISIEME PARTIE 

Page 

89 
89 

92 

96 

100 

103 

103 

104 

107 

107 

112 

115 

116 

123 

124 

ETUDE DE LA PHASE ISOTROPE DES CRISTAUX LIQUIDES NEMATIQUES 

CHAPITRE VII —HYDROD cael aati DE LA PHASE ISO- 
TROPE : ‘ Alper Ras 

7.1. L’ordre local, prés dela transition 

7.2. Energie libre de Landau 

7.8.  Hydrodynamique de la phase leatiooe 

REFERENCES 

CHAPITRE VUIL— FLUCTUATIONS D’ORDRE. DIFFUSION . 

8.1. Le spectre des fluctuations de oo : 7 

8.2. Un modéle théorique simple pour la dipaston mo- 

léculaire 

REFERENCES 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fase, 1-2, 1972 — Lisboa 

125 

125 

126 

129 

134 

 



  

MarTINS, ASSIS FARINHA — Contribution a l’étude dela dynamique... 

CHAPITRE IX —RESULTATS EXPERIMENTAUX-III. RI- 
LAXATION SPIN-RESEAU EN PHASE 
ESOTROPE ey os 

9.1. ‘Relaxation spin-réseau dans le PAA-CD; 

9, 1.1. 

9.1.2. 

oe
 beak 

9.1. iS
 

9.1.5. 

Résultats experimentaux . . 

Discussion sur l’influence des finctun- 

tions de Q 

Discussion sur iatlncuee de la diffusion 

Rotation individuelle des molécules et 

diffusion (Dy)... 

Conclusion ‘ 

9.2. Résultats relatifs aux PAA . 
9.251, 

9.:2)2. 

REFERENCES 

CHAPITRE X 

Relaxation spin-réseau 5 -e 

Remarque sur la largueur die raie de 

RMN-Quadripolaire du 4N 

QUATRIEME PARTIE 

CONCLUSION 

— CONCLUSION GENERALE . 

10.1. Résumé et position des recherches effectuées 

10s d, 

10. 1:2. 

Phase nématique 

Phase isotrope des a fhevides né- 

matiques 
10.2. Quelques problémes posés Far cable daohexc ike 

REFERENCES 

REMERCIMENTS. . 

Page 

143 

143 

143 

144 

147 

148 

150 

151 

151 

154 

157 

159 

159 

161 

162 

164 

Portgal, Phys. — Vol. 8, fase. 1-2, 1972 — Lisboa



PREMIERE PARTIE 

GENERALITES 

CHAPITRE I 

ORIENTATION DU PRESENT TRAVAIL 

Ce travail expose une partie des recherches que nous avons 

effectuées sur la dynamique des molécules dans les phases néma- 

tique et isotrope des cristaux liquides. Ces recherches ont été 

entreprises dans le cadre d’une étude théorique et expérimentale 

de la relaxation magnétique et de la résonance nucléaires. 

Le texte est divisé en quatre parties, dont la deuxiéme cons- 

titue le coeur du travail. 

La premiére partie contient une description élémentaire des 

propriétés macroscopiques des différents types de cristaux liquides 

et fait référence a la littérature «classique» sur le sujet. C’est une 
introduction plutdt destinée au lecteur ignorant complétement 

cette matiére. 

La deuxiéme partie contient une synthése de la théorie fon- 
damentale des cristaux liquides nématiques et une étude détaillée, 
et en grande partie originale, de la relaxation magnétique 

nucléaire dans ces matériaux. Une étude du spectre de résonance 

magnétique nucléaire y est aussi faite. La présentation des matié- 

res obéit au schéma suivant. Nous introduisons d’abord les équa- 

tions hydrodynamiques de Leslie, qui, aprés linéarisation, servent 
a calculer la réponse du matériau a une perturbation extérieure 

convenablement choisie. Cette réponse linéaire (ou susceptibilité 

généralisée) est reliée au spectre des fluctuations de grande lon- 

gueur d’onde par le théoréme de fluctuation-dissipation. Nous 
montrons ensuite que la densité spectrale responsable de la rela- 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fasc. 1-2, 1972 — Lisboa ut
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xation spin-réseau des protons dans le cristal liquide nématique 

contient une branche du spectre des fluctuations de grande lon- 
gueur d’onde (spectre retatif aux mouvements collectifs des molé- 

cules). Mais la vitesse de relaxation dépend aussi de mouvements 

moléculaires non collectifs et nous prouvons qu’il est possible de 
séparer les deux types de contributions. Les fonctions de corré- 

lation des différents mouvements sont ensuite étudiées minutieu- 

sement et des formules détaillées, applicables pratiquement, sont 
déduites pour la vitesse de relaxation nucléaire. L’accord de ces 

calculs avec l’expérience est prouvé. 

La troisiéme partie de ce travail est un complément a l'étude 

antérieure. Elle concerne la phase isotrope des cristaux liquides 

nématiques, prés du point de transition. La présentation du texte 

obéit au méme schéma mais le point de départ est donné par les 

équations de De Gennes. 
Finalement, dans la «conclusion», nous résumons les résultats 

essentiels de cette recherche et signalons un certain nombre de 

problémes qui en découlent et dont il serait intéressant d’étudier 

prochainement la solution. 

En rédigeant ce mémoire, une de nos préoccupations a été de 

le présenter de facon a ce qu'il puisse servir comme référence 

(opérationnelle) a des chercheurs débutant sur l’étude des cristaux 

liquides par les méthodes de résonance magnétique et de relaxa- 

tion nucléaires. Cela justifie partiellement la présence du chapi- 

tre II et la conception et extension des chapitres III e VII. 

Aucun livre de nature didactique n’a encore été publié sur 

la théorie des cristaux liquides. Par contre, sur la résonance 
magnétique et la relaxation nucléaires, il y a plusieurs ouvrages 

excellents. Nous avons tenu compte de ce fait dans le choix des 

matiéres pour les chapitres d’introduction ou révision. 

Cette préoccupation pédagogique est «visible» dans l’accent 
mis sur les questions fondamentales, les hypothéses de base et 

les limites d’application des théories, dans les liens établis entre 

chapitres, et méme dans l’exposition des résultats de nos recher- 
ches expérimentales. Par exemple, la discussion du paragraphe 
5, 2, ouvrant l’exposé des résultats expérimentaux, met clairement 

en évidence ce qu’on pourrait appeler le probleme fondamental 

(préalable) de l’expérimentateur, a savoir: «Que cherche-t-on a 

mesurer ? Que mesure-t-on effectivement ?». 
Tout au long de ce travail, nous avons adopté une attitude 

déductive, plutét que descriptive, dans la présentation des matié- 

8 Portgal. Phys. — Vol. 8 fase. 1-2, 1972 — Lisboa
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res. Nous nous sommes efforcés de présenter la discussion des 
résultats expérimentaux de maniére quantitative et analytique, 
suivant, surtout au chapitre V, une stratégie générale, facilement 
transposable a d’autres matériaux. 

L’organisation du texte, la numérotation des formules, figures 
et références suivent un critére courant et sont compréhensibles 
par simple inspection. La liste des références faites au cours de 
chaque chapitre est donnée a la fin du chapitre en question (et 
non a la fin du volume). Le symbolisme utilisé est aussi d’usage 
courant et explicité dans le texte. Les mémes conventions relati- 
ves au formalisme ont été adoptées partout (le lecteur remarquera 
que les coefficients numériques de certaines formules ne sont pas 
les mémes ici et dans les articles originaux, ce qui est di a cette 
uniformisation). 
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CHAPITRE II 

INTRODUCTION 

DESCRIPTION ELEMENTAIRE DES CRISTAUX LIQUIDES 

2.1. Note historique 

Les cristaux liquides sont des liquides anisotropes dont la 
structure est intermédiaire entre celle des cristaux et celle des 
liquides courants. Il s’agit d’états mésomorphes de la matiére — 
mésophases — qui peuvent étre créés par action thermotropique 
ou lyotropique, selon les cas, a partir d’un grand nombre de subs- 
tances organiques. Ces mésophases sont séparées de l’état solide 
et de l’état liquide normal (isotrope) par des points de transition 
du premier ordre. 

Cet état de la mati¢re a été découvert par le botaniste Rei- 
nitzer [1], en 1888, au cours d’une observation du benzoate de 
cholestérol qu’il venait de synthétiser. En chauffant son échan- 
tillon, il a remarqué que les cristaux de cette substance fondent 
a 145°C en donnant un liquide d’apparence trouble. En chauffant 
toujours, il a observé une deuxiéme «fusion» a 179°C donnant 
cette fois-ci un liquide transparent normal. En refroidissant, aprés, 
il a pu observer les mémes transitions et aussi des effets de 
coloration trés curieux. 

Reinitzer a envoyé son échantillon au physicien Lehmann [2] 
qui l’a étudié au microscope polarisant en concluant que la phase 
trouble était optiquement anisotrope. Lehmann a ensuite décou- 
vert et étudié un certain nombre d’autres substances donnant des 
mésophases, ce qui lui a permis de conclure qu'il s’agit vraiment 
dun état particulier d’agrégation moléculaire de la matiére. Et 
c'est lui qui a introduit la désignation, apparemment ambigiie, 
d’état «liquide-cristallin». 
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Un grand nombre d’études sur les cristaux liquides a été fait 

entre 1920 et 1930, le travail de Friedel [3] et les communications 

présentées a la «Discussion of the Faraday Society» [4] en étant 

les points culminants (voir aussi [5]). Ensuite, il y eut une période 

d’activité réduite dans ce domaine. D’une part, on pensait, en 

général, que tous les problémes importants étaient résolus, et 

qu il ne restait que des difficultés de moindre importance. D’autre 

part, le sujet manquait apparemment d’importance pratique. 

Ces derniéres années, cette situation a beaucoup changé. La 

publication de quelques articles de synthése [6-10] et d’un livre 
[11] a rappelé l’attention des physiciens sur ce sujet. Surtout, les 

équipes de Fergason aux Westinghouse Research Laboratories, 

U.S.A., et de Chistyakov en URSS, ont mis en évidence /e grand 

intérét technologique des cristaux liquides. Paralléleiment, s’est déve- 
loppé leur intérét en médecine et en biologie. Les congrés inter- 

nationaux tenus tout récemment [12-14] donnent une idée de 

lexpansion actuelle des travaux dans le domaine des cristaux 

liquides. 

2.2. Arrangement moléculaire et texture 

On peut classer les cristaux liquides en deux groupes. D’abord, 

il y a les cristaux liquides thermotropigues qu’on peut obtenir par 

fusion d’un grand nombre de substances organiques. Ce sont les 

plus importants, a présent, des points de vue physique et tech- 
nologique. L’état mésomorphe peut étre créé aussi par action d’un 

solvant (de l’eau, par exemple) sur un certain nombre d’autres 

substances (les savons, par exemple); on obtient ainsi des cristaux 
liquides /yotropiques. 

En général, les molécules qui composent les substances don- 

nant des mésophases ont une forme allongée et possédent des 

groupes de grande polarisabilité et assez souvent aussi un ou 

plusieurs moments dipolaires permanents [11]. Elles s’organisent 

de plusieurs facons, selon leur nature, mais retiennent toujours 

localement une orientation moyenne donnée de leurs axes longi- 

tudinaux. Les phénoménes de birefringence qui en résultent per- 

mettent de distinguer, en microscopie optique, différentes appa- 

rences caractéristiques — ¢extures [3)— qui servent a former une 

classification des cristaux liquides. 
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L’observation des textures des mésophases permet donc d’avoir 

une idée sur l’arrangement moléculaire. Friedel a fait une étude 
optique systématique des mésophases [3] qui lui a permis de les 

classer en deux types fondamentaux: les mésophases nématiques 

et les mésophases smectiques. On considére en général séparément 

un autre type, celui des mésophases cholestériques, que Friedel a 

considérées comme un cas particulier du type nématique. 
Nous ferons ensuite une description élémentaire des trois 

types de cristaux liquides thermotropiques. Les mésophases lyo- 

tropiques ont peu d’intérét pour ce travail. Des renseignements 

sur leurs propriétés peuvent étre trouvés dans les Réf. 25 et 26, 

par exemple. 

2.2.1. Phase nématique 

Dans un tube mince, une phase nématique se présente comme 

un liquide trouble avec une viscosité apparente (voir plus loin) 

de l’ordre de celle de l’eau. Il coule facilement. 

Quand on l’observe au microscope, entre polariseur et analy- 
seur croisés, une préparation nématique apparait assez souvent 

avec une texture a fils (ou texture tréflée, d’ou son nom: en grec 

vnpa==tréfle). Ces filaments noirs n’ont pas de géométrie définie, 

ils sont mobiles. Ce sont des lignes de discontinuité optique du 

milieu anisotrope qui résultent de variations brusques de |’orien- 

tation du grand axe des molécules. 

On peut aussi avoir des phases nématiques avec d’autres 

textures, en particulier avec des textures marbrées (marmorierte 

texturen) ou striées (schlierentexturen). L’explication détaillée de 

ces textures doit étre cherchée dans la bibliographie [3, 6-11, 15], 
ou lon trouvera aussi d’excellentes photographies illustratives. 

Des études en lumiére convergente montrent que les mono- 

cristaux liquides nématiques sont uniaxiaux et positifs, la bire- 

fringence ayant une valeur assez élevée, variable avec la tempé- 

rature. 

Au sein d’un monocristal liquide, ou dans des petites régions 

dun échantillon nématique quelconque, les molécules gardent 

une orientation moyenne donnée de leurs axes longitudinaux, 

mais c’est la seule restriction structurale. La position de leurs 

centres de masse est arbitraire et variable au cours du temps 
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(diffusion). Il y a, bien stir, des fluctuations d’orientation mais on 

peut néanmoins définir un paramétre d’ordre par |’expression 

=< <S.ost9—1> 

ou § est langle entre l’axe longitudinal d’une molécule et la 

direction privilégiée. La valeur du degré d’ordre S dépend beau- 

coup de la température, dans un liquide nématique, et augmente 

a mesure que celle-ci diminue. On trouve en général des valeurs 

allant de 0,3 a 0,5 a proximité du point de transition nématique- 

-isotrope et des valeurs ~0,7 a proximité du point de transition 

solide-nématique. 
Un exemple caractéristique de substance donnant une mé- 

sophase nématique est le para-azoxyanisole, figure 2.1, dont on 

peut donner le schéma de transitions de phase suivant: 

118°C 125°C 
solide (C) 2 liquide nématique (N) = liq. isotrope (I) 

Les fléches indiquent que les transitions sont enantiotropiques 

dans ce cas. Plus loin, dans ce chapitre, on parlera de transitions 

monotropiques. 

2.2.2. Phase cholestérique 

Un grand nombre de substances dérivées du cholestérol 
(mais pas celui-ci) donnent, dans certaines gammes de tempéra- 

ture, des mésophases cholestériques (ainsi nommées en raison de 

ce fait). Pourtant, les dérivés du cholestérol ne sont pas les 

seules substances donnant des mésophases cholestériques! 
Les cristaux liquides cholestériques sont peu visqueux et 

d’apparence trouble, comme les nématiques. En les observant au 

microscope on peut aussi trouver différentes textures [3, 6-11], 
par exemple, la texture a coniques focales, la texture a «plans» 

(voir a ce sujet les Réf. [16-18]). Ils présentent des propriétés 
optiques uniques, trés caractéristiques, qu’on ne peut pas trouver 

pour d’autres substances. 
La structure cholestérique est optiquement uniaxiale et né- 

gative, les autres cristaux liquides sont optiquement positifs. 

Elle est optiquement active, avec des pouvoirs rotatoires trés 
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élevés allant jusqu’a des valeurs de l’ordre de 100 rotations par 
millimetre. Ce pouvoir rotatoire est trés supérieur a celui qu’on 
trouve pour les substances actives ordinaires, comme la saccha- 
rose et le quartz, par exemple. Le pouvoir rotatoire du quartz 

est d’environ 24°/mm. La surface d’un liquide cholestérique pré- 
sente une réflexion sélective de la lumiére pour une petite région 

déterminée du spectre. La longueur d’onde de réflexion maximale 

NA nh | | | [I yy 

  

EtOn ‘2 wie 

OF ‘Oo 

WHADUUUU ANVIL UAV LIU ALE 
VAR MUR LULU LULICUR LULL 
TANAMUUUTADTU AYU TUEUT 

Fig, 2.1, 2, 3 — Mésophases nématique, N (f-azoxyanisol), 

cholestérique, Ch (propionate de cholestérol) et smectique, 

S (éthyl-p-azoxybenzoate). 

varie avec l’angle d’incidence et la température. Pour l’incidence 

normale, la lumiére réfléchie est polarisée circulairement; une 

composante circulaire de la lumiére incidente est réfléchie totale- 

ment dans une région spectrale d’environ 200A de large, tandis 

que l’autre est transmise sans pratiquement de perturbation. 
L’énorme pouvoir rotatoire des mésophases cholestériques 

ne peut pas étre simplement associé au fait que les molécules 
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sont optiquement actives. Ceci a été remarqué par Friedel, qui 

a été conduit a admettre une torsion naturelle du milieu [3). 

Cette hypothése a été développée plus rigoureusement par De 

Vries [19] dans une théorie qui explique l’essentiel des phéno- 

ménes optiques que l’on trouve dans ces mésophases. Plusieurs 
développements de cette théorie ont été publiés depuis. On 
admet aujourd’hui qu’en un point d’un cristal liquide cholesté- 

rique les molécules s’orientent, comme dans un nématique, sui- 

vant une direction commune. Les molécules situées sur un plan 

quelconque normal a |’axe optique d’un monocristal liquide cho- 

lestérique forment une structure qui ressemble a un nématique 

bidimensionnel. Pourtant, quand on se déplace parallélement a 

Vaxe optique du monocristal, la direction préférée d’orientation 

des molécules tourne graduellement dans un sens déterminé, 

toujours le méme pour le méme matériau, a la méme tempéra- 

ture. La structure globale est donc hélicoidale, l’axe de l’hélice 

étant l’axe optique de la structure. Dans un nématique les molé- 

cules sont paralléles (leur grand axe) a l’axe optique du milieu; 

dans un cholestérique elles se disposent perpendiculairement a 
laxe optique. 

Un cas typique de substance donnant une mésophase choles- 

térique est celui du proprionate de cholestérol (fig. 2. 2) dont le 

schéma de transitions de phase est le suivant: 

102°C 116°C 
solide (C) <= liquide cholestérique (Ch) = _ lig. isotrope (I). 

2.2.3. Phase smectique 

Les mésophases smectiques ont une apparence trouble faisant 

parfois rappeler les savons (d’ou leur nom: en grec cynypa= 
= savon). Leur viscosité apparente est trés élevée: pour l’éthyl- 

-p-azoxybenzoate (figure 2. 3), qui est un cas typique, elle est de 

Vorde de 200 poise aux environs de 116°C [20], tandis que les 
valeurs caractéristiques des mésophases nématiques sont de 

Vordre de 0,05 poise [21], la viscosité apparente des cholestériques 
étant environ dix fois supérieur a cette valeur [22]; cette visco- 

sité dépend beaucoup du taux de cisaillement (shear rate) [23]. 
Mais il faut remarquer qu’il s’agit la de valeurs apparentes de la 

viscosité. Pour définir rigoureusement le frottement interne dans 

16 Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 1-2, 1972 — Lisboa



  

MarTINS, AssIS FARINHA— Contribution a l'étude dela dynamique... 

un cristal liquide, on doit introduire plusieurs coefficients de vis- 

cosité indépendants. Nous en reparlerons plus loin. 

Le schéma de transitions de phase de |’éthyl-p-azoxybenzoate 

est le suivant: 

114°C 120°C 
solide (C) < liquide smectique (S) <= liq. isotrope (I). 

En rapport avec les valeurs élevées de la viscosité, il-y a le 
fait que l’organisation moléculaire dans une mésophase smectique 

est, parmi les trois types de mésophases, celle qui se rapproche 

le plus de l’organisation que l’on trouve dans les solides. Les 

molécules se disposent par couches planes tout en gardant une 

orientation donnée (fig. 2. 3). 
Une particularité des mésophases smectiques est la forma- 

tion de «gouttes a gradins», mises en évidence par Grandjean [24]. 

Si l’on dépose une petite quantité d’une substance smectique sur 

une surface plane trés propre (par exemple sur une surface de 

mica récemment taillée suivant un plan de clivage), on observe, 

en chauffant, l’apparition de la mésophase smectique sous la 

forme de goute constituée par plusieurs terrasses (goutte a gra- 

dins) superposées pouvant glisser les unes sur les autres a la 

suite d’une perturbation mécanique. La formation de terrasses 
provient de la structure 4 couches de cette mésophase. 

Observé au microscope, un film smectique non orienté de 
facon homogéne peut présenter fondamentalement trois types de 

textures: texture a coniques focales, texture striée, ou texture a 

mosaiques [15]. La texture a coniques focales est la plus caracté- 

ristique. La géométrie qui lui correspond est caractérisée par des 

ellipses et des hyperboles, visibles parce qu’il y a la une varia- 
tion tres grande de l’orientation des molécules avec la position, 
comme pour les fils nématiques. Une ellipse et l’hyperbole 

correspondante sont sur des plans perpendiculaires, l’axe majeur 

de l’ellipse restant sur l’'intersection des deux plans. L’ellipse 

passe par le foyer de l’hyperbole et celle-ci passe par l’un des 

foyers de l’ellipse [10]. Dans la région située entre les courbes, 

les directions préférées des molécules sont des droites reliant 
chaque point de l’ellipse avec les points de |’hyperbole. Les nor- 

males a ces droites définissent des surfaces qui sont des cyclides 

de Dupin. Les molécules se disposent en couches limitées par de 

telles cyclides, 
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L’examen des textures des mésophases smectiques en con- 

jonction avec l’étude de la miscibilité en systémes binaires, a 
permis [15] de diviser ces mésophases en trois groupes: A, C, B, 

cette division correspondant a des structures légérement diffé- 
rentes (l’organisation moléculaire étant de plus en plus rigide, 
dans la séquence donnée). 

2.3. Schémas de transition entre mésophases 

Les trois substances dont on a parlé jusqu’a présent donnent 
une seule mésophase et les transitions sont énantiotropiques (les 

transitions se vérifient 4 la méme température en chauffant et 

puis en refroidissant l’échantillon). Pourtant, il y a des transitions 
monotropiques, qui correspondent a des mésophases qu’on ne 
peut trouver qu’en variant la température dans un sens déter- 

miné. Il y a aussi des substances qui donnent plusieurs méso- 
phases. Un exemple théorique est le suivant: 

aE 
C20, 23,25 ,2N21 

/ \e¢ 
/ TY avee i T. 

Ce schéma signifie que le cristal C, donne, en chauffant, 
état smectique S, et que S, peut, en refroidissant, soit cris- 

talliser (en donnant C,), soit sur-refroidir et donner |’état smec- 

tique monotropique S; suivi de l'état solide C,. Mais, en chauf- 
fant C,, on ne pourra pas obtenir S;. 

On doit remarquer que cette séquence triangulaire est une 

maniére simple de représenter les phénoménes, mais qu’elle n’a 

pas de signification thermodynamique. 
L’acide heptyloxybenzoique 

C, Hy; O - Cg Hy »« COOH 

dont le schéma de transitions est le suivant: 

oC oar C 146°C 
GC 2.3 S Nee Ad 

et l’éthyl-p-(4-ethoxybenzylideneamino)-x-methylcinamate 

C,H; O s C, Hy . CH=N ¢ C,H, bs CH=C ‘ CH; - COOC, H; 
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dont le schéma de transitions est: 

96°C 124°C 
C+ Ni eat 

Ns7tec 
sont des exemples pratiques de ce que I!’on vient de dire. 

Si une méme substance donne une phase smectique et une 

phase nématique, alors celle-ci apparait toujours a plus haute 
température. 

La forme A des mésophases smectiques est la plus courante; 

en refroidissant l’échantillon, elle apparait toujours a partir de 

l'état isotrope ou de l’état nématique, jamais a partir d’un autre 
état smectique. Les mésophases smectiques B apparaissent tou- 

jours pour des substances qui donnent aussi une mésophase A, 

tandis que les mésophases du type C se trouvent soit isolées, 
soit avec une mésophase nématique ou une mésophase smectique 

A (dans ce dernier cas, a plus basse température). Si la substance 

est trimorphique du point de vue des mésophases smectiques et 

posséde encore un état nématique, le schéma de transitions, en 

chauffant, est le suivant: 

C+Sg-Sc+Sa-Ne—I. 

Les mésophases cholestériques peuvent apparaitre isolées 

ou a coté d’une mésophase smectique, mais il n’y a pas de subs- 

tance donnant a la fois un état nématique et un état cholestérique, 

en absence d’impositions extérieures telles qu'un fort champ 

magnétique (en effet, sous l’action d’un champ magnétique, une 

transition Ch -N est possible). 
Remarquons encore que les régles données ci-dessus ont un 

caractére empirique; elles sont basées sur l’analyse d’un grand 

nombre de substances [15]. ‘ 

2.4. Effets des champs magnétiques 

Dans toutes les expériences de résonance magnétique qui 

seront décrites dans les chapitres suivants, l’échantillon de cristal 

liquide étudié sera toujours soumis a4 un champ magnétique 
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relativement élevé (quelques kGauss). Il importe done de savoir 
quels effets produira le champ sur le matériau liquide cristallin. 

Les molécules des cristaux liquides sont diamagnétiques. 
L’expérience montre qu’elles s’orientent coopérativement de telle 
fagon qu’en soumettant le cristal liquide a un fort champ magné- 
tique, on obtient un monocristal liquide dont 1l’axe optique coincide 
avec la direction du champ. L’orientation compléte (saturation 
de l’anisotropie diamagnétique) s’obtient pour des champs supé- 
rieurs 4 1-2 kGauss. C’est le grand axe moléculaire qui prend la 
direction du champ, parce que celui-ci est l’axe de moindre sus- 
ceptibilité. Toutefois, si l’on regarde une molécule comme celle du 
p-azoxyanisole, qui a deux noyaux aromatiques, le couplage avec 
un champ de 10 kGauss est de l’ordre de 5.10 erg, c’est-a-dire 
108 fois plus faible que l’énergie thermique 4g T. L’agitation ther- 
mique devrait étre largement suffisante pour détruire la tendance 
de la molécule a s’orienter suivant le champ. Ceci montre le carac- 
tere coopératif du phénoméne d’orientation sous champ. En fait, 

dans le cas d’un nématique on a affaire 4 un nombre trés élevé 
(~ 10%) de molécules agissant en cohérence. L’énergie du couplage 
avec le champ est alors trés supérieure a pT, d’ou l’orientation 
observée. 

Il y a aussi l’effet des parois de tout récipient, ou de la sur- 
face libre du liquide, qui tendent a imposer certaines directions 
dalignement, en général différentes de celle du champ magné- 

tique. On peut montrer que ces effets ne vont pas au-dela d’une 
certaine épaisseur dont la mesure est une longueur de cohérence 
€(H) qui est inversement proportionnelle au champ H. Pour 
H=10 kGauss, & est de l’ordre du micron. 

L’effet d’orientation peut étre provoqué aussi avec un champ 

électrique, par exemple. Mais dans ce cas, la situation résultante 

peut étre beaucoup plus complexe du fait que le champ électrique 

peut induire des courants et des instabilités hydrodynamiques. 
Dans ce travail, nous n’aurons pas a considérer une telle si- 
tuation. 

Les champs extérieurs peuvent encore provoquer des effets 

aussi spectaculaires que la conversion d’une structure cholesté- 
rique en structure nématique, par distorsion de l’hélice caracté- 

ristique, mais de tels effets ne seront pas non plus considérés 
dans ce travail. 
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DEUXIEME PARTIE 

ETUDE DE LA PHASE NEMATIQUE 

CHAPITRE III 

THEORIE HYDRODYNAMIQUE DES CRISTAUX LIQUIDES 

NEMATIQUES. FLUCTUATIONS 

Aprés la description élémentaire, faite au chapitre précédent, 

des différents types de phases liquides cristallines, nous concen- 

trerons notre attention, dans les chapitres suivants, uniquement 

sur la phase nématique et la phase isotrope qui en résulte a 

température plus élevée (cristaux liquides thermotropiques). Les 

cholestériques sont trés proches des nématiques sur beaucoup de 

points. Dans le domaine des phénomeénes que nous nous proposons 

d’étudier ici, pourtant, il y a des différences assez importantes 

et le rapprochement avec les nématiques n’est pas souvent possi- 

ble. Pour cette raison nous pensons qu'il vaut mieux restreindre 

la théorie au cas des nématiques en oubliant complétement les 

autres phases. Et pour rester cohérents, nous présenterons uni- 

quement la partie de notre travail expérimental fait sur les néma- 

tiques et les phases isotropes correspondantes (c'est d’ailleurs la 

plus grande partie du travail réalisé). 

3.1. Remarque sur la symétrie des cristaux liquides nématiques 

La symétrie des cristaux liquides nématiques a été discutée 

pour la premiére fois par Landau [1]. Pour un liquide isotrope, 

la fonction densité (1, ,2) donnant les probabilités des diffé- 
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rentes positions des particules du liquide est constante. Cette 

condition est nécessaire mais pas suffisante pour que le matériau 
soit isotrope. Dans un cristal liquide nématique on a aussi p=const. 
c’est-a-dire, l’état d’équilibre du corps ne dépend pas d’un chan- 
gement des positions relatives des particules, 4 volume constant. 

Cette propriété est caractéristique des liquides (et des gaz). 

Les cristaux liquides sont tormés de molécules longues et les 

forces intermoléculaires imposent aux grands axes moléculaires 

une direction moyenne privilégiée. Ceci est montré par l’expé- 

rience. Si la position d’un atome 1 est donnée, a un instant donné, 

la probabilité des différentes positions d’un atome 2 (en général 

sur une molécule différente) est fonction des positions relatives 

des deux atomes. Cette probabilité ¢9(rj2) dépend de la direction 

ro. En parlant de symétrie des cristaux liquides nématiques on 

envisage donc la symétrie de corrélation entre les dispositions 

des différentes molécules, lorsque la position de l’une d’elles est 

donnée. 

Les cristaux liquides nématiques sont donc des corps carac- 

térisés par e—const. et par une corrélation 2 (rjg) anisotrope. 

Cette fonction doit étre invariante par translaction et par consé- 

quent on peut décrire la symétrie des nématiques dans le cadre 

des groupes ponctuels. Il n’y a pas d’ordre a /ongue distance des 

positions des centres de gravité des molécules. L’ordre a longue 

distance concerne uniquement la direction d’orientation relative 

des molécules. 

Ceci est le point de vue de la mécanique statistique. Dans 

le cadre de la mécanique des milieux continus, l’ordre dans la 

disposition des grands axes des molécules a des incidences sur 

toutes les propriétés (macroscopiques) tensorielles. Au point de 

vue de ses propriétés optiques, par exemple, le milieu nématique 

est uniaxial. La direction de l’axe optique, que nous pouvons 

spécifier par un vecteur unitaire n(r), est justement donnée par 

la direction d’orientation commune des molécules. 

L’expérience semble prouver que la symétrie axiale des néma- 

tiques est complete (axe d’ordre infini). Cela ne veut pas dire que 

les molécules qui les composent soient uniaxiales. Cette propriété 

résulte soit d’une orientation au hasard des molécules autour de 

leur grand axe (lequel reste en moyenne paralléle a n), soit 

d’un mouvement trés rapide autour de ce méme axe. 

L’expérience prouve aussi que les directions n et —n sont 

physiquement équivalentes. C’est-a-dire, si les molécules ont un 
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dipole permanent il y en a autant avec le dipole dans un sens 
que dans l'autre. 

Les phases nématiques sont centrosymétriques. En général, 

les molécules constituant les cristaux liquides nématiques sont 

identiques a leur image dans un miroir; elles ne sont pas opti- 

quement actives. Pour former un nématique avec des molécules 

optiquement actives, il est écessaire d’avoir un mélange équimo- 

léculaire (racémique) de molécules «droites» et de molécules 

«gauches». 
Signalons finalement que l’on peut associer avec chaque type 

de mésophase liquide cristalline une représentation irréductible 

du groupe Euclidien (R3><I) AT5, ou R3 ATS si le liquide n’a 
pas de centre de symétrie. On prouve alors [2] que les transitions 

de phase liquide isotrope-cristal liquide sont du premier ordre 

quel que soit le type de mésophase considéré (cholestérique, 

nématique ou smectique). 

3.2. Energie libre d’une déformation hydrostatique en phase 
nématique 

Les liquides nématiques, comme les liquides isotropes et a 

la différence des solides, relaxent rapidement les contraintes de 

cisaillement qui leur sont appliquées, de telle facon que l’on 

observe chez un nématique une fluidité comparable a celle de 
Veau, par exemple. 

L’observation au microscope montre que la direction de l’axe 

optique local varie souvent d’un point a l’autre du liquide. En 

particulier, l’orientation prés des parois du récipient est souvent 

rigide et dictée par les surfaces solides. Si elle n’est pas la méme 

sur deux surfaces proches, on observe, a l’intérieur du liquide, 

une transition continue de la direction locale de l’axe optique, 

en allant de l’une a l’autre des deux positions extrémes. Par 

rapport a l'état d’orientation uniforme, on peut dire qu’une telle 

configuration représente une déformation du liquide. La configu- 

ration initiale des lignes (tangentes) de l’axe optique local dans 

le milieu entre les parois solides, peut étre modifiée par une 

simple variation de la position relative des parois. D’autres con- 

figurations peuvent aussi étre imposées par des contraintes exté- 

rieures telles qu'un champ magnétique. 
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Pour expliquer la persistance, dans les nématiques déformés, 

de différentes orientations de l’axe optique en absence de contrain- 

tes de cisaillement, il faut admettre l’existence de couples de resti- 

tution (de l’orientation) qui s’opposent a la «courbure» du milieu. 

Ces couples ont leur origine dans la partie anisotrope des inte- 

ractions intermoléculaires. Les liquides nématiques peuvent trans- 
mettre des couples statiques, ce qui n’est pas possible avec les 

liquides isotropes. 
Dans ce paragraphe, nous nous proposons de calculer l’éner- 

gie libre associée 4 une déformation hydrostatique d’un corps 

nématique. Pour cela, nous introduisons un vecteur unitaire n 

—appelé directeur — pour spécifier la direction préférentielle des 

molécules en chaque point du corps. Le vecteur n(r) est consi- 

déré comme fonction continue du point r. Introduisons aussi un 

repére cartésien droit de coordonnées («, y,2) telle que l’axe oz 

soit paralléle a n al’origine. Considérons uniquement des petites 

déformations et développons 

n= (Mey Nyy Ms) 

en série triple de MacLaurin. On a, formellement: 

(3. 1) n; (r) =n; (%, 9,2) = 1; (0,0,0) + 

or) 3 (2) 

+ » (1/2!) p (0; M;)o «| 
=i i= 

dot 

nz (r) =a x + ayy + 432+ 0(7°) 

(3. 2) My (r) = ax + as y + ag2 + O(r) 

u(r) =1+ 0(7?) 

Dans ces expressions 0;7;=0nj;/d«;, (2) désigne la dérivée 

d’ordre # dans le développement formel écrit et +;=4%,y,2. 

De cette maniére, on définit les six coefficients de courbure a; et 

les trois types de déformations simples suivantes: 

ébrasement (splay): S:==  OxMx= = Sy = Dy Ny = As 

(3,.3) torsion (twist) 2 tp =— de Ny — My ty = Oy Nz = AQ 

OsNx—= Az by=ds Ny = 4% Il flexion (bend) 2 Oe 
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Dans la figure 3.1 sont schématisés ces trois types fonda- 

mentaux de déformation. 

Dans l’approximation hydrostatique de Frank [3], on admet 

que la densité d’énergie libre du cristal liquide dans une confi- 

guration donnée, par rapport 4 la méme densité dans un état 

Sy=$nN,/ SX 

Sy=8ny /Sy 

  

| b, =§n,/8Z 
by=&n, /5zZ   

Fig. 3.1 — Les déformations fondamentales de courbure 
dans les cristaux liquides. 

dorientation uniforme, est une fonction quadratique des six 

coefficients différentiels de courbure définis ci-dessus. Ainsi, 

(3. 4) Sa hi art a; a; 

ou 7,7=1,---,6, les k;;—=;; sont des constantes élastiques et 

la sommation sur les indices répétés est implicite (on emploiera 

cette convention de sommation sur les indices muets tout au 

long de ce travail). Ceci est équivalent 4 postuler une proportio- 
nalité entre les variations de courbure et les couples de rappel 
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associés, quand les déformations sont petites (c’est l’équivalent 
de la loi de Hooke). 

L’expression (3. 4) doit étre invariante par les transformations 
conservant la symétrie du cristal liquide et étre indépendante 
du choix particulier du repére de référence. Les opérations qui 
conservent la simétrie d’un nématique sont: 

1. Rotation quelconque autour de ny. 
2. Réflexion dans des plans contenant ny. 
3. Changement du signe de ny (n7==—n). 

Avec les restrictions antérieures l’expression (3. 4) devient: 

(3. 5) 2 Sa = Roo 0; Ni 07 Ni AP (Ry Ri Rog ra Ro) 0: 1; 0; Nn; = 

+ (R53 — hog) 1: 1; 0; Me 07 Me + Roy 0; 1; 0:0; 

ou il n’y a que quatre constantes élastiques. 
Les configurations d’équilibre macroscopique, en absence de 

champs extérieurs, sont obtenues a partir de l’équation varia- 
tionnelle: 

bf fadV—= [bands 

ou f est une force (généralisée). Comme on le verra plus loin, le 
vecteur n><Ff est appelé vecteur «couple-contrainte». En faisant 
le calcul de l’intégrale en volume dans l’expression antérieure, 
on peut remarquer que: 

= (0s i Oj Ny — 0; 4 072) = = Oi (Mi Ok Ne — Nj 07 Ni) 
t<j (@,7,z)cycl. 

ce qui montre que l’intégrale en volume multipliant le terme en 
ko, se transforme en intégrale de surface. Il suffit d’appliquer le 
théoreme de Gauss. Les termes de surface peuvent étre impor- 
tants pour le calcul de la stabilité des configurations possibles 
avec des conditions frontiéres données. Ce probleme ne sera pas 
considéré dans le présent travail. Dans toutes les expériences 
que nous aurons a discuter, nous serons uniquement concernés 
par la configuration d’énergie minimum (orientation uniforme) et 
les fluctuations thermiques autour de cette configuration d’équi- 
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libre, a /’intérieur du liquide. Dans toutes les expériences, l’échan- 

tillon est placé dans un champ magnétique H de lordre de 10 

Oersted et dans ces conditions, on peut démontrer [23] que les 

parois du récipient ne perturbent pas l’orientation uniforme 

imposé par le champ au-dela dune région d’épaisseur §(H) 

donnée par: 

K\t2 1 
(3. 6) (= (=) = 

ou K est une constante élastique (c’est un des &;; de Frank ou 

une combinaison d’entre eux, selon la géométrie du probléme et 

les conditions d’ancrage des molécules aux parois) et %a=%,—% 

est la partie anisotrope de la susceptibilité magnétique par unité 

de volume. On appelle &(H) /ongueur de cohérence magnétique. 

Nous verrons plus loin que si un nématique uniformément orienté 

dans un champ magnétique est perturbé en un point donné, 

Yangle entre n(r) et H, a un instant donné, décroit avec r 

comme 

= exp [—r 6H] 

ou r est le rayon vecteur reliant le point courant au point per- 

turbé. Pour K~10-6 dyne, %,~10-7 uemCGS, H=10# Oe, ona 

%(H)~3p»m. Dans les expériences discutées dans ce travail, 

nous avons utilisé des échantillons dont la plus petite dimension 

est ~0,5cm. Les effets de surface sont complétement négligeables. 

Dans ces conditions, il convient de retenir ici la modification 

suivante de expression (3. 5): 

(3.7) 2 f= hy (div n)? + Ao9(n- rot n)? + sz (n < rot n)? — 

—%a(n-H)?=2 (fa +fn)- 

Nous avons éliminé le terme de surface en (3. 5) et introduit 

un terme d’énergie magnétique. L’importance relative de celui-ci 

sera discutée plus loin. La densité d’énergie libre magnétique est 

donnée en réalité par: 

je 1 1 
(—=— | M-dH=——%,H?——%(n-H? fe I 5M 3 fe(n-H) 
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mais le premier terme du deuxiéme membre est indépendant de 

n(r) et nous devons donc l’ajouter au terme de |’énergie libre 
totale relatif 4 l’état d’orientation uniforme. 

Il est intéressant de remarquer ici que nous venons de con- 

sidérer implicitement le cas isotherme. Si la température varie, 

les coefficients #;; subissent des variations importantes. Ces 
variations sont en rapport avec les variations du degré d’ordre 

des molécules, c’est-a-dire, elles sont fonction de la perfection de 

Valignement coopératif des molécules. Ce point sera étudié en 
détail dans le prochain paragraphe. 

Il ressort de l’expression de l’énergie libre donnée ci-dessus 

que les constantes £;; ont les dimensions physiques d’une force. 
Les trois constantes principales #;; doivent étre du méme ordre 
de grandeur, donné par &pT./a ou T, est une température 

caractéristique (la température de transition nématique-isotrope, 

par exemple) et @ une longueur moléculaire. Dans le cas du PAA, 

avec T,=408°K, a~17A, on obtient £~3-10-7 dyne, ce qui 

est en excellent accord avec les valeurs expérimentales (fig. 3. 3, 

paragraphe suivant). D’autre part, si nous considérons que l’ex- 

pression (3.5) de Vénergie libre doit avoir un minimum pour 

0;n;=O0 (état d’orientation uniforme), il en résulte [21] que: 

ky XO | Foy | Z Roo 

Rog 0 hoo + hoy Z 2 hi 

hss SO. 

Il est aussi important de remarquer que la théorie précédente 

n’est valable que pour les petites déformations de l'état d’équi- 
libre (alignement uniforme). L’expression (3. 4) contient unique- 

ment les dérivées du premier ordre 9;”; des composantes du 

directeur. On peut considérer un développement en série de 

lénergie libre f autour de l'état d’équilibre et se demander si 

les termes dans les dérivées d’ordre supérieur ne sont pas impor- 
tants. Pour les petites déformations les termes du quatriéme 

ordre et supérieurs peuvent étre négligés a priori, raisonnable- 

ment. La symétrie des nématiques impose |’annulation des termes 

du troisiéme ordre. Quant aux termes du deuxiéme ordre, a priori 

non négligeables, on a montré [10] qu’ils font apparaitre un nou- 

veau terme «de surface» dans |’expression (3. 5), Pour des raisons 

déja signalées, nous admettons que ces termes n’ont pas d’impor- 
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tance pour l’étude des phénoménes qui nous intéressent dans 
ce travail. 

Une autre hypothése, trés importante, implicite dans le calcul 
précédent est que l’énergie libre en un point donné est unique- 
ment fonction des dérivées de n au méme point. Nous avons con- 

sidéré une théorie d’élasticité macroscopique, en ce sens que 

quand on parle d’un «point» du fluide on sous-entend toujours 

un élément de volume physiquement trés petit (infinitésimal, si 

on peut dire) par rapport aux dimensions du corps en étude, mais 

grand par rapport aux dimensions moléculaires. Un «point» en 

élasticité (ou en hydrodynamique) est toujours associé a un grand 

nombre de molécules. Comme les couples responsables de la 
déformation du milieu ont leur origine dans les forces intermo- 

léculaires, cela revient 4 admettre que ces forces n’agissent pas 

sur des dimensions macroscopiques. Le rayon d’action des forces 

intermoléculaires est, par hypothése, inférieur aux dimensions 

du volume <infinitésimal» associé 4 chaque «point». Or, l’hypo- 
thése précédente tombe en défaut dans le cas des cristaux liquides 

puisqu’on a montré [11] que ces matériaux sont /lexoélectriques 

[12], c’est-a-dire, certains types de déformation (ébrasement et 
flexion) créent des polarisations, et vice-versa, et par conséquent, 

induisent des charges. Les interactions de Coulomb entre ces 

charges sont a irés longue portée (macroscopique). L’importance 

des effets flexoélectriques n’a pas encore été établie en termes 
sars. Ils seraient plus importants dans les matériaux composés 

de molécules qui, en plus d’un dipole électrique permanent, 
auraient une forme géométrique fortement asymétrique [11]. En 

ce qui est de cette derniére propriété, les matériaux que nous 

aurons a étudier dans ce travail, ne la possédent pas. Leurs 
molécules ont un dipole permanent mais il n’est pas dirigé suivant 

Vaxe principal et, comme on le verra plus loin, elles tournent 

trés vite autour de cet axe. En plus, ces matériaux sont légére- 

ment conducteurs (~ 10-°°G-!cm- pour des échantillons courants) 

ce qui fait que, en absence de champ électrique extérieur, il se 

produira une distribution de charge a l’intérieur du liquide telle 

que le champ induit par la polarisation soit compensé partout. 

Dans ces conditions, les effets de longue portée dis a la flexoé- 

lectricité sont éliminés, au moins pour des distances supérieures 

au rayon de Debeye-Huckel (~ 1000 A). Il semble donc raison- 
nable de ne pas les considérer ici. 
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Finalement, il convient de signaler que la théorie hydrosta- 
tique de Frank qu’on vient de présenter, est une version (statique) 

de la théorie hydrodynamique de Oseen [13]. Récemment, Erick- 

sen a présenté une formulation trés générale de l’hydrostatique 
des cristaux liquides [14]. Cette théorie contient celle de Frank 

comme cas particulier. Ericksen met l’accent sur la déduction du 

tenseur des contraintes, lequel n’est pas symétrique. Méme sans 

exposer ici cette théorie, il convient de remarquer que l’asymétrie 

du tenseur des contraintes vient de la présence des couples 
internes dont on a parlé au début de ce paragraphe. Cette asymé- 

trie n’est pas incompatible avec les principes généraux de la 
mécanique (lois de conservation). La théorie hydrostatique de 

Ericksen est conceptuellement importante, mais pour traiter les 

cas pratiques qui nous intéressent ici, l’approximation de Frank 

est suffisante. Nous la retrouverons, quand méme, dans l’essentiel 

comme cas particulier de la théorie hydrodynamique qui sera 

exposée au paragraphe 3. 4. 

9 
3.3. Le paramétre d’ordre. Rapport avec les constantes 

élastiques 

Le vecteur n(r), ou directeur, introduit au paragraphe pré- 

cédent pour décrire la direction de l’axe optique du milieu 

nématique au point r, est une variable macroscopique. En hydro- 

dynamique, tel que nous |’avons déja dit au paragraphe précédent, 

quand on parle d’un «point» du fluide, on sous-entend toujours 
un grand nombre de molécules. 

Souvent, en particulier en Résonance Magnétique Nucléaire, 

on est concerné par les mouvements d’une seule molécule. Il 

serait donc intéressant de donner une interprétation microscopique 

du directeur n(r). Une solution serait de définir n(r) non pas 

comme un vecteur unitaire, mais plut6t comme un vecteur donné 
par une certaine moyenne statistique de vecteurs unitaires asso- 
ciés aux molécules elles-mémes. Ceci permettrait de connaitre 

le degré d’ordre des molécules associées 4 chaque point r du 

continuum. Il reste néanmoins que le sens du vecteur ne corres- 

pond a aucune réalité physique puisqu’on sait, d’aprés l’expérience, 

que les directions n(r) et —n(r) sont physiquement équivalentes, 
Etant donné que les molécules de certains cristaux liquides sont 

polaires, ce fait veut dire que dans vn volume macroscopique on 
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trouve toujours autant de molécules orientées dans un sens que 

dans le sens contraire. Cela veut dire aussi sof ‘un champ extérieur 

ne sera pas couplé avec le vecteur unitaire ¥ associé a la molé- 

cule générique « mais avec des formes bilinéaires de ce vecteur. 

On peut considérer par exemple la forme [4, 5] 

1 
(3. 8) Qa soy 

et la mettre en relation avec le paramétre S usuellement employé 

pour définir au niveau microscopique le degré d’ordre moléculaire: 

(3. 9) S—— <Scost *—1> 

ou § est l’angle de l’axe moléculaire avec l’axe optique et 

<-+.> indique une moyenne d’ensemble. On a, en gardant le 

directeur n(r) pour définir l’axe optique: 

a 2 

ce qui nous permet d’introduire un fenseur paramétre d’ordre 

2 1 
(3. 11) Qis (rs) =S| m0 nj(— sau]. 

L’expression (3. 11) s’applique 4 un nématique homogéne, on 

a introduit la variable temps pour tenir compte des fluctuations 

temporelles. C’est un tenseur uniaxial, symétrique et a trace 

nulle, qui peut s’écrire sous la forme suivante: 

»f-s2 9 0 

(8. 12) QE 0: Bee 

0 Ge S 

dans un repére avec n// 2. En général, les axes principaux de ce 

tenseur varient dans l’espace. Les valeurs propres peuvent aussi 

varier a cause des fluctuations dS(r) de S. Dans la phase 

nématique on a toujours dS(r)<<S(r), ce qui permettra de né- 

gliger ces fluctuations et considérer donc que le tenseur para- 
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métre d’ordre a des valeurs propres homogénes dans lespace. 
Dans la phase isotrope, prés de la transition, l’introduction d’un 
tenseur d’ordre local est aussi utile, comme on le verra plus loin. 
Dans ce cas, les fluctuations d’intensité du paramétre d’ordre 
sont trés importantes du fait que celui-ci a une valeur trés 
petite. Dans la phase nématique S est toujours supérieur a 0,3. 
Dans la phase isotrope, méme trés prés du point de transition, 
S est probablement inférieur a 107°. Les variations de O:;(r) 
peuvent aussi introduire une composante biaxiale dans le tenseur 
d’ordre [4,5]. Nous ne considérons pas cette possibilité. 

L’avantage d’une définition de l’ordre moléculaire comme 
ci-dessus, est qu’il devient possible d’établir une liaison entre les 
grandeurs macroscopiques (observables) et les grandeurs molé- 
culaires. Considérons le tenseur susceptibilité magnétique y;;(r)- 
On peut écrire: 

hig = Xtg + Gy 
avec 

a 5 1 5 y 
(3: 13) Rij Nay ye andes 

et 

é 1 
Mee May tip 

ou %;; est la partie isotrope (diagonale) du tenseur Xz et Xi; est 
sa partie anisotrope (a trace nulle). On a alors: 

(3. 14) Xi (r) = X Q:5(r) 

ou X“°=Ki <p >/m; Kir est la partie anisotrope de la polarisa- 
bilité d'une seule molécule, o(r) est la densité de masse du fluide 
au point r et m est la masse d’une molécule. 

Dans la paragraphe précédent, en écrivant I’énergie libre 
d’Helmholtz relative 4 une déformation hydrostatique, nous avons 
défini trois coefficients d’élasticité principaux, ki, Rog, 55, rela- 
tifs aux déformations d’ébrasement, de torsion et de flexion, 
respectivement. Puisqu’on parle d’élasticité d’orientation, il est 
naturel de penser que ces modules d’élasticité dépendent du degré 
dordre des molécules du liquide. Et comme S est fortement 
dépendant de la température, les 4;; le sont aussi, dans cet ordre 
d’idées. 
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Une expression pour l’énergie libre de déformation équiva- 

lente a (3.7) peut étre écrite [4] en postulant que / est une fonc- 

tion quadratique du tenseur d’ordre Q,;(r), défini par (3.11), et 

des dérivées spatiales de Q;;(r) (au lieu de n et Vn). La densité 

d’énergie libre apparait alors proportionnelle a S?, dans le cas 

le plus simple. Ceci suggére que les trois constantes £;; sont 

proportionnelles 4 S?. En fait, si l'on compare les différents 

termes de l’expression de Frank avec les expressions équivalentes 

déduites de la théorie moléculaire des cristaux liquides némati- 

ques de Maier et Saupe [6], on obtient [7]: 

(3. 15) kim Ci Ve OS 

ou C,;~constante et V,, est le volume molaire. La théorie sta- 

tistique moléculaire de Maier et Saupe, aussi bien que l’expres- 

sion (3.15) ne donnent qu’une premiére approximation de la 

réalité. Des développements ultérieurs [8] de cette théorie per- 

mettent d’écrire, au lieu de (3. 15): 

(3. 16) his = (Vs; Vin) S, [2 BS, + 5D (2S,—S})] 

ou I';;~constante, V,, ala méme signification qu’avant, B et D 

sont des constantes que l’on peut déterminer par l’expérience et: 

S,=S— + <8cost6—1> 

(3. 17) ; 
ee eee 

Dans les cas courants |D/B|<<1; la formule (8.15) est 

done une approximation raisonnable de la réalité. Le nouveau 

paramétre d’ordre S, varie entre 1 (ordre parfait) et 0 (désordre 
complet) tout comme S. Il peut étre intéressant dans certains 

problemes. La théorie de Maier et Saupe prévoyait une courbe 

universelle pour S,(9), ou © est une température réduite. On 

sait que ceci ne se vérifie pas dans l’expérience, le rapport D/B 

mesure l’écart par rapport a la courbe universelle. Pour le PAA 

on a B=4,545.10°ergcm9, D——1,046.10°ergcm®; pour 
T,—T=5°C, onaaussi S;=0,42, Sp=0,33 et &y=2,95.107" 
dyne d’aprés la théorie [8]. Le rapport entre les valeurs des cons- 

tantes élastiques du PAA est donné [7] par: 

(3. 18) Rog 1-Ry 2 35 = 1:1,6:3,8. 
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Les figures 3.2 et 3.3 montrent les valeurs théoriques de S, 
ky, et ko. Une méthode de mesure des constantes élastiques 
ky, et ko est donnée dans [7]. Pour la mesure de S plusieurs 
méthodes sont décrites dans [9]. 

  Ss 

0.6 

0.5 

0.4 

  

    0.3 I | | ! I 
-40 -30 -20 -10 ie) i ial   

Fig. 3.2 — Le degré d’ordre moléculaire S dans la phase 

nématique du PAA [40]. 

  

(a
) 

k
A
 

of
 
dy
ne
 

  

    ! i ! i 

-40 -30 -Z0 -10 0 T-%   

Fig. 3.3 — Les constantes d’élasticité 21, et ko du PAA 

en phase nématique [8}. 
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3.4. Hydrodynamique de la phase nématique 

La description mathématique de l'état dynamique d’un fluide 

dans le cadre de la mécanique des milieux continus, concerne 

uniquement les mouvements aux basses fréquences et grandes 

longueurs d’onde, Les termes de comparaison sont une fréquence 

moléculaire caractéristique et une longueur caractéristique du 

milieu. Dans un nématique cette longueur est probablement égale 

a la plus grande dimension d’une molécule. Cette description est 

faite en donnant deux grandeurs thermodynamiques, couramment 

la pression f(r,¢) et la densité de masse ¢(r,?) (d’ou l’on peut 

déduire tout autre grandeur thermodynamique par |’intermédiaire 

de l’équation d’état) et la distribution des vitesses v(r,z). Dans 

le cas d’un nématique, comme nous l’avons vu, pour que la des- 

cription soit complete il est nécessaire de donner simultanément 

la distribution vectorielle n(r,7) du directeur. Dans ces condi- 

tions, l’intuition nous dit que le systeme des équations hydrody- 

namiques d’un nématique contiendra deux modifications fonda- 

mentales par rapport au systéme d’équations classique valable 

pour un liquide isotrope. D’abord il y aura une équation du 

mouvement de n a coté de l’équation de Navier-Stokes pour v. 

Ensuite, comme les variations spatiales de n sont associces a 

des variations d’énergie, c’est-a-dire, les variations de n induisent 

des contraintes, nous devons nous attendre a des modifications 

importantes de la structure du tenseur des contraintes qui inter- 

vient dans les équations de Navier-Stokes. 

La déduction compléte et rigoureuse des équations hydro- 

dynamiques des cristaux liquides nématiques est fondamentale- 

lement due a Leslie [15]. Nous écrirons ici ces équations sous 

une forme quelque peu particularisée et ferons leur présentation 

d’une facon quasi-heuristique en nous appuyant systématique- 

ment sur les équations hydrodynamiques des fluides isotropes [16]. 

Nous supposerons dorénavant que le liquide est homogéne et que 

la température est la méme partout. 

Les équations générales du mouvement doivent exprimer les 

lois de conservation. Commengons par la loi de conservation de 

la matiére. Il est évident que cette loi ne dépend pas de la struc- 

ture du fluide ni de l’existence de processus de dissipation 
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d’énergie, elle s’exprime donc de la méme facon pour un cristal 
liquide et pour un liquide isotrope: 

(8. 19) ie + d:(00) =0. 

Nous ferons par la suite l’hypothése que le fluide est incom- 
pressible, c’est-a-dire, que sa densité » reste constante dans tout 
le volume, au cours du temps. En d’autres termes, nous nous 
intéresserons uniquement aux mouvements dont le spectre ne 
contient que des fréquences inférieures aux fréquences des ondes 
sonores. Pour »=const. l’équation (3. 19) prend la forme: 

(3. 20) bree: 

Dans ces conditions, la densité n’est plus une fonction 

inconnue entrant dans la description de |’état dynamique du 

fluide. La pression f ne pourra alors étre éliminée au moyen 

dune équation d’état, elle devra étre déterminée a partir des 

équations de conservation. A ce niveau, donc, les inconnues que 

nous cherchons a déterminer par les équations du mouvement 

sont les deux champs vectoriels v(r,/) et n(r,¢), et la pression 

p(r,?). 
La loi de conservation de l’impulsion fournit l’équation de 

Navier-Stokes, ou équation de l’accélération. En absence de forces 
extérieures, elle s’écrit: 

dv; 

dt 
  (3. 21) 9 he 

ou o;; est le tenseur des contraintes. Pour un fluide isotrope, on 
a ojj—=—fpoj;+;; ou oj, est appelé tenseur visqueux des con- 

traintes. L’équation (3. 21) résulte de l’équation d’Euler du fluide 
isotrope parfait en ajoutant simplement au second membre le 
terme 0;9/;; qui traduit le transport irréversible d’impulsion 

dans le fluide (di au frottement interne, c’est-a-dire a la viscosité). 

Pour que cette équation soit applicable aux cristaux liquides 

nématiques, il suffit d’ajouter au tenseur des contraintes ¢;; les 

termes nouveaux dis a l’existence du directeur n(r,7z) et des 

processus énergétiques qui lui sont associés. 
Le premier terme a ajouter sera un terme d’équilibre, o°,, 

dont l’existence provient du terme d’énergie libre (de Frank, 
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cf. § 3.2) associé a une distorsion quelconque que l’état d’orien- 

tation uniforme de n. Ce terme o, a été étudié en détail par 

Ericksen [14, 17] et Lubensky [4]; il peut s’écrire: 

(8. 22) ae ales Eg cies OrMz. 
z 0 (0; Me) 

Voyons maintenant quelles modifications faut-il apporter a 

la partie visqueuse o’;; du tenseur des contraintes. 
Dans un fluide isotrope, les processus visqueux résultent du 

mouvement relatif des différentes parties du fluide, du fait que la 

vitesse n’est pas la méme partout, a un instant donné. Si les 

gradients de vitesse sont petits, nous pouvons admettre que 4’;; 
ne dépend que des dérivées premiéres de la vitesse et, au méme 

niveau d’approximation, que cette dépendance est linéaire. Dans 

ces conditions, on peut montrer [18] que pour un liquide isotrope 

incompressible, 

(3. 28) a! ,,=2n Aj; 

ou 

(3.24) A= (y+ 0:0) 

est la partie symétrique du tenseur des gradients de vitesse. 
Dans un cristal liquide nématique, nous pouvons aussi consi- 

dérer des mouvements du directeur n(r,¢) par rapport au liquide 

environnant. On a: 

dn 
pa Ntexca 

wae 3 oie : 
ou o=-—~roty et N est la vitesse de variation de n, au point r, 

a 

relativement au fluide environnant. En notation tensorielle cela 

s’écrit: 

  

é dn; 
(3. 25) N;= es — Wei Ne 

ou 

i —_ 

J 2 (0; Vi — 0; Vs) =()e 
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est la partie antisymétrique du tenseur des gradients de vitesse. 

Si N et gradv sont petits, nous pouvons encore admettre que 

o';; est une fonction linéaire de N, et A;;. Dans ces conditions, 

la forme la plus générale de «/;; compatible avec la symétrie 

d’un cristal liquide nématique est donnée par [15]: 

(3. 26) a! 5; = a My Mp Any Mi Nj + Hq; N; + a5 n;N, + 

+ ag Aji t+ a5 nye Ani + %g mime Ax ;- 

On peut finalement écrire le tenseur des contraintes dans 

un cristal liquide nématique sous la forme: 

(3. 27) oj; = — Pata t oy 

ou p est la pression et of; et o/;; sont donnés par (2. 22) et 

(3. 26), respectivement. Le tenseur des contraintes (3.27) n’est 

pa symétrique: 

L Cc; 7 F Cry . 

Ceci est da a la présence de couples et couples-contraintes [20] 

Tous les coefficients «; dans (3.26) ont les dimensions d’une 

viscosité. En comparant (3. 26) et (3. 23) on voit que le coefficient 

a, représente la viscosité ordinaire: 

(3. 28) oy = 20. 

Les coefficients % et #, représentent un couplage direct entre 

la vitesse ordinaire et la vitesse de variation {du directeur au 

cours du temps. La dissipation due aux gradients de vitesse 

dans les différentes directions relativement a n;(r) est représentée 

par a, a et a. Ces coefficients ne sont pas tous indépendants. 

Il a été démontré par Parodi [19] que les relations d’Onsager 

imposent: 

(3, 29) ay + ay == Ag — 

ce qui réduit a cing le nombre de coefficients indépendants. 

La partie visqueuse du tenseur des contraintes n’est pas 

symétrique: 

ous oe O sf 
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Le vecteur I’ de composantes: 

(3. 30) r,= a! 43 cn, a's; 

est un couple agissant entre éléments de volume contigus du 

matériau. Il résulte des degrés de liberté zutrinséques du liquide 

et représente le couple par unité de volume transféré du mouve- 

ment de rotation interne au mouvement hydrodynamique global 
[20]. C’est un couple de frottement pur, étant donné qu’il dérive 

de la seule partie visqueuse o/;; du tenseur des contraintes. En 

substituant (3. 26) dans (3. 30) on obtient une expression pour I 

qui peut se mettre sous la forme: 

(3. 81) T=n<(7,N+ yon: A) 

avec 

(3. 32) \" == %— A . 

Yq = %G— Hy MQ HG 

Nous avons vu que o’;; dépénd a la fois de v(r) et de n(r). 

Ceci établit concrétement le besoin (déja signalé au début de ce 
paragraphe) d’introduire une nouvelle équation mettant en rapport 

v(r,z) et n(r,z), équation qu'il faudra résoudre ensemble avec 
(3. 21). C’est ’'équation de mouvement du directeur n(r,¢). Pour 

Vécrire, remarquons que la densité d’énergie «cinétique» associée 

au mouvement de n(r,/) est donnée par: 

1 
—aw? 
2 a 

ou w;=dn,/dt et ¢ est une densité (c=const. >0) associée a 
Vinertie de ce mouvement. La densité d’énergie potentielle est 

évidemment donnée par |’énergie libre de Frank /. Connaissant 
les énergies cinétique et potentielle, nous pouvons écrire immé- 
diatement les équations de Lagrange du mouvement: 

(3.38) o 2 —| 0 Of f= —e. 
dt 0x; (0; Mi) 0 Ni 
  

Le terme du deuxiéme membre de |’équation (3. 33) représente 

la partie des forces généralisées qui ne dépend pas du potentiel; 
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c’est une force de frottement pur (par unité de volume). Le terme 
—df/dn; est une densité de force dorientation. Si f=/z il s’agit 
d’une densité de force d’orientation intrinséque. Si f=fat+ fn la 
partie —d/f,,/du; est appelée densité de force d’orientation extrin- 

séque, Celle-ci résulte de l’effet orientateur du champ extérieur: 
cf. § 2.3 et formule (3.7). Le terme 9; [d/f/d(0;,] représente 

Veffet produit sur la composante ;(r,¢) par le reste du champ 

directeur. Dans cet ordre d’idées, on appelle: 

(3. 34) of QS 

’ 0 (0; Ni) 

tenseur des contraintes d'orientation. En tenant compte de la 

restriction n-n=1 on peut écrire l’expression suivante pour la 

densité de force d’orientation : 

of (3. 35) gi hn; — 
01; 
  == 2": : 

Le scalaire i(r,7#) est un multiplicateur de Lagrange. Il est appelé 

tension d’orientation (tension appliquée au directeur). On peut le 

considérer comme étant une nouvelle inconnue, 4 déterminer par 

les équations (3. 33). En absence de ) nous aurions la trois équa- 

tions pour déterminer les deux composantes inconnues du direc- 

teur. L’expression (3.31) fournit le terme ’;: il est donné par 

(3. 36) R= Nit yom Aji 

et représente la partie visqueuse (frottement pur) de la densité 

de force d’orientation. A l’équilibre ce terme est nul, bien entendu. 

Avec cette notation, l’équation de mouvement du directeur (3. 33) 

peut se mettre sous la forme suivante: 

aw; 

dt 
  (3. 37) lo = 21+ 0; Ti 

qui est a rapprocher de |’équation (3. 21). 
Nous pouvons finalement écrire ensemble les équations hy- 

drodynamiques pour un nématique incompressible, 4 température 

constante, avec un directeur de module constant: 
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00; —0 

av; 

? = 0; Fi (3. 38) dt ; 

aw; 

= gi + 08 yi o ae Lit oir;   
Comme il a été implicitement admis, le mouvement est rap- 

porté a un repére cartésien droit fixe dans l’espace. L’opérateur 

d/dt traduit une variation en suivant le mouvement du fluide; 

par conséquent on a: 

do 
a op he? 

ou 0/d¢ est la variation 4 un point donné de l’espace. D’autre 

part, l’effet des champs extérieurs (un champ magnétique, par 

exemple) est considéré dans g; par l’intermédiaire du terme 

correspondant /,, dans l’énergie libre. Nous pouvons aussi ajouter 
au second membre de la deuxiéme é€quation (3. 38) un terme de 

la forme ¢F;, avec 

F;= = 0: 2 + Mz 0: Hi 

ou @ représente le potentiel de gravitation, H; est le champ 

magnétique extérieur supposé non uniforme (0; H,=-0) et 

Ma=% Hs + (%,—%) Hy ny ma 

est laimantation résultante par unité de volume. Ceci peut étre 

intéressant pour certains problémes. Les équations (3.38) se 
réduisent aux équations de Navier-Stokes si m,—0O (liquide iso- 

trope, sans directeur). La derniére équation disparait et dans la 

deuxiéme o;;, qui est donné par (3.27), se réduit a la forme 

«Classique» o;;=0;;—=—pd,;+2uA;;. En particulier, o;; donné 
par (3. 26) se réduit a la forme (3. 23). 

Les équatious (3. 38) doivent étre complétées par les relations 
suivantes [15]: 

(3. 39) O77 — Tez OR N+ Oni = Gig — Thi OR Ni + Qi Ny 

(3. 40) o7¢ Aig — gi NiNO. 
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La premiére de ces expressions traduit la loi de conservation du 
moment angulaire total. La relation (3.40) donne la production 

d’entropie (il convient de rappeler que l’on a admis que 9; T=0). 

Pour qu'elle soit satisfaite, il faut que: 

a ~0 2a +30, +4+2(a5+%)X0 

MSO Zayas togrX3o 

4 yy (2% + 5 + %) S (4 + %5 + 70)? 

En reprenant l’équation (3. 38) nous pouvons remarquer que 

le terme entre [---] représente le champ local h agissant sur le 

directeur. La partie intrinséque de ce champ peut s’appeler champ 
moléculaire. A Vétat d’équilibre nous pouvons écrire, d’aprés (3. 35) 
et (3. 37): 

(3. 41) oe ae eee 
0 Nn; 0X; 0(0; 23) 
  ==—A(r)n; 

ce qui signifie que le champ local est, en tout point a l’intérieur 

du liquide, colinéaire avec le directeur. Si l’équilibre est perturbé, 

de telle fagon que le directeur n(r,?) cesse d’étre colinéaire avec 

le champ local, les molécules situées au «point» r subissent un 
couple de rappel donné par n><h. D’aprés (3.33) et (3.31) on 
a alors: 

aQ 
(3, 42 o (3. 42) ‘   —nx<h=—T 

ou Q=nx<w. Si le mouvement considéré est trés lent a l’échelle 

moléculaire, le terme d’inertie devient négligeable [21] et alors: 

(3. 43) n<h=!. 

Dans ces conditions, le couple recu du champ local est intégrale- 

ment transféré au mouvement hydrodynamique. 

Avant de terminer ce paragraphe, il est intéressant de donner 
une application trés simple de la théorie précédente qui va nous 

permettre de préciser la signification des coefficients de frotte- 

ment «, (¢==1,---,6) de l’expression (3.26). Considérons un écou- 

lement stationnaire tel que la vitesse v du fluide soit orientée 

suivant l’'axe x, d’un repére cartésien droit de référence et le 
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gradient de vitesse orienté suivant «,. En coordonnées polaires 

nous pouvons écrire: 

71,2,5= (0, v0) 

m1 9,5 = (sin 9 cos 9, sin 9 sin 9, cos®). 

Les seules composantes non nulles de A;; et »;; sont: 

L Ov 
A =A =>=-—— = 6190 —— — ® e 12 21 2 dy 12 21 

  

L’expression (3, 25) donne alors: 

M23=(5 gs sin§ sino, ae o%* sin c0s9,0) 
Ox, 2 0x 

  

La viscosité apparente associée 4 ce mouvement est définie par: 

1 a'i9 
SS 

2 At 

en analogie avec le cas du liquide isotrope, exprimé dans la 

formule (3.23). En substituant les valeurs ci-dessus dans (3. 26), 

on obtient: 

o'19 = [2 a (sin? 8 cos 9 sin 9)? + (a; — a) (sin 9 cos 9)? + 

+ % + (% + 25) (sin 9 sin 9)?] Ais 

d’ou la valeur de 1. Les viscosités 7,9, mesurées par Mieso- 

wicz [24] pour le PAA (/-azoxyanisole) correspondent aux cas 

suivants: 

1 
OKO Rg tem) 5 et 86 rh A) 

1 
(3. 44) i ola ie at a ta a 

  n(O,0; 1): i215 5 a4, (viscosité ordinaire) 

L’orientation fixe de n a été imposée par un champ magné- 

tique. Les viscosités 1, %9,%3,%,71;—=%—%g peuvent servir a 
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caractériser le frottement interne dans les nématiques aussi bien 
que les «;. Tout autre groupe de cinq combinaisons linéaires 
indépendantes des a; peut remplir la méme fonction; le choix 
dépendra du probleme envisagé. Les valeurs numériques des 
coefficients «; ne sont pas encore établies avec rigueur, méme 
pour les matériaux les plus courants (PAA, par exemple). Leur 
variation avec la température l’est encore moins. Pour le PAA, 
a 125°C, les mesures les plus récentes [25] donnent: 

a, =~ 0[26] m= 8,3 «1072 

%==—6,4-10-2 @=—=2,5-10-2 

tigre 08 1 108 ag—=—4,5-10-2. 

Toutes les valeurs sont exprimées en unités CGS. Le coefficient 
yi a €té mesuré en fonction de la température [27]. Cette viscosité 
joue un role trés important dans les phénoménes de relaxation . 
des fluctuations de grande longueur d’onde de l’orientation de n. 
Aussi, nous la retrouverons plusieurs fois dans les chapitres 
suivants et aurons une meilleure opportunité de discuter l’allure 
et les valeurs prises par 7,(T) dans les phases nématiques des 
cristaux liquides courants, en particulier du PAA. 

3.5. Réponse linéaire et fluctuations de grande longueur 
d’onde 

Une application importante de la théorie du paragraphe pré- 
cédent consiste dans le calcul de la susceptibilité généralisée, ou 
fonction réponse linéaire [28, 29] du cristal liquide nématique. 
Ce probleme a été étudié dans la Réf. 21 dont nous présentons 
ici les principaux résultats, en vue des chapitres suivants. 
L’objectif ultime du calcul est l’obtention du spectre de fréquen- 
ces des fluctuations thermiques de grande longueur d’onde du 
directeur n(r,¢). Nous savons qu'il y a une relation simple entre 
la susceptibilité et ce spectre, relation qui est donnée par le théo- 
réme de fluctuation-dissipation [30, 31]. Celui-ci est une généra- 
lisation du théoreme de Niquist [32] sur le bruit thermique 
d’une résistance. 

Avant de chercher a calculer la réponse linéaire du cristal 
liquide 4 une perturbation extérieure, il convient de linéariser 
les équations du mouvement (3. 38). 
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Remarquons tout d’abord que l’énergie libre f donnée par 

(3.7) contient des termes dont l’ordre total en m; et 0; n; est 
supérieur au second. Ces termes introduisent en général des 

non-linéarités dans les équations du mouvement. En écrivant 

n(r)=mg +On 

avec 

| m)|=1 

(3, 45) ny: dn=0 (approx. linéaire) 

la densité d’énergie libre (3.7) devient, jusqu’au deuxiéme ordre 

en on: 

2 f= hy (dx Mx + dy My)? + Roy (xy — dy Mx)? + hog [(0s Mx)? + 
(3, 46) 

+ (ds My)?] + %a He (Ws + 5). 

Nous avons supposé H=(0,0,H)) et employé la notation 

dn=(n,,n,,0). En passant aux composantes de Fourier 1;(q)—= 

= | ni(r) exp(¢q-r)dr, nous obtenons une expression qui, une 
ev 

fois diagonalisée, peut s’écrire sous la forme suivante [23]: 

(3.47) 2 f= Si |mi(q) 2 (bas g2 + Bis 93 + Sa HB) 
425159 

pour un vecteur d’onde donné q (nous avons éliminé la somma- 

tion sur q). Le référentiel dans lequel la transformée de Fourier 

de (3.46) se réduit a la forme diagonalisée (3.47) a l’axe os di- 

rigé suivant my et l’axe ox situé sur le plan défini par (ng, q); 

nous avons donc m==,,N9=ny et q=(91,0,9:). Dans ce 
référentiel les 1; ne sont pas couplés, comme le montre |’équa- 

tion (3.47). Nous l’utiliserons dans tout ce paragraphe. En accord 

avec l’approximation antérieure pour la densité d’énergie libre, 

nous retiendrons, dans les équations du mouvement (3. 38), uni- 

quement les termes linéaires en v; ou x; (en plus des termes 
indépendants de ; et v;, bien entendu). Dans la partie visqueuse 

c du tenseur des contraintes, donnée par (3.26), nous remplace- 

rons n par mj=(0,0,1) étant donné que dans l’approximation 
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envisagée les amplitudes des différents mouvements sont petites. 

Ceci permet aussi de faire partout les substitutions suivantes: 

  

4 9 _; 
dt ot 

__? —j 
o=— Ox: q;° 

Avec les approximations précédentes, le systéme d’équations 

hydrodynamiques (3. 38) peut s’écrire comme suit: 

q;, vi=90 

(3. 48) O0U—=—G, P+ 9,07 

yp Ni + yo Arsh; (¢=1,2). 

Dans l’équation du mouvement du directeur, nous avons 

négligé le terme d’inertie pour les raisons déja invoquées au 

paragraphe précédent. Le tenseur visqueux des contraintes (3. 26) 

a la structure suivante: 

(3. 49) 

| % An ay Ayo ot, Ny (otg+%) Ags | 

j= | ory Act a4 Ago as No+(a4+%) Ags 

La Ny+(aq+e5) Ast %No+(agto%5) Aso (a+ oqtas+ og) Acs | 

De la partie symétrique du tenseur des gradients de vitesse 
(3.24) seul interviennent dans (3.48) les composantes suivantes 

(rappel: gg==0): 

- An =19,% =19,Us 

Aja = Agi = (1/2) 7g, cp 

(8.50) | Ate=Ani=(1/2)6(g, 0 +. 9,01) = (1/2 9,) #5 (G2 — 92) 
Ags = Aso (1/2) 79, v9 

Ass=19, Us;   
Dans la premiére et la troisitme des formules précédentes nous 
avons utilisé la condition d’incompressibilité (3.48), écrite sous 

la forme: 

(3. 51) 7,149, %=9.   
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Les composantes de la vitesse de variation de n par rapport au 

fluide environnant, (3. 25), sont données par: 

N,; =t0m +7(92/29,)v: (3. 52) 1 ° i+ @ q} 
No =1 Mg —1(9,/2) U2. 

Le champ local 4; est maintenant la seule variable qu’il nous 

reste a expliciter, dans le systeme des équations hydrodyna- 

miques (3.48). En accord avec (3.41), il résulte immédiatement 

de l’expression (3. 47): 

(3. 53) h; = — (gs 92 + Bi: G+ Ya H?)n; =— K;(q)%. 

Ayant linéarisé et simplifié les équations du mouvement 

nous sommes maintenant en mesure de définir la fonction réponse 

linéaire ou susceptibilité généralisée du cristal liquide nématique. 

D’aprés Landau [28] (voir aussi [29]), nous devons chercher 

une perturbation extérieure h’(r,/) conduisant a l’apparition 

dans l’hamiltonien du corps d’un terme de la forme: 

— finn) h(e,dde. 

Les formules (3. 47) et (3.53) montrent clairement que la per- 

turbation h° vient alors s’ajouter au champ local défini par 

(3. 53). En présence de la perturbation, l’équation (3. 48); du mou- 

vement du directeur devient: 

(3. 54) mNityAn=aithi. 

Si la perturbation est monochromatique, nous pouvons écrire [28]: 

(3. 55) ni =X; (q, 0) hi 

étant donné que les 7; ne sont pas couplés dans (3.47). La fonc- 

tion %;(q,) est la susceptibilité généralisée qui nous intéresse. 

Pour en avoir l’expression mathématique, il suffit maintenant de 

calculer 7; en fonction de 4; par l’intermédiaire des équations 

du mouvement (3. 48); 9 et (3. 54). 

Les deux premiéres équations (3. 48) donnent, aprés multipli- 

plication de la deuxiéme par g, et sommation sur 7: 

p=7"? 92.9; oie 
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et alors: 

(3. 56) 09? 9,9, I OE + Y By 5° 
En substituant dans cette équation les valeurs de o’;; don- 

nées par (3.49), on obtient: 

(3.57) |? [po — 7 Py (q)]= 7» Qy (q) my 
Ys [p» —@ Po(q)] = 2 » Qo(q) mg 

avec les notations suivantes: 

EPs (9) = 12.92 + 9? +24 (9, 9,971) 

=" 95 +7 9? 
(3. 58) Po(q)= 1592 +7 92 

Qi (q)= 9, 7°? (25.92 — a 9?) 

| Qo (q) = % 9,   
ou les u; sont les viscosités apparentes de Miesowicz (3. 44). 

En substituant (3, 50) et (3.53) dans (3. 54), on obtient: 

(3. 59) ii [¢ Cy (q)] + [em 71 + Kg (q)] m= h5 

M16 Cy (q)] + for + Ki (gm =f} 

avec les nouvelles notations: 

| ©1 (qa) =(9/9,)? Qi (q) 

Cz (q) = Qe (q) 

K; (q) =[cf. équation (3. 53)]. 

(3. 60) 

  
Aprés élimination des vitesses entre (3.57) et (3. 59) nous arri- 

vons finalement a |’équation suivante: 

Beh n—| po —#Pi(q) ae [p» — ¢P; (q)] [¢ 7, + Ki (q)] — C;(q) Q:(q) 
D’aprés (3.55) le facteur entre accolades dans (3.61) est la suscep- 
tibilité généralisée %;(q,) que nous cherchions. 

Les poles de %;(q,) donnent les fréquences propes des 
modes de fluctuation. Dans la limite des champs faibles [21] et 
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avec Ko<<vn? (dans ce travail, ce sera toujours le cas), ou K et n 
sont les ordres de grandeur des #;; et a;, respectivement, on 

obtient [21] deux modes, pour un vecteur d’onde et une polarisa- 
tion donnés, dont l’un est trés rapide (R) par rapport a l’autre (L): 

  

(3. 62) 71 — Pi(#) 

-(q) 

og =i iD ty, —B(M=in,p 
= ara 

ou 

(3. 63) G; (¥) = C; (q) Q: (q)/P: (q) 

est fonction de l’angle | entre q et ng==08 mais ne dépend pas 
de |q|. On peut aussi écrire, d’aprés (3. 53): 

ye eae 247% He (3. 64) le (Q)=Ki (9) + 4a HG 

Ki (Y) = fii + (Bos — &i i) cos? b. 

Cette maniére d’écrire les formules présente un grand intérét 

pour la théorie de la relaxation magnétique nucléaire qu’on 

établira au cours du Chapitre IV. 
Les deux modes sont, dans cette approximation, purement 

dissipatifs (apériodiques). 

Le théoréme de fluctuation-dissipation [30, 31] fournit la 

relation suivante: 

2 kp T 

@) 

  (3. 65) L:(q,0)=— X! (qy 4) 

entre la partie imaginaire %/(q,) de la susceptibilité (4;—=%’; 
+72%/) et la densité spectrale I;(q,) des fluctuations d’orienta- 
tion de n(r, 7) définie par: 

(3. 66) Iq, =f dt <n;(—q,0)n:(q,2) > ei. 

En tenant compte de (3. 62) nous trouvons: 

a) | eu,, —P;(q) 7 ar 

61 (4p —%;z) wo U2, w + Ute 
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Dans l’approximation Ko<<v? nous pouvons é€crire: 

U;R 

¢u;, — P;(q)=— P, (q) 

0M; — Ps (q)=— C; (9) Q; (9)/n- 

D’autre part, la surface totale (dissipation) associée a la deuxiéme 

lorentzienne dans (3.67) est négligeable devant la surface définie 

par la premiére. Le rapport entre les deux est de l’ordre de K 9/x?. 

Nous pouvons donc la négliger et écrire la densité spectrale 
(3. 65) sous la forme [21]: 

  kp ile 2 sr 
3. 68 I; = . 
a DO @ oud, 
Ce résultat est fondamental. Nous verrons dans les chapitres 
suivants que la vitesse de relaxation magnétique nucléaire, en 

phase nématique, d’une paire de protons situés sur l’axe d’une 
molécule est largement déterminée [33] par les fluctuations (de 

grande longueur d’onde) qui sont responsables de la densité spec- 
trale (3.68). La diffusion quasi-élastique (Rayleigh) de la lumiére 

est aussi contrélée [21, 34] par ces fluctuations. 

Avant d’achever ce paragraphe, il convient de faire les remar- 

ques suivantes. La transformée de Fourier de I;(q,) donne: 

T 
: , exp (— u,, | ¢\)   (3. 69) <n; (—q4,9)4(9,)>= é 
a 

d’ou, pour ¢=o, 

kpT kp T 

Kiq) Kg? +8)” 
  (3. 70) <|#;(q) 2?> = 

Dans (3.70) nous avons fait K())=K et K§°—%,H%. Une 
nouvelle transformation donne: 

<M: (r}) 1: (rg) > == (2 m)-° faq << | nN; (q) 2> ear 

(3. 71) 

ig ert aE) 
4nur 
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ol r=r,—m,r=\|r| et & est la longueur de cohérence magné- 

tique, déja introduite ou paragraphe 3. 2., formule (3. 6). On aurait 

pu [23] obtenir (3.70) tout simplement en appliquant a (3. 47) le 

théoréme d’équipartition de l’énergie. Une expression équivalente 

peut étre déduite aussi dans le cadre d’une théorie statistique 

moléculaire de champ moyen [35]. L’approximation du champ 

moyen équivaut a admettre que les fluctuations thermiques peu- 

vent étre traitées dans le cadre de la théorie de la réponse li- 

néaire. L’expression (3. 71) montre qu’en absence de champ exte- 

rieur la corrélation décroit trés lentement, avec 1/7, ce qui ne 

permet pas de définir une longueur caractéristique (intrinséque). 

Les effets flexoélectriques, déja mentionnés au paragraphe 3.2 

a propos des déformations hydrostatiques, doivent aussi étre pris 

en considération [36, 37]. Leur intervention dans les équations 

- hydrodynamiques peut s’expliciter a travers le terme K;(q) défini 

par (3.53), Seul le mode «1» est modifié. A la place de (3.53) on 

obtient: 

4m [(é11 + 45) 9, 7,P 

892 + SF q 

  

Ky (q) = Ass 92 + Au 9} + Xa HG + 

ou les ¢;; sont les coefficients flexoélectriques de Meyer [11]. Les 

plus récentes estimations [38, 39] des coefficients flexoélectriques 

montrent pourtant que pour les matériaux courants l’énergie 

associée au dernier terme de l’expression précédente est comple- 

tement négligeable par rapport a l’énergie élastique. Nous pou- 

vons négliger la flexoélectricité dans toutes les expériences dis- 

cutées dans ce mémoire. 
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CHAPITRE IV 

RELAXATION MAGNETIQUE NUCLEAIRE 
DANS LES NEMATIQUES 

4,1. Introduction 

La résonance magnétique nucléaire et la relaxation sont 
parmi les moyens les plus efficaces d’étude des mouvements 
moléculaires dans les liquides. Nous verrons par la suite que 
lon peut s’en servir en particulier pour tester la théorie des 
fluctuations thermiques de grande longueur d’onde dans les 
cristaux liquides nématiques. Cette théorie, dont les résultats 
fondamentaux ont été présentés au paragraphe 3.5, rend compte 
des mouvements moléculaires collectifs. La relaxation magnétique 
nucléaire nous donne en plus des informations sur certains 
mouvements des molécules individualisées, et aussi sur des 
mouvements intramoléculaires. 

La théorie fondamentale des phénoménes de résonance 
magnétique nucléaire et de relaxation est actuellement assez 
bien connue. Elle se trouve clairement exposée a différents 
niveaux dans plusieurs monographies (cf. par ex. [1-3]). Nous 
nous limiterons a rappeler quelques formules dont nous ferons 
Vapplication concréte a notre probleme. 

4.2. L’interaction fondamentale 

L’expérience montre que le spectre de résonance magnétique 
nucléaire d’un liquide isotrope couvre en général une petite 
gamme de fréquences, la séparation entre les différentes raies 
observables étant due aux déplacements chimiques et aux cou- 
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plages indirects entre spins. Le couplage dipolaire (direct) dépend 

de l’orientation de la molécule par rapport au champ. Sa valeur 

moyenne pendant le temps d’interaction est nulle a cause de la 

rotation isotropique rapide (par rapport a la fréquence de Larmor 

du noyau observé, le proton par ex.) de la molécule. Ce mouve- 

ment Brownien n’existant pas dans les solides, le couplage dipo- 

laire entre spins se manifeste alors par un fort élargissement du 
spectre de résonance. Dans le cas du f-azoxyanisole, par exemple, 

le spectre observable en phase solide couvre une gamme de fré- 

quences de l’ordre de 200 fois celle du spectre obtenu en phase 
isotrope [4] (pour Hg = 10kGauss). 

Dans la phase nématique, le spectre couvre toujours une 

gamme de fréquences assez grande, de l’ordre de 100 fois celle de 

la phase isotrope, mais présente une structure fine importante. 

Cette structure fine apparait grace [5] a l’élimination de la partie 

intermoléculaire du couplage dipolaire entre spins a la suite 

du mouvement relatif de translation des molécules (diffusion), 
Comme les molécules du liquide nématique sont en moyenne 

orientées selon la direction du champ magnétique, le couplage 

dipolaire intramoléculaire moyen reste important dans cette 

phase. L’étendue du spectre est due a ce couplage et sa valeur 
par rapport a la phase isotrope montre bien que l’interaction 
dipolaire intramoléculaire fournit le terme fondamental de I’ha- 
miltonien de spin (aprés l’interaction de Zeeman, bien entendu). 

Dans un systéme a » protons il y a 2” niveaux d’énergie. Dans 
la phase isotrope, la plupart des transitions sont dégénérées. 

Dans la phase nématique le couplage dipolaire leve dans une 
large mesure ces dégénérescences. Le spectre des cristaux liqui- 

des contient, en général, dans la phase nématique un nombre de 

raies beaucoup plus grand que celui qu’on observe en phase iso- 

trope. Les spins équivalents en phase isotrope ne le sont pas, en 
général, dans la phase nématique. La définition générale d’équi- 

valence magnétique entre spins nucléaires est discutée dans les 

références [6]. 
Dans ces conditions, nous écrirons l’hamiltonien de spin 

(protons) comme suit: 

ou &#') contient le terme de Zeeman (déplacement chimique inclu) 
et le couplage indirect spin-spin. Ce terme differe de “&y relatit 
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a la phase isotrope, en particulier parce que en phase nématique 

le déplacement chimique est anisotrope. Il y a aussi une petite 
contribution anisotrope au couplage indirect spin-spin. En tous 

cas, H')~ Gy et dorénavant nous négligerons cette différence. Nous 

considérerons aussi uniquement le cas des protons (spin I—1/2). 
Prenons le cas de deux protons (a,@) situés sur une méme 

molécule et séparés d’une distance ~ constante. Supposons qu’ils 

ne sont couplés qu’entre eux. L’analyse de cette situation va nous 

fournir l’essentiel des résultats dont nous avons besoin pour 

interpréter les différents cas concrets. Ceux-ci feront l’objet du 
chapitre suivant, oi nous tiendrons compte de l’écart de la situa- 

tion réelle par rapport a ce systéme simple. 

L’Hamiltonien Hp est bien connu: 

(4, 2) Hy =—7_h Hy (24+ 1)+J 1708. 

Il fournit quatre niveaux d’énergie, dont un singulet (inobservable) 

et un triplet de niveaux également séparés de AE=y,hHp. 

L’état singulet est anti-symétrique; il est donc une constante du 

mouvement parce que l’hamiltonien est symétrique dans les deux 
spins. Les transitions entre singulet et triplet ne sont pas per- 

mises. Le spectre de Gy est donc composé d’une seule raie a la 

fréquence )=y7,, Ho. 

La partie dipolaire de l’hamiltonien peut s’écrire: 

(4. 3) Hp = 7, 12 [7-5 (1" « 8) —8 7-8 (" «(IP - = 

ou: 

(4. 4) D;;= 7-5 (r20;; —3 x; x). 

Le calcul des éléments de matrice et de la vitesse de relaxation 

est plus facile a réaliser si l’on utilise une base sphérique et les 

opérateurs 

I,=1,+él, 

au lieu de la base cartésienne et des composantes I,,,. En for- 

mant d’abord les composantes irréductibles de D et en passant 
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ensuite aux coordonnées sphériques, on arrive facilement a la 
formule suivante: 

(4. 5) Hy = hoy SY) (— 1)" Yom To,-m 

ou op = 74/75, les Yo,m sont les harmoniques sphériques nor- 
malisées (variables aléatoires classiques fonction de la position 
relative des deux spins) et les Ty,,, sont des opérateurs agissant 
uniquement sur les spins: 

- che 4 
Ty,o=—4 JEL P-GP +i | 

(4. 6) Taio: =a t+) 

Ty s9=— ae 

L’effet de Gp sur l’hamiltonien initial GH) est de lever la dégé- 
nérescence des deux transitions possibles. En effet, Hp étant 
petit devant Gy, on peut recalculer les niveaux d’énergie par la 
méthode de perturbation habituelle (cf. Réf. 1 page 32 ou Réf. 3B» 
page 220). Le spectre sera alors composé de deux raies, de fré- 
quences de résonance données par: 

  

  

372% 
(4. 7) 1,2 My 5 <Beos? 9 —1> 

au lieu d'une seule raie ala fréquence o) +7, Hy. Le diagramme 
des niveaux d’énergie est donné sur la figure 4.1 pour les deux 
phases (seul le triplet est représenté). 

Il convient de remarquer que l’angle § de I’axe reliant les 
deux protons avec le champ magnétique est une fonction aléa- 
toire du temps du fait que la molécule exécute des mouvements 
de réorientation autour de la direction préférée. L’introduction 
dans (4.7) de la moyenne thermodynamique <---> est valable 
uniquement si le mouvement de réorientation est suffisamment 
rapide. En fait, il doit vérifier la relation: 

(4. 8) 1/t>>7, 8/77 =o, 
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ou 7+ est le temps caractéristique de la réorientation [3, 7]. Cette 

condition est souvent vérifiée dans la pratique. L’expression (4. 7) 

montre que la résonance magnétique nucléaire est alors un moyen 

direct de mesure du degré d’ordre S (cf. paragraphe 3.3). Dans 
la pratique, la situation est généralement beaucoup plus complexe, 

  

  

    

        

Ww, W, Sa uuh ue 2. - | De 3 Gcos'é > 
J |0> 

~~ 2s P| ps 

| W,=2.W, (76 DY F/r) 
We pence 

| 
= A | Cots 

i > ae 
| 

a 
4 

= N PA. 
68 a | 
on 1S, ' 

| 

  
Wy dp 

Fig. 4,1 — Niveaux d’énergie (triplet) et spectres d’un systéme 4 deux pro- 

tons en phase nématique (N) et isotrope (I). 

en particulier parce que les molécules des cristaux liquides por- 
tent un trop grand nombre de protons, ce qui rend le spectre 

difficilement analysable [5]. Mais le recours a la deutériation 

sélective, par exemple [8], permet de retrouver les bonnes condi- 

tions de mesure. Nous ne nous étendrons plus sur ce probléme 

qui est secondaire pour ce qui constitue l’objectif de ce mémoire. 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fasc..1-2,.1972 — Lisboa 61



  

MARTINS, ASSIS FARINHA— Contribution a@ l’étude dela dynamique... 

4.3. Relaxation spin-réseau par interaction dipolaire intra- 

moléculaire 

4.3.1. Remarques sur le formalisme de base 

Reprenons le systéme a deux spins sur une méme molécule, 

dont l’hamiltonien “{ est donné par (4.1). Les spins sont couplés 
avec le réseau par l’intermédiaire du terme “Hp de l’hamiltonien, 

écrit en (4.5), ot les Yo,,, sont des fonctions aléatoires du temps 

a cause de l’agitation thermique des molécules. 

La vitesse de relaxation spin-réseau, en phase tsotrope est 

donnée par [9]: 

1 4n 
(4. 9) zea + 1) [Ji (0) + 4 Jo (2 %o)] 

1 

ou 0) =72,h/r5 et les J, (») sont des densités spectrales définies 

par: 

(4. 10) ace fe Gu (t)e#° dt 

avec 

(4. 11) Gm (2) = <Y3 (2,0) Yon (2,0>. 

Dans la fonction de corrélation (4.11) <---> représente une 

moyenne d’ensemble sur la probabilité de distribution de la 

fonction aléatoire Yo,» (Q,4);Q= (8,9) représente les coordon- 

nées sphériques de l’axe inter-protons dans le référentiel du labo- 

ratoire ot sont quantifiés les spins. 
Dans la phase nématique, il faut d’abord remarquer que seules 

les fluctuations de Hp, formule (4.5), par rapport 4 sa moyenne, 
contribuent a la relaxation. Par conséquent, au lieu de (4. 11), 

nous devons considérer: 

(4. 12) Lim (t) = <93,m (QD , 0) F0,m (2,4) > 
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ou 

(4. 13) 92, m (QD) = Yo, m (Q) — < Yo,m(Q)>. 

D’autre part, le premier terme de (4.9) est manifestement 

incorrect puisque maintenant l’hamiltonien statique total n’a pas 

de niveaux dont les énergies different de wy (cf. figure 4. 1). 

Il est facile de voir que la modification a apporter a (4. 9) consiste 
dans la substitution suivante: 

(4. 14) fig’ Sl () + hi on] 

ou «;,9 sont les fréquences données par (4.7). Cette correction, 

qui semble assez évidente, peut étre trouvée en répétant le calcul 

[9] qui méne a (4.9) avec les modifications qui découlent de 

Vanalyse du paragraphe précédent. 
L’expression (4.9) reste quand méme une bonne formule pra- 

tique parce que les densités spectrales J,(#,) et J, (m9) different 

de trés peu dans des conditions expérimentales courantes (nous 

oublierons dorénavant cette correction). Théoriquement pourtant, 

elle n’a pas de sens et il est curieux de constater que ceci n’a 

pas été remarqué dans les publications faites jusqu’a présent sur 

la relaxation dans les cristaux liquides, 

4.3.2. Influence des fluctuations thermiques de grande longueur d'onde 

sur la relaxation nucléaire 

Nous avons vu au chapitre précédent que les molécules dans 
un liquide nématique sont en moyenne orientées suivant une 

direction n(r,z), laquelle fluctue dans le temps. Quand Il’échan- 
tillon est placé dans un champ magnétique assez fort, la direction 

moyenne de n devient uniforme et coincide avec celle du champ. 
Dans la pratique, on obtient en général un «monocristal» liquide 

avec des champs supérieurs 4 1—2 kGauss, ce qui est le plus 

souvent le cas en résonance magnétique. 
Les fluctuations de n dans le temps représentent des modes 

collectifs de réorientation des molécules. Elles peuvent donc 

constituer un mécanisme efficace de relaxation par interaction 
dipolaire intramoléculaire si le spectre de ces mouvements con- 
tient des fréquences voisines de la fréquence de Larmor des spins 
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observés. C’est-a-dire, d’aprés la formule (3. 62) du chapitre pré- 
cédent, nous devons avoir: 

Ki) _ Kg? +%Hi (4. 15) n—G) 70) os 
  

’ . d’ou, en remarquant que oy, Hp, 

Kq@ _ 

7 

  Bo. 

Nous voyons que I’énergie magnétique est toujours négligeable 
devant l’énergie élastique, dans les expériences considérées dans 
ce travail. 

La théorie du chapitre précédent n’est valable que si ga<xl, 
ou @ est la dimension de la molécule. Avec a~ 10-7 cm, K=10-5 
dyne, y~10-2 poise, ce qui correspond au f-azoxyanisol (PAA), 
et 9 ~107—108s1 nous trouvons ga~z10-2—10-1. Dans ces 
conditions, les fluctuations collectives sont observables en rela- 
xation magnétique nucléaire. 

Le probleme n’est pourtant pas résolu. Les fonctions de 
corrélation (4.12) qui interviennent dans lexpression (4.9) de la 
vitesse de relaxation concernent le mouvement de chaque parti- 
cule prise individuellement. Chaque molécule participe (entrainée) 
dans les fluctuations collectives, mais en plus elle diffuse, exé- 
cute des mouvements localisés de réorientation et posséde des 
mouvements internes. Reste a savoir si les effets des fluctuations 
de grande longueur d’onde sur la vitesse de relaxation nucléaire 
peuvent étre distingués, ou séparés, des contributions de tous les 
autres mouvements. Pour répondre a ce probléme, il convient 
d’analyser d’abord l’effet des fluctuations collectives séparément. 

Supposons que chaque molécule est, a tout instant, rigou- 
reusement alignée suivant le directeur n(r,¢) et considérons deux 
protons situés sur son axe. Négligeons les interactions intermo- 
léculaires entre spins. Les fluctuations de n sont petites et dans 
l'approximation linéaire considérée au paragraphe 3.5, nous pou- 

~ vons écrire: 

cos#=1 

ou O(¢) est l’angle du directeur avec le champ magnétique, a 
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Vinstant 7; c’est aussi, dans le modéle présent, l’angle de l’axe 

inter-protons avec le champ. Alors: 

  

(4. 16) 
<Yo1> = <Yo,.> =0 

| Yo,9 = 0(n?) 

Yoo est négligeable devant You c D’aprés (4. 16) les fonctions 

de corrélation (4. 12) intervenant dans (4. 9) s’écrivent 

Ne 15 
(4.17) aO=Z 

| go(t) = négligeable 

  <n_(0)n+(Q)> 

En revenant au chapitre précédent, nous voyons que: 

15 

4m 
  (4. 18) gi ()=——(22)°8 f d5q.2,(9,2) 

ou g,(q,2) est donnée par (3. 69). Le calcul du temps de relaxa- 

tion spin-réseau est maintenant immédiat. En négligeant dans 

K;(g) le terme % Ho par rapport a Kg®, en accord avec (4. 15), 

nous trouvons: 

1 3V2 aT 7K. XC" 4.19 aa 21(l+1 (=. (4. 19) ee °)     

\ 

Cette expression montre que la contribution des fluctuations 

de grande longueur d’onde a la vitesse de relaxation spin-réseau 

peut étre fort bien distinguée par le comportement de 1/T, en 

fonction de la fréquence. Cette dépendance en 1/V a été mise 

en évidence par Pincus [10]. Elle est trés différente de ce qui est 

courant pour les liquides isotropes, ou les densités spectrales 

sont de la forme: 

(4. 20) J (@g) ~ te/(1 + 09 72). 
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Dans ce dernier cas, nous avons aussi couramment (liquides pas 
trop visqueux) »)t,.<<1 et alors 1/T, ne dépend méme pas de 
la fréquence. 

Nous pouvons aussi espérer que les mouvements moléculai- 
res locaux (non collectifs) qui n’ont pas été inclus dans le calcul 
de (4.19) contribueront a la relaxation avec des spectres de la 
forme (4.20). Par conséquent, la loi 

1/T, « 1/Vay 

ne doit pas étre génée par ces mouvements. Par contre, il est 

bien évident que la dépendance de 1/T, en fonction de la tem- 

pérature doit s’écarter de fagon appréciable de la forme donnée 
par (4.19). D’une part, le spectre des mouvements locaux dépend 

de la température par l’intermédiaire de +,. D’autre part, la per- 

fection admise de l’alignement moléculaire avec le directeur 

n’existe pas, le degré d’ordre dépend aussi de la température, 

Un calcul de la vitesse de relaxation spin-réseau en tenant 

compte de tous ces facteurs, est fait dans le paragraphe suivant. 

4.3.3. Calcul complet de la vitesse de relaxation spin-réseau par inte- 

raction dipolaire intramoléculaire. 

Soit a nouveau le systéme de deux spins (protons), séparés 

d’une distance y fixe, sur une molécule. Supposons que l’axe r 
entre les protons forme un angle ® constant avec l’axe majeur 
de la molécule et qu'il tourne rapidement autour de celui-ci. Ce 

mouvement peut étre interprété soit comme une rotation interne 

a la molécule, soit comme la rotation de la molécule en entier 
autour de son grand axe, soit encore comme une combinaison 

des deux. Supposons aussi que la molécule exécute des mouve- 

ments de réorientation par rapport au directeur, pendant que 

celui-ci fluctue par rapport a la direction du champ magnétique. 

Cette derniére fluctuation, rappelons-le, est un phénoméne col- 
lectif qui concerne toutes les molécules associées a un «point» 

(cf. § 3.2) du fluide. La molécule subit aussi des mouvements de 

diffusion translationelle. Les fluctuations du directeur sont plus 

lentes que les réorientations de la molécule par rapport 4 lui. 

Dans l’expression (4.12), les fonctions aléatoires Yo (2) 

expriment la position de l’axe inter-protons dans le référentiel du 
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laboratoire. Etant donné le mouvement de la molécule par 

rapport au directeur, il est intéressant d’exprimer d’abord les 

fonctions aléatoires dans un référentiel lié a celui-ci. On trans- 

forme ensuite dans le référentiel du laboratoire ou sont quanti- 

fiés les spins. 

Les Yo,m, aussi bien que les To, dans (4.5), sont des opé- 

rateurs tensoriels irréductibles (d’ordre 2) [11]. Ils se transfor- 

ment dans une rotation du systéme de coordonnées suivant la loi: 

(4. 21) Yom (2!) = J) Din'm (% 27) Yo,m (2) 

ou D®),,(x6y) est une matrice unitaire dordre j=2 définie par: 

(4. 22) DY, (2B =e" drm (8) 7" 

avec: 

(4.23) d2,8=(¢tm!G—miGtm)G—m) iP 

<FHYlt m— 9 (G—m! — Hs + mm) str 

(cos oe din eae 

2 2 

Les D sont connues sous le nom de matrices de rotation de 

Wigner. («,@,7) sont les angles d’Euler spécifiant lorientation 

du nouveau repére par rapport a l’ancien. Dans le cas présent, 

les repéres nouveau et ancien sont respectivement fixés au di- 

recteur et au laboratoire. Nous suivons la définition des angles 

d’Euler donnée par Rose [11]: le passage (xy 3)>(#’ yl al) > (20! y"" 2") 

est fait par les rotations positives R. (2), R; (8), R=); respec- 

tivement, soit 

Raby) = R., (7) Re, (8) R. (2). 

Les propriétés suivantes des matrices de rotation seront appli- 

quées par la suite: 
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Doe (—y; ae — a) = Dien (« By) 

= "Yim Ga) Ole ey 
(4. 24) Deo (280) a 

») DY, (a 6B 7”) DY. (x IC) 7) = Ont mil 
m   

Ayant en vue le calcul des fonctions de corrélation (4. 12) 
nous pouvons maintenant écrire: 

(4. 25) Yo,m (Qt) = S) Dinnr (% 80, 2) Yo, ms (Q!, 4) = 

= ay You (8 a, 2) Yoo (Q’, ?) + 

+ 2 Dhsmr(% 80,2 Yo, mi(Q, 2) 
0 mi = 

(4. 26) <Y2,m (241) >= SY <Diwr(@ 80,0) > < Yo, mi (M,1>. 
ml 

Dans ces formules, Q’(6',9') spécifie l’orientation de l’axe inter- 
~protons dans le référentiel lié au directeur. Nous avons laissé 
tomber l’indice 72 sur les matrices de rotation parce que c’est 
la seule valeur de / considérée dans ce travail]. On pose 7=0O en 
tenant compte de la symétrie cylindrique autour du directeur. 
Le mouvement du directeur dans le référentiel du laboratoire, 
contenu dans la matrice de rotation, et celui de l’axe protonique 
dans le référentiel du directeur, sont considérés comme indépen- 
dants. En tenant compte de la rotation de l’axe proton-proton 
autour de l’axe moléculaire, on peut écrire: 

< Yo,0 (8, t) > = Yo 9(%)S (4. 27) 
< Yo,1 (0,4) > = < Yo.0(0', > =0 

ou ®-=constante est l’angle de l’axe des protons avec l’axe 
moléculaire et S est le degré d’ordre défini au paragraphe 3.3. 
Finalement: 

(4.28) << Yom (Wj) >= <Dhio («8 0,2) > Yo.0(0)S 
= < Yo,m(8a,1)> Pa (cos®)S 

en tenant compte de (4. 24), 
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Nous considérerons dorénavant le cas ov I|’échantillon est 

placé sous un champ magnétique homogéne assez fort pour qu'il 

y ait saturation de l’ordre macroscopique (un champ de 1-2 kGauss 

suffit dans le cas du PAA). Nous admettons aussi qu’il n’y a pas 

d’autres champs extérieurs agissant sur l’orientation des molé- 

cules. Dans ces conditions, nous pouvons écrire, a partir de 

(4. 28): 

(4. 29) < Yo1(2, 2) > =< Yo2(8, 4) > =0 

et par conséquent, d’aprés (4. 13): 

yo, (2, t) = Yo, (2, 4) (4. 30) | 
yo,9 (Q, t) = Yo,o(@, 2). 

Les considérations que nous venons de faire, ajoutées a ce 

qui a été dit auparavant, montrent bien que la vitesse de rela- 

xation spin-réseau dans les cristaux liquides nématiques est ani- 

sotrope, en ce sens qu'elle dépend de l’angle que fait la direction 

d’équilibre du directeur avec le champ magnétique qui quantifie 

les spins. Cet effet a aussi été signalé par Pincus [10]. 

En tenant compte de (4. 25) et (4. 30) nous pouvons finalement 

écrire les fonctions de corrélation (4.12) qui nous intéressent: 

4 x * 
ad= oe <Y} 1 (Ga, 0)Yo,1 (8a, 4) > <Y5,0(M,0)¥2,0(0,4)>+ 

(4. 31) + be ZX Wiss (a€o,0) Dim («Go ,¢)> < Yo, m! (Q',0) Yo, mi (Qs = 

m! ~-0 

Lo()= pa < Domi (280 0) Dm (aGo  t)>< Ydm(Q', 0) Yom! (Q',t)> 

m! 0   
Dans le premier terme de g,(/), nous reconnaissons la fonction 

de corrélation des fluctuations de grande longueur d’onde du 

directeur. En go(¢), le terme correspondant faisant intervenir 

Yo.o(@a), n’est pas écrit parce qu'il est négligeable dans le cas 

des petites fluctuations de n, ainsi que nous lavons déja signalé 

en écrivant les formules (4.16). Les mouvements rapides de réo- 

rientation de la molécule par rapport au directeur n sont repré- 

sentés a la fois en g,(#) et en go(¢) par lintermédiaire des 

fonctions de corrélation de Yom (Q’). En écrivant: 

(4. 82) <3 (Q, 0) Yom (M, f) > = <Yomr (Q!, 0) >2 + hn (2, 2) 
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et en tenant compte de (4.27), on peut mettre 9;(/) et g»(¢) sous 
la forme abrégée: 

- 1 

£1) = [Pa(cos ®) S? < n_(0) m4 (> + 

(4. 33) - hyo (2,0, 4) + by Am (Q ; Y, t) 

m/l 0 

La)= > Rom (Q, O', t) 

m! 0   
Ici, les Ry yn (Q,Q/, 2) sont des produits de fonctions de corrélation. 

Leur expression analytique est évidente d’aprés (4.31) et (4. 33). 

La comparaison des formules (4.33) et (4.17) montre que 

Yintroduction des mouvements moléculaires individuels (par 

Opposition aux mouvements collectifs) a pour effet essentiel de 

modifier la dépendance des fonctions de corrélation, et donc de 
1/T,, de la température. Dans le premier terme de g;(¢) appa- 

rait maintenant le degré d’ordre S qui varie considérablement 

avec la température. Aux termes nouveaux, écrits sous la forme 

Rinm' (Q,Q',2) correspondent des densités spectrales qui varient 

aussi avec la température. On peut les considérer comme des 

fonctions de S et d’un temps de corrélation +,ccexp(W/gT). 

Ces termes nouveaux n’apportent pas de contribution en fré- 

quence, a condition que tous les temps de corrélation des mouve- 

ments non collectifs vérifient la relation #)7,<<1. Ceci est trés 

vraisemblable dans le cas des cristaux liquides étudiés par nous, 
pour lesquels les coefficients de viscosité sont relativement 
petits (cf. § 3.4). 

Avant de calculer les densités spectrales J, (#9) et Jy (2%) 

a partir de (4.33), il convient de remarquer que la diffusion 

translationnelle des molécules n’a pas encore été considérée 

explicitement. La nature du processus de diffusion moléculaire 

dans les cristaux liquides nématiques n’a pas encore été établie 

d’une fagon claire. D’autre part, les différents résultats expéri- 

mentaux publiés sont contradictoires (et probablement faux) 

comme nous le verrons au chapitre suivant. Il est donc assez 

difficile de prévoir dans quelle mesure la diffusion affectera la 
vitesse de relaxation spin-réseau que nous essayons de calculer. 
Pincus [10] et Lubensky [12] négligent les interactions intermolé- 

culaires et considérent que l’effet du mouvement de diffusion 
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translationnelle des molécules est de modifier le temps de vie 

des fluctuations de grande longueur d’onde de la facon suivante: 

Xe (Kip)e 
7 7 

  

ce qui revient a considérer la diffusion du point de vue hydrody- 
namique et en foute indépendance des fluctuations d’orientation. 
En plus, lanisotropie de la diffusion est négligée, mais ceci n’est 

pas trés important. Nous reviendrons sur ce probléme au chapi- 

tre suivant. 

Aprés ces considérations, le calcul de 1/T, peut se faire 
comme au paragraphe précédent, a partir des formules (4. 33). 
On obtient, au lieu de (4.19): 

Qf 2 i 3Vz fal S = 

K -1/2 1 
D)o —, 

x|( ? iu ) | 7 T{ 

Dans 1/T{ sont réunies les contributions des fonctions de corré- 
lation Rim (Q,Q',2) dans g,(¢) et go(¢). La forme exacte de 

1/T, sera discutée au cours du chapitre suivant, 4 propos des 

résultats expérimentaux. 

Par rapport a (4.19), qui est fondamentalement le résultat 

de Pincus [10], la formule (4.34) contient, comme modifications 

importantes, un deuxiéme terme, 1/T{, et le facteur S? dans le 
premier. Le facteur S? a été introduit indépendamment par Doane 

et Johnson [13] et par Lubensky [12]. Pincus avait déja reconnu 

le besoin de tenir compte de l’imperfection de l’ordre mais ne 
lavait pas fait correctement [10]. C’est Lubensky [12] qui a le 

premier reconnu l’importance du terme 1/Tj, par une méthode 

de calcul différente de celle que nous venons de présenter. Ce 
terme est rejeté par Doane et Johnson [13, 14]. 

Avant de terminer ce paragraphe, il convient de signaler 

deux particularités des calculs précédents. D’abord, remarquons 

que la vitesse de relaxation 1/T, donnée par (4. 34) diverge pour 

#9 +9, ce qui ne peut pas correspondre a la réalité physique. 

Nous ne nous arréterons pas sur la nature de cette divergence 

qui est liée au caractére «hydrodynamique» de la fonction de 

corrélation des mouvements collectifs utilisée dans le calcul pré- 
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cédent. Les résultats expérimentaux que nous aurons a analyser 

concernent un domaine de fréquences assez élevé ot le probléme 

ne se pose pas. Une deuxiéme remarque concerne le passage de 

£i1(9,4) a g(t) (ou de J(g,») a J()) par intégration sur toutes 

les valeurs de g, de zéro 4 linfini. Ce calcul est explicité dans 
la formule (4.18). Nous avons déja remarqué que l’analyse du 

§ 3.5 n’est valable que pour des valeurs de g petites par rapport 

a g.=2n/a ot a est une longueur moléculaire. Une estimation 

de la valeur de g, prouve pourtant que la contribution a l’inté- 

grale (4.18) des valeurs de g supérieures 4 g. est parfaitement 

négligeable. Il suffit de remarquer qu’une intégrale du type: 

" exp(— 22 92) dq J, 
différe de sa valeur limite x-— oo) de moins de 5/1000 pour 

g> 2a [15]. 

4.4, Autres mécanismes de relaxation 

L’interaction dipolaire intramoléculaire est sans doute, dans 

les cristaux liquides nématiques courants, la principale source de 

relaxation spin-réseau. Ceci est prévisible par le calcul et bien 

confirmé par l’expérience [16]. Mais on doit s’attendre aussi a 

des contributions mineures d’autres mécanismes de relaxation. 

Etant donné leur moindre importance, nous nous limiterons a les 
citer ici. 

Il est probable que l’interaction dipolaire intermoléculaire soit 

un mécanisme relativement important dans certains cas. Cette 

interaction est modulée par la diffusion relative de deux molé- 

cules voisines. Comme nous I’avons déja signalé, l’absence d’une 
connaissance raisonnable du processus de diffusion dans les cris- 
taux liquides ne permet pas une comparaison sérieuse de ce 

mécanisme de relaxation avec l’interaction dipolaire intramolé- 

culaire. Mais nous y reviendrons dans le chapitre suivant. 

Deux autres mécanismes possibles de relaxation sont dis a4 

Vanisotropie du déplacement chimique et au couplage spin-rota- 

tion. Certains cristaux liquides contiennent des noayaux de fluor. 

Dans les expériences de relaxation sur ce noyau, les mécanismes 
antérieurs peuvent jouer un rdle non négligeable et on doit en 
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tenir compte dans l’analyse des résultats. Une analyse simplifiée 
de la relaxation par interaction spin-rotation dans les cristaux 

liquides nématiques a été faite récemment par Freed [17]. 

Souvent les molécules des cristaux liquides contiennent aussi 

un ou plusieurs noyaux possédant un moment quadripolaire 

(spinI > 1/2), en particulier l’azote 4N. Dans ce cas, l’interac- 
tion du moment quadripolaire avec le gradient de champ électri- 

que local est modulée par la rotation moléculaire et constitue le 

principal mécanisme de relaxation. 

D’autres sources de relaxation peuvent encore intervenir, en 

particulier l’interaction électron-noyau dans les cas ow il y a des 

impuretés paramagnétiques dissoutes dans le cristal liquide (qui 

est diamagnétique). Souvent, la trés faible concentration «natu- 

relle» d’oxygéne 170 que l’on peut trouver dans les échantillons 
en contact avec l’air suffit 4 produire des effets notables. 

4.5. Remarque sur le temps de relaxation spin-spin 

La vitesse de relaxation spin-spin est donnée par [3]: 

. = 1d +B WO+5h (9) + 2 Jo (2 %)] 
Ty 

dans les conditions et avec les notations spécifiées 4 propos de 

la formule (4.9). L’analyse du paragraphe 4.3.3 montre assez 

bien que dans le cas simple traité (systéme a deux protons) on 

devrait avoir T,=T,. Sil n’y avait que les fluctuations collecti- 

ves (§ 4.3.2) comme mécanisme de relaxation, le rapport entre 

T, et T, serait donné par T,/T,=5/2. En présence des autres 
mouvements ce rapport est modifié. 

T, peut étre estimé a partir de l’expression (4.34) ou (4. 19). 

Dans le cas du f-azoxyanisol (PAA), avec les valeurs déja don- 

nées des paramétres K, S, y on obtient T,~1s pour le proton, 
a 10 MHz. 

La vitesse de relaxation spin-spin, 1/T,, est une mesure de 

la largeur de raie en résonance magnétique nucléaire, L’estimation 
précédente autorise a espérer des raies de résonance assez fines 
(quelques Hz de largeur) pour les protons dans les cristaux liqui- 
des nématiques. Dans les cas pratiques que nous aurons a con- 
sidérer dans ce mémoire, les paires de spins dont on mesure la 
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relaxation, sont couplés a un certain nombre de noyaux voisins. 

Des considérations faites au paragraphe 4. 2, il résulte alors qu’on 

doit s’attendre en général 4 des raies de résonance fortement 

élargies par rapport au cas de l’estimation antérieure. Ce méca- 

nisme d’élargissement par interaction dipolaire d’un spin avec 

ses voisins (identiques ou non) est le responsable de la largeur 

des raies en phase solide. Dans le cas présent, rappelons-le, seules 

les interactions intramoléculaires sont efficaces mais le nombre 

de spins dans une méme molécule est couramment assez élevé 

pour justifier un tel effet. Nous verrons aussi qu’en général on 

ne trouve pas une raie unique de forme bien définie (gaussienne) 

mais deux on plusieurs massifs de forme plus ou moins complexe, 

variant d’un cas a l’autre. Dans ces conditions, le paramétre 

1/T,, ou la largeur de raie, perd sa signification précise. Ceci 

justifie le peu d’attention que nous avons porté a ce paramétre. 

Nous verrons plus tard comment on peut, par contre, obtenir des 

renseignements intéressants a partir d’une autre analyse de la 

forme de raie. 
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CHAPITRE V 

RESULTATS EXPERIMENTAUX — | 

RELAXATION SPIN-RESEAU EN PHASE NEMATIQUE 

«C’um saber so d’experiéncias feito...» 

CaMOES, Lusiadas, [V-44 

Nous commencerons ce chapitre par quelques remarques sur 

les techniques expérimentales et les substances qui ont fait 

Vobjet de notre étude. Nous passerons ensuite a la discussion 
systématique de l’essentiel des résultats de nos mesures des temps 
de relaxation spin-réseau en phase nématique. Aprés l’analyse 

du cas du PAA et de celui du PAA-CD;, séparément, nous 

montrons qu'il est possible d’expliquer de fagon cohérente et 

quantitative l’ensemble des résultats. L’interprétation ainsi don- 

née permet d’aller plus loin, en particulier de prévoir le com- 

portement du PAA-¢D, (sur la nomenclature des produits, voir 

fig. 5.1 et paragraphe 5.1.2 plus loin). 
Le réle joué par les fluctuations de grande longueur d’onde 

dans la relaxation magnétique nucléaire est établi avec précision, 
ainsi que l’importance relative des autres mécanismes (non col- 

lectifs) de relaxation. 

5.1. Appareillage, techniques de mesure et substances étu- 
diées 

Les indications données dans ce paragraphe concernent tout 

le travail expérimental réalisé. Les résultats de celui-ci sont 

analysés en trois chapitres séparés, mais les techniques et appa- 
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reillage utilisés sont décrits ici dans l’ensemble et une fois pour 

toutes. La substance de ce travail étant physique plutot que 

technique, seules seront données des indications sommaires. 

D’autres précisions ne se justifient pas puisque nous n’avons 

employé que des appareils commercialisés et des techniques de 

mesure couramment décrites dans la littérature. 

5.1.1. Appareillage utilisé 

L’élément de base du travail a été le spectrométre d’échos 

de spin cohérents Bruker B-KR 321s. C’est un appareil a fré- 

quence variable entre 4 e 60 MHz. Il a été utilisé dans toutes 

les mesures de temps de relaxation décrites dans ce travail. Le 

controle et réglage de température a été réalisé au moyen de 

Vappareil Bruker B-ST 100/700 (précision: +0,3°K). L’informa- 

tion émanant du spectrométre était prise soit par lecture directe 
sur un oscillographe 4 écran rémanent (Tektronix 549), soit par 

enregistrement photographique. 

Nous présenterons aussi des spectres de résonance nucléaire 

du proton enregistrés avec un spectrométre a haute résolution 

Varian XL-100. Les spectres de résonance quadripolaire de l’azote 

(I4N) présentés dans la partie de cette étude relative a la phase 

isotrope des cristaux liquides, ont été enregistrés avec un spec- 

trométre de bande large Varian WL-112/210, Dans les deux 

derniers types d’expériences le réglage de température a été fait 

avec l’unité Varian WL-257. 

5.1.2. Nomenclature des produits. Données de structure 

La figure 5.1 schématise les molécules des cristaux liquides 

qui ont fait l’objet principal de cette étude. La substance de base 
est le f-azoxyanisol (PAA). Nous désignons par PAA-CD, et 

PAA-¢Dg deux dérivés du PAA obtenus par deutériation par- 

tielle, dans les positions indiquées dans la figure. 
Le PAA est nématique entre 390 et 409° K, isotrope au-dessus 

de cette derniére température et solide en-dessous de 390°K. 

La deutériation ne modifie pas les propriétés thermodynamiques 
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courantes du produit de base. En particulier, les températures 

de transition du PAA-CD, et du PAA-¢Dg sont les mémes q ue 

pour le PAA. 

  

PAA (p-azoxyanisol }: RFRECH,» X=X'H 

PAA-CD; :R=R=CD, , X=X=H 

PAA-@Ds :R=R=CH,, X=X=D 

Fig. 5.1 — Schéma des molécules constituant les cristaux liquides étudiés. 

En premiére approximation nous pouvons considérer les 

molécules comme des lamelles d’environ 18A de long sur TA de 

large [1]. En fait, la troisitme dimension (’épaisseur de la lamelle) 

nest pas négligeable parce que les noyaux aromatique ne sont 

pas coplanaires. Dans la phase solide ils font un angle de 22,6° 

[2]. La structure géométrique de la molécule en phase nématique 

n’est pas connue avec précision. Il y a, par exemple, deux déter- 

minations par RMN de I’angle COCR qui donnent des valeurs 

différentes d’environ 4° [3, 4]. Nous verrons plus loin les proble- 

mes que cela nous pose. Dans la figure 5. 1 nous représentons un 

«axe moléculaire» défini arbitrairement par la position des oxy- 

genes des groupes méthoxy terminaux. L’axe «para» des noyaux 

aromatiques est incliné par rapport a cet axe d’un angle ®. 

Nous admettrons qu'il est le méme des deux cotés de la molécule, 

en phase nématique. En phase solide cette hypothése n’est pas 
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vraie [2], mais l’approximation ainsi faite n’a pas de conséquences 

sur les conclusions déduites de l’analyse de nos mesures expéri- 

mentales. Ceci apparaitra plus clairement au cours des paragra- 

phes suivants. La valeur de ® a été estimée a environ 10° [4]. 

Finalement, il convient de signaler la présence d’un moment di- 

polaire électrique au centre de la molécule, attaché au groupe 
«azoxy». Ce dipdle fait un angle d’environ 58° avec l’axe de la 

molécule [1] et joue un réle trés important dans les propriétés 

électriques du cristal liquide. A part ces données, nous aurons 

aussi besoin des valeurs du degré d’ordre S, des constantes élas- 

tiques £;; et des viscosités 2, en fonction de la température, 

étant donné que ces paramétres rentrent dans la formule (4. 34) 

de la vitesse de relaxation spin-réseau calculée au chapitre pré- 

cédent. L’information disponible a ce sujet a déja été signalée au 

cours du chapitre 3 (paragraphes 3.3 et 3.4, en particulier). 

5.1.3. Synthése des produits et préparation des échantillons 

Le PAA est un produit commercialisé. Le PAA-CD; et le 

PAA-¢Dg ont été synthétisés au laboratoire [5]. 

La synthése du PAA-CD; se fait comme pour le PAA en 

deux étapes [6]. Elle consiste essentiellement dans la réduction 

du nitrodérivé correspondant. Dans la premiére étape on prépare 

le nitroanisole deutérié suivant le schéma: 

CD; ON, — Cl (Cg Hy) NO, => CD, O (Cg Hy) NO, + Nu Cl . 

On obtient le CD;ON, a partir de la réaction du sodium pur 

avec CD;OD (produit commercial). Dans la deuxiéme étape de 
la synthése, le CD;O (Cg Hy) NO, est réduit par le méthylate de 

sodium. Le produit final peut étre purifié par recristallisation 
dans l’éthanol. 

Pour la synthése du PAA-¢Dg, nous partons du pentadeutéro- 

bromobenzéne en réalisant la réaction de nitration suivante: 

DNO, 
Br (C.D r (Cg a eae, ) — p-Br (Cg D,) NO, -- o-Br (Cg D,) NOo+ ens 
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Le f-Br (Cg D4) NO, peut étre séparé par recristallisation dans le 
méthanol. Ensuite, nous suivons la procédure déja citée pour 
le PAA. 

Aprés purification des produits synthétisés par recristallisa- 
tion (ou/et par fusion de zone) nous les avons analysés en général 

par deux méthodes, au moins, dont une la RMN-haute résolution 

en solution isotrope, de maniére a4 étre absolument sfirs du ré- 
sultat. Des échantillons de dimensions adéquates étaient alors 

dégazés par fusions et solidifications successives sous un vide 

secondaire et ensuite scellés, toujours sous vide. La pression finale 

a l’intérieur des tubes porte-échantillons était p< 10*mmHg. 

La dimension maximum des échantillons utilisés dans les mesures 

de relaxation était dans tous les cas ~0,5cm. 

5.1.4. Mesures de Ty. Stabilisation de la température et condition 

d’absence de courants de convection 

Pour des échantillons avec les dimensions que nous venons 

d’indiquer, nous avons estimé que la différence de température 

entre deux points de |’échantillon était dans tous les cas infé- 

rieure a 0,5°K. 

Nous avons aussi vérifié que l’homogénéité du champ de 
radio-fréquence Hy, était pratiquement la méme au niveau de 

tout léchantillon. La longueur des bobines d’excitation dans le 

spectrométre utilisé est de 2cm. L’échantillon était toujours placé 

bien au centre. 

Dans les conditions de nos mesures, la bobine d’excitation 

qui enveloppe l’échantillon est emboutie dans une matiére (non 

protonée) a forte inertie thermique. L’ensemble est chauffé par 
de l’azote gazeux circulant dans un double circuit coaxial. Les 

fluctuations de température du gaz ne sont pratiquement pas 

communiquées a l’échantillon. En étudiant soigneusement les 
conditions d’échauffement, nous avons pu définir un régime pour 

lequel le gradient de température résiduel au niveau de |’échan- 

tillon était vertical (dirigé suivant l’axe de la bobine d’excitation), 

la partie supérieure de |’échantillon étant a température plus 

élevée. Dans le cas d’un liquide isotrope, on peut démontrer [7] 

que dans une telle situation les courants de convection ne 

peuvent pas s’établir. Nous ne voyons pas de raison pour que 
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cette condition cesse d’étre valable dans le cas des cristaux 
liquides. 

L’étude faite au cours des chapitres précédents permet de 
supposer que cette remarque est justifiée. En effet, nous nous 
intéressons aux fluctuations thermiques spontanées d’orientation 

des molécules dans le liquide en «équilibre» Il semble important 
d’éviter les courants hydrodynamiques autres que ceux qui résul- 
tent du couplage avec les fluctuations d’orientation. 

En ce qui concerne les mesures de T, par les méthodes 
impulsionnelles (échos de spin) nous nous limiterons ici a un 
rappel élémentaire. La théorie de la mesure des temps de rela- 

xation est largement connue et trés bien décrite dans des ouvra- 
ges courants [8, 9]. Toutes les techniques se basent sur le principe 

suivant: Placons-nous dans le référentiel tournant [8, 9]. A l’équi- 

libre, ’aimantation totale du systéme de spins est dirigée suivant 

le champ magnétique H,. En envoyant sur |’échantillon une 
forte impulsion de radiofréquence (a la fréquence de résonance 
9 =, Hy) de durée AZ, on fait tourner l’aimantation autour de 

H, d'un angle 9=y,,H,-A/, ot H, est le champ de radiofré- 

quence. L’angle § est généralement choisi égal a 7«/2 ou = 

(impulsions de 90° ou de 180°). Aprés cette impulsion, l’aimanta- 

tion M retourne naturellement a l’équilibre suivant un processus 

de relaxation décrit par les équations de Bloch [8, 9]. La valeur 

de M.(¢) a Vinstant ¢ postérieur a la premiére impulsion peut 

étre repérée par une deuxiéme impulsion faisant revenir M,(?¢) 

sur le plan de mesure ot se situe l’axe de la bobine de détection 
du spectrométre. 

On peut employer une ou plusieurs impulsions initiales pour 
déplacer l’aimantation de son équilibre et aussi une ou plusieurs 

impulsions de détection. C’est-a-dire qu'il y a plusieurs «séquen- 

ces» d’impulsions qui permettent la mesure de Ty, [8, 9]. Nous 

avons essayé les séquences couramment désignées par «180° — 

—t— 90°», «90°—¢#— 90°, «z-90°—z¢—90% et la «séquence 

de triplets». L’expérience nous a montré que la séquence d’im- 

pulsions 180° —¢— 90° donne les meilleurs résultats dans le cas 

qui nous concerne. Le spectrométre que nous avons employé 

fournit des impulsions de 90° de durée égale a 2-3u5, ce qui 

correspond a H,~20-30 Gauss dans le cas du proton. Pendant 

les impulsions la relaxation est négligeable (T;~1s). Le systéme 

des spins étant initialement en é€quilibre, aprés l’impulsion de 
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180°, l’aimantation devient M.—=— Mo. Les équations de Bloch 

montrent alors que le retour a l’équilibre est donné par: 

(5. 1) M, (f) = My [1 —2 exp(—#/T))J. 

La bobine de réception du spectrométre a son axe dans le plan 

normal a Hy). Les valeurs de M,(t) sont donc mesurées par 

Vamplitude du signal consécutif a I’mpulsion de 90°, envoyée sur 

le systeme un temps ¢ aprés l’impulsion de 180°. L’appareil peut 

répéter l’expérience automatiquement pour différentes valeurs de 

t séparées a volonté. Le temps de répétition doit étre supérieur 

a environ cinq fois T,; pour que l’aimantation initiale ait a 

chaque fois sa valeur d’équilibre (pour 45 Ty, l’expression (5. 1) 

donne M,~0,993M,). Pour avoir le maximum de précision, nous 

avons systématiquement déterminé les valeurs de T, a partir de 

mesures directes de la pente de la droite donnée par: 

(5.2) log {[My — M. (#)]/2 Mo} =—4/T1. 

La méthode du «point zéro» [8, 9] est moins précise et donne 

facilement lieu a des erreurs systématiques quand le champ H, 

n’est pas assez homogéne sur tout |’échantillon. 

5.2. Relaxation spin-réseau dans le PAA 

5.2.1. Résultats expérimentaux 

La figure 5.2 montre, pour une fréquence donnée (12 MHz), 

la variation du temps de relaxation spin-réseau des protons du 

PAA en fonction de la température. On trouve des courbes de 
méme allure pour n’importe quelle autre fréquence entre 10 et 

60 MHz (domaine de fréquences que nous avons étudié). La figure 

représente sous deux formes mathématiques la méme courbe 

expérimentale. La représentation logT,(1/T) est donnée pour 

montrer que les résultats expérimentaux ne suivent pas la loi 

couramment trouvée pour les liquides isotropes peu visqueux (le 

PAA est aussi un liquide «peu visqueux», mais anisotrope). 
Cette forme de la courbe de relaxation T,(T) confirme cer- 

tains résultats de la littérature [10, 11] mais différe de certains 

autres. Les auteurs de ces derniers [12, 14] ont trouvé des courbes 
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T,(T) ayant un maximum un peu avant la température de tran- 
sition vers le phase isotrope. Nous pensons que le désaccord 
tient a des différences dans les conditions expérimentales. Dans 
le second cas, l’échantillon était probablement soumis a un gra- 
dient thermique non négligeable. Nous avons pu trouver des 
resultats équivalents en travaillant volontairement dans ces 
conditions. 

  

  

      

Ger q 
(s) (s] 

o 
° 

oy 
1.307 

741.30 

4.207 

41.20 

4.407 
31.10 

i i] \ ! 

2.60 255 2.50 10/T 

Fig. 5.2. — Variation de T, (PAA) avec la température 
pour fy == 12 MHz. 

La figure 5.3 donne la variation du temps de relaxation 
spin-réseau des protons du PAA en fonction de la fréquence, 
pour deux valeurs de la température. Deux faits importants res- 
sortent de ces résultats. Le premier est que la représentation 
T;'(1?)r est une droite. Le deuxiéme est que pour différentes 

températures les droites sont paralléles. Leurs équations sont 
données par: 

i; k /T,)r, = 0,28 + 0,016 (100/V/f) 
o.€ 

(1/T)s00°x = 0,39 + 0,016 (100////) 

ou f=/27 est exprimé en MHz et T, en secondes. 
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La valeur 1/2 de l’exposant affectant la fréquence f dans les 
formules (5.3) a été contestée par certains auteurs [12, 15-16], 

mais confirmée par les mesures plus précises de Doane et Visin- 

tainer [10-11]. Pourtant, Doane et al. rejettent [17-18] la forme 

(5. 3) de la dépendance en fréquence en utilisant comme argument 

[19] que ce qu’on observe expérimentalement est une loi de la 

forme: 

  

  

(5. 4) T,=A+ Ball, 

0 10 20 30 100//F 
ft. T T T 

ne 
(s'] 

0.7- 

O55 

O3F 
! I ! 1 1 ! i       

900 1005639 24 16 12  f,MHz 

Fig. 5.3 — Variation de T, (PAA) avec la fréquence. 

©, @:; réf.10; A,a réf.11; O,M@ cet auteur. 

5.2.2. Discussion des résultats antérieurs 

Des mesures de T,(T) et T,(») comme celles que nous 
venons de présenter, ont été systématiquement présentées dans 

la littérature (Réf. 10-20 pour le cas du PAA) comme argument 

contre la validité de la théorie du chapitre précédent sur la 

relaxation due aux fluctuations de grande longueur d’onde. En 

effet, 4 cdté des difficultés déja signalées sur le comportement 

de T, en fonction de la fréquence, il a été généralement affirmé 

que cette théorie ne peut pas expliquer l’allure des courbes expé- 
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rimentales de T, en fonction de la température. D’autres argu- 

ments contre la validité de la théorie ont aussi été présentés 

[17-18]. En conséquence, une interprétation trés différente a été 

suggérée [13, 20], selon laquelle les résultats antérieurs pourraient 

étre interprétés dans le cadre d’une théorie de diffusion concue 

pour les liquides isotropes [21]. Le point fascinant de cette théorie 

est qu’elle prévoit, sous certaines conditions, que: 

(5. 5) Ty! ce t[1—C (w2)IP] 

ou C est une constante de l’ordre de l’unité. L’allure de Ty (#) 

donnée par (5.5) serait en bon accord avec l’expérience et l’allure 

de T,(T) aussi [13, 20]. En fait une application correcte (quanti- 

tative) de la théorie montre que cette affirmation n’est pas fondée, 

Nous allons montrer maintenant qu’une comparaison directe 

ainsi qu'elle a été faite [10-21] entre les résultats expérimentaux 

et la théorie du chapitre précédent, n’a pas de sens et ne peut 

pas fournir des indications définitives sur la validité de cette 

théorie. Les résultats des mesures en question se rapportent a 

une situation expérimentale ne correspondant pas au modéle 

théorique qui est a la base du calcul du chapitre précédent [23]. 

En effet, si nous considérons la molécule du PAA, figure 5. 1, 

nous voyons qu'elle contient deux groupes de protons distincts: 

le groupe méthyle et les protons des noyaux aromatiques. Dans 

chaque noyau aromatique l’interaction dipolaire fondamentale 

existe entre les protons ortho (2-3, 5-6, etc.) qui sont assez 

bien alignés avec l’axe moléculaire. L’interaction dipolaire entre 
les protons meta (2-6, 3-5, etc.) est beaucoup plus petite. Le 
mouvement des paires de protons ortho est pratiquement le mou- 
vement de l’axe de la molécule. La rotation (probable) d’angle ® 

autour de l’axe fara et d’éventuelles oscillations rapides de cet 

axe sont stirement trés peu efficaces au point de vue de la rela- 

xation spin-réseau des protons. Les paires de protons ortho sont 

donc, en bonne approximation, dans les conditions requises pour 

Vapplication du modéle théorique du chapitre précédent. 

Quant aux protons des CH; nous constatons d’abord que les 

interactions entre différentes paires sont équivalentes et que les 

axes dipolaires qui leur correspondent sont en moyenne trés 

désordonnés par rapport a l’axe moléculaire. Il suffit de voir que 

laxe de symétrie O-CH; forme un angle d’environ 120° avec 

Vaxe fara du noyau aromatique correspondant. Les groupes CH; 
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tournent trés vite autour de l’axe de symétrie. Cet axe, lui-méme, 
subit des mouvements de réorientation autour de l’axe molé- 

culaire, ne serait-ce que par suite de la rotation de la molécule 

en entier. Les CH; sont aussi entrainés dans les réorientations 
de la molécule en entier, autour du directeur, lesquelles couvrent 

des angles non négligeables (probablement de l’ordre de 20° par 

rapport a n). Le mouvement global des CH; est donc trés diffé- 
rent de celui des protons aromatiques et nous ne voyons pas de 

raison valable pour supposer que la distinction entre les deux 

groupes puisse étre ignorée. 

Par contre, il parait raisonnable de caractériser chacun de 

ces groupes de spins par un temps de relaxation spin-réseau: 

Tis pour les protons aromatiques, T;m pour les protons des 

groupes méthyl. D’aprés ce que nous venons de dire, on doit 

avoir, en général, Tim Tis. 

Quand le systéme des spins constituant l’échantillon observé 
n’est pas caractérisé par un seul temps de relaxation spin-réseau, 
la composante longitudinale de l’aimantation nucléaire totale ne 
relaxe pas exponentiellement. Si le systéme total peut étre divisé 
en 7 groupes de spins (identiques) non couplés entre eux, avec 

des populations v; ([u;—=N) et des temps de relaxation T);, le 

signal observé aprés la séquence 180°-t-90°, dans une expérience 
d’échos de spin est donné par: 

(5. 6) M ()= My [1 —(2/N)¥) n; exp (— t/T1s) | 

Cette expression est la généralisation immédiate de la formule 
(5.1). Pour l’établir, il suffit de remarquer que si les groupes de 

spins ne sont pas couplés entre eux, les équations de Bloch 
s’appliquent a chacun indépendamment. 

Dans le cas du PAA, on peut admettre que les deux groupes 

de spins définis ci-dessus ne sont pratiquement pas couplés [24] 

mais dans la pratique on observe (entre 10 et 60 MHz) une rela- 

xation exponentielle du type (5.1) et non pas la somme d’expo- 

nentielles donnée par (5.6). Nous allons démontrer que cette 
contradiction n’est qu’apparente. 

Prenons l|’expression (5. 6) et définissons la variable d’intérét 

pratique suivante: y(¢)= log {[My — M (4)]/2 Mo}. En é€crivant: 

(5. 7) Tri = Tyo (le) 
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on obtient: 

be (m;/T,:) exp (Fest/Ty9) 
(5. 8) >, OER: 

dt pe n; exp ($3 t/Ty9) 

pee (> m;/T 17) ps nN; 

la derniére égalité étant valable si 

  

(5. 9) ei<< D5 . 

L’expression (5.8) montre clairement que quand les différents 

temps de relaxation T,; sont du méme ordre de grandeur Ty) 

on odserve pratiquement une relaxation exponentielle de l’aiman- 
tation M(¢) avec un temps «effectif» donné par: 

(5. 10) (Ty'obs. = (1/N) § /Ty:. 

Inversement, pour que l’on mesure un temps de relaxation donné 

par (5. 10) il suffit, dans la pratique, de limiter l’observation de 

la décroissance de M(¢) a des temps ¢ tels que la condition (5. 9) 

soit satisfaite. Dans (5.7) a (5.9) la quantité e; est une mesure 

de l’écart du temps de relaxation T,,; par rapport a la valeur 
intermédiaire Tj). 

Les considérations antérieures 1 ontrent clairement que, dans 
le domaine de fréquences étudié (10-60 MHz), le temps de rela- 

xation mesuré pour le PAA est donné par [25]: 

(5. 11) Ti! = 2 Tik + STi. 

Cette relation va jouer un rdle important par la suite. Elle 
montre que pour pouvoir comparer le résultat des mesures faites 

sur le PAA avec la théorie du chapitre précédent, il nous faut 
au préalable mesurer séparément un des deux temps de relaxa- 

tion T,s (protons aromatiques) ou T,;m (protons des CH;). Ces 

mesures exigent la deutériation sélective du PAA, ce que nous 

avons fait. Dans une premiére étape nous avons préféré éliminer 

les protons des groupes CH; de maniére a obtenir les conditions 
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expérimentales les plus proches possible des hypotheses de la 

théorie de la relaxation faite au chapitre précédent [23]. Les 

résultats ainsi obtenus sont discutés dans le paragraphe suivant. 

Nous reviendrons aprés sur les mesures de T, (PAA) présentées 

ci-dessus. 

5. 3. Relaxation spin-réseau dans le PAA-CD; 

5.3.1. Résultats expérimentaux 

Dans le PAA-CD, la situation des différentes paires de 

protons en position ortho sur les cycles aromatiques (2-3, 0-6, 

etc ---) correspond assez bien au modéle théorique utilisé au cha- 

pitre précédent pour le calcul de la vitesse de relaxation spin- 

-réseau. Par conséquent, comme nous l’avons déja remarque, on 

peut espérer que les mesures faites sur ce produit constituent 

un test valable de la théorie. C’est ce que nous verrons par la 

suite. 

Comme pour le PAA, nous avons fait des mesures de T,() 

et T,(T). Lessentiel des résultats obtenus dans les deux cas 

est représenté sur les figures 5.4 et 5.5. 
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500 100 5639 24 16 12  f,MHz 

Fig. 5. 4— Variation de 1/T,; (PAA) et 1/T1B (PAA-CDs) avec 

la fréquence. @, Réf. 10; a, réf.11; @,© cet auteur. 
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La figure 5.4 montre que le temps de relaxation spin-réseau 
dans le PAA-CDs varie en fréquence de la maniére déja citée 
pour le PAA, c’est-a-dire [23], 1/T,o 1/Vm). Nous rappelons que 
c'est justement la dépendance prévue théoriquement, expression 
(4. 34). Comme les conditions expérimentales sont maintenant 
adéquates nous pouvons affirmer que ce résultat constitue une 
premiére confirmation de la théorie. 

Les droites représentées sur la figure 5.4 sont données par 
les équations suivantes: 

(Ty')paa = 0,278 + 0,016 (100/V /) 
(9,12) SG 

(Tyb)paa-cp,= 0,249 + 0,028 (100/V f) 
ou f=/2n est exprimée en MHz, T, et T;p en secondes et 
lindice B rappelle que la deuxiéme mesure concerne les protons 
aromatiques. 
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Fig. 5, 5 — Variation de T;p(PAA-CD,) avec la température. 
@, 24MHz; ©, 56MHz. 

La figure 5.4 montre aussi que la vitesse de relaxation dans 
le PAA-CD, est plus grande que dans le PAA, dans le domaine 
de fréquences étudié. D’aprés (5.12), cette prédominance s’inverse 
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pour des fréquences supérieures a 1,71 GHz. Ce calcul n’a pas 

beaucoup de sens parce qu'il est probable que le comportement 

en 1//# ne soit plus valable a des fréquences aussi élevées. 

Etant donné que l’intégrale 

- dw 

const. xf — =» 
Wo Vo 

diverge, des raisons physiques (énergétiques) évidentes imposent 

que pour des fréquences supérieures a une certaine valeur criti- 

que o, les vitesses de relaxation 1/T, et 1/T1s décroissent plus 

vite que 1/Ym a mesure que » augmente. 

L’explication du rapport entre les valeurs relatives de T, 

et Tip a une température et une fréquence données, sera pré- 

sentée [24] au cours du paragraphe 5. 4. 

Le point remarquable des résultats de la figure 5. 5 est que 

la vitesse de relaxation spin-réseau ne varie presque pas avec la 

température [23] dans la phase nématique du PAA-CD;. Cette 

propriété ne ressort pas immédiatement de l’expression (4. 34) a 

cause du nombre de paramétres dépendants de la température 

qu’elle contient: K, S, 7, D, Tj et T elle-méme. 

Nous verrons ci-dessous, aprés une discussion du comporte- 

ment de ces paramétres en fonction de la température, qu'il y a 

en fait accord entre la théorie et l’expérience. Les courbes qui 

accompagnent les points expérimentaux sur la figure 5.5 sont 

des courbes théoriques données par: 

  : =A. nie (W/2 kp T) + B(1 —S) exp (W/’z T) 5, 13 
. Tis V fo 

ou S est le degré d’ordre, fo—=/27 et 

A =4,98 - 10-4 5-52 °K! 

B =1,93- 105s"! 

W = 4,26 kcal/mole. 

L’expression (5.13) peut se déduire de (4. 34), comme nous le 

verrons au cours des paragraphes suivants. 
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5. 3.2. Considérations sur le facteur (K/y-+D). Interprétation des mesu- 

res de la viscosité y,(T) 

D’aprés Ja formule (4.34) la dépendance en température de 
1/T,z est contenue dans le facteur 

(6. 14) ea Ge * py" 
| eS 

et aussi, éventuellement, dans le terme 1/T}. 

Le paramétre K est donné par (3. 64): 

K — K; (¢) = Ry: + (53 esa R;i) cos? b 

ou, rappelons-le, z=1,2 et les 2; sont les constantes élastiques 

de Frank. En supposant que toutes les valeurs possibles de 

langle | sont équiprobables et que K,() et Kg(l) ont le méme 

poids dans les fluctuations de grande longueur d’onde qui con- 

tribuent a la relaxation nucléaire, on peut écrire: 

  K@=—+ 3 [Ky (¥) + Kg (¥)] 

et remplacer K par la moyenne K(¥) dans la formule (4, 34). 
En utilisant les rapports expérimentaux (3.18) relatifs au PAA: 

Regt hy i eye 1 i 1,633, 8 

le fait que les &; sont proportionnels 4 S?, d’aprés (3.15), et 

les valeurs S=0,42 et hog—8.107' dyne pour T,—T=5°C on 
trouve alors: 

(5. 15) K (¢) = (2,67-10°°) S? dyne. y 

Le facteur S?/K dans (5,14) est donc indépendant de la 
température. 

Le paramétre y a la forme suivante: 

=7,;(%) =7, —2;(¢) 

ou 6;(¥) est donné par (3. 63). Ce terme 6;()) représente l’effet, 
sur le temps de vie des fluctuations d’orientation, du couplage 
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entre le mouvement de réorientation du directeur et les gradients 

de vitesse hydrodynamique (cf. paragraphes 3.4 et 3.5). Dans un 

cas idéal ou il n’y aurait pas de fluctuations de la vitesse v, 

seul le coefficient y, serait responsable de Vatténuation des 

fluctuations de n. On peut estimer (,(4) ou @;:(~) a partir des 

valeurs des viscosités données a la fin du paragraphe 3.4 pour 

le PAA, a la température T 125°C. Nous trouvons que (;() 

est nul (¢=2) ou négligeable (:=1) devant y, pour $=7/2 

et plus petit que 7, dans les autres cas. En moyenne, la chute 

de y, due a (;() a une tres petite influence sur la valeur 

absolue de 1/T;s. Par exemple, pour y=7,/1,7, 1/Tip=0,82 s"! 

(24 MHz) et 1/T{p=0,25s-! nous calculons une variation de 

16°/,, en admettant que K/y>>D. En conclusion, ces résultats 

montrent que la différence entre les valeurs absolues de 7 et 7, 

joue un role secondaire. 
Plus important est de savoir si (;($) modifie l’allure de 7, 

en fonction de la température. Une mesure de 7,(T) a été publiée 

[26], 1, correspond a la viscosité donnée par Porter et al. [27], 

mais nous ne connaissons pas encore le comportement de %, % 

et 1s en fonction de la température. Dans ces conditions, il est 

difficile de prévoir la forme exacte de 7(T). En vue de pouvoir 

continuer la discussion nous admettrons que l’allure de y(T) 

n’est pas trés différente de celle de y,(T) dans le cas des maté- 

riaux étudiés ici. 
La viscosité 7, est en rapport étroit avec l’ordre moléculaire, 

Nous écrirons: 

(5. 16) 3 Base Cc No S? 

ou C=const. et ny=%%,.exp(Wo/ekeT) par analogie avec le 
cas courant. 

Dans (5.16) il n’y a pas de terme linéaire en S parce que 

7,> 0 (cf. paragraphe 3.4) et S peut étre négatif. Le coefficient 

% Teprésente une viscosité rotationnelle (rotation des molécules 

autour d’axes transversaux). Le facteur S? joue le rdéle d’un 
«poids» mesurant l’effet du degré d’ordre des molécules sur la 

valeur absolue de 1. Helfrich [28] a déja introduit une formule 
du type (5.16), a savoir y,—4,S?, en supposant qu'elle est 

valable pour |S|<<1. La nature du coefficient 4, n’a pas été 

précisée. 
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Sur la figure (5.6) nous reproduisons les mesures de hs 
publiées par Gasparoux et Prost [26]. La courbe d’interpolation 
dessinée est de la forme (5.16), avec 

C, =C % © =1,53-10°* poise 

W,=4,26 kcal/mole. 

A notre connaissance, ceci constitue-le premier essai d’inter- 
prétation «théorique» des mesures publiées sur la viscosité 2 
(pour le PAA et pour d’autres matériaux). L’accord entre (5, 16) 
et les résultats expérimentaux semble montrer que cette formule 
est plus générale que ce qui a été admis par Helfrich. 

Pour construire la figure 5.6 nous avons utilisé les valeurs 
de S calculées par Chandrasekhar et al. [29] et reproduites sur 
la figure 3.2 (chapitre III). Les mesures de densité de Maier et 
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Fig. 5. 6 — Variation de la viscosité 1, (PAA) avec la température. 

Saupe [30] nous ont servi pour convertir en poise les valeurs de 

7, Publiées par Gasparoux et Prost [26]. N’ayant pas trouvé 

explicitement dans la Réf. 26 la valeur de T, relative a |’échan- 

tillon utilisé, nous avons pris le point T, = 133,6°C intermédiaire 

entre les valeurs 133,2 et 134°C. Ces derniéres températures sont 
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explicitement citées pour les phases nématique et isotrope, res- 
pectivement. La constante C;=Cm,~ a été obtenue en faisant 
passer la courbe théorique par le point expérimental donné pour 

T = 123,5°C. Vu le petit nombre de points expérimentaux dispo- 

nibles, ]la valeur numérique de W, peut éventuellement contenir 
une petite erreur (1 —10°/,). 

Reste a considérer le coefficient de diffusion D, dans (5. 14). 

Avant toute discussion, il faudrait préciser quelle partie de D 

intervient dans la vitesse de relaxation (4.34). En effet, nous 

pensons que D contient une partie microscopique (self-diffusion) 

et une partie «hydrodynamique», collective. La partie hydrody- 
namique peut étre envisagée comme la diffusion d’un «point» 

(cf. la fin du paragraphe 3.2) du fluide, d’une maniére vaguement 

similaire au modéle décrit dans le paragraphe 8.2 de ce mémoire 

et dans la Réf. 31, et serait due aux fluctuations thermiques de 

grande longueur d’onde. Ceci n’est qu’une hypothése, la nature 
du processus de diffusion moléculaire dans les cristaux liquides 
n’est pas encore bien connue. 

Les mesures de D faites jusqu’a présent [52-34 et cit.] n’ont 

abouti a aucun résultat certain. Il n’y a pas d’accord ni sur la 

valeur absolue de D, ni sur la forme de la courbe D(T), ni 

enfin sur une discontinuité éventuelle de D au passage de la 

température de transition entre les phases nématique et isotrope. 

Dans la phase nématique D est un tenseur. Pour T=T, les 

valeurs mesurées de Dj) =TrD sont 4-10 °cm2s-! (Réf, 33, 

technique des traceurs radioactifs), 7,5 - 10 °cm?2s-!(Réf. 32, dif- 

fusion de neutrons) et 15-10 °cm?2s-! (Réf. 34, diff. de neutrons). 

Il est probable que les valeurs mesurées par diffusion de neutrons 

soient plus grandes que la valeur réelle, di a une contribution 

de la rotation moléculaire. Nous admettons que la valeur réelle 

de D qui intervient dans la formule (4.34) est de l’ordre de 

10° °cm2s-! plutét que de l’ordre de 10° °cm2s-!. Il est aussi 

probable que Dy) varie moins avec la température dans la phase 
nématique que D dans la phase isotrope (cf. § 8.2). Ceci est 

suggéré par les résultats des mesures citées et par le comporte- 

ment de la viscosité moyenne déduit approximativement des 

valeurs connues des coefficients ; de Leslie (cf. § 3. 4). 

Dans ce conditions, nous pouvons négliger D devant K/y, 

dans |’expression (5.14). En effet, nous avons, d’aprés ce qui a été 

dit ci-dessus, D=10-°cm?2s-! et K/y > K/7,=10°°cm?s-!. Ce 
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dernier résultat ressort immédiatement de |’expression (5. 15) et 

des valeurs de y, données par la figure 5. 6. 

Le résultat final de cette discussion est que la dépendance 
en température de (5. 14) est dominée par le facteur 

(5. 17) T(K/y)712 & TV x. 

La proportionnalité entre les deux membres de (5. 17) résulte de 
(5. 15) et (5. 16). 

5.3.3. Analyse théorique du terme 1/T’; [37] 

Le terme 1/T’, de (4.34) peut contenir deux types de con- 

tributions, une provenant des densités spectrales associées aux 

fonctions 2m (Q,Q',¢) définies par (4. 31-33) et l'autre provenant 

de phénoménes non considérés par la théorie développée au 

cours du chapitre précédent. Un exemple de ces phénoménes 

serait, comme nous l’avons signalé, l’interaction dipolaire inter- 

moléculaire. Nous admettons, bien sir, que les densités spectrales 

correspondantes viendraient s’ajouter simplement 4 celles déja 

considérées. Cette hypothése repose sur l’indépendance des phé- 
noménes de base. 

Considérons séparément fj) (2,0',¢) et Rinm (2,0',2), ov 
m=1,2, m’-£0. Nous avons: 

(5. 18) Ris diene   <Y},1(6%,0) Yo,1 (G%,2)> &y(2', ¢) 

et, pour m=<=1,2.et m'=-0:; 

(5. 19) Rimes (2 Oy?) = << Diw (@B.0,9) Donner (BO, 2) > Bi (2,2). 

Dans (5.19), il convient de remarquer que, d’aprés (4. 22), 

Dyn: (46 0) = 1" dinm (8) 

OU Anm (8) est donné par (4.23). L’angle 6 caractérise la fluctua- 

tion de la direction de n par rapport au champ magnétique Hp. 

Ces fluctuations étant petites (cf. § 3.5) nous pouvons écrire 
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cos8~1. Dans cette approximation, seuls sont différents de zéro 
les termes suivants (pour m=1,2 et m' +0): 

(5. 20) ees ; 
y= — dy, =sin 8, 

Les contributions de 4,;(2,0',¢) et 2&(Q, 2’, 7) sont du méme 

ordre de grandeur. Celles de %,9(2,2’,¢) et &g,(2,',¢) aussi. 

Malheureusement, la forme exacte des fonctions Rim (Q, 0’, 2) 

n’est pas connue. Afin de pouvoir faire une estimation numérique 

de 1/T’; nous admettrons que 

(5. 21) <e7im(0) eimalt) — @- fimo. 

et 

(6. 22) Rn! (Q',2)= <| Yo m7 (0’, 0) a> endl ms 

Cette hypothése mériterait a elle seule une étude détaillée en 

tenant compte de l’anisotropie des mouvements moléculaires. 

Comme il y a lieu de penser [35, 36] qu’elle est une bonne appro- 

ximation de la réalité, nous ne nous attarderons pas sur des 

considérations théoriques dont il serait difficile de vérifier l’exac- 

titude a partir des résultats expérimentaux actuellement dispo- 

nibles. Dans une certaine mesure, nous en trouverons la justi- 
fication dans l’accord de ses conséquences avec les résultats 

expérimentaux. Les temps de corrélation +,,. sont probablement 

beaucoup plus grands que les temps 7,,,, parce que ceux-Cci 

concernent le mouvement individuel des molécules et +,,, con- 

cerne le movvement du directeur. Dans ces conditions, nous 

pouvons écrire: 

(5. 28) pe ae (Q’, 2) 

hop (Q , 0, t) ~ ha (M, 2) 
et 

(5. 24) Pe, t) ~ <m;(0) nj (t)> hy (Q' , 2) 
F hoy (2, Q', 2) ~ <n; (0) 1; (¢)> hy (Q’, 2). 

En faisant le calcul des densités spectrales associées aux fonc- 

tions de corrélation (5.24), on peut aisément vérifier que pour 
wg t/t 9<<1 (ce qui correspond sirement a la réalité) le rapport 
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entre celles-ci et la densité spectrale des fluctuations de n est 

de Vordre de (mg7’; 9)? (cf. plus loin, formules (5. 31) et (5. 32)). 

Par conséquent, nous pouvons éliminer de (4.33) les termes 

Ryo (Q,Q', 2) et Ro, (Q, 0’, 4). Comme contribution a 1/T’, il reste: 

5. 25) Pec nae sa eae &1 (2) 
Roo (QD , QD, t) + dans £9 (2) q 

En tenant compte de (5.18), (4.16) et (5.22), le terme 
Rig (2, Q', 2) peut s’écrire 

(5. 26) ky (2,2) = . <n_(0) m4. (> <] Yo,o(M!, 0) 2> et? = 

15 ' =~ <1 (0) m4. (> {{P2(cos ®)PS? + <e2>| en 
wT 

ou 

i) ; 
(5.27) &, =A cos? 6/ — 1) — aT cos? 6/— 1)> 

représente une fluctuation d’ordre. En admettant que 

(5. 28) <8> << 3 

lexpression (5. 26) devient 

15 

8x 
  (5. 29) Rig (@, OD! , ) = —— [Pa (cos ©) 2S? <m_ (0) ny (d)> et", 

Par conséquent, si 97/)<<1 la contribution de ce terme est 
négligeable devant le premier terme de 1/T, donné par (4. 34). 

En effet, la densité spectrale associée a (5,29) est donnée par 

‘ : 5 3V2 kp TS? /K \-12 
(6. 80) in| 2.) . 22 (Py (cos egal Ga |x 

2 
    

7 

ae | (¢? + @2)t2 + aM 

¢2 + w?2 

ou o==1/1'). Il en résulte que 

(5. 31) Tio (9) = |. . | V2 cane si an) oy << 1 . 
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Dans le cas ot  7/) serait beaucoup plus grand que l’unité la 
densité spectrale (5.30) deviendrait : 

(5. 32) Jo () = f+++}og?, si wp 79>>1. 

Il ne serait pas possible alors de distinguer sa contribution a 
1/T’; du premier terme de 1/T,. Nous pouvons dire que le 

terme 1/T’, défini expérimentalement (comme par les équations 

(5.12) et sur la figure 5.5) ne contient pas de contribution prove- 

nant de (5. 32). 

La densité spectrale associée aux termes 2; (Q, ’,?) et 
Rog (2, 0’, #) dans (5. 25) peut s’écrire, en accord avec (5. 23), (5. 22) 

et la formule fondamentale (4. 9): 

(8. 33) i122 (9) = Jit (0) + 4 fo (2 9) = fi,2 (0) = 

=<] Yo,1 (0, 0) P> 254) + 4 <| Yoo (0’, 0)? > 22’ 

ou on a fait w2c/?,<<1. Avec 1/;=1/9=7' l’expression (5. 33) 

peut se mettre sous la forme suivante (en omettant le facteur 

P,(cos®), qui n’a pas de signification au niveau d’approximation 

considéré, dans le cas présent: ®=10° [4], P, (cos ®)~0,955): 

‘ : 5 P 
(5. 34) Hale O 8) , 

Il est facile de voir que (5.33) dépend trés peu de la différence 

entre +’; et +’9 si 7’) n’est pas beaucoup plus grand que 7’;. En 

écrivant +/, cv; on obtiendrait, dans le cas du PAA ou 

S=5,=—0,42 et 5,—0,33 (cf. § 3.3) pour T=(T,—5)°K: 

=< S) = 046 at ot 
wT 

at. fF te eh 6S, ESE AS aed 
| Qt 

  <2 5S, + 3S,) = 0,286 si c>>1 

La contribution de (5.34) 4 1/T’; est donnée par: 

(5. 35) (1/T)y,,. = 2 #2, (1+ 1)(1—S) 7. 
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Dans le cas du PAA-CDs;, avec hee p= 240A, = .0;57 vet 

t/=10-s (ce qui nous parait raisonnable pour le type de mou- 

vements considérés), nous calculons (1/T"));,,~0,2s-!, en bon 

accord avec la valeur expérimentale 1/T’; =0,25s-!. Malgré 

Pincertitude sur +’ il semble bien que cette contribution soit 
significative. 

La vitesse et le sens de la variation de (5. 35) avec la tempé- 

rature est fonction de la valeur de l’énergie d’activation W’, 

dans l’hypothése ot 7/=-'/,, exp(W’/4p T). 

5.3.4. Conclusion 

Nous sommes maintenant en mesure de déterminer, avec 
une bonne approximation, la forme de T,s(T) cachée sous la 

complexité de l’expression (4. 34). 
En supposant que l’une des valeurs (#),1/7'9) est négligeable 

devant l’autre, nous pouvons écrire (4. 34) sous la forme: 

1 

Tip 
  (5. 36) = A’. o!2T nl? + BI. (1—S) 7! 

en tenant compte des considérations faites au cours des para- 

graphes 5.3.2 et 5.3.3 et en dernier lieu des formules (5.17) et 

(5. 35). Dans (5.36), A’ et B’ sont des constantes. Nous rappelons 

que la viscosité 7) est une viscosité purement rotationnelle. 

Le temps +’ dans (5.36) est un temps de corrélation caracté- 
ristique du mouvement de réorientation (rotation) des molécules. 

Dans ces conditions, la relation suivante 

(5. 37) W,= W'(=W) 

entre les énergies d’activation de vy ede 7+’ doit étre vérifiée, 

sinon exactement, du moins a une trés bonne approximation. En 

tenant compte de (5. 37), l’expression (5. 36) devient: 

  (5. 38) : =A. Fexp(W/24n T) +B. 1—S)exp(W/s T), 
Tis 0 

C’est précisément la formule (5. 13), aussi portée sur la figure 5. 5 

avec les résultats expérimentaux de T,z(T) relatifs au PAA-CD, 
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[37, 88]. Afin de faciliter la compréhension de la formule (5. 38), 

nous donnons sur la figure 5.7 les courbes de T;n(T) calculées 

pour trois valeurs de W. Les constantes A et B sont ajustées 
de facgon a ce que dans les trois cas les valeurs de T,3(T.) et 

Tis(T.) soient égales aux valeurs expérimentales obtenues avec 

le PAA-CD; pour f= 24MHz. 

  

1B F- 

(s} 

45> fe out 

    
‘Ge W=4.26 kcal/mol 

W= 9.25 kcal/mol 

0.5 | ! | 

-30 -20 he | 

      

Or
 

—
-
-
—
-
 
e
e
 

eis 

Fig. 5.7 — Forme des courbes de T1;8(T) pour différentes valeurs — 
de W. Normalisation pour T=T- et f=24MHz. 

L’expression (5. 38) donne uniquement la vitesse de relaxa- 

tion par interaction dipolaire intramoléculaire. Les autres méca- 

nismes de relaxation cités au paragraphe 4,4 du chapitre précé- 

dent peuvent, en principe, apporter des contributions venant 

s’ajouter a (5.38). Dans le cas de nos expériences le mécanisme 
le plus efficace, parmi ces derniers, semble étre la diffusion (rela- 
xation par interaction dipolaire intermoléculaire), L’obtention de 
la forme analytique de la vitesse de relaxation due a la diffusion 
ne pose pas de probléme [8]. Mais, comme nous l’avons déja 

signalé, on n’a pas encore assez d'information sur la fonction 
ery. 

L’accord de la théorie développée ci-dessus — expression 

(5. 38) — avec les résultats expérimentaux est remarquable (cf. fi- 

gure 5.5). Dans ces conditions, il semble que si la contribution 
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de la diffusion a 1/T,g n’est pas négligeable, elle ne doit prati- 

quement pas modifier la forme de T,s(T) donnée par (5. 38). Ceci 

impose certaines restrictions sur l’allure que doit avoir la fonction 
D(T). Nous éviterons ici de faire d'autres spéculations sur ce 

probléme. Une fois que D(T) sera connue, il semble bien pro- 

bable que l’on pourra, par simple application du formalisme précé- 

dent, déterminer le poids de chacun des mécanismes de relaxation 

intervenant dans 1/Tjx. On aura alors des renseignements plus 

précis sur les fonctions, les temps de corrélation et les énergies 

d’activation dont il a été question au cours des paragraphes précé- 

dents. De toute fagon, nous n’avons pas besoin de connaitre la 
nature 1/T; pour étre en mesure de donner une interprétation 

quantitative d’ensemble de nos résultats expérimentaux (ce qui 
fera l’objet du paragraphe 5, 4, ci-dessous). 

L’accord de la théorie précédente avec les résultats expéri- 

mentaux sera mieux apprécié si on remarque que nous n’avons 

introduit aucun paramétre ou hypothése de facon complétement 

arbitraire. En plus, toutes les hypothéses et approximations 

essentielles ont été faites indépendamment des résultats expéri- 
mentaux. En particulier, l’égalité (5.37) semble assez logique et 

la valeur de W dans (5.38) a été déterminée indépendamment 
de nos résultats expérimentaux. Ces résultats suggérent d’ailleurs 

(cf. figs. 5.5 et 5.7) que la valeur réelle de W est peut-étre 

légérement inférieure a la valeur W—=4,26kcal/mole calculée 

approximativement a partir des résultats de la figure 5.6. Une 
détermination plus rigoureuse pourra étre faite quand on dispo- 

sera de mesures de 7, plus abondantes. 

Nous avons vu que la formule (5.35) semble bien fournir 
lordre de grandeur de 1/Tjp pour 7/=+10-s. Malheureusement, 

nous ne connaissons pas la valeur exacte de +, ce qui rend 

impossible la vérification directe de (5.35). Ceci nous empéche 

aussi d’avoir une idée plus précise sur l’existence éventuelle 
d’autres mécanismes de relaxation dont l’effet sur 1/T{, soit 

observable. Par contre, dans le premier terme de 1/T;z donné 
par (4. 34), tous les paramétres significatifs sont connus avec une 

approximation raisonnable. Avec: 

T=T, ~ 408 °K 

Feo = 2/45 A 

K = (2,67 - 10-8) S2 dyne, (5. 15) 
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®=10°, [4] 

@/2 tT 24 MHz 

7, == 3,4: 10-2 poise, fig. 5.6, T = T, 

nous avons obtenu a partir de (4.34) la valeur suivante pour la 

vitesse de relaxation des protons dans le PAA-CD;: 

iL 0,559 5. 89 — (2? +.0,949\ 5-1. 
ee | Tis ‘le ( Vx ) 

    

Nous avons négligé le coefficient D. La valeur 0,249=1/Tixs 
est prise des équations empiriques (5.12) étant donné que (5. 35) 

ne permet pas le calcul direct. Nous avons fait 7; =%*-+7(), d’ou 

le paramétre x dans (5.39). Pour *=1 on obtient (1/T,s)r,= 

0,81s1; pour x=1,7, (1/Tys)r,=0,68s". La valeur expérimen- 

tale, obtenue des équations (5.12) est (1/T;s)r,=0,82s71. Une 

fois de plus l’accord est excellent. 

5.4. Interprétation globale des résultats 

5.4.1. Introduction 

Au cours de ce chapitre, nous avons développé et appliqué 

le formalisme général de la relaxation spin-réseau dans les néma- 

tiques introduit au chapitre IV. Nous avons ainsi pu donner une 

interprétation quantitative rigoureuse de l’ensemble de nos mesu- 
res faites sur le PAA-CD;. En ce qui concerne le PAA, nous 

n’avons pas encore interprété l’essentiel des résultats, en parti- 

culier la forme expérimentale des courbes T,(T), mais nous 

avons déduit l’expression (5.11) qui donne le poids des deux 

mécanismes de relaxation essentiels présents. Si cette expression 
est valable, il y a un rapport étroit entre les résultats des mesu- 

res de relaxation faites sur le PAA et celles faites sur le PAA- 

-CD;. C’est ce que nous allons voir maintenant. 
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5.4,2. Rapport entre les résultats relatifs au PAA et au PAA-CD, [25] 

Reprenons la formule (5.11). Si les hypothéses qui en sont 

a la base sont valables, nous devons avoir: 

= Shee re 
(5. 40) (Tr )paa = 7 (Tym) + ry (Tyb)paa-co, - 

Dans ces conditions, les résultats de la figure 5.4, ou les équa- 

tions (5.12), donnent: 

(5. 41) (TiM)r=1, = 0, 32 st 

pour la vitesse de relaxation des groupes méthyl a T~T,. Tou- 
jours dans les hypothéses précédentes, ce résultat constitue aussi 

la premiere mesure indirecte de T, dans le PAA-¢Dg. 
Le résultat (5.41) fournit une premiére confirmation de la 

validité de (5.11). En effet, d’aprés (5.7) nous pouvons écrire: 

    

  

7 1 1 
(1 + 8) TF 

(5. 42) io = 
1 1 

(1—e) cae 
L.. Tio Tim 

et il est facile de voir, par substitution de valeurs, que la condi- 

tion (5.9) est bien vérifiée. Pour les valeurs de 7, expression 
(5. 6), couramment utilisées dans la pratique, la condition ¢¢<<Tyj9 

est assez bien vérifiée. Nous remarquons que la valeur 1/Tjm= 

= 0,32 s! donnée par (5. 41) correspond au cas le plus défavorable. 

La valeur (5.41) ne dépend pas de la fréquence de mesure 

og, dans le domaine de fréquences étudié. Alors 

at ad | 

(5. 43) (23 ) ae 25) 
. i) a ee i 0 oe PAA-CD3 

~~. = 

  

en accord avec (5.40). Les équations empiriques (5.12) montrent 

que (5.43) est vérifiée avec une précision supérieure a 1°/,. La 

différence de pente entre les droites de la figure 5,4 est ainsi 

expliquée. 
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Si Tim est indépendant de la fréquence pour ‘LE nous 

ne voyons pas de raison pour que cette propriété ne soit pas 

vérifiée a d’autres températures. Autrement dit, le rapport entre 

les pentes doit étre indépendant de la température. Comme Tyz 

est pratiquement indépendant de la température la pente de 

Te (w-1/2) reste constante et par conséquent celle de To"! (o-12) 

aussi. Ceci explique le parallélisme des droites sur la figure 5. 3. 

L’indépendance de la fréquence de Tim suggére la relation 

suivante: 

1 
5, 44 (5. 44) Tn == . TM   

ou @ est une constante et tm est le temps de corrélation 

effectif du mouvement des groupes CH; dans le PAA. Cette 

hypothése est trés générale et doit étre vérifiée indépendamment 

du type d’interaction intra ou intermoléculaire responsable de la 

relaxation. La seule condition est que le mouvement qui produit 

la relaxation puisse étre bien décrit par un seul temps de corré- 

lation. Ayant en vue ce que nous avons dit au cours du para- 

graphe 5.2.1 sur les mouvements des CH;, il semble que cette 

hypothése soit raisonnable dans le cas ou tous les mouvements 

vérifient la condition »)t,<<1. C’est bien la situation pratique 

dans notre cas. En faisant tm =7™. exp(Wm/4sT) on obtient de 

(5. 43) et (5,40) la relation suivante: 

(6.45) - “log (i/T) 24/7 Tin) — log (72) + Wy/eaT 

La quantité (Q7™..) est constante. Comme T, et Tn sont 

connus, la formule (5.45) fournit un moyen de tester simultané- 

ment l’hypothése (5. 44) et l’expression (5. 40). Les résultats expé- 

rimentaux de différents auteurs sont rassemblés sur la figure 5. 8 

dans la représentation donnée par (5.45). Dans cette représenta- 

tion la disposition des points expérimentaux doit étre linéaire et 

indépendante de la fréquence. La figure montre un accord assez 

bon entre la théorie et l’expérience. La dispersion totale des 

points est trés raisonnable si on tient compte des origines diffé- 

rentes des points et de la structure du premier terme de (5. 45). 

La dispersion de chaque ensemble de points (une fréquence et un 

auteur donnés) est beaucoup plus petite. 
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Fig. 5.8 — Représentation de résultats expérimentaux suivant 

Véquation (5.45). +, Réf. 10, 12 MHz; @, Réf. 10, 24 MHz; 

a, Réf. 11, 30 MHz; 0, Réf. 10, 39 MHz. 

Les résultats de la figure 5.8 permettent le calcul de 1’éner- 
gie d’activation Wy. L’interpolation par la méthode des moindres 
carrés fournit les valeurs suivantes: 

log G 9) 9) = — 13,307 
(5. 46) 7 

Wu = 9,25 kcal/mole. 

L’accord de (5.45) avec les résultats expérimentaux de la 

figure 5.8 constitue aussi la premiére interprétation quantitative 

[25] de la forme des courbes T,(T) relatives au PAA (cf. fig. 5. 2). 

Les considérations précédentes confirment ce que nous avons 

dit [23] au cours du paragraphe 5.2.1. Il n’est pas raisonnable, 

comme cela a été souvent fait dans la littérature, de comparer 
directement la théorie de la relaxation due aux fluctuations de 

grande longueur d’onde avec les résultats expérimentaux. Nous 

voyons maintenant que méme l'accord, ainsi trouvé, relativement 

a la dépendance en fréquence de 1/T, est un hasard. ll est da 

au fait que les mouvements individuels (non collectifs) des molé- 
cules et les mouvements internes tels que celui des groupes CH;, 
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sont trés rapides par rapport a la fréquence de Larmor wp, utilisée 

dans les expériences. 

L’analyse que nous avons faite au cours de ce chapitre 

montre que la vitesse de relaxation spin-réseau due aux mouve- 

ments localisés est quantitativement compétitive avec celle qui 

provient des mouvements collectifs. Qualitativement, la variation 

de T, avec la fréquence est dominée par les fluctuations de 

grande longueur d’onde (pour les fréquences RMN courantes). 

La variation de T, en fonction de la température est en général 

dominée par les mouvements non collectifs. Nous avons montreé 

quil est possible de séparer quantitativement les deux con- 

tributions. 

5.4.3. Prévision relative au PAA-¢ Dg 

Nous avons donné une interprétation quantitative des me- 

sures de T,;(PAA) et T,n(PAA-CDs) et nous avons vu que ces 

deux temps de relaxation sont reli¢s par la formule (5.40). Dans 

les mémes conditions, nous prévoyons que T,(PAA-¢ Dg) sera 

donné par Tim dans (5.40). Les résultats du paragraphe préceé- 

dent permettent d’écrire: 

5 

I ) — — 12,456 + 4,659 =) , 
Tim /Paa-¢D, L 

Cette expression est portée sur la figure 5.9. Nous remarquons 

que pour T~T, le résultat ainsi obtenu est (1/Tim)rar, = 0,33 s7. 

Ce résultat dérive d’une interpolation sur les courbes T,(T) et 

T,n(T) comme il est montré sur la figure 5.8. La valeur 

(1/Tim)r = 1, = 0,32 s“! est obtenue indépendamment a partir des 

fonctions empiriques T,(#) et Tis(»), données par (5:12), “et 

Véquation (5.11). 

Les mesures préliminaires faites sur un seul échantillon de 

PAA-¢ Dg semblent confirmer cette prévision. 

  (5. 47) log ( 

5.4.4. Remarques finales 

a) Nos résultats expérimentaux [23] concernant le PAA-CD, 

ont été l’objet d’une interprétation quantitative [39] différente de 

la notre. Dans le modéle considéré dans la Réf. 39, chaque molé- 
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cule du cristal liquide nématique est assimilée a un ellipsoide 
de révolution soumis 4 un mouvement de diffusion rotationnel 

anisotrope. Il est admis que la loi de probabilité conditionnelle 
qui sert a décrire l’orientation d’un ellipsoide dans un repére de 

référence est la méme pour les phases nématique et isotrope. 

La probabilité de distribution des repéres de référence dans le 

repére fixe du laboratoire est déduite de la formule de Maier et 
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Fig. 5.9 — Vitesse de relaxation spin-réseau prévue pour 

le PAA-¢ Dg 

Saupe (cf. chapitre III, Réf. 6) pour le pseudo-potentiel moléculaire 

dans la phase nématique. Le résultat final peut s’écrire: 

(5. 48) tyoc thi £5) 

ou f(S) est une certaine fonction (cf. Réf. 39) du degré d’ordre S 

et 7 est le temps de corrélation relatif au mouvement d’un 
ellipsoide autour de l’axe transversal 6. Finalement, il est 
admis que 

(5. 49) eileaC Tin 
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ou C est une fonction des semi-axes de |’ellipsoide (Woessner, 

Réf, 36) et » est une viscosité définie dans la phase nématique 
par simple extrapolation de la fonction u(T) relative a la phase 
isotrope. 

Ce modéle fournit le résultat que 1’on voit sur la figure 5. 10. 

Au premier abord, il semblerait que l’interprétation des ré- 

sultats ainsi donnée soit correcte. En fait, la décroissance rapide 
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Fig. 5.10 —Le temps T, (PAA-CD,) dans le modeéle de la Réf. 39. 

de T, prés de la transition ne s’observe pas. D’autre part, la 
théorie développée dans la Kéf. 39 ne fournit pas la dépendance 

de T, en fréquence. L’hypothése dynamique initiale, et surtout 

la définition de la viscosité intervenant dans (5.49), nous sem- 

blent peu conformes a la réalité. 

6) La stratégie d’analyse pratique que nons avons déve- 

loppée au cours de ce chapitre, asnsi que le niveau de détail 
mathématique auquel nous avons porté le formalisme de base, 

rendent cette étude facilement adaptable a d’autres matériaux. 

Pour une interprétation définitive des résultats, on a besoin en 
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général de connaitre certains paramétres thermodynamiques du 
matériau, en particulier, la viscosité y,. Dans certains cas, on 
peut utiliser une démarche inverse et estimer y, a partir des 
résultats expérimentaux de la relaxation nucléaire [40]. C’est ce 
que montre l’expression (5. 38). 

Nous pensons qu’une étude systématique de différents maté- 
riaux sur cette base permettra d’obtenir des renseignements trés 
utiles sur la nature microscopique de l’ordre liquide cristallin. 
En effet, une analyse attentive des résultats déja publiés suggére 
Vexistence de liens dynamiques précis entre les phénoménes 
collectifs et le comportement individuel des molécules. Nos ré- 
sultats semblent montrer que les échelles de temps caractéris- 
tiques des deux types de phénoménes ne sont pas indépendantes. 
La viscosité y, jouerait dans ce lien un rdle important (beaucoup 
plus important que les constantes élastiques ou le degré d’ordre). 

c) Nous avons déja signalé au cours du paragraphe 5.2 que 
les courbes expérimentales de T,(T) publiées par certains auteurs 
(pour le cas du PAA, cf. Réf. 12-14) présentent un maximum trés 
accentué quelques degrés avant la température de transition né- 
matique-isotrope. La position exacte du maximum varie d’un 
auteur a l’autre. Nous avons suggéré [25], en nous basant sur nos 
propres observations expérimentales, que cela pourrait étre dt 

a un gradient de température trop élevé. L’analyse développée 
au cours de ce chapitre peut rendre compte de ce phénoméne 
[37, 38]. 

Si l’échantillon est soumis 4 un gradient de température, a 
la place de la valeur S(T) du degré d’ordre, dans la formule 

(5. 38) nous devons considérer une valeur inférieure, en premiére 
approximation donnée par 

(6. 50) S(T) = 1S) + ST +47). 

Le coefficient (1—S) augmente alors trop rapidement prés de 
T, et ceci produit l’effet signalé sur T,(T). 

La théorie que nous avons développée rend compte de facon 

quantitative de toutes les particularités des résultats expérimen- 
taux publiés jusqu’a présent. 

d) Nos résultats fournissent deux valeurs apparentes 
d’énergies d’activation: 9,2kcal/mole (mouvement des CH;) et 
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4,3 kcal/mole (viscosité 7, et temps de corrélation +’ de réorien- 
tation moléculaire), Nous verrons plus loin qu’une troisi¢éme 
valeur égale a 5,7 kcal/mole est caractéristique de la viscosité et 

de la diffusion (loin de T,) dans la phase isotrope [81]. 

Kirov et al. [41] on trouvé les valeurs 4,1 kcal/mole, 

9,3 kcal/mole et 5,8kcal/mole pour les phases solide, nématique 

et isotrope, respectivement, du PAA. Ces valeurs sont déduites 

de la dépendance en température des largueurs de raies sélec- 

tionnées des spectres infrarouges. 

La signification précise de ces résultats ne peut pas étre 
donnée a l’heure actuelle. 
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CHAPITRE VI 

RESULTATS EXPERIMENTAUX — II 

ANALYSE DE LA FORME DE RAIE DU PAA-CD; 

(En collaboration avec Y. Ayant) 

6.1. Bref rappel des résultats précédents 

Le spectre de résonance magnétique nucléaire des protons 
dans le PAA a été étudié par plusieurs auteurs. Il a été initiale- 

ment décrit comme étant composé d’un triplet symétrique de 

raies larges [1-6], d’intensités relatives 2:3:2. Plus tard, Saupe 

et Englert [7] ont produit un spectre a plus haute résolution 

expérimentale qui montre l’existence d’un grand nombre de raies 
émergeant sous la forme de crétes superposées 4 un massif assi- 

milable au triplet antérieur. Cette structure est surtout visible 

sur la «raie» centrale du triplet. L’explication qualitative en a 

été donnée au début du chapitre IV. 
La raie centrale du triplet observée pour le PAA en basse 

résolution (ou le massif de raies central, en haute résolution) 

a été attribuée essentiellement aux groupes CH,, les raies laté- 
rales étant dues essentiellement aux protons aromatiques [1-6]. 

En deutériant les groupes CH, la raie centrale disparait, mais 

les deux raies latérales restent [4, 5]. 
Lippmann et Weber [5, 6] on fait des études systématiques 

de deuxiéme moment sur ce triplet (spectre mal résolu). La 

courbe de Gauss a été prise comme forme de raie théorique 
pour chacune des raies du triplet. Cette forme est trés proche de 
ce qui a été observé expérimentalement. A partir de ces études 
ils ont déduit des informations sur les mouvements moléculaires 

et sur le degré d’ordre S(T). Lippmann [5] a pu aussi déduire 
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de ses mesures la valeur })=118,5+0,23° pour l’angle de va- 
lence de l’oxygéne du groupe 0-CH;. 

Si on tient compte des observations de Saupe et Englert [7] 
citées ci-dessus, ces résultats perdent une partie de leur signi- 
fication. 

6.2. Analyse de la forme de raie du PAA-CD,; 

Le premier spectre de RMN bien résolu relatif au PAA-CD, 

a été publié par Rowell et al. [8]. Il est reproduit sur la fi- 

gure 6,1(b) ot nous montrons aussi, a titre comparatif, un spectre 

  

, a) PAA 

-5 0 2 Gauss 

b] PAA-CD, 

“ 

-2 0 o Gnces 

Fig. 6.1— Spectres RMN du PAA [9] et (dérivée) du PAA-CDs [8]. 

  

relatif au PAA(a) dai a Flaut et Lawson [9]. La forme du spectre 
du PAA-CD; peut étre mieux appréciée sur la figure 6.2, ou 

nous montrons un détail d’un spectre que nous avons enregistré 

a 100MHz, a une température non mesurée avec précision, 

entre 125°C et 130°C. 
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Nous remarquons d’abord qu'il s’agit dans les trois cas de 
spectres enregistrés avec des appareils de haute résolution (sans 

faire tourner |’échantillon) capables de mettre en évidence deux 

raies séparées de quelques Hz. L’élargissement observé (par 

raport au spectre de raies fines de la phase isotrope) est bien un 
phénoméne intrinséque au cristal liquide. 

Le spectre obtenu par Saupe et Englert sur le PAA [7] n’est 
pas mieux résolu que celui de la figure 6. 1 (a). La meilleure réso- 

lution apparente du spectre de la Réf. 7 résulte de la différence 

dans la technique de détection utilisée (Saupe et Englert donnent 

la dérivée du signal d’absortion). Vu le spectre du PAA-CD,, il 

semble trés improbable qu’une structure fine puisse étre obtenue, 

méme avec une résolution bien meilleure, contrairement a l’opi- 
nion de ces derniers auteurs [7]. 

L’élargissement observé n’est pas de nature dynamique; du 

moins la densité spectrale des mouvements considérés au cours 

des chapitres III-V, ne peut pas en rendre compte [10]. Nous 
sommes donc en présence d’un élargissement du type connu pour 

les solides. La principale cause d’élargissement semble étre |’in- 
teraction dipolaire intramoléculaire, qui n’est pas moyennée a 

zéro en conséquence de l’orientation moyenne bien déterminée 

des molécules. L’importance d’autres mécanismes éventuels d’élar- 
gissement n’est pas connue a présent). 

Le fait saillant sur le spectre du PAA-CD,; réside aussi 

dans le doublet fondamental, qui est di aux couplages dipolaires 

magnétiques entre protons ortho des noyaux aromatiques [8, 11}. 

Chaque composante du doublet montre une structure résiduelle 
a deux «raies» mal résolues (fig. 6.2) qui a été attribuée aux 

couplages entre protons méta [8]. Cette interprétation de la 

structure résiduelle des raies du doublet est en flagrant désac- 

cord avec les résultats expérimentaux [11]. On peut s’en rendre 

compte en faisant le calcul du spectre comme nous allons le 
voir. Nous partons d’un hamiltonien de la forme: 

oy a ~ 1 a % (6.1) fh ‘Sem Soul <5 Dep| & B-(hh+ 0 "| 
a>B 

en négligeant donc l’effet du déplacement chimique et le couplage 

indirect entre spins. Ceci est une bonne approximation de la 

réalité, d’aprés ce que nous avons vu au cours du paragraphe 4. 2, 
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et une plus grande précision ne changerait en rien la nature des 

résultats que nous voulons présenter. 

En considérant uniquement les interactions entre protons 

d’un méme cycle aromatique (fig. 5.1) nous obtenons [10, 11] le 

spectre représenté sur la figure 6.3. En réalité, le spectre est un 

doublet symétrique, la figure en contient une partie suffisante 

pour pouvoir le visualiser complétement. La courbe donnée re- 
présente le méme spectre aprés un lissage gaussien des raies 

infiniment fines pour tenir compte des différentes causes d’élar- 
gissement. La raie ainsi obtenue comprend deux composantes 
dont la plus intense est située du cdté extérieur par rapport 

a  ) (centre du doublet). Cette disposition relative des compo- 

santes de la raie est justement l’inverse de la disposition expéri- 

mentale que l’on voit sur la figure 6.2. Nous concluons, a la 

différence de ce qui a été géneralement admis jusqu’a présent, 

que la structure résiduelle de chaque raie du spectre du PAA-CD; 

nest pas essentiellement due aux couplages entre protons en 

position méta et/ou para dans le méme cycle aromatique. 

Le spectre de raies fines de la figure 6.3 est en accord avec 

les spectres expérimentaux obtenus avec des molécules possédant 
un seul cycle aromatique, telles que 1,4-diclorobenzéne [12] et 
1,4-dinitrobenzéne [13], orzentées dans des solvants nématiques. 

La disposition relative des composantes de la raie représentée 

sur la figure 6.3 est liée aux signes relatifs des couplages ortho 

et méta, qui dans ce cas sont opposés. Il y a donc lieu de penser 

qu’aprés le couplage ortho, le couplage prépondérant, dans le 

cas du PAA-CD,;, concerne les protons voisins H;—H’, et 

H; — H’; (fig. 5.1) n’appartenant pas au méme cycle aromatique. 

Dans ce cas, le signe relatif est favorable. Cette hypothése est 

soutenue par la structure géométrique de la molécule en phase 

solide. En effet, 4 partir des résultats d’une analyse de structure 

aux rayons-X [14], nous avons calculé les distances suivantes 
(fig.d. 1): 

(6.3) ie —Hi;=450A 

H,; —H!,=3,69A. 

La distance entre les protons en position méta (H,— He, etc---) 

est 2,45V73 —4,24A. Une des distances (6.2) est nettement infé- 
fo) 

rieure a cette valeur. Leur moyenne est égale 4 4,10A et donc 
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aussi inférieure a la distance entre protons méta. La géométrie 

de la molécule en phase nématique n’est pas connue, mais il y 

a lieu de penser qu’elle est sensiblement la méme qu’en phase 

solide. 
En toute rigueur, nous devrions donc calculer la forme de 

raie a partir du systeme complet a huit protons. Ce probléme est 

extrémement complexe et sa résolution rigoureuse n’apporterait 

probablement pas beaucoup plus d’information que celle que nous 

pouvons obtenir en faisant l’approximation suivante. Nous divi- 

sons le systéme total a huit spins en deux systémes a quatre 

spins, comme avant, mais cette fois-ci nous négligerons les inter- 

actions entre (H,, H;, H’;, H’:) d’une part et (Hg, H;, H's, H's) 

d’autre part, au lieu de négliger les interactions entre protons de 

noyaux aromatiques différents. 
Le spectre ainsi calculé [10, 11] est représenté sur la 

figure 6.4. La courbe donnée avec le spectre a été calculée sur 

ordinateur, comme avant, en faisant un lissage gaussien des raies 

infiniment fines pour tenir compte des différentes causes d’élar- 

gissement. La disposition relative des composantes de la raie est 
maintenant en accord avec le spectre expérimental de la 

figure 6.2. 
Dans les deux cas, figures 6.3 et 6.4, la largeur a mi-hauteur 

de la gaussienne qui a servi a faire le lissage a été choisie de 

facon a reproduire autant que possible l’allure d’une des raies du 
spectre expérimental. En variant la largeur de la raie gaussienne, 

il n’est pas possible de passer d’une forme telle que celle de la 

figure 6.3 (ou de la fig. 6.4) a la forme symétrique par rapport a 

oy. Les formes de raie calculées sont donc caractéristiques de 

chacun des systémes de spins considérés. Les largeurs a mi- 

-hauteur des gaussiennes de lissage sont données par: 

fig. 6.3» 23 —— (log 2)! Dos = 5,20- 10-2 Dag 
16 (6. 3) ' 

fig. 6.4 +2 (= 12 (log Qyile Dos = 6,94. - 10-2 Dos 

En conclusion, nous pouvons dire que la structure visible 

sur chaque raie du spectre de RMN du PAA-CD,; est due a 
Vinteraction dipolaire magnétique entre protons voisins apparte- 

nant a des cycles aromatiques différents sur la molécule. L’inter- 
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prétation jusqu’a présent acceptée faisait croire que cette structure 
serait due a l’interaction entre protons en position méta dans le 

méme cycle aromatique. 

6.3. Remarque sur les mesures du degré de ordre S par 

RMN 

Les résultats précédents, en particulier la figure 6.4, mon- 

trent que l’écart entre les maxima des raies principales du doublet, 

dans le spectre du PAA-CD,;, ne correspond pas 4 la valeur du 

couplage entre protons ortho des cycles aromatiques. Dans le cas 
du PAA, la situation est identique. 

Dans le calcul du degré d’ordre S des cristaux liquides a 

partir de leur spectre de RMN, on ne tient pas compte en général 

[8, 15-17] de la différence que nous venons de signaler. Par consé- 

quent, nous pouvons dire que les valeurs absolues de S ainsi 

obtenues ne sont pas correctes. La correction a faire doit varier 

dun produit a l’autre. 
Nous savons aussi que la valeur expérimentale de l’écart 

entre raies dépend de la nature du mouvement moléculaire et de 

la position, sur la molécule, de l’axe entre les noyaux dont on 

observe le doublet (cf. par ex. les Réf. 12 et 18). Contrairement a 

ce qui est généralement admis, ces effets sont observables sur 

les valeurs de S mesurées, aussi bien que sur la forme de S(T). 

Nous ne nous attarderons plus sur ce probleme parce qu'il 

ne rentre pas dans l’objectif de ce mémoire. Nous l’avons signalé 

en pensant que sa considération pourra jeter quelque lumiére 
sur une récente polémique [19] 4 propos de la qualité des diffé- 

rentes théories statistiques moléculaires des cristaux liquides. 
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TROISIEME PARTIE 

ETUDE DE LA PHASE ISOTROPE DES CRISTAUX 
LIQUIDES NEMATIQUES 

CHAPITRE VII 

HYDRODYNAMIQUE DE LA PHASE ISOTROPE 

7.1. L’ordre local, prés de la transition 

La transition de phase nématique-isotrope des cristaux liqui- 
des est du premier ordre, ce qui est prévu par la théorie (cf. § 3. 1) 

et confirmé par d’innombrables expériences. Pourtant, la chaleur 
de transition est trés petite par rapport a celle de la transition 

solide-nématique. Dans le cas du f-azoxyanisole les mesures 

donnent 0,137 kcal/mole et 7,06kcal/mole, respectivement [1]. 
Ceci suggére que la structure /ocale de la phase isotrope, prés de 

la transition, n’est pas trés différente de celle qu’on trouve dans 
la phase nématique. Les expériences de rayons-X le confirment. 

D’autre part, on observe dans cette phase, prés de la transi- 
tion, des anomalies du comportement de certaines propriétés 
physiques qui ressemblent beaucoup 4a celles qu’on trouve prés 

des transitions du deuxiéme ordre. 
Pour interpréter les différentes observations on est conduit 

a admettre qu'il existe dans la phase isotrope un ordre molécu- 

laire Jocal du type nématique dont l’importance augmente a 

mesure qu’on approche du point de transition. La description 
quantitative des effets d’ordre local peut étre envisagée a partir 

d’un tenseur paramétre d’ordre Q;;(r,#) comme celui que nous 

avons défini au paragraphe 3.3. Nous rappelons qu'il s’agit d’un 
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tenseur symétrique a trace nulle (proportionnel a la partie aniso- 

trope de la susceptibilité magnétique). Etant donné que la phase 

est isotrope, toutes les composantes de Q sont nulles en moyenne, 

en l’absence de champs extérieurs (nous verrons plus loin que le 

champ magnétique, par exemple, induit une petite anisotropie). 

Pourtant, a cause des fluctuations thermiques, nous pouvons obser- 
ver en chaque point r du liquide isotrope, 4 Vinstant ¢, des 

valeurs Q;;(r,z) non nulles des composantes du tenseur para- 

métre d’ordre. La plupart des anomalies observées dans la phase 

isotrope, pres de T,, peuvent étre interprétées en termes de 
fluctuations du paramétre d’ordre. 

Vu le caractére de la transition, qui est trés faiblement du 

premier ordre, on est alors conduit a |’étudier dans le cadre d’un 
formalisme identique a celui de Landau pour les vraies transitions 
du deuxiéme ordre [2]. 

7.2. L’énergie libre de Landau 

Comme point de départ, nous écrirons la densité d’énergie 
libre aux environs du point de transition nématique-isotrope 
sous la forme 

f=fo(P,T) +/o(Q,T) 

ou fo est une partie dépendante de la pression P et de la tem- 

pérature T mais pas du paramétre d’ordre Q. Le terme fo 
représente la partie «ordonnée» de 7; il est fonction du parameé- 

tre d’ordre et de la température. Ensuite, nous admettons que la 

partie fo(Q,T) de la densité d’énergie libre peut s’écrire sous 

la forme d’une série suivant les puissances du paramérre d’ordre, 

aux environs du point de transition. Donc, en tenant compte du 
fait que chaque terme doit étre invariant par rotation: 

(7. 1) f= Zam) Qi; Q:-+ BD) 0;; Qye Ori + 

t ZIC (T) Qs; Qji Qez Que + Co(T) Qi, Qe Qe Qu] + ++ 

Il n’y a pas de terme d’ordre Q parce que l’énergie doit avoir 

un minimum pour Q=0. Le terme d’ordre Q5 assure que la 
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transition est du premier ordre [2] et par conséquent / (Q)+ 

#f(—Q). 
Pour éclaircir les idées, considérons la phase nématique avec 

n paralléle a x; partout. Le tenseur Q est alors donné par 

(3.12), a savoir: 

Diane at — SQ 0 Of 
3 0 —S/2 O}- 

0 Rogers 2 

L’expression (7.1) prend la forme suivante: 

1 2 1 7.2 eee . Bae Se 
a A= + o7 anes 

avec 

C=C 4+5G 
et en négligeant les termes d’ordre supérieur au quatri¢éme. Le 

point de transition T, est défini par: 

FS) =f 0) 

C Ri 0 S S; 

ce qui permet d’écrire, d’aprés (7. 2): 

9A+2BS,4+3CS2=0 

6A+2BS,+4CS?=0. 

De ce systéme on obtient: 

$e —B/3C, phase N 

A(T.) = B7/2T7C. 

Si la transition était du deuxiéme ordre on aurait B=0O et donc 

A(T.) =0. Au voisinage de la transition A(T) prend des valeurs 

petites. Par conséquent, on peut écrire [2-6]: 

(7. 4) A(T) =a(T — Ty" 
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ou @=const., y est un exposant inconnu mais proche de l’unité 
et T? est une température juste en-dessous de T,. Pour com- 
prendre la signification de T? remarquons que la seconde égalité 
(7.3) donne avec (7. 4): 

T. = T? + (B7/27 a CIN 

ce qui montre que T¢ serait la valeur de la température de tran- 
sition au cas ow la transition serait du deuxiéme ordre. Le terme 
d’ordre Q3 dans l’énergie libre non seulement change le caractére 
de la transition, mais aussi déplace légérement le point de tran- 
sition méme. Comme ce point est thermodynamiquement stable 
on peut écrire (0? f/dS2)r,>0, ce qui donne C>0, en tenant 
compte de (7.3). Le point de transition est donc déplacé vers les 
hautes températures. L’amplitude du déplacement peut étre cal- 
culée, en principe. En admettant que l’approximation (7.2) est 
suffisante, on trouve [5, 6] qu'il est de l’ordre de 1°K pour les 
cristaux liquides courants. 

En présence d’un champ magnétique H nous devons ajouter 
un terme supplémentaire a la densité d’énergie libre (7. 1): 

(7. 5) n= ; 7°; O3; H; + const. 

Le terme constant n’est pas intéressant et peut étre oublié (ou 
considéré inclus dans f)). L’aspect intéressant de la présence 
du champ magnétique H est qu'il induit une valeur non nulle 

de <Q> méme dans la phase isotrope. En premiére approxima- 
tion cette valeur peut étre calculée en cherchant le minimum de 

i 1 
ry A(T) Qi; Q77— ae H; Q:; Hy 

toujours avec la condition: T,Q—=Q;;=0. On obtient: 

(7. 6) eee (Hi Hy iu) 
2 A(T) 3 

Ceci permet d’expliquer [3, 4, 6] l’anomalie de la birefringence 

magnétique observée [6-8] dans la phase isotrope, prés de T,. 

La birefringence est proportionnelle a 1/A(T) et A(T) est donné 
par (7. 4). 
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Une autre correction a ajouter éventuellement a (7. 1) et (7. 5) 

résulte d’une possible variation de Q;;(r,¢) dans l’espace. Si 
cette variation est lente nous pouvons retenir uniquement les 

termes d’ordre le plus bas permis par la symétrie: 

BE 
aly fee [Li (T) 0; Q72 0s Qe + Le (T) 0s Qee 07 Qje]. 

Avant de finir ce paragraphe, il convient de faire les remar- 
ques suivantes. Un développement du type (7.1) a été considéré 

pour la premiére fois par Landau dans le but d’étudier les tran- 
sitions de phase du deuxiéme ordre. Dans de tels cas le para- 

métre d’ordre approprié s’annule au point de transition et il est 

donc trés petit a son voisinage. Dans le deux phases le dévelop- 

pement de la densité d’énergie libre en série suivant les puissan- 

ces du paramétre d’ordre a un caractére purement mathématique. 

Dans le cas des cristaux liyuides un tel développement a été 

introduit pour la premiére fois par De Gennes [3]. Le but de 

De Gennes [3, 4], si nous l’interprétons correctement, était l’étude 
de la région de la phase isotrope des cristaux liquides (néma- 

tiques et cholestériques) juste au-dessus du point de transition, 

plut6ot que l’étude de la transition elle-méme ou de son voisinage 

tres proche. L’étude de la transition elle-méme, en calculant les 

paramétres qui lui sont associés, comme par exemple la chaleur 

de transition, a été considérée par d’autres auteurs [5, 6]. Il ne 

semble pas que l’énergie libre de Landau — De Gennes puisse 

décrire avec rigueur la transition nématique-isotrope. Dans la 

phase nématique, le paramétre d’ordre a des valeurs relativement 

élevées au point de transition méme et il n’est pas sir que dans 

(7.1) on puisse se limiter aux termes d’ordre quatre et inférieur [4]. 

Cest-a-dire que des formules comme (7.3) n’ont pas tout l’intérét 

pratique que l’on pouvait en espérer. 

7.3. Hydrodynamique de la phase isotrope 

L’hydrodynamique de la phase isotrope pourrait étre cons- 

truite, en principe, d’une maniére analogue 4 celle de la phase 

nématique. Les seules différences alors apparentes dans le forma- 

lisme seraient dues a la différence de symétrie de deux phases. 

Une difficulté d’un tel raisonnement est dans la définition physi- 
que d’un «directeur» pour la phase isotrope. : 
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Pour tourner cette dificulté on peut se servir non pas d’un 
directeur mais d’un vecteur de «spin» moléculaire [9]. Ce spin 
est une densité de moment angulaire intrinséque résultant de la 
rotation des molécules non sphériques du fluide. Cette densité 
de moment angulaire intrinséque est a ajouter a la densité de 
moment angulaire «orbital», due au mouvement (v0) du fluide. 
Exactement comme dans la phase nématique, il peut y avoir 
échange entre les deux types de moment, de sorte que seul le 
moment angulaire total (orbital + spin) est conservé. Aussi le 
tenseur des contraintes n’est pas symétrique. L’échange entre 
le spin et le moment orbital, c’est-a-dire |’interaction entre le 
mouvement hydrodynamique et le mouvement de rotation molé- 
culaire, tend a établir l’égalité entre la vitesse angulaire de spin 

et la vorticité hydrodynamique om rotv. Si on néglige dans 

la phase isotrope l’existence des couples intrinseques de restitu- 
tion de l’orientation (qui sont essentiels en phase nématique) on 

peut montrer que le temps de relaxation de la partie antisymé- 

trique du tenseur des contraintes est donné par: 

oO 

47 

-   

ou o est la densité de moment d’inertie associé a la rotation 

moléculaire et y est un coefficient de viscosité rotationelle. Ce 
temps est probablement de l’ordre d’un temps moléculaire carac- 
téristique. La partie antisymétrique du tenseur des contraintes 

est alors négligeable en régime hydrodynamique, a condition que 
effet des couples intrinséques soit aussi négligeable. Dans ce 
cas, les équations du mouvement hydrodynamique se réduisent 
aux €quations de Navier-Stokes. 

L’avantage d’une adaptation des équations de Leslie de ma- 
niére a englober la phase isotrope des cristaux liquides néma- 

tiques (et méme la phase solide) est évident. Les propriétés 

hydrodynamiques des deux phases pourraient étre comparées en 

détail et le mécanisme de transition d’une phase a l’autre mieux 

compris. Mais cette possibilité n’a pas encore été exploitée [15] 

et dans ce travail nous serons surtout intéressés par les proprié- 
tés de la phase isotrope juste au-dessus de la transition. 

D’aprés De Gennes [3, 4], l'étude de la phase isotrope des 
cristaux liquides juste au-dessus de la transition peut étre con- 
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venablement entreprise dans le cadre du formalisme de la ther- 

modynamique des processus irréversibles [10]. Les effets d’inertie 
sont négligés et les équations phénoménologiques sont postulées 

comme des relations linéaires entre flux et forces thermodyna- 

miques conjuguées. La production d’entropie (dissipation) est une 

fonction bilinéaire de ces flux et forces et doit étre positive ou 

nulle (deuxiéme principe de la thermodynamique). 

En suivant de Gennes [3, 4] nous pouvons écrire la produc- 

tion d’entropie sous la forme: 

(7. 8) TS=0,;A;;+9;Rj;X0 

ou o;; et A;; sont les parties symétriques du tenseur visqueux 

des contraintes et du tenseur des gradients de vitesse, respecti- 

vement,et: 

  = aQ;; JOx 
(CG 9) Ri = ee a. Dik Quy — Qiz Ops = ~ 

(7. 10) hes 2s Se 
0 

L’approximation R;;~0dQj;/o0¢ est justifi¢e par le fait que v; et 
Q;; sont traités comme des quantités infinitésimales du premier 

ordre. Les termes éliminés sont du deuxiéme ordre. Dans le 

calcul de la force 9;;, seul est considéré le terme d’ordre Q? 
dans l’énergie libre (7.1), il apporte une contribution linéaire. 

Les complications qui peuvent résulter de la présence d’un champ 

magnétique [12] ne sont pas considérées. La non considération 

des termes (7.7) traduisant les variations spatiales de Q;; im- 

plique que toute. analyse dynamique 4a faire sur cette base sera 
soumise aux conditions de validité suivantes: 

(tT) Lig?<<A 

ou g est un vecteur d’onde. 
Avant de poursuivre il convient de comparer les équations 

(7. 8), (7. 9) et (7.10) aux équations (3. 40), (3. 25) et (3.41) respec- 

tivement (voir aussi la Réf. 11). 

Si on admet maintenant des relations linéaires entre flux et 

forces, l’expression (7.8) permet d’écrire les équations phénomé- 

nologiques suivantes: 
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(7. 12) ie ar Lifer Ant Lat, Re: 

0;;= aa Arit Teg Re: 

En substituant (7. 12) dans (7. 8) on obtient une forme quadratique 
qui doit étre positive. Ceci implique: 

| aban aks 
GAS (7. 13) Ps es 

Les relations de réciprocité d’Onsager [13] qui refletent macros- 
copiquement |’invariance, par renversement du temps, des équa- 
tions du mouvement des particules individuelles constituant le 
milieu, imposent: 

(7. 14) Laveen. 
D’autre part, du fait que le fluide est isotrope (en absence de 
champ magnétique) et que les flux et forces figurant dans (7. 12) 
sont tous des tenseurs symétriques du deuxiéme ordre a trace 
nulle, le «principe de Curie» [14] implique que tous les Lijez Sont 
des scalaires. En d’autres termes, l’invariance par rotation (milieu 
isotrope) exige que la matrice reliant deux tenseurs symétriques 
du deuxiéme ordre a trace nulle soit un multiple de la matrice 
unité. Avec ces restrictions, les équations (7. 12) s’écrivent: 

(7. 15) Deseo ae 2uRij 
®;,;—=2p Ai; +R, 

avec, en tenant compte de (7. 13): 

(7. 16) cn 
ny >2p?, 

Les coefficients n, v, » ont les dimensions physiques d’une 
viscosité (n est la viscosité ordinaire). 

Le systéme complet des équations hydrodynamiques contient 
encore l’équation de conservation de l’impulsion 

dv; Ov; GIT ~ ed OG, ( ) ? I ? rv, GTi, 
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ou o;;=—f0;;+;;, et l’équation de conservation de la masse, 
le fluide étant supposé incompressible: 

(7. 18) dv 0. 

Dans l’équation (7.17) le terme 07; 0;v; a été négligé parce qu’il 

est du deuxiéme ordre par rapport 4 odv;/d¢ et nous sommes 

uniquement intéressés par les petits mouvements, comme cela a 

deja été dit. L’élasticité du liquide isotrope étant négligeable, 

o;; ne contient pas un terme d’équilibre correspondant a (3. 22) 
dans le cas nématique. 
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CHAPITRE VIII 

FLUCTUATIONS D’ORDRE. DIFFUSION 

Dans la phase isotrope des cristaux liquides la diffusion est 
probablement un mécanisme important de relaxation spin-réseau 
(par interaction dipolaire intermoléculaire), au moins pour T>>T,. 
Juste au-dessus de la température de transition (T=T.), inter- 
viennent les fluctuations du paramétre d’ordre Q, lesquelles. 
correspondent a. des fluctuations collectives d’orientation des 
molécules (cf. paragraphe 3.3). Ces fluctuations peuvent étre 
aussi un mécanisme de relaxation important. 

Nous devons par conséquent analyser chacun des deux phé- 
nomeénes, ayant en vue le calcul de leurs contributions respec- 
tives a la vitesse de relaxation nucléaire spin-réseau. C’est. 
lobjectif de ce chapitre. Dans le chapitre suivant, nous essayerons 
d’interpréter les résultats de nos mesures de T; a partir de cette 
analyse. 

8.1. Le spectre des fluctuations de O 

Considérons les équations (7.15) et supposons, en premiére 
approximation, que le couplage entre Q et v peut étre négligé. 
Alors: 

(8. 1) %,; = Ry; 

d’ou, en tenant compte de (7. 9-10): 

80. oy 2s (8. 2) AG) sy a   
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L’équation (8.2) montre que dans cette approximation toutes les 

composantes de Q relaxent exponentiellement avec la méme 
fréquence caractéristique: 

(8. 3) foe 
T v 

Nous négligerons dorénavant la distinction entre les différentes 

composantes de Q, en écrivant simplement Q au lieu de O;;. 
Le spectre de Q est alors donné par (cf. § 3.5): 

: or 
(8. 4) fo @.a)= </Q(@)P> Te 

Si le couplage entre Q et v est important, c’est-a-dire, si 

nN 

I =— q? 
p 

ou ag?/¢ est la fréquence caractéristique des fluctuations de vy, 
nous sommes obligés de considérer le systéme complet des équa- 

tions (7.15). Dans ce cas, le spectre apparait plus compliqué [1] 

mais ne différe pas beaucoup, en général, de la lorentzienne 

antérieure [1, 2]. Nous resterons au niveau de |’approximation 
antérieure. 

Le calcul de l’amplitude thermique dans (8. 4) peut se faire 
a partir de l’énergie libre sans aucune difficulté [3]. On prend 
les composantes de Fourier et on applique le théoréme d’équi- 

partition de l’énergie. Le résultat obtenu est simplement: 

ky T 
5 {2 — (8. 5) <|Q(q)P> "x   

au niveau des approximations (7.10-11) faites dans le chapitre 

précédent. De (8. 4) et (8.5) on obtient finalement: 

(8. 6) Io (oj ny8 fd ql(q,0)—= 

    
1 sacl Grae 27 

Sa Lo \L) tat: 
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Nous avons limité l’integration sur q aux valeurs 

1q| 4(A/L)? 

pour tenir compte de la condition (7.11) de validité de la théorie. 

Le paramétre L représente une des «constantes élastiques» 

(L,,L,) apparaissant dans (7.7) ou une combinaison des deux. 

Le résultat (8.6) est parfaitement équivalent a celui de la 

Réf. 4. Le paramétre (A/L)!? représente l’inverse de la /ongueur 

de corrélation &. Au niveau d’approximation considéré les équa- 

tions hydrodynamiques de De Gennes, (7. 15), ne sont pas indis- 

pensables, |’équation (8.2) correspond a |’équation de transport 

bien connue [5]: 

  2 dQ of 8. SP er am (8. 7) 5 50 

8.2. Un modéle théorique simple pour la diffusion molé- 

culaire [6] 

Le coefficient de diffusion D dans un liquide peut se définir 
a partir de la fonction de corrélation de la vitesse moléculaire 

dans le liquide en équilibre: 

(8. 8) D= [" <vQe@>dt= |“ goldr. 
0 0 

La surface limitée par la transformée de Fourrier 7,() de 
v(t) est inversement proportionnelle a la masse de la particule 

qui diffuse. D’autre part, nous savons [7] que c’est surtout le 
comportement de 7,(#) dans la région des basses fréquences 
(»=0) qui est significatif. Tout se passe donc comme si la parti- 

cule diffusante avait une masse effective beaucoup plus grande 
que sa masse réelle. 

Nous pouvons penser qu'une molécule et ses voisines for- 

ment une «super-particule» ou «essaim» doué d’une certaine 

cohésion et que la partie basse fréquence de la vitesse molé- 

culaire correspond justement a la diffusion de cette «super-par- 
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ticule». Chaque molécule aurait fondamentalement deux types 

de mouvements. Le premier serait un mouvement incohérent, 

individuel, di, mettons, 4 la formation de trous. Le deuxiéme 

correspondrait au mouvement de l’essaim et serait donc un mou- 
vement collectif. 

La possibilité de formation d’essaims de quelques molécules 

semble assez «logique» dans le cas des liquides organiques com- 

posés de molécules longues. La formation d’essaims plus larges 
dépend de l’importance des phénoménes de corré/ation dans |’ordre 

local. En tous cas, les essaims n’ont probablement pas de fron- 

tiéres nettes, leur dimension doit étre définie par une Jongueur 

de corrélation caractéristique du fluide. Ils constituent aussi des 

formations moléculaires a temps de vie limité. 
Les corrélations locales sont trés importantes dans le cas des 

cristaux liquides, méme dans leur phase isotrope. Les corrélations 

d’orientation sont les plus fortes et les longueurs correspondantes 

atteignent des valeurs macroscopiques prés de la transition vers 

l’état mésomorphe (cf. chapitre précédent). Nous pensons que ces 

mémes corrélations produisent un effet appréciable sur le spectre 
des vitesses moléculaires et par conséquent sur la valeur de D. 

L’expression (8.8) montre que la valeur de D est une mesure 

de la surface limitée par g,(/). Elle ne dépend pas directement 

des détails du mouvement. Cette propriété est importante dans 

la mesure ot nous ne connaissons pas exactement le mouvement 
réel et sommes donc obligés d’introduire un modéle. Elle nous 

permet une certaine liberté dans le choix du modéle. 

Considérons maintenant la phase isotrope des cristaux liqui- 
des nématiques. Nous admettons, comme ci-dessus, que le mou- 

vement de chaque molécule peut étre considéré comme la super- 

position de son mouvement individuel, incohérent, a lVintérieur 

de l’essaim, avec le mouvement de celui-ci. L’essaim sera traité 

comme une particule de dimension — (€ est une longueur de 

corrélation). 

A Vinstant initial la molécule se trouve au centre de l’essaim. 

Au bout d’un temps ¢ nous aurons 

(8. 9) r=R)+R 

ou. Ry donne la position de l’essaim par rapport a la position 

initiale et R donne la position de la molécule par rapport au 

centre de l’essaim. En admettant que les deux mouvements 
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sont bien décrits par des équations de diffusion, nous pouvons 
écrire 

)<R3>=—6D;# 

(8. 10) < Ri > wb Dw 
[<r > =6 De. 

Si les deux mouvements sont stochastiquement indépendants les 

expressions (8. 9) et (8.10) donnent: 

(8. 11) D=Dw-+D;. 

Le mouvement de l’essaim est de nature «hydrodynamique». 
Le coefficient de diffusion respectif peut donc s’écrire, d’aprés la 

théorie de Stokes-Einstein, 

_ Ant 

ans 
(8. 12) D   

g 

ot «=constante et les autres paramétres ont leur signification 

habituelle. La longueur de corrélation § (dimension de l’essaim) 

joue le rdle de rayon hydrodynamique de la «sphére équivalente» 

de Stokes. 

Pour le coefficient de self-diffusion moléculaire Dw nous 

adopterons la formule classique [7, 8]: 

(8. 13) Dw = D. exp (— W/és “B) ‘ 

A haute température (T>>T.) Vordre local est toujours 
restreint a quelques molécules. Nous pouvons écrire £~a ou a 

est une longueur de l’ordre de la longueur moléculaire. En subs- 

tituant (8.12) et (8.13) dans (8.11) on obtient alors: 

(8. 14) D =(D. + An T/ my a) exp (— W/kn T) 

ce qui n’est pas trés différent de la formule classique (8. 13). 

Pour la région juste au-dessus de T, les prévisions des formules 

(8.11) et (8.13) sont trés différentes. En effet, 4 mesure qu’on 

approche du point de transition vers la phase nématique, la lon- 

gueur de corrélation & augmente rapidement [1-4] et par consé- 
quent D; diminue. 

La formule (8.11) prévoit donc une décroissance anormale 
du coefficient de diffusion juste au-dessus de T,. 
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Sur la figure 8.1 nous reproduisons les mesures de Blinc et 
al. [9-10] sur le PAA. La courbe représentée est donnée par la 
théorie précédente, Nous constatons qu’a haute température les 
points expérimentaux suivent la loi (8.14) o1 W=5,7 kcal/mole 
est l’énergie d’activation trouvée [11] pour la viscosité. Juste 

  

      

E30, Na | 
“oO | - 

ar | oS - 

> Lb _ 

5 a =: 
(79) 

a LE 7 

iL of : 
aria | 

05+ | 
iis | PAA 

bi | 

0.2 I | i | 
25 2:4 2.3 2.2 

TEMPERATURE (10/T] 

Fig. 8.1— Variation de D avec la température dans la phase isotrope du 
PAA. O, Ref. 9 (RMN); +, Réf. 10 (diff. neutrons). La courbe est donnée 

par la théorie, Réf. 6. 

au-dessus de T, les résultats expérimentaux montrent (6, 12] une 
décroissance anormale de D compatible avec la théorie précé- 
dente. 

Pour 1, 10-2 poise et =, = 100A les résultats de la figure 
8.1 donnent D; = 10-6cm2s-!, Dw = 10-5cm2s-! et «=1. A haute 
température nous avons toujours D; << Dw. Ces résultats sem- 
blent assez encourageants mais il faudrait des mesures plus pré- 
cises et abondantes pour savoir si l’anomalie de D est aussi 
prononcée que ce qu’on voit sur la figure. Pour la définition 
numérique de l’équation (8. 11) il est aussi trés important d’avoir 
une mesure précise de T,—1z (cf. Réf. 1-4). 
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CHAPITRE 1X 

RESULTATS EXPERIMENTAUX — Ill 

RELAXATION SPIN-RESEAU EN PHASE ISOTROPE 

9.1. Relexation spin-réseau dans le PAA-CD; 

9.1.1. Résultats expérimentaux 

Nous avons fait des mesures de T, (protons) en fonction de 

la fréquence et de la température. Une partie significative de nos 

résultats est représentée sur la figure 9.1. La figure donne aussi, 

a titre comparatif, les résultats des mesures de T, en phase 

nématique, pour les mémes valeurs de la fréquence )=7, Ho. 

Le fait saillant sur la figure 9.1 est la forte discontinuité 

subie par T,(T) au passage de la transition nématique-isotrope. 

Cette discontinuité dépend de la fréquence » et serait nulle pour 

9/2 ~7,1 MHz, d’aprés les résultats de la figure et l’équa- 

tion (5: 12), du chapitre V. Pour )/27< 7,1 MHz elle changerait 

de sens. Tout ceci parce que l’expérience a montré que dans la 

phase isotrope T, ne dépend pas de la fréquence (dans la gamme 

de fréquences étudiée). 

Nous voyons aussi que dans la région de températures con- 

sidérée dans la figure (T. + ~ T.+30° K) les points expérimentaux 

suivent, avec une trés bonne précision, une ligne droite [1]: celle 

qui est représentée sur la figure résulte de l’interpolation, par la 

méthode des moindres carrés, sur les points expérimentaux 

relatifs A w)/2™7—=24 MHz. Elle est donnée par: 

(9.1) T, 0,069 4. 008 aT — Ey: 
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Fig. 9.1 — Variation de T,,(PAA-CDs) avec la température. 

©, 24 MHz; +, 56 MHz. 

Les points relatifs a la fréquence )/27—56 MHz ont été 
rajoutés apres. Ils suivent trés bien la méme droite. 

9.1.2. Discussion sur l’influence des fluctuations de Q 

Considérons uniquement la région de températures juste 

au-dessus de T,. Plusieurs phénoménes sont susceptibles de 

provoquer une modulation de l’énergie dipolaire magnétique du 

systéme de spins (protons du PAA-CD;). Nous allons considérer 

les fluctuations du paramétre d’ordre et la diffusion. 

Les fluctuations du paramétre d’ordre modulent surtout 

Vinteraction intramoléculaire. Si leur effet est sensible, dans les 
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conditions de nos expériences, nous pouvons écrire, en premiére 

approximation: 

1 
—) «lo@) 

( T ), 

ou Ig() est donné par la formule (8,6) du chapitre précédent. 

Pour plus de détail, il convient de faire l’analogie avec la phase 

nématique, en rappelant le rapport entre le paramétre d’ordre et 

le directeur. 

Dans les conditions de nos expériences, T, n’est pas fonction 

de la fréquence (cf. fig, 9.1). Par conséquent, si expression (9. 2) 

est applicable nous devons avoir o%<<I?. En rappelant que 

l=A/», formule (8.3), l’expression (9. 2) devient 

cs rome foe 
T,/o Lie? A 

L32\ (T— Tz)? 

rT) 
dou 

  (9. 8) (Tio = ( 

en tenant compte de (7.4), avec y=1. Ceci correspond a Vap- 

proximation de Landau dans une théorie de champ moyen et 

dans cette hypothése L ne varie pas avec la température. Un 

traitement un peu plus détaillé est donné ailleurs [{1, 2). 

En faisant vv, exp(W,/4sT) [8], le calcul montre que 

l’expression (9.3) donne une variation pratiquement linéaire de 

T, avec la température dans toute la région de la phase isotrope 

considérée dans la figure 9.1. Pour ce calcul nous avons fait 

W,=5,7 kcal/mole, en admettant que les énergies d’activation 

de v et de n sont sensiblement les mémes, ce qui semble étre le 

cas dans le MBBA [3]. Mais il convient de remarquer que la 

linéarité de (9.3) est, dans le domaine considéré, trés peu sensible 

a la valeur exacte de W,. Ceci explique d’ailleurs la «bonne» 

qualité de l'accord théorie-expérience toujours trouvé dans le cas 

des mesures de birefringence magnétique, avec des valeurs de 

W, aussi différentes que 5,7 kcal/mole [4-5] et 7,1 kcal/mole [3]. 

Le fait le plus saillant dans (9. 3) n’est pourtant pas la forme 

de T,(T) mais les valeurs que T, doit prendre prés de T.. 

D’aprés (9.3), T, doit s’'annuler pour T=T?=T.—1°K. La 
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figure 9.1 montre que Ja valeur expérimentale de (T;)rx est net- 
tement différente de zéro’ (= 0,78). 

Si la valeur expérimentale de (T;)rx est due a d’autres mé- 
canismes de relaxation (la diffusion, par exemple) nous pouvons 
écrire 

ul 1 1 
9.4 mes ee fe aes 
ida T, ei ye T 

en supposant l’indépendance des nouveaux mécanismes de rela- 
xation par rapport aux fluctuations de Q. L’expression (9. 4), 
confrontée avec les résultats expérimentaux montre alors que 
leffet des fluctuations de Q doit étre négligeable dans tout le 
domaine de nos expériences. 

Il convient de remarquer que la divergence de la densité 
spectrale des fluctuations de Q ne résulte pas des approxima- 
tions faites dans les calculs du paragraphe 8.1. Le spectre cal- 
culé, dans un cas général, a partir des équations de De Gennes 
(7. 15) diverge aussi [6]. En généralisant l’équation (8.2), ou (8. 7), 
de manieére a tenir compte des variations spatiales, éventuellement 
importantes, du paramétre d’ordre, le résultat est le méme. Ce 
qui peut varier d’une approximation a l’autre est la dépendance 
en fréquence de Ig(), mais dans la limite wo<<T imposée par 
les résultats expérimentaux, on retrouve toujours le résultat (9. 3). 

Toutes les mesures de T, (protons), dans la phase isotrope 
de plusieurs cristaux liquides, publiées jusqu’a présent, ont donné 
des résultats comparables aux notres (dans le sens de la dis- 
cussion précédente, c’est-a-dire, en apparent désaccord avec 
lexpression (9.3)). Des mesures faites sur le deuton (pour 
f=8 MHz), qui sont moins sensibles aux effets de la diffusion, 
ont aussi donné des résultats équivalents Kar 

Il semble done qu’aux fréquences couramment utilisées en 
RMN (10-60 MHz) les fluctuations du paramétre d’ordre ne cons- 
tituent pas un mécanisme efficace de relaxation spin-réseau pour 
les protons. Nous ferons, au cours du paragraphe 9.2, des remar- 
ques qui suggérent que ces fluctuations peuveut quand méme 
jouer un certain réle. Mais la situation n’est pas claire. 
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9.1.3. Discussion sur l’influence de la diffusion 

Dans la phase isotrope la constante de diffusion D est de 
ordre de 10-5cm2s-! [16], comme pratiquement tous les liquides 
isotropes. Dans ces liquides la vitesse de relaxation spin-réseau 

est souvent dominée par les effets de la difusion moléculaire, 
auquel cas on peut écrire [17]: 

(9. 5) ee 
T, 5 Dd 

ot N est le nombre de spins par unité de volume et d la dis- 
tance minimum d’approximation des protons (la formule (9. 5) 
est donnée pour les protons, 11/2, dans l’hypothése ») t<<1). 

En substituant dans (9.5) l’expression (8.11), on obtient: 

ai 6) T, (T)p =a (D; + Dw) 

ce qui est bien vérifié par l’expérience, comme le montre la 

figure 9.2. Cette figure est essentiellement une reproduction de 

la figure 8.1 avec les valeurs expérimentales de T,(PAA-CL, 

superposées. La constante de proportionnalité dans (9.6) a la 

valeur,.¢ = 0)85;. 10> cm-2's?, 
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Fig. 9.2 — Vérification de la formule (9.6) du texte. 
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La contradiction entre (9. 6) et (9.1) n’est qu’apparente. En 
effet, la différence entre une droite et la fonction D— D; + Dw 
dans la région de températures considérée est trés petite. Il serait 
trés difficile d’en faire la distinction a partir des mesures de Tp 
Un autre probléme posé par l’expression (9. 6) est que a la valeur 
expérimentale de la constante « correspond, d’apreés nos calculs 
et la formule (9.5), une valeur'de d apparemment trop petite: 

d= 0,13 A. Il est difficile de dire si ce résultat est suffisant pour 
invalider l’expression (9. 6). 

L’expression (9.6) pose encore un autre probléme. D’aprés 
le modéle simple de diffusion introduit au paragraphe 8.2, la 
partie D; de D ne devrait apparemment pas contribuer a la 
relaxation. En effet, D; représente un mouvement cohérent d’un 
ensemble de molécules et ce qui compte pour la relaxation est 
le mouvement relatif de molécules voisines, La difficulté peut 
€étre tournée en remarquant que le paramétre important est le 
temps de vie d’une molécule en position fixe par rapport a ses 
voisines. La nature précise du mouvement n’a pas d’importance. 
Le temps de vie (ou de corrélation) associé 4 Dw est donné [17] 
par une expression du type 

(9. 7) tw = 22/2 Dw 

ou @ est le «diamétre équivalent» de la molécule. Le temps de 
vie 7 associé a D; est le temps de vie de l’essaim, considéré 
comme particule instable (cf. § 8.2). La diffusion résultante D 
est caractérisée par un temps de corrélation effectif qui dépend a 
la fois de t,, et de t. 

Malheureusement, nous ne disposons pas encore de mesures 
assez précises et abondantes du coefficient de diffusion D. La 
validité de la théorie du paragraphe 8.2 et, par conséquent, de 
la formule (9.6) n’est pas établie de fagon sire. Dans ces condi- 
tions, une analyse plus détaillée des résultats expérimentaux 
ayant pour base (9.6) ne se justifie pas. Nous allons maintenant 
considérer une autre hypothése d’explication des mémes résultats. 

9.1.4. Rotation individuelle des molécules et diffusion (Dy) 

Les rotations de chaque molécule, individuellement [18], 
autour d’axes transversaux sont, en principe, susceptibles d’ap- 
porter une contribution notable a la vitesse de relaxation spin- 
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réseau. Les rotations autour de l’axe longitudinal (grand axe de 

la molécule) peuvent étre négligées. On peut écrire [17]: 

(9. 8) Gar = 202 IL +1)t, 
1 

ou tp est le temps de corrélation caractéristique de la rotation 

des molécules. Dans le modéle de Debye +, est donné par 

    
4m nad 

9,9 Tt, = 

oe”) R- 8- Bet 

ou a est le rayon de la «sphére équivalente» de la molécule. 

Expérimentalement, on vérifie (fig. 9.1) que la vitesse de 

relaxation est maximum pour T=T,, ov elle prend la valeur 

(1/T,)r,=1,3 s-!. En substituant cette valeur dans (9. 8) on obtient 

Tp =3,3-10-%s. Pour (nr, = 38,2 -10-? poise [19], la formule (9. 9) 

donne alors a=5,2 A. Etant données les dimensions de la molé- 

cule (cf. § 5.1.2), cette valeur semble trop faible. En plus, ilya 

incompatibilité entre les prédictions de la formule (9.9) et les 

résultats de la réf. 19, d’une part, et les résultats de la figure 9.1 

d’autre part. La pente de log(1/T;) en fonction de (1/T) est 

~10kcal/mole et ne correspond donc pas a l’energie d’activation 

de la viscosité (5,7 kcal/mole). 

Considérons maintenant simultanément les effets des rota- 

tions individuelles et de la diffusion (Dw) en négligeant les 

phénomeénes collectifs (fluctuations de Q et D;). Nous pouvons 

écrire: 

(9. 10) Big i) 4 oe ; 
A T,/r Tis he 

Si Dw~T/n et tr~»/T nous retombons dans le cas antérieur. 

L’hypothése Dw~T/n est trés probable pour des temperatures 

T>(T.+ 30°K) et semble étre vérifiée par l’expérience [2, 16]. 

Pour interpréter les résultats expérimentaux a partir de (9. 10) il 

faudrait alors admettre que tr n’est pas donné par (9.9). En 

considérant l’expression plus générale 

(O; 11) t= TR 0 exp (Wr/kp ‘E) 
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nous pouvons écrire (9. 10) sous la forme: 

i 
(9. 12) cain exp (Wr/4z T) + B exp (Wp, /AnT). 

1 

Cette expression pourrait (aussi!) rendre compte des résultats 
de la figure 9.1. Pourtant, avec Wp, =5,7 kcal/mole les résul- 

tats expérimentaux imposent Wr210 kcal/mole. Pour des con- 

tributions (1/T;)r et (1/T)p,, égales au point de transition, on 

obtient Wr=16 kcal/mole. La valeur WR~10 kcal/mole corres- 
pond au cas ow l’influence de la diffusion serait négligeable. Pour 

que (9.12) puisse donner approximativement le comportement 
linéaire de T,(T) reproduit sur la fig. 9.1, la contribution du 

processus (9.11) a la vitesse de relaxation (9.10) ne doit pas étre 

sensiblement inférieure a la contribution de Dy. 

Les énergies d’activation ainsi trouvées sont apparemment 
trop élevées. Nous rappelons que dans la phase nématique les 
réorientations individuelles des molécules ont une énergie carac- 
téristique W ~4,3 kcal/mole. L’interprétation de tg semble donc 
suspecte. 

9.1.5. Conclusion 

Nous avons passé en revue plusieurs possibilités d’«inter- 
prétation» des résultats de nos mesures de T,(T) relatives au 
PAA-CD,. Aucune des hypothéses discutées n’offre des garanties 
suffisantes de validité, ce qui rend la situation confuse. Il est 
encore possible de combiner certaines des hypothéses antérieures 
sans pourtant améliorer la vraisemblance des résultats finaux. 

La conclusion qui s'impose est que les résultats expérimen- 
taux disponibles (T,; et D) ne sont pas suffisants pour trancher 

le probleme. Deux types de mesures restent a faire. D’une part, 

il faudrait connaitre le comportement de T,(T) a haute tempé- 
rature. D’autre part, des mesures précises de D(T) sont absolu- 
ment indispensables. La connaissance des valeurs des paramétres 
intervenant dans la théorie de De Gennes (paragraphe 7. 8) 
aiderait 4 préciser certaines idées. 

De l’analyse faite au cours des paragraphes précédents, on 
peut montrer que pour arriver a des conclusions sires unique- 
ment a partir de T,(T), il faut étendre les mesures au-dela de 
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180°C. Nous avons vérifié qu’a des températures aussi élevées 
nos produits se dégradent. trés vite. La dégradation est visible 
par un changement de couleur. Les temps de relaxation varient 
beaucoup. A ~190°C des changements sont méme visibles en 
analyse thermique différentielle. Il faudra donc prendre des pré- 
cautions techniques spécialles pour arriver a produire des résul- 

tats fiables. Des études sont actuellement en cours qui nous 
permettront de déterminer précisément les conditions techniques 

a réaliser pendant les mesures de T, et D, a haute température, 
dans le PAA-CD;. 

9.2. Résultats relatifs au PAA 

9.2.1. Relaxation spin-réseau 

La figure 9.3 reproduit une partie des résultats de nos me- 

sures de T,(T) et T,() dans la phase isotrope du PAA. Le 

comportement de T, observé est parfaitement équivalent a celui 

que nous avons trouvé dans le cas du PAA-CD;. La droite 
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Fig. 9.3 — Variation de T,(PAA) avec la température. @, 16MHz; ©, 

24MHz; +, 60MHz. 
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d'interpolation dessinée sur la figure est paralléle a celle définie 
par l’équation (9. 1). La valeur de T,; pour T=T, est maintenant 

égale a 1,19s au lieu de 0,77s dans le cas du PAA-CD;. 

L’interprétation a donner a ces resultats ne différe probable- 
ment pas, pour l’essentiel, de celle qui convient dans le cas du 

PAA-CD,; et que nous avons discutée au cours des paragraphes 

antérieurs. 

La pente de la droite représentée sur la figure 9.3, ainsi que 

la valeur de T, au voisinage du point de transition, peuvent 

varier d’un échantillon a autre pour des raisons encore mal 

connues, stirement variées. Le cas donné sur la figure 9.3 a été 

choisi arbitrairement sur la base de l’accord trouvé avec les 

mesures relatives au PAA-CD;. Les résultats de la figure 9.3 

ont été obtenus avec des échantillons «petits» (¢=—0,7cm; 

h=0,5cem). Le gradient de température était ~0,5°K. Dans ces 

conditions, nous ne trouvons pas, en général [20], des variations 

significatives de T, avec la fréquence (dans la gamme consi- 

dérée: 10-60 MHz). 

Avec des échantillons plus grands (¢=0,7cm; 4=1,5cm) 

et un gradient de température ~1,5°K, nous avons obtenu 

des résultats différents, que nous résumons dans les figures 9. 4 

et 9. 5. 
Dans ce deuxiéme cas, la fonction T,(T) est toujours linéaire, 

dans la gamme de températures considérée, mais la pente de la 

droite dépend de la fréquence mg. Elle est aussi une fonction de 

Vhistoire thermique de I|’échantillon [1], comme d’ailleurs dans le 

cas précédent. Les droites T,(T) obtenues pour différentes valeurs 
de ) convergent vers un point (T*, Tj) donné par T,—T*=2,6°K 

et Tj=0,79s. La température T* correspond probablement a la 
valeur T? de la théorie du chapitre 7, formule (7. 4). La différence 

mesurée T,—T?~2,6°K (fig. 9.4) est en bon accord avec la 

valeur 2,0°K < T,—Ti<3°K donnée par Cabane [21]. 

La convergence des droites vers un point suggére que les 
fluctuations du paramétre d’ordre jouent ici un certain réle. La 

forme des courbes T,() suggére, de son cété, la présence de 

deux processus de relaxation dépendant différemment de la fré- 

quence. A titre spéculatif, nous pouvons remarquer qu’une fonc- 

tion du type 

1 
r 

1 

= A(T) ol® + B(T)o?   
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peut s’adapter aux courbes des figures 9.4 et 9.5 et est suscep- 
tible d’une justification théorique dans le cadre des phénoménes 
discutés au cours des deux derniers chapitres. Mais nous n’avons 

pas encore trouvé une interprétation claire et précise qui con- 
vienne a l’ensemble de nos résultats (relatifs a la phase isotrope). 

I 
Sec a ZO ZEEE 
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Fig. 9.4— Variation de T; (PAA) avec la température. Echantillons «neufs»: 

©, 12MHz; 0, 36MHz. Echantillons dégradés thermiquement (aprés plu- 

sieurs dizaines d’heures d’usage): @, 12 MHz; >, 48 MHz; |—, 60 MHz. 

Les résultats que nous trouvons dans la littérature ne sont 
pas facilement comparables aux n6tres parce que tous les auteurs 

[7-15] ont publié des mesures de T,(T) pour une seule fréquence, 

dans la gamme que nous avons considérée (10-60 MHz). Ce que 

nous pouvons constater est que la dispersion des valeurs de 

T,(T) trouvées par les différents, auteurs est beaucoup plus 

grande (~7 fois) en phase isotrope qu’en phase nématique. Si 

nous considérons la pente des droites d’interpolation [22], la 

dispersion est aussi anormalement grande (vu la précision possible 
dans les mesures de 1T,). Deux mesures [10, 12] du temps de 
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relaxation T,, (référentiel tournant) ont donné des résultats 
dont l’un [10) est a peine 40°/, de l’autre [12], prés de la transition. 
Ceci est en rapport avec des difficultés expérimentales dont nous 
avons déja parlé. 

  

  

Q@=12°       1.0 1 1 ! ! 

10 30 SO f,MHz 
Fig. 9.5 — Variation de T,(PAA) avec la fréquence (voir texte). 

Ici O= T—T?. 

9.2.2. Remarque sur la largeur de raie de RMN-Quadripolaire de 
l'azote 4N 

Nous avons vu, au cours de ce chapitre, qu’une partie des 
problémes posés par l’interprétation des mesures de T, sur le 
proton provient du fait que la vitesse de relaxation peut dépendre 
a la fois des interactions intra et intermoléculaires. Une partie 
de ces difficultés peut étre évitée en travaillant sur un noyau 
avec spin I>1/2. Dans ce dernier cas l’interaction quadripolaire 
constiue souvent un mécanisme de relaxation largement dominant 
sur les autres et elle n’est pratiquement modulée que par la 
rotation de la molécule [23]. 

Le spectre de résonance de I’azote 4N(I=1), dans le PAA, 
pourrait donc apporter une information assez facile a traiter sur 
la dynamique de réorientation des molécules. En particulier, il 
devrait constituer un meilleur test de la théorie exposée au para- 
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graphe 8.1. L’inverse de la largeur de raie devrait obéir a une 

expression du type (9.3). 

En effet, Cabane et Clark [21, 24] ont trouvé un élargisse- 
ment de la raie de résonance de l’azote '4N dans le PAA, en 

phase isotrope, en accord avec une expression comme (9.3). La 

largeur de raie devient infiniment grande pour T=T%. 
Nous avons vérifié que les spectres de résonance du proton 

(fx 40MHz) ne montrent aucun effet comparable. On peut cons- 
tater un tout petit élargissement, difficilement attribuable aux 

fluctuations du paramétre d’ordre. On constate aussi un élargis- 

sement des raies de RPE [2] mais, a des fréquences aussi élevées, 

il est difficile d’y voir l’influence des fluctuations du paramétre 

d’ordre. 
Nous avons voulu faire une analyse détaillée de la forme de 

la raie de résonance de |’azote afin d’obtenir des renseignements 

sur la dynamique moléculaire qui puissent nous aider.a éclaircir 

un peu la situation relative a la résonance du proton. Malheu- 

reusement, les résultats obtenus sont trés déconcertants puisqu’ils 

sont en flagrant désaccord avec ceux de Cabane et Clark. Nous 

en faisons la comparaison sur la figure 9.6 et montrons trois de 
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Fig. 9.6— Largeur de raie de l’azote 4N (PAA) en fonction de la tempéra- 

ture. ©, Réf. 21, 3MHz; @, cet auteur, 5 MHz. 
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nos spectres sur la figure 9.7. Nos mesures et celles de Cabane 
et Clark n’ont pas été faites a la méme fréquence (5 MHz et 3 MHz 
respectivement), mais il serait surprenant que le désaccord résulte 
uniquement de cette différence. Vu les résultats obtenus en rela- 

409 °K 

~ | 413 °K 

419 °K 

Fig. 9.7 — Spectres de résonance de l’azote 4N (PAA) & 5MHz. 

xation, on pourrait penser aux conditions expérimentales précises 
dans chaque expérience, en particulier a l’influence des gradients 

de température. Nous envisageons une étude détaillée de ce 
probléme. 
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QUATRIEME PARTIE 

CONCLUSION 

CHAPITRE X 

CONCLUSION GENERALE 

On peut dire que les recherches sur la relaxation magnétique 

nucléaire dans les cristaux liquides ont débuté en 1969 avec l’ar- 

ticle de Pincus [1] prévoyant un comportement assez particulier 

de T,(») dans les nématiques (cf. Chapitre IV). Quelques dizai- 

nes de travaux on été publiés depuis et rendent compte des 

résultats de mesures faites sur plusieurs matériaux liquides cris- 

tallins. Malheureusement, la complexité a la fois théorique et 

expérimentale du probléme a condamné a l’insuccés les précé- 

dentes tentatives visant 4 donner une interprétation quantitative 

des résultats expérimentaux. 
Nous avons fourni, dans ce mémoire, les détails théoriques 

et une stratégie d’analyse pratique qui nous ont permis d’aboutir 

a une explication quantitative et cohérente de l’ensemble des 

résultats expérimentaux publiés sur la relaxation magnétique 

nucléaire et la résonance dans le PAA et ses dérivés par deutéria- 
tion partielle. Nous avons aussi fourni les bases pour l’interpré- 

tation des résultats relatifs 4 la phase isotrope. 

10.1. Résumé et position des recherches effectuées 

10.1.1. Phase nématique 

Aprés quelques renseignements généraux sur les différents 

types de cristaux liquides (chapitre II), nous résumons dans le 
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chapitre III l’essentiel des propriétés élastiques et hydrodyna- 
miques des cristaux liquides nématiques. 

La théorie hydrodynamique de Leslie [2] est présentée d’une 
maniére simple et dépouillée de l’aridité mathématique de l’arti- 
cle original. Nous ne postulons pas I’équation du mouvement du 
directeur, comme Leslie, mais remarquons tout simplement 
qu’elle n’est rien d’autre que l’équation d’Euler-Lagrange d’évo- 
lation du champ n(r). Cette remarque devrait éliminer une des 
critiques souvent faites a la théorie de Leslie. 

Le chapitre III se termine par une application des équations 
de Leslie linéarisées a l'étude des fluctuations de grande lon- 
gueur d’onde. Nous suivons de prés larticle original [3] du 

Groupe d’Orsay tout en simplifiant le formalisme de maniére a 
tenir compte des progrés ultérieurs et a faire ressortir son con- 
tenu physique. Les expressions originales pour les temps de 
relaxation des fluctuations du directeur sont écrites sous une 
forme particuliérement intéressante pour la relaxation nucléaire 
puisqu’elle permet de définir et calculer précisément (cf. chapi- 

tre V) les valeurs des paramétres K et 7 qui interviennent dans 
la formule de la vitesse de relaxation spin-réseau. Une difficulté 
bien connue, liée au fait que la RMN ne sélectionne pas un vec- 
teur d’onde donné, est ainsi éliminée. 

Un calcul complet et détaillé de la vitesse de relaxation 
spin-réseau par interaction dipolaire intramoléculaire est pré- 

senté au chapitre IV. La formule finale que nous trouvons différe 
des précédentes par un facteur numérique assez important. Nous 
signalons aussi une faute généralement commise dans l’applica- 
tion du formalisme de base (paragraphe 4.3.1) et définissons 
précisément la structure du terme 1/T’; introduit par Lu- 
bensky [4]. 

Le chapitre V est le premier et le plus important des trois 

chapitres concernant notre travail expérimental. Il contient une 

interprétation quantitative compléte de l’ensemble de nos résul- 

tats expérimentaux sur la relaxation spin-réseau en phase néma- 

tique. Les matériaux étudiés sont le #-azoxyanisol (PAA) et ses 

dérivés par deutériation sélective au niveau des groupes methyl 

(PAA-CD;) et des noyaux aromatiques (PAA-¢D,), mais la mé- 

thode d’analyse employée est d’une application plus génerale. 
Nous montrons, théoriquement et par l’expérience, comment sé- 

parer les contributions a 1/T, venant des différents groupes de 

protons a l’intérieur d’une méme molécule. Les paramétres K (T) 
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et y(T) intervenant dans l’expression de 1/T, sont calculés avec 

précision et des formules originales pour le terme 1/T’, et la 

viscosité 7,(T) sont déduites théoriquement et confirmées par 

Yexpérience. Aussi, une séparation précise, des points de vue 

théorique et expérimental, est faite entre les contributions a 

1/T, provenant des fluctuations collectives dorientation des 

molécules, d’une part, et des mouvements de réorientation et 

diffusion «individuels» (non collectifs), d’autre part. Nous éta- 

blissons un lien entre l’énergie d’activation caractéristique des 

mouvements individuels de réorientation des molécules et la 

viscosité 7; (qui concerne les fluctuations d’orientation collectives). 

Le chapitre VI résume les résultats d’une analyse de la 

forme de raie de RMN du PAA-CDs,, faite en collaboration 

avec Y. Ayant. La structure visible sur chacune des deux raies 

du spectre du PAA-CD; est fondamentalement due a linteraction 

entre protons de cycles aromatiques différents (mais sur la méme 

molécule), et non pas a l’interaction entre les protons meta du 

méme cycle, comme il a été admis jusqu’a présent. 

10.1.2. Phase isotrope des cristaux liquides nématiques 

Le chapitre VII reproduit les points essentiels de la théorie 

hydrodynamique de De Gennes [5] pour la phase isotrope. Cette 

théorie est utilis¢e au début du chapitre VIII, dans le calcul du 

spectre des fluctuations du paramétre d’ordre 0: 

Dans la deuxiéme partie du chapitre VIII sont exposces 

les idées de base d’un modéle que nous avons imaginé pour 

la diffusion moléculaire au-dessus de T,. Nous prévoyons une 

décroissance anormale (plus rapide) de D a mesure qu’on appro- 

che du point de transition, ce qui semble étre vérifié par l’expeé- 

rience (nous ne disposons pas encore de mesures assez précises, 

permettant une vérification rigoureuse). Cette anomalie serait 

due a l’importance croissante des modes collectifs de diffusion. 

Dans le chapitre IX sont exposés et critiqués nos résultats 

expérimentaux relatifs a la phase isotrope des cristaux liquides 

nématiques. Nous discutons ]’influence des fluctuations de Q, de 

la diffusion et des mouvements individuels de réorientation des 

molécules, sur les valeurs de 1/T,; mesurées pour le PAA-CD; 

et le PAA. L’interprétation définitive des résultats échappe a 

cette analyse mais il ressort de la discussion que les fluctuations 
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de Q ne jouent probablement pas un role dominant en relaxation 
nucléaire. Nous présentons aussi des spectres de RMN-Quadri- 
polaire du “4N. Nos résultats sont en désaccord apparent avec 
ceux de Cabane et Clark [6]. 

10.2. Quelques problémes posés par cette recherche 

L’analyse développée au cours du chapitre V est extensible 
a d'autres matériaux et peut alors fournir des résultats compara- 
bles a ceux présentés ici (nous avons en cours de réalisation une 
étude sur ce point). L’étude comparative de ditférents matériaux 
doit permettre d’obtenir des renseignements importants sur la 
nature microscopique de l’ordre liquide cristallin, en particulier 
de mettre en évidence les liens entre les phénoménes collectifs 
et le comportement individuel des molécules. 

Pour éclaircir certains points de notre étude, il serait trés 
souhaitable de faire des mesures précises du coefficient de diffu- 
sion D(T) en phase nématique et isotrope. En particulier, il 
serait souhaitable d’envisager ces mesures avec les techniques 
des échos de spin (RMN) en employant des impulsions assez 
fortes de gradient de champ magnétique plutot que des gradients 
statiques (en particulier parce que T,<<T, dans les nématiques). 
Les résultats seraient 4 comparer avec les mesures faites par la 
technique des traceurs radioactifs [7]. Il convient aussi de com- 
pléter les mesures existantes des coefficients de viscosité a;(T) 
introduits au paragraphe 3. 4. 

Une discussion systématique des rapports entre les résultats 
de cette étude et les résultats des mesures de relaxation diéle- 
ctrique [8] pourrait fournir des renseignements complémentaires 
sur la dynamique moléculaire et consolider les connaissances 
acquises dans chacun des deux domaines. 

L’étude de la relaxation magnétique nucléaire, dans les 
nématiques, a basse fréquence et sous champ magnétique faible 
(voire nul) serait un prolongement intéressant de notre travail. 
Avec le méme objectif en vue, il serait souhaitable d’augmenter 
la fréquence ») de mesure jusqu’au point de pouvoir déterminer 
la limite de validité du régime hydrodynamique des fluctuations 
d’orientation (¢=1/a; cf. paragraphe 4.3.2). Dans la pratique, il 
peut étre plus facile de chercher des matériaux avec K/y petit 
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que de faire des mesures de relaxation nucléaire a des fréquences 

wg trés élevées. 

L’extension de nos connaissances sur la dynamique mole- 

culaire dans les nématiques aux fréquences (et vecteurs d’onde) 

encore plus élevées pourrait étre envisagée en essayant de relier 

certains résultats de la RMN ad’autres mesures faites en RPE et 

en diffusion Raman de la lumieére (et diffusion de neutrons). 

La plupart des cristaux liquides sont formés de molécules 

dont la structure est constituée d’un corps central (relativement 

rigide) semblable a la molécule du PAA et d’une ou deux chaines 

aliphatiques attachées aux extrémités. Il n’est pas évident que les 

chaines obéissent au mémes lois dynamiques que le corps central. 

C’est encore un sujet qui mériterait une certaine attention, surtout 

qu’il peut constituer un bon point de départ pour l’extension des 

études sur les cristaux liquides a d’autres systémes liquides 

partiellement organisés, souvent hétérogénes (certains syst¢mes 

biologiques, etc.). 

Les mesures du degré d’ordre S(T) sont a revoir (cf. para- 

graphe 6. 8) et il conviendrait de reprendre aussi les mesures de 

second moment en travaillant maintenant sur des spectres du 

PAA-CD, et du PAA-gDg. Les techniques expérimentales sont 

actuellement bien meilleures que jadis [9]. 

Il ne faut pas oublier, bien sar, les cristaux liquides choles- 

tériques et les smectiques dont l'étude par relaxation magnétique 

nucléaire n’a pas encore vraiment démarré (en particulier da a 

un manque d’appui théorique). Le champ est vaste et promet- 

teur... 
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A foundation for the boundary layer equations of hydrodynamics is 

presented based on its mathematical structure. The connection between 

the physical arguments used for simplifying the Navier-Stokes- Poisson 
equations and the resulting partial differential equations is shown, allowing 

a clear definition of boundary layer flows. Comparison theorems are sum- 
marized and used in the construction of bounds for the solutions. These 
form the basis for a qualitative theory of the boundary-layer. 
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On discute le caractére invariant de |’entropie et on propose qu'il ne 

soit valable que dans les cas des «états correspondants» d’un systéme 
thermodynamique donné, dans des référentiels galiléens différents. Parmi les 

conséquences qui découlent de cette proposition on a déduit la loi, plus géné- 

rale, de transformation relativiste de la chaleur: 

dQ) =d QyV1—f2 — 82 Tod; So (1) 

soumise 4 la condition que la production d’entropie, par unité de temps et de 

volume, ait la méme valeuren K eten K?: 

c= 0° (2) 

GIL, F. Braganga X-ray angular correlation and Liu fluorescence 

and OLIVEIRA, M. J. yields. 
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Portgal. Phys. — 8 (3-4): 199-216, 1973 

The presently available theoretical and experimental values for the Agg 

coefficients of the X-ray angular correlation function are compared in order 

to discuss the calculated values for M2/El mixing ratios. The experimental 

values were obtained from previous angular correlation experiments and 

calculated from previous fluorescence yields determinations.



Dans le cas d’une transformation réversible, l'équation (1) prend la forme: 

_ dQ 

<a yee 
qui est la loi bien connue de Arzeliés; si la transformation est telle que 

lentropie du systéme reste constante, |’équation (1) prend la forme: 

(3) 

dQ=dQy1 — (4) 

qui est la loi bien connue de Einstein, Planck et Louis de Broglie. C’est-a-dire, 
les lois (3) et (4), apparemment contradictoires, sont les deux valables dans 

des cas particuliers distinctes; on pense, d’ailleurs, que la lecture attentive 
des travaux des auteurs cités confirme la pertinence des restrictions que nous 

venons d’expliciter.
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We give a semi classical analysis of heavy ion elastic scattering. 
We show that the whole behaviour of differential cross section is well 
discribed in terms of rainbow scattering. A direct way to extract from 
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BOERBOOM, A. J. H. The application of Liouville’s theorem in mass 

and LARANJEIRA, M. F. spectrometry 

Portgal. Phys. —8 (3-4) : 245-260, 1973 

In an introduction Liouville’s theorem is elucidated. In Part I the validity 

of Liouville’s theorem is shown in four examples: field free space, uniform 

electric field, electrostatic lens and uniform magnetic field. The theory is 
applied on a mass spectrometer and the definition is given of «emittance». 

In Part II, entry and exit pupils are defined, as well as the concept of 

«acceptance». Two ion optical devices are discussed in which application is 
made of the foregoing theory. 
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FOR A QUALITATIVE THEORY OF THE BOUNDARY LAYER (*) 

J. J. D. DOMINGOS 

Niticleo de Estudos de Engenharia Mecanica (IAC) 

e Instituto Superior Técnico 

ABSTRACT — A foundation for the boundary layer equations of hydro- 

dynamics is presented based on its mathematical structure. The connection 
between the physical arguments used for simplifying the Navier-Stokes-Pois- 

son equations and the resulting partial differential equations is shown, allow- 

ing a clear definition of boundary layer flows. Comparison theorems are 
summarized and used in the construction of bounds for the solutions. These 

form the basis for a qualitative theory of the boundary-layer. 

0 —INTRODUCTION 

Boundary layer theory was founded in 1904 by L. Prandtl [1] 
in an attempt to reconcile theoretical Hydrodynamics with expe- 

rimental evidence and to free it from embarassing paradoxes. 
That branch of Theoretical Fluid Mechanics, based on Euler 

equations, is devoid of viscous effects. Viscous effects are taken 
into account on the Navier-Stokes-Poisson equations. 

However, even if Navier-Stokes-Poisson equations are be- 
lieved to be no more than a first order approximation to a real 

viscous fluid they present such mathematical difficulties that no 
complete theory or even existence and uniqueness proofs are 
known for its solution on the general case. 

Boundary layer theory is the result of an approximation to the 

Navier-Stokes-Poisson equations when the flow has a dominant 

(*) Received November 5, 1972. 
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direction and the field variables change at least one order of 
magnitude faster in the cross stream direction. This is the 

typical behaviour of an almost paralell flow over a solid boundary 

of a slightly viscous fluid because: viscous fluid effects are 
associated with second order derivatives in space, and these are 

only important near the solid boundary in the direction normal 
to it; viscous effects are confined to a thin layer, the so called 
boundary-layer. 

1. THE BOUNDARY-LAYER EQUATIONS 

Formally, the Navier-Stokes-Poisson equations are, in a car- 
tesian frame of reference: 

      

    

1.1) OU; by du; a (+ =a ead oF oh 

ot 0X; 0X; 0 x; 0 OX; 

1.2) OO ge 
et Ox; 0X; 

where w;(¢,7—=1,2,3) are the velocity components; ¢ specific 

mass; P pressure and F a body force per unit mass, (the 

summation convention on equal indices is used). For the system 
to become determinate a Thermodynamic relation involving P 
and o is necessary. 

If the flow has a dominant direction along «,=*, and is 

described in two independent variables (w=.+,} y= ) and 

02 u 2 u 

ox? oy? 
  

The system of equations 1) can be simplified to 

    1.3) LA cc NE 2 OS 0 (+ oy cae oF pice 

ot 0x oy oy oy 0 oO” 

0° 0 0 
1.4 —— + —— (ou) + —— (ev) =0 ) yg re (9m) i ed) 

where 4=%,,;V=Up 
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3) and 4) are the boundary layer equations for a viscous com- 

pressible fluid. Besides, a Thermodynamic relation between P 
and ¢ is to be added. 

The same type of reasoning which originated 3) and 4) in 

cartesian coordinates can be applied to other sets of coordinates 

provided the basic assumptions regarding second order space 
derivatives are retained. 

1.1. The simplifications which originated 3) and 4) were 

introduced by Prandtl on pure physical arguments and a complete 
discussion on such lines can be found elsewhere [2]. Some 

attempts to justify mathematically the approximation using the 
theory of asymptotic solutions of differential equations with 
respect to a small parameter, have also appeared as well as 

higher order corrections [3] [4] [5] and specially [6]. As a rule, only 

the time independent case is considered when discussing the 

general theory, and only a few exceptions are concerned with 
the general compressible case. 

As it stands today, boundary-layer theory is far from 

complete in spite of thousands of papers and a dozen or so of 
textbooks dealing with the subject. 

Because the simplications were found by order of magnitude 

analysis, appealing to physical arguments, inconsistencies arise 
frequently even in simple situations. Besides, insuficient conside- 
ration of the mathematical structure of the equations often origi- 

nated wrong approaches to solutions or deficient analysis of expe- 
rimental data, not mentioning confusion in semantics which arise 
any time a separation occurs or a transition to turbulence appears. 

1.2. Although an approximation to the Navier-Stokes- 
-Poisson (NSP) equations, the boundary-layer equations have 
never been solved exactly in general terms. Generally speaking, 

it became common use to consider exact solution those solutions 

which can be found from the integration of an ordinary non- 
-linear differential equation. This forms the family of similar 
solutions which are easily got numerically. 

However, these are not exact in the rigorous sense. They 

are not general because a similar solution, got through the 
transformation of a partial differential equations to an ordinary 
differential one only exists for a particular combination of 
initial/boundary conditions. 
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To substantiate previous remarks without to much invol- 

vement on a critical review of the whole theory we will stress 
some particular points. The first concerns the general philosophy 
of the approximation; the other two, common inconsistencies 
systematically overlooked. 

The original argument of Prandtl was that viscous effects 

would be confined to a thin layer near the solid boundary over 
which the flow passes. Prandtl neglected curvature effects and 

considered the normals to the boundary as normals to the 
streamlines. This is the usual approach. However, an optimal 
coordinate system can be found where displacements of the flow 
can be taken into account and the approximation to the full set of 

the N.S. P. equations improved [7]. Following this approach, 

each flow situation would give rise to a unique form of the 

boundary layer eyuations. This would be the first step in the 
construction of a consistent theory. Such a treatment has not 
been followed and different equations (all aiming at the des- 

cription of the same physical phenomena and all starting from 

the full N.S. P. equations) are obtained depending of the coordi- 

nate system used. 
As a second remark on the order of magnitude arguments in 

common use we can consider the flow over a flat plate when the 
free stream velocity Ue is not constant. 

Because U > Ug when y > ~ it follows from the continuity 
equation that 

=f" —<t ay 

because ae 0, and O85 ONO: ot the edge of the boundary 
Ox ax 0x 

layer, it follows that v(x, 0c) becomes unbounded, which obviously 

can not be true. Besides, the assumption that v<<uw is a common 

argument in deriving the boundary layer equations. 

The arguments based in v<<w are unsound as is again verified 

in the case of a circular jet discharging into stagant surroundings. 

Even the classical similar solution shows that v>>w in the outer 

region of the jet. 
The quoted examples are but a few. They do not invalidate 

the practical value of the theory though both point out for a 

need of clarification regarding the foundations of the theory and 
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its limitations. If too much overlooked the approximate analytical 

results are useless and with them the predictive value of the 

theory. 

1.4. Recognizing the enormous practical value of boun- 

dary layer theory, and the difficulty in obtaining analytical 
solutions, the purpose of this contribution is two-fold: 

— To clarify the basic structure of the mathematical theory. 
— To provide analytic bounds for the exact solutions. 
—To formulate the basis for the devellopment of general 

numerical methods of solution. 

2—SOME RESULTS FROM THE THEORY OF 
NON-LINEAR PARABOLIC EQUATIONS 

2.1. Consider the non-linear equation 

  ou ou dou 
2,1) a he 

*( gw ay rr) 

2.2) If as a, 
  aie) 0% 

for a solution u(x,y), equation 1.1) is parabolic. 

If 

2. 3) Lisa (9,0) 0%) — Sf (#19) ) Ox 

with a>0. 

Equation 1.3) is a quasi-linear parabolic equation. 

Tueorem 1 — [8]. 

Let, 

a : 
2. 4) Liwd—=f (#1914, —) in D+Br 

oy 
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under the initial condition 

2.5) u(x,0)=¢(y) in B 

and the boundary condition 

2. 6) u(x, y)=2 (x,y) in 5 

and assume that f(*,y,u,w), where we is defined for 
J 

(x y)6D  —ocucw, —K<t*% <o 
oy 

Then, if L is parabolic with continuous bounded coefficients 
in D+Br, and /(*,y,#,w) is monotone nondecreasing in u, 
there exists at most one solution to 2.4), 2.5), 2.6). 

Oés: By a solution u we mean a continuous function in 

D(=D+Br+B+S) having two continuous y deri- 
vatives and one continuous x derivative in D+ Br 

such that 2.4), 2.5), 2.6), are satisfied. 

Tueorem 2 (Comparaison Theorem) [9]. 

Let 

2.7) Lid=/(*9,0, 3") in D+Br. 
x 

Suppose that zw is a solution of 

LIuj=f in D+Br 

u(y,0)=1(y) in B 

2,8) u(x,y)=g(,9) in S 
and assume that z and Z satisfy the inequalities 

2.9) L[Z] <f(«,) < L[z] 

2(¥,0) <gi(y)<Z(y,9) in B 

2. 10) e<go<Z inS. 

172 Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 3-4, pp. 167-190, 1973 — Lisboa



  

  

Domincos, J. J. D. — For a qualitative theory of the boundary layer 

If L is parabolic with respect to the functions 

6u+(1—9%)-s and 6u¥+(1—4)-Z for O< OA, 

Then 

Zk) a(x,y)< u(x, 9) << Z(x,4). 

Tueorem 3: [8], [9]. 

Theorem 2 remains valid for boundary conditions of the type 

Ou 
  

  

  

2.12) + 8(x,9, 0) = 
on 

if 

Z ZL 
2. 13) Chee 1 pecs g 

on on on 

and exists. 
on 

§8— THE MATHEMATICAL STRUCTURE OF THE 

BOUNDARY LAYER EQUATIONS 

Qa 3.1. If we consider the general time dependent N. S. P. 
equations they are «parabolic in time»; in steady state they are 

elliptic [10]. The assumptions formulated by Prandtl for the 

physical situation considered, changed the equations to «para- 

bolic in x». This means, physically, that downstream do not affect 

what happens upstream. 
The implications of dropping second order derivatives in the 

flow direction on the argument that they are negligible compared 

with the ones in the cross stream direction is a physical argument 

which in turn makes dowstream points unable to influence their 

upstream ones. This is reflected also on the boundary conditions: 
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retaining second order derivatives in x would originate an elliptic 

set of equations whose solution would imply specification of 
velocity values at the most downstream section. 

This interconnection of the physical assumptions with the 
mathematical type of the resulting equations is too often over- 

looked with consequences on the interpretation of results or the 
choice of the most suitable solution method. 

Because a mathematical classification gives a natural and 

unique way for dealing with the resultant equations we will 

consider boundary-layers only those physical situations where 
the parabolic character of the equations is preserved. 

Adopting this definition, which is consistent with the always 

refered Prandtl example, the simplification of the N.S. P. equa- 

tions will always be clear whatever the coordinate system used. 

This will be imposed by the geometry and conditions of the 
particular problem. 

3.2. Having in mind the remarks above we will restrict 

the analysis to wall flows over a flat plate. The main conclusions 
will remain valid for other situations. 

The equations are 

  

  

Ou Ou 1. -9:P 0 Ou $1) p(w potty od OP yd / 
ar oy e dx ay Ho) 

0 3.2) ~*_ ou) +—“-@2)=0. 
Ox oy 

From equation 2.2) we can consider 

v= flu) 

and 3.2) is parabolic on the sense of the definition if u>0, 

because »>0 on account of the second principle of Thermody- 
namics. 

Equations 3.1) 3.2) must be solved under the conditions 

8. 38) u(y,o)=U, initial condition 

3. 4) u(x ,0)=0 
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3.0) u(x,0)=0 boundary conditions 

3. 6) u(x,v) > Ue 

DiS Sis 

The boundary condition 3.5) can be changed to v(x,0)= 
= f(x), which corresponds to suction or blowing. We can also 

deal very easily with this case, as will become apparent. 

3.3. The set 3.1-3.6, on which general agreement exists, 

deserves some further comments. : 
As a consequence of the order of magnitude analysis due to 

Prandtl the second momentum equation on the steady N.S. P. 
equations was reduced (in absence of body forces) to 

3. 7) an 
oy 

the unknowns were, however, w,v,P. As a result of the simpli- 

fication one equation is lost. The needed information is recovered 

if oe is known, This knowledge is got from the solution of the 
x 

inviscid fluid equations (Euler equations). This is consistent with 

Prandtl views of confining viscous effects to a thin layer and 
matching the flow field in this layer with the «inviscid» one 
outside it. This matching, however, is not obvious in what 

regards the surface at which it must be achieved. The specifica- 

| tion in 8.6 is the usual in boundary layer theory, and is correct 

as long as u- Ug though arbitrary in puting it at yoo. This 

is at the origin of the difficulty refered to in § 1. 4. 
| Formally it can only be removed increasing the order of 

| approximation in the framework of assymptotic solutions. In 
principle, it seems that the difficulty can be avoided solving 

simultaneously the inviscid equations or proceeding by successive 

approximations in the sense that an inviscid flow field is cal- 

culated neglecting viscosity; this flow field allows U«¢ to be 

specified for boundary layer equations and a new field, near the 
wall, is found which will be introduced as a perturbation on the 

initial inviscid field and so on. It must be’stressed that such a 
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procedure will always introduce a discontinuity in — which, 
4 

however, can be made negligeble in physical terms. 
Practically, that matching can only be achieved by numerical 

methods in general situations. In that case the matching is ten- 

tatively assumed at a finite distance, 0, and the final position 
found by iteration. 

9: 4: i AES. ie eee Shien thet a Sletke ‘aivmned 
ox 

always exists where Se 0 at the wall. The same situation 
2 

can arise if a >0 only on a finite interval provided it assu- 
x 

mes strong enough values. 

ou 
    =(, if the conditions on continue 
oy ox 

to prevail, separates a region of the flow where u<0. The surface 

u==Q defines a surface of separation if it encloses a domain of 

u<0. Obviously, in this domain the boundary layer equations 
are not valid. Physically, the order of magnitude argument which 

justified the simplifications is no longer valid; mathematically the 
equations have no more meaningful solutions (the situation is 

similar to a heat equation with a negative diffusivity). So, both 

physical and mathematical arguments preclude the use of the 

boundary layer approximations in separated regions. Nevertheless 
it became frequent in aeronautics to force its use when dealing 

with aerofoils [12], and this practice is in the origin of some pitfalls, 

The. situations where such use can be justified are those where 
the separated region is so small (separation buble) that the flow 

inside it can be approximated empirically. Because such a buble 
does not disturb too much the flow outside it, the boundary layer 
equations are used on the outside and its solution matched with 

the empirical description of the flow in the buble. It must be 

stressed, however, that such techniques can only be justified in 

particular circunstances suported by experiment. 

The condition 
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4—VON MISES TRANSFORMATION 

4,0. Introducing a stream function } such that 

4. 1) p= [oeudy 

gives 

4, 2) re 
OY 

pind 2%. 
ox 

and 3.2. is automatically verified. 
Taking now (*,) as new coordinates we get the following 

relations for changing derivatives. 

a ry ary ae 
0 0 

4.4 poe ein ygge 

Gal er 

and the boundary layer equations transform into 

    

  
4.5) Ou eeUce @Ue 0 ( 23 

jp ge ee age Be 

and any other equations like energy or species would tranform 

on a similar way. 

4.1. The transformation (*, y) to («,v) is only one to 

one if 

VY) 16 
d(%, ¥) 
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which is always true if «>0; but w>0 for y>0 is always 

imposed by the boundary layer approximation, and the condition 

is verified. This is an advantage regarding other types of appro- 

oe >i, 
Oy 

The main drawback to V. Mises coordinates which is usually 
stressed and seems to have obscured its real advantages is due 
to a singularity at y=0. 

At y=0,u=0 and 4.5) gives 

ximation like the many times used of Croco which needs   

0 = co 

also, at psd, 2) 2.6 
0(%,¥) 

The dificulty of the singularity at y=0O can be removed in 
two different ways. 

One is assuming that the boundary condition 

| Oo
 “== for y 

is changed to: 

UE, for ae) 

where ¢«, is a small, positive quantity. 

For the laminar case, Oleinik has proved that the solutions 

U, = Un (en) tend to a limit when «,,+0. The existence of the 
limit allows one, practically, to solve for sucessively small « 
and extrapolate to zero. 

4,2. The singularity can be removed or avoided. To avoid 
it, we use the V. M. transformation only for y>¢«, with « 
arbitrarily small, and change accordingly the boundary condi- 
tions. 

Using the b. 1. equations in form 3.1, 3.2, and assuming that 

(it can be proved) near the wall « can be develloped in a power 
series 

4. 6) U=Ky+dy2+ 45... 

178 Porigal. Phys. — Vol. 8, fase. 3-4, pp. 167-190, 1973 — Lisboa  



Domincos, J. J. D.— For a qualitative theory of the boundary layer 

a standard procedure will show that 

  Ly) 0G a@Ue 4, a ‘) b , Uc a 

c=0 

ee 6S we Sei. 

Assuming for the moment that K-£0 and that y is small 
enough we have 

UszKy 

and 

4. 8) b= [oudy 
0 

ek y 4.9 = tos ) a c 

1/2 
4, 10) iin (=) 

e 

4, 11) 9% _ @yeKyt 
d¢ 

and eliminating K from 4. 10) 

4, 12) | 
a4 o 

The boundary condition on Von Mises coordinates is fixed 
at ¢,; small enough for 4.9) to be valid (which is always possible 
because y can be choosed as small as we wish) we will have for 
the V. M. equations the boundary condition. 

ou ou 

oy 2h 

the domain in ) beeing nowy > ¢,. 
The above reasoning shows that the singularity was avoided 

changing a boundary condition from a Dirichelet to a Fourier 

type. 

4, 13) for Y= 
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As will be noted, 4, is a constant which was chosen «a priori». 

After solving the equation, U=U(«,¥) is got and U,;= 

=U (x ’ 4) ° 

From U, and ¢,,K is found from 

  4,14) bn 4 
1 

and 

a Uu 
4, 15) i cn as 

from which the physical coordinates are recovered through 

4,16 int 
? K sh 

y dd 
eu 

  

For a not too small y or when K=O the reasoning can be 
extended taking now two or more terms in 4. 6. 

Formally, the limit when ¢, +0, can also be considered. 

Physically, the boundary is moving because ¢, and not 
y, is fixed. As a consequence, when K +0, y; + 0 which obliges 

to take two terms in 4.6) when K=O (at separation). 

If, at separation, 4.6) is still accepted, the V. M. equations 

can be applied to the upper part of the boundary layer where 

backflow is not present. 
Using now theorem 2, and the form just presented for the 

boundary conditions we can show that the solution is unique. 

That the solution exists can be proved from the numerical 
solution method to be presented on.a following paper. All the 

conclusions apply, however, if backflow is not present. 

In the previous results it must be stressed that: 

—It was assumed that no backflow is present w>0); This 

condition is necessary for the normal parabolicity of the 
equations. 

—No special form was assumed for the viscosity, neither 
for p, except that they must be positive, continuous and 

bounded, which is assured by its physical meaning. 
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5 — THE COORDINATES (x,7) 

51. A new set of coordinates which emerged from a nume- 

rical integration procedure will be introduced now, because it 
posseéses some interesting analytical properties. 

The purpose of the transformation is to reduce the unbounded 
coordinate y, or ¥ toa finite value. 

Define 

51) tr=1—y “4 

where C >0 is some function of «. 
+ and ¢ possess a one to one relation and the property 

s==0 for b=9 

5. 2) 
+==0 for _b=:00 

p= — = log (l—»). 

For small Cy: 

Dyd) t=Ch+e 

which means that for small enough C,z+ and ¥ are proportional. 

This range depends, of course, on the value of Cy, and is as 

large as we please in practical terms because C is free. 

As one can easily conclude, the new coordinate + has the 

property of bringing oo to 1 and, through the choice of C, the 
possibility of streching or reducing the coordinates near the wall 
where the more important phenomena take place. 

In the new coordinates, the diferential operators in V. M. 
coordinates takes the form: 

Se ) =(5 ie 1=* jog —+) oa 2 ) 
ox /% 0x) C Ax Noma: 

er! ao sia 

      

5.4) 
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and the b. 1. equations become, in the new set of coordinates 

    

    

nm U, d ou il Sige ti = dc ou comes 

ox Cc dx Qt ou aX 
5. 5) 

+C2(1—7)-peutl—9) 2% 
oT oT 

with the initial and boundary condition: 

5.6) U(r,0) =U, 

ou  C(l—1) 

OT u 

U — Ue when +—> 1 

5!) for t=7,   

the b. c., 5.6) is just the expression of the initial profile in the 
new coordinates. 

Boundary condition 5.7) results from a reasoning similar to 
that used for the V. M. equations to avoid the singularity at the wall. 

The last boundary condition was written only as a remainder 

because it was needed in the previous coordinates. Indeed, in the 

new coordinates, is automatically verified because 

  OE ig a laeitl — x) xd 
ot 730 

1 dic 
nd ———+ec« 

c Gude “i 

5.2. A more convenient form of 5.5) can be introduced 

writing it in terms of the kinetic energy for unit mass: 

1 
V=—2#., 

2 
a 

Introducing this variable the b.1. equations become: 

    

    

aV {—r ac. aV Pg aVe 
a log (1— — 
ie ae ae le dak 

5. 8) 

+ CFV I—)— pp t—y2* 
oT OT 
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and the boundary condition transforms into 

5. 9) OY cis Vv 
ot (1 —*+}) log (1 — 1) 
    for T=). 

As in the previous case, +, is an arbitrary but small quan- 

tity, so small that in the physical coordinates 

U=Ky, 

This means that 5.9) can be written as 

5,10) ~ wi * 
1 

    

or bringing K explicitly to the equation 

ov «K 
OT eC 
  5. 11) 

This relation is exact on the limit as 7, +0. 

Because this classifies also the way in which the singularity 
on the Von Mises coordinates has been avoided a brief proof is 
given: 

The identity 

    

  

  

Ou sii Ou sespangth Ou 

Oy oy OT 

can be written 

soar lat mecd—a d (5*) 
oy ay \2 ov \2 

or 

Ou ee) ee oV 

oy oT 
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in the limit when y +0 7>0 and 

    

  

ou aS ere oV 

oy OT 

or 

aM AR 
ot eC 

which shows that the transformation does not introduce any sin- 
gularity at the wall in what regards the first derivative. 

5.3. Noticing that C is still an unspecified function of x, 
e 

and that K= ‘er is also a function of x, we can take 
yY /y=0 

--- K (@—8) 
CO rae 

where A is a constant, and « some positive function which is 

zero at «=0. With this choice, K(#—s) is known at each x, 

because at «=O K(Q) is part of the data. And because the 

equation is parabolic K is known marching downstream. 

In the limit of e—0 we have 

  
ave... 

oT 
A 

which shows that the problem can be transformed into one of 

constant derivative as boundary condition. 
This form has some peculiar advantages in what concerns 

analytical studies, and numerical methods as will be shown. 
The disadvantage is that K and C become unknown unless 

one of them is found. For this, we must consider an assimptotic 
expression near +=0O and find, for example, the higher order 

derivatives. 

184 Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 3-4, pp. 167-190, 1973 — Lisboa



  

DomInGos, J. J. D.— For a qualitative theory of the boundary layer 

6— ANALYTICAL BOUNDS FOR THE SOLUTIONS 

6.1. Many results can be extracted from Theorem 2 and 
some other from the general theory of partial differential equa- 

tions. 

Ue 
So far, only the cases of > 0 (favorable pressure gra-   

x 

dients) have been studied in this way. The theorems proved by 
Oleinik, Velte, Serrin, apply only for the case of laminar wall 

flows without a velocity maximum a3 >0O for y>O at the 
2 

initial station) which excludes wall jets and turbulent flows. 

Because some recent results obtained by Serrin [11] on the 

assumptions refered and “>0O on the whole flow can be ob- 

tained from Theorem 2 and 3 (allowing w=0 at y=0) and 

because they will be useful later on, we quote them without 

proof. 

6.2. Assume that 

  
dUc 

6.1 0 ) ‘Pp > 

6. 2) u(y) is the initial profile 

6. 3) u(x,y) is the solution of the b.1. eq. 

: ou, ; 
6. 4) rr is continuous for 0<x*< 0 

» 
0 <yvy<o. 

If: 

6.5) a) Ug (x) =C («+ da)” 0<'4.< co 

CSO; a>0 

and u (x,y) is the similar solution corresponding to the stream- 

ing speed: 

u(x, y) = U(x) f(a). 
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Then 

6. 6) | tae | == 0) eric) as «co uniformly in y. 
Ue “™” 

6) If w and w are two solutions corresponding to the same 

Uc(*) but different profiles, « and wu, the streaming speed 
is twice continuously differentiable and obeys: 

aUe 

ax 
  6. 7) Cr(a+dyp"tUg Cy (x +d)?" 

where C, and Cy, are positive constants and m and wm are 

exponents satisfying the condition 

  

6. 8) m<n<—m. 
3) 

Then 

6. 9) —— =0O(1) as *«+oco uniformly in y. 
Uc 

    

6.3. For the skin friction the following results apply: If 

u(y) is an arbitrary initial profile and u(x,¥y) is the similar 
solution corresponding to the same streaming speed (Ug(*)= 

=C(x+d)", then 

    6. 10) = [5—E|—=0( . ) ae 
Uc xem 

where 

a f/2@+%) g \/ eae 

That is: 

gs 
The normalized skin friction is assimptotically unique 

G 

as « tends to infinity. 

6.4. The results presented before are precise because some 
specific assumptions have been made concerning the pressure 
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gradient and because similar solutions exist. The results also 

imply »=const. and laminar flows. 
Now we only assume that » is not a function of x (for 

example, » is given by a mixing length hipotesis) and p=const. 

6.4.1. Let us consider a very crude but ilustrative estimate. 

Put Uc we =— ce to bring the pressure gradient expli- 
u x 

citly into account. 
Assume as comparison function Z=/(x). 
Because Z only depends on «x, all derivatives in U dis- 

appear and the momentum equation gives 

  

  

  

  

af _ 1 a@P 
ax f ax 

or 

dg 2 @P 
dx e ax 

so 

pe-po— (242 ax 
0 ° x 

or 

ims 7-2 f° — : ve dx 

and /f is an upper bound to the exact solution if 

f (0) > max U(0, $) 

because w must always be positive, f?>0 is an imposition for 

the solution to exist. 

So, we have the condition 

  

  

Ui—2 | — A Sige 0 
ax 

for a solution to exist. 

Consider now an adverse pressure gradient: J 0. 
E 
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Then, an x, exists such that: 

=U?   
rap. 1d P 

Je 0 ax ‘ 

so, at this x, occurs the separation of the boundary layer if it 
had not yet occured. 

This very crude application of the theorem cleary shows 
that an adverse pressure gradient applied for a sufficient distance 
always gives separation; and an upper downstream limit for it 

to occur is given above. 

This result is true regardless of the boundary layer being 
laminar or turbulent and shows the unsoundeness of empirical 

correlations and semi-empirical results quoted in textbooks fora 

limit adverse pressure gradient which gives rise to separation. 

This result also shows the nonphysical character of the so called 
separating profile in the Falkner-Skan family of similar solutions: 
only for the corresponding initial profile and absence of arbitra- 
rily small perturbations can such a solution exist. 

6.2.2. In equation 4.5) put V=—_U, and derive in ¢. 

Putting Za we get 

aZ eo 0 

ax 0 
  ; RZ) + V2 (RZ) 

which is again a parabolic equation. 

Putting Z=—/f, (x), we get as in 6.2.1. 

jf, = const. 

and we conclude, using Theorem 3, that in Von Mises coordinates 

oV ou : : Se 
=u has its maximum and minimum values on the 

av av 
initial line or at the wall 

  

  (because “ —=0 when p>), 
fr) ( 
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6.2.3. Deriving now 4.5 in order to x we have the con- 

clusion that has its maximum value on the initial line or   

x 

on )=co, the maximum rate of decrease (or increase) being 
duc 

dx 
  

6.2.4. For 5.8), 5.9) with 

oV 

oT 
=A   

we reach the conclusion regarding the (x,7) coordinates that 

oV 

OT 

  <A 

unless on the initial line   >A for some point. In this case 

  

  

oT 

that value is the maximum attainable. 

Because A>0O, if Aid =B<0 on the initial line 
T A 

a3 ON oe 
oT 

on the whole flow. 

CONCLUSION 

A consistent theory of the boundary layer can be established 
in connection with its classification as a non-linear parabolic 
equation on the proper sense. This excludes regions of backflow 

which is again consistent with the physical concept that down- 

stream events do not influence upstream ones. It is also consistent 

with the primitive Prandtl analysis. Using this basic framework 

existence and uniqueness of solution can be proved based on 
comparaison theorems. These allows, also, the construction of 
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analytical bounds for the exact solution which form the basis of 
a qualitative theory of the boundary layer. Similar solutions form 
a class of natural bounds for laminar flows. 

For turbulent flows, such bounds depend on the specific forms 

assumed for the Reynolds stresses. 

A general result applicable to both laminar and turbulent 

flows implies that an adverse pressure gradient always gives rise 

to separation at a finite distance. 
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L'INVARIANCE RELATIVISTE DE L’ENTROPIE ET LA LOI 
DE TRANSFORMATION DE LA CHALEUR (*) 

ANTONIO C, DE SALES LuIS 
Laboratoire de Physique, Instituto Superior Técnico, Lisbonne, Portugal 

RESUME — On discute le caractére invariant de l’entropie et on propose 
quwil ne Soit valable que dans les cas des «états correspondants» d’un systéme 

thermodynamique donné, dans des référentiels galiléens différents. Parmi les 

conséquences qui découlent de cette proposition on a déduit la loi, plus géné- 

rale, de transformation relativiste de la chaleur: 

d Qo =dQV1—B — 2 Td; So (1) 

soumise 4 la condition que la production d’entropie, par unité de temps et de 

volume, ait la méme valeuren K et en K®: 

o= 0? (2) 

Dans le cas d’une transformation réversible, l'équation (1) prend la forme: 

_ dQ 
- Vie ° 
  

qui est la loi bien connue de Arzeliés; si la transformation est telle que 

lentropie du systéme reste constante, l’équation (1) prend la forme: 

dQ=dQy1l—P (4) 

qui est la loi bien connue de Einstein, Planck et Louis de Broglie. C’est-a-dires 

les lois (3) et (4), apparemment contradictoires, sont les deux valables dans 

des cas particuliers distinctes; on pense, d’ailleurs, que la lecture attentive 

des travaux des auteurs cités confirme la pertinence des restrictions que nous 

venons d’expliciter. 

(*) Regu le 14 Décembre 1972. 
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L’entropie est l’invariant fondamental de la thermodynami- 
que; on considére(!) que le caractére invariant résulte naturelle- 

ment de la relation fondamentale de Boltzmann, c’est-a-dire: 

«L’entropie d’un état macroscopique est proportionelle au loga- 

rithme du nombre de complexions qui réalisent cet état» (1), 

Alors, considérons un systéme en équilibre thermodyna- 

mique, a la température T, dans un référentiel galiléen K; soit 
S son entropie, dans cet état, en K. Dans la littérature, on 

interpréte V’invariance relativiste de l’entropie en disant que, 

dans n’importe quel autre référentiel galiléen K’, l’entropie du 

systeme a la méme valeur: S’/=S, étant donné que c’est un 
invariant relativiste. 

Il nous semble que cette interprétation n’est pas valable. 

D’une part, le nombre de complexions qui réalisent un état 

macroscopique donné dépend de cet état, nommément de sa tem- 

pérature; d’autre part, la température du systéme en K’ n’est 

pas égale a la température du systeme en K. C’est-a-dire, la 

valeur de l’entropie du systeme en K_ peut étre différente de la 
valeur en K’, puisque le systeme se trouve dans des états 

macroscopiques différents. 
Le caractére invariant de l’entropie a donc une signification 

bien moins large que celle qu’on lui donne habituellement. II 

implique uniquement que la valeur de l’entropie d’un état macros- 

copique d’un systéme thermodynamique dépend uniquement de 

cet état, indépendamment du rétérentiel galiléen auquel on le 

rapporte. Si l’on fait la convention d’appeller états correspondants 

d’un systeme thermodynamique donné, dans deux référentiels 

galiléens différents K et K’, les états macroscopiques réalisés 
par le méme nombre de complexions, soit en K, soit en K’, 

Vinvariance relativiste de l’entropie signifie uniquement que 

Sa S Sa ’ (1) 

Sa étant l’entropie du systeme dans l'état A en K, et Sw 
Ventropie du méme systéme dans |’état correspondant A’ en K’. 

De cette interprétation plus restreinte du caractére invariant 

de l’entropie il en résulte que la production d’entropie, par unité 

de temps et de volume, mise en jeu dans une transformation 

(4) Louis de Broglie, «La Thermodynamique de la Particule Isolée», 

(pag. 48), Gauthier-Villars, 1964. 
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adiabatique irréversible, entre deux ¢tats correspondants d’équi- 

libre, a une valeur indépendante du référentiel d’inertie: 

  j se ae 
Onp ona = rene (2) 

En fait, considérons un systeme thermodynamique, en K, et 

soient A et B deux états d’équilibre du systéme; dans le réfé- 

rentiel K’ les états correspondants sont, respectivement, A’ et 

B’. Il en resulte de (1) que 

Six = S'a: ’ Sz = S'p’ . (8) 

Il est toujours possible de concevoir, soiten K, soit en A, Une 

transformation adiabatique irréversible qui fasse passer le sys- 

téme d’un état d’équilibre A (ou A’) a un autre état d’équilibre 

B’ (ou_.B’). 

Pour un observateur de K on a, d’aprés le second principe 

de la thermodynamique, 

d5ud,54a45=—45 (4) 

ou 

AS=Sa—Sa=S; 

tandis que !’on a pour, un observateur de Kk’, 

A Ss = S'p) — Sar a S'5 (5) 

S; (ou S!;) étant la production d’entropie dans la transformation 

considérée en K (ou en K’). Des équations (4) et (5) il vient, en 

tenant compte de (38): 

S:=5' ’ (6) 

cette équation étant équivalente a (2) si l'on prend lunité de 

temps et l’unité de volume. Ceci montre nettement que si l’on 

considére une transformation réversible (¢=0) en K elle est 

aussi réversible en K’ (c/=0), c’est-a-dire: le caractére réver- 

sible d’une transformation adiabatique ne dépend pas du référen- 

tiel considéré. 

Enfin, on peut déduire la loi de transformation relativiste de 

la chaleur, dans des conditions beaucoup plus générales que celles 

que l’on trouve habituellement dans la littérature. 
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Rappellons d’abord que, dans un travail antérieur(!), nous 
avons introduit un 4-vecteur, impulsion—entropique G, associé 
a l’énergie liée (TS), tel que: 

T9S0 ncaa a Gs wu, (7) 

d’ou il en résulte que la loi de transformation relativiste de 

Vénergie liée est 

0 So Tims, (8) 
V1 — 6 

D’un autre cété, nous avons montré que, d’aprés l’interprétation 

thermodinamique de l’effet Joule, la loi de transformation de la 
production d’énergie liée, par unité de temps et de volume, prend 
la forme 

Tco=T%o0 V1 — 62, (9) 

Dés lors, considérons un systéme thermodinamique, dans le réfé- 

rentiel K®, et deux états d’équilibre A? et AJ —A°+dA°. Pour 

un observateur de K ces états seront A, et Ag=A,+dA,, 

lesquels ne sont pas des états correspondants a A? et A}. Comme 

la variation d’entropie ne dépend pas du «chemin» suivi entre 

état initial et l’état final, nous pouvons imposer la condition 
que, en K® et K, les «chemins» suivis soient tels que 

dad (10) 

c'est-a-dire, que la production d’entropie ait la méme valeur en 

K® et en K. Par unité de temps et de volume, (10) prend la 
forme 

go = 00 (10a) 

ce que, en tenant compte de (9), conduit a 

T= Tip, (11) 

(1) Sales Luis, «A Expressio Relativista do Segundo Principio da Ter- 
modinamica», Tese, Lisboa (1965). 
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laquelle traduit la loi de transformation relativiste de la tempé- 

rature, identique a celle de Einstein, Planck et de Broglie, mais 

obtenue ici par une voie entiérement distincte. En particulier, 

L. de Broglie(!) 4 remarqué que «la particule se présente, alors, 

comme une petite horloge de fréquence v=»°V1 — 6? et comme 

un petit réservoir de chaleur, de contenu Q=—QO°V1— (2, en 

mouvement avec la vitesse Bc. C'est l’identité de forme des 

formules de transformation relativiste de la fréquence et de la 

chaleur que rend possible ce double aspect». 

Nous nous permettons d’observer que les idées exposées ici 

sont conformes mais que, dans l’aspect thermodynamique, il 

devient nécessaire de remplacer la quantité Q par la quantité 

To et considérer que l’existence conceptuelle du «petit réservoir 

de chaleur» est une conséquence de la production d’energie lié¢e 

dans le systéme lui-méme. Toutefois, nous devons remarquer 

que la loi (11) se trouve soumise a la condition (10) entre les 

transformations qui ont lieu en K® et en K, ce qui—a notre 

avis —se trouve d’accord avec les idées de la thermodynamique 

classique, puisque la production d’entropie n’étant pas une fonc- 

tion d’état sa valeur mise en jeu dépend de la transformation 

considérée; d’autre part, la température du systéme est condi- 

tionnée par la production de l’entropie au sein du systéme lui- 

-méme. 

Pour une transformation élémentaire, en tenant compte de 

(11), l’équation (8) prend la forme 

dS ——2>0_ = , iE = (12) 

Or, comme I’on a, pour un observateur K° 

_ @Q! dS)=—— +48 

et pour un observateur K 

dQ dS=— 4+4;8 T + 

(1) L. de Broglie, «Thermodynamique Relativiste et Mécanique Ondula- 

toires, Ann. Inst. Henri Poincaré, A, LX, n.° 2, 1968, p. 103. 
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il en résulte, tenant compte de (11), (12) et de la condition (10), 
que 

  
dQ of has? 
pte = —— To 

ou 

dQy=d QVi—#—@2T0d,Sy. (13) 

Cette équation exprime, alors, la loi de transformation relativiste 

de la chaleur mise en jeu a travers la frontiére du systéme, 

laquelle est soumise a la condition (10) imposée aux transforma- 

tions en K®° et en K. On doit remarquer que la loi de transfor- 
mation relativiste de la chaleur dépend de la transformation 

thermodynamique considérée, ce qui est d’accord avec le fait 

bien connu que @Q n’est pas une différentielle exacte (Q n’est 

pas une fonction d’état); d’autre part, dans une loi de transfor- 

mation de la chaleur, il doit figurer explicitement la production 

d’entropie, par l’intermédiaire de la vitesse relative des deux 

systémes de référence galiléens, ce qui—du point de vue ther- 

modynamique — nous semble parfaitement naturel et cohérent. 

Comme dans les transformations irréversibles la température peut 

ne pas étre uniforme, il s’en suit que l’équation (13) concerne un 

systéme élémentaire et une transformation élémentaire. 

Dans le cas d’une transformatisn réversible, c’est-a-dire si 

a4;S=d;S=0 (14) 

l’équation prend la forme 

qui est la loi connue de transformation de Arzeliés ('). 

D’autre part, si la transformation est telle que l’entropie du 
systéme reste constante, c’est-a-dire si 

dS=dS0=0, (15) 

(1) H. Arzeliés, «Thermodynamique Relativiste et Quantique». Gauthier 

Villars, 1968. 
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ou 

42 _ gs g, go 220 
T To 

il en résulte de (13) que 

dQ=dQvi—. (15a) 

Ceci traduit la loi bien connue de transformation relativiste de 

la chaleur, de Einstein, Planck et L. de Broglie. 
Il est bien connue que les équations (14a) et (15a) relatives 

a la loi de transformation relativiste de la chaleur ont suscité 

d’innombrables controverses, étant donné |’apparente impossibi- 
lité d’étre les deux valables. 

Or, moyennant la petite correction introduite, concernant le 

caractére invariant de l’entropie, on peut déduire la loi plus 

générale (13), et il en résulte, dans des cas particuliers distincts, 

comme nous avons montré, les lois apparemment contradictoires 
de L. de Broglie et de Arzeliés. Autrement dit, les deux lois 

sont valables mais dans des cas particuliers distincts; la loi de 

L. de Broglie impose comme condition que l’entropie du systeme 
reste constante dans la transformation considérée, tandis que 

celle de Arzeliés impose la condition de réversibilité de la trans- 
formation. Nous pensons, d’ailleurs, que la lecture attentive des 

travaux respectifs confirme la pertinence des restrictions que nous 
venons d’expliciter. 
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X-RAY ANGULAR CORRELATION AND liz 
FLUORESCENCE YIELDS (*) (**) 

F. BRAGANCA GIL and M. J, TEMES D’OLIVEIRA 

Laboratory of Physics, University of Lisbon, Lis»on, Portugal 

ABSTRACT — The presently available theoretical and experimental 

values for the Ags coefficients of the X-ray angular correlation function are 

compared in order to discuss the calculated values for M2/E1 mixing ratios. 
The experimental values were obtained from previous angular correlation 

experiments and calculated from previous fluorescence yields determinations. 

1— INTRODUCTION 

In most experiments the Li fluorescence yields are esta- 
blished through the determination of the coincidence rates 

between K and L X-rays. The 3 fluorescence yield is then 
related to the true coincidence rate, N,(K2,—L), by the 

expression 

  (1) N, (K «, —L) =N(Ka)e fo 
4n . 

where N(Ka,) is the Ka, counting rate, « the intrinsic detector 

efficiency, the solid angle and ¢ the transmission coeffi-   

Tv 

cient. 

(*) Received April 25, 1973. 
(**) Work is part of a research project supported by Instituto de Alta 

Cultura (Portugal) (Project L. F. 1-II). 
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Expression (1) is valid only if the K-L X-ray angular corre- 
lation is isotropic. Otherwise, the right-hand side of eq. 1 must 
be multiplied by the value of the angular correlation function, 
W (8) [1]. 

According to the atomic decay scheme such an angular 
correlation should exist, fig. 1. 

In fact, the theory of X-ray angular correlation has been 
already outlined by Moellering and Jensen [2] and later by 

  
  

  

Jv 

K 1s! 1/2+ 

Kd Ka, 

I 2s) 1/2+ 

L} II aps 1/2- 

aay P 3/2- 

I 3s! 12+ 
1g 5 ti2= 

MI III 3P 3/2- 
IV 9 3/2+ 
V 3d sp+ 

I 4s! 1/2+ 

II ps 1/2- 

III 3/2- 

NIV ba? 3/2+ 

Vv 5/2+ 

VI 2 5/2- 

VII a 7/2-   
Fig. 1 — Atomic Decay Scheme 
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Babushkin [3]. Experimental evidence of such an angular corre- 

lation has been shown by Beste [4] and Konstantinov and 

Sazonova [5]. Also Price et al. [6] verified the influence of that 

correlation on the experimental determination of the »; fluores- 

cence yield. 
This seems to prove that the effect of X-ray angular corre- 

lation must be considered when measurements of »; fluorescence 

yields are performed. 

2—EXPERIMENTAL RESULTS AND THEORETICAL 
VALUES IN X-RAY ANGULAR CORRELATIONS. 

The last survey about X-ray fluorescence yields and Auger 

and Coster-Krénig transition probabilities [7] included for the 

first time information about the effect of X-ray angular correla- 
tion in »; coincidence measurements. 

The atomic decay scheme shows that the X-ray transitions 
can have either El or El + M2 character. 

The M2/E1 mixing ratio (02) has been calculated by 
Scofield [8] in the case of Ka,, L/, La,, L6, and Lf, transi- 

tions for the atomic numbers 50, 60, 70, 80, 90 and 100. 

A plot of 02vs. Z is presented in fig. 2, including the main 

transitions in K-L cascades. 
The K-L angular correlation function is given by 

(2) W (8) = 1 + Ago Po (cos 6) 

where P,(cos 9) is the Legendre Polynomial of order 2. 

In the present work the theoretical values for Ag. have been 
compared to the experimental ones. 

The first experimental determinations have been made by 
Wood et al. [9] and by Catz et al. [10] to [17] and are summarized 

in table I. 
The results of Catz et al. show evidence for an El + M2 

admixture in electromagnetic transitions between atomic shells. 

In the case of Tl and Pb these results seem to indicate that a 

better agreement between theory and experiment can be obtained 
assuming higher values for the M2/El1 mixing ratio for the 

transitions involved in the cascades. However this statement 
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becomes not so obvious if all the available exprerimental results 

are taken into account. Catz et al. have obtained the angular 

correlation functions between the unresolved Ke radiation 

(Ka,;+ Ka) and three groups of L X-ray radiation, namely 

L/, La (La,+La ) and L6 (mainly L@.+L6,+L 65), res- 
pectively. 

  

        

10°'r 10° 

nae 4 | 
rc) a cl 32 

E qj 6 

10 hi 

10K 0° 

1L 0 

Hel ee pct ps FE il! gal 
50 60 70 80 90 400 

L 

Fig. 2— M2/E1 mixing ratios (82)vs. the atomic number (Z). 
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TABLE. I 

Experimental values of Ago coefficients 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  

  

  
  

  
  

  

  

  

      

Element Cascade sake 10-2) Reference 

Ka—L/ +4 

eoNd Ke—Lz 2.7 + 0.3 [17] 

K2—LB 01+0.5 

K2z—Li 14+5 

esrb K2--La 2.6 + 0.5 (17) 

Kae—L6 — 01+ 0.5 

Ka—L/ 15+6 

esrb Ka—Le 14+ 0.5 {13} 

Ka—L8 0.9-+0.5 

Ka—Lea 2.48 + 0.41 

7la (12), [16] 

K2z—L8 — 0.12 + 0.46 

Ka—L/ 26+ 5 

sill [9] 
Ka—La 5.0-+ 3.0 

Ke-L/ 21.8 + 2.0 

ak Ka—La 3.63 + 0.32 [13], [16] 

Ka—LB 1.31 + 0.36 

Ke id 31+6 

gil Ka—Lae 4.0+1.3 [10} 

Ka—L® 2+1 

Ka—L/ 23.32 + 2.06 

gePb Ka—Le 4.13 + 0.36 [14], [15] 

Ko—LB 1.22 + 0.42         
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The angular correlation involving the Ka, radiation is 
isotropic since the final state has spin 1/2. 

In the present work the calculated values of Ago are com- 

pared with the experimental results listed in table I. The cal- 

culation of those values must include the determination of the 

relative Ka,—L and Ka,—L coincidence rates since the 

angular correlation involves only the Ka, radiation but the 

measured coincidence rate is the sum of Ka,—L and Ka—L 

coincidence rates. 

For Ka—Lza« coincidences the relative intensity is given by 

N,(Ka—La) a P(K a) 

N, (Kg —La) P(K a) 
  (3) * Sos 

where N, are the true coincidence rates, P(Ka ) and P(K a) 

the emission rates for K + Ly and K + Li transitions, respec- 

tively, and f,; is the Coster-Krénig Ly > Lu transition proba- 
bility. 

The same formula is valid for N,(K2,—L/)/N,(Ka,—L/2) 

since the L/ radiation is due to the same Coster-Krénig transi- 

tion between Ly and Lyi atomic subshells. 
For Ka—L® coincidences the equivalent ratio is 

N. (K % — L§8) ba ane: P(L6,)/P (Lu) +fas| 

N,(Ka,;—L6) P(Ka) Los P(L6)m/P (Lin) 
    (4) 

where , and 3 are the fluorescence yields of the subshells 

Lu and Li respectively, P(L6,) is the emission rate for the 
Lu > Miy transition, P(L)m is the sum of the emission rates 

for Lur> Ny, Lir>Nr and Ly, — Nry transitions and P(Ly) 
and P(Li) are the total emission rate of Ly and Lm X-ray, 

respectively. 
In the present computation the values published by Scofield 

[18] for the emission rates have been used. 

However the correlation K «,—La is an admixture of K a, — 

—La, and Ke,—Lza, correlations and this suggests that the 
value of Ag for Ka,—Lz« correlation must be an weighted 

average of the partial Ag coefficients for the above mentioned 

correlations. 

The same situation occurs for Ka,—Lf§ correlations since 

the group L6 contains also several transitions from which only 
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the most important ones, Lf,, L&% and L&%,5, have been con- 

sidered, following the work of Catz et al.. 

The coefficient Ag, has been computed for Ka—L/, 

Ka—L« and Ka—L8 correlations for the atomic numbers 

where experimental results were available and also for all others 

where determinations of fluorescence yields and Coster-Krénig 

transition probabilities have been done with reasonable accu- 

racy [7]. 

As already pointed out Catz et al. have suggested an increase 

in the M2 contribution to the L/ radiation in order to obtain 

better agreement between theory and experiment. This is valid 

for Tl and Pb but failed for other elements where experimental 

determinations are available. 

In the present work the coefficient Ag) has been computed 

starting from different values for the M2/E1 mixing ratios. The 

following sets of values have been considered: 

1) Values of 4? given by Scofield; 

2) 620 for all the radiations of the cascade, corresponding 

to pure El transitions; 

32—0 for Ko, transitions and the values of 0? given 

by Scofield for L transitions ; 

4) The values given by Scofield for Ka, transitions and . 

§2==0 for L transitions ; 

5) 020 for Ko, transitions and 4? (Scofield) multiplied 

by 10 for L transitions. 

For the Ka,—L/ correlation the coefficient Aggy has also 

been computed considering the value of 4? given by Scofield for 

the Ka, radiation and multiplying by ten the 4? values presen- 

ted by the same author for L/ radiation. 

All these calculations are summarized in table II and the 

results plotted in figs. 3, 4, 5 and 6. 

In fig. 7 the values of Ag. computed for the angular corre- 

lation with Ka, radiation only are plotted against the atomic 

number Z. In this calculation the values given by Scofield for 

the mixing ratios for the radiations involved in the cascades have 

been used. 
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Fig. 3— Values of the Ag, angular correlation function’s coefficient 

I: see table II (a) 

II; see; table Il (/) 

Experimental values: see table I. 
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3— ws FLUORESCENCE YIELDS AND K—.L ANGULAR 
CORRELATIONS 

Price et al. [6] measured the w, and ws; values for several 
elements with atomic numbers between 71 and 92; the ws deter- 
minations were made from Ka,—L coincidence measurements 
with a geometric efficiency (1/314)+8°/, corresponding to [7] a 
finite-solid-angle correction /,=0.980+0.030. Some of these 
determinations were performed at §=180° and §—90° and the 
results obtained are listed in table III. 

TABLE III 

Experimental Fluorescence Yield’s values for 6=180° and 6—90° 
between detector axis [6] 

  

  

  

  

  

  

Element | ©,(180°) | ©, (90°) Bis apie Error 

wite 0.254 0.236 0.254 +5°/o 

sPt 0.317 0.290 0.317 + 4.5°/ 

7oAu er 0.278 0.317 + 4°), 

gith 0.517 0.476 0.517 + 4°/o 

all 0.500 0.398 0.500 + 49/,               

In fact the Ag. value can be deduced from the knowledge 
of w3(180°) and w;(90°) as shown below. 

The anisotropy of the Ka,—L angular correlation is given 

by 
W (180°) — W (90°) 

©) a W (90°) 
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where W (180°) and W (90°) are the values of the angular corre- 

lation function W(6) for @=180° and §=90° respectively. 
On other hand, as already pointed out the expression for the 

determination of the »; fluorescence yield from Ka,—L coin- 
cidence measurements (eq. 1) must be replaced by 

(6) Ne(Ka LD =NKa)e=   1 ws W (8) 

Tw 

so that the experimental value for the anisotropy of the angular 

correlation between those radiations can be obtained from 

  
«0g (1809) — «15 (909) 

7 = 
” . 295 (008) 

‘ The anisotropy 2 is connected to the Ago coefficient of the 
angular correlation function by 

(8) gi — 3 Ags fo 

= Age fa 

where fo is the finite-solid-angle correction. 
By a straightfoward manipulation of eqs. (5), (7) and (8) the 

following expression is obtained 

2 [wz (180°) — ws (90°) } 9 Ag = (9) a2 Fal2 + 3 (90%) + 25 (180°)] 
  

which relates the coefficient Ag, with the experimental quanti- 

ties «;(180°) and ,; (90°). 
In table IV the theoretical values of Ago, calculated as 

previously mentioned, are compared with experimental values 
deduced from the results of Price et al. summarized in table III. 

4 — DISCUSSION 

The experimental results mentioned above show evidence 
for an angular correlation between the electromagnetic radiations 

disexciting the atomic levels. On the other hand the experiments 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fasc. 3-4, pp. 199-216, 1972 — Lisboa 213



GIL, F. BRAGANCA and OLIvEIRA, M. J. T.— X-ray angular correlation... 

already performed show that the transitions are El + M2 mix- 
tures. 

From figs. 3 to 6 it is possible to see that, for the Ka—La 
correlation, the best agreement between theory and available 
experimental results is obtained when both K and L transitions 
are considered as El + M2 admixtures, with the values of the 
mixing ratios given by Scofield [8]. This means that these mixing 
ratios must be almost exact for the K« radiation. However this 

TABLE IV 

Experimental and theoretical values for Ago 

  

  

  

  

  

  

Element Ago exp (A) Ago theor. 

wgla 0.050 ++ 0.006 0.045 

7sPt 0.061 + 0.007 0.047 

7A 0.091 ++ 0.010 0.048 

oth 0,057 + 0.006 0,055 

gl 0.160 + 0.018 0.056         
  

is not the case for the Ka—L/ correlation. The suggestion of 

Catz et al. to use a value for the M2 contribution two times 

greater allows a better agreement to be reached for Tl and Pb 
but not for the lighter elements. 

This is evident from fig. 3 where the Ag) values, for the 
Ka—L/ angular correlations, are plotted against Z, for two 

extreme situations: using the values given by Scofield for the | 
mixing ratios and keeping those values for the Ka transition 

but increasing them ten times for the L/ transition. According 

  

(@) From Fluorescence Yields determinations [6]. 
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to the available experimental results the Ag) values should 

increase with Z; however the increase of the M2/E1 values for 

the L/ transitions goes in the opposite direction. Also, for the 

Ka—Lé& correlation the values of Scofield agree with experi- 

mental results for Tl and Pb, but once again the discrepancy 

is evident for the lower atomic numbers. 
However an earlier determination of the Ag, value made by 

Catz [13] in Tb is in better agreement with the theoretical value 

than the later one [17]. 

On the other hand it is important to remark that the fluo- 

rescence yields and the Coster-Krénig values are needed for the 

theoretical calculations mentioned above and that the limits 

indicated in figs. 3 to 6 are due only to the experimental errors 

of those quantities. 

So in order to compare theoretical and experimental values 

of mixing ratios it would be very useful to perform K—L 

angular correlations experiments involving only Ka, radiation. 

In this case the Ka,—L/ Ag, value depends only on the 

mixing ratios of the transitions involved. For the K2,—La« and 

Ko,—L@6 angular correlations it will be necessary to consider 

also the emission rates of the L radiations but not the fluores- 

cence yields and Coster-Krénig values, 
On the other hand, measuring the Li subshells fluorescence 

yields by Ka,—L coincidences at two different angles one can 

calculate an Ag) experimental value for the angular correlation 

between Ka, radiation and the L group. 

The comparison between the results of Price [6] and those 

which can be obtained from the mixing ratios M2/E1 and the 
emission rates given by Scofield [8, 18] shows that: 

i) Good agreement exists for 7;fa and gh 

ii) A great discrepancy occurs in the case of z7Au and 9.U 

aii) For the ;gPt the two sets of values are not very far 

from agreement. 

In an earlier paper of Gil et al. [19] an average value of Ago 

was calculated for the Ka,—L angular correlation function in 

g2J and a good agreement was obtained between theory and 

experiment. However that calculation was performed under the 

assumption that all radiations involved in the cascade were 
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pure El. The present analysis shows that this hypothesis is 
not admissible. 

As already suggested it should be very useful to perform 
measurements of »; fluorescence yields through Ka, —L coin- 
cidences at different angles of the detector axis and for a wide 
range of atomic numbers. 

Such experiments could give us further information supple- 

menting the one obtained by angular correlations experiments. 
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ETUDE SEMI-CLASSIQUE DE LA DIFFUSION ELASTIQUE 
D'IONS LOURDS (*) 

R. DA SILVEIRA 

Institut de Physique Nucléaire, Division de Phys'que Théorique (**) 

91406, Orsay, France 

RESUME — Nous analysons de fagon semi-classique la diffusion élas- 
tique dions lourds. Nous montrons que la section efficace différentielle peut 
étre décrite en termes de diffusion «arc en ciel». Nous donnons aussi un 
moyen direct d’extraire des résultats experimentaux une valeur approchée du 

moment angulaire de forte absorption. 

ABSTRACT — We give a semi classical analysis of heavy ion elastic 
scattering. We show that the whole behaviour of differential cross section is 
well discribed in terms of rainbow scattering. A direct way to extract from 

experimental results an approximate value for the angular momentum of 
strong obsorption is also given. 

(*) Regu le 12 Avril 1973. 

(**) Laboratoire associé au C. N. R. S. 
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1. INTRODUCTION 

L’utilisation de approximation semi-classique en théorie des 

collisions nucléaires connait actuellement un regain d’intérét lié 

au developpement de la physique expérimentale des ions lourds. 

L’intérét d’un tel type d’approche est double; d’une part il permet 
de s’affranchir des dificultées numériques posées par les situations 

ou les noyaux en collision sont trés lourds, d’autre part il permet 

une compréension physique des différents aspects du phénoméne, 

extremement claire et instructive. Les apllications de la théorie 
semi-classique a la diffusion élastique, dans le domaine nucléaire, 

datent de 1959 (Ford et Wheeler) [1]. La situation trés importante 

ou la fonction de déflexion classique posséde des points station- 

naires y est examinée de fagon analogue a celle utilisée en optique 

pour traiter le cas ou la diffusion de la lumiére par des goutel- 

letes d’eau, donne origine au phénoméne de l’arc en ciel: c’est 

l'approximation de Airy [2]. Mais l’approximation de Airy n’est 

valable qu’au voisinage de l’angle pour lequel la fonction de 

déflexion est stationnaire, de sorte que, son application est restée 

trés limitée [1,3]. 
Enfin, le developpement des programmes de calcul numérique 

permettant |’évaluation des déphasages lorsqu’on se donne le 

potentiel, a fortement contribuée a un certain désinterét pour 
Vapproximation semi classique, en diffusion élastique. 

Avec le développement de la physique expérimentale des 

ions lourds, les situations ot les conditions semi classiques sont 

largement satisfaites, sont devennues extremement courantes. 
Il faut aussi remarquer que pour des collisions entre noyaux 

trés lourds, le calcul numérique conventionel pose actuellement 

des problémes non encore résolus. 
Mais, si pendant longtemps l’aproximation semi-classique de 

la diffusion élastique fait absente en physique nucléaire, elle a par 

contre connue d’importants développements dans le cadre des 

collisions atomiques. 
Des exemples typiques de la diffusion «arc en ciel» (rainbow 

scattering) sont depuis quelques années bien connus en physique 

atomique ow la mise au point de faisceaux atomiques et molé- 

culaires 4 connu d’importants progrés. Les développements théo- 
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riques qui ont accompagné le progrés expérimental ont conduit 

a réexaminer certains aspects de l’approximation semi classique. 
Le cas ot la function de déflexion passe par un point statio- 

naire a été reformulé en s’affranchissant des conditions conduisant 

a approximation de Airy. Cette reformulation, due a Berry [4], 
et qui complete le traitement de Ford et Wheeler, sera reprise 

ici dans le contexte des collisions nucléaires. Nous verrons 

qu’elle permet une analyse a la fois quantitative et qualitative, 
trés simple, de la diffusion d’ions lourds [5]. 

Nous commencerons par passer en revue briévement — partie 

2— les aspects essentiels de l’approximation classique elle méme. 

Les effets d’interférence ainsi que la diffusion «arc en ciel» et la 

diffusion en spiralle, serons discutés dans la partie 3. Dans la 
partie 4 nous comparerons entre elles les collisions atomiques et 

nucléaires qui satisfont les conditions semi-classiques. 

Le traitement quantitatif [5] de la diffusion élastique d’ions 

lourds, ainsi que la comparaison avec |’expérience, sera donné 

dans la partie 5. Dans la partie 6 nous exploiterons qualitative- 

ment la théorie semi classique et nous donnerons un moyen 

simple d’extraire des resultats experimentaux une valeur appro- 
chée du moment angulaire d’absorption [5]. Enfin, perspectives 
et conclusions seront resumées dans la partie 7. 

2. LYAPPROXIMATION SEMI-CLASSIQUE 

Nous rapellerons ici brievement quelques résultats de la 

théorie semi-classique qui nous seront utiles par la suite. Pour 

plus de détails le lecteur est renvoyé aux réferences 1, 6 et 7. 

Considerons la diffusion d’une particule de masse réduite m 
et nombre d’ondes réduit 2, par un potentiel central V(r). La 

section éfficace différentielle de diffusion (9) s’écrit 

(2. 1) ee As 

ou l’amplitude de diffusion /(®) peut s’exprimer par le develop- 

pement habituel 
1 i= re 

2.2 (ae i (2. 2) F) +e, Pa (27+ 1) 1) P:(cos 6) 

ou 7; est le déphasage de l’onde partielle d’indice 7. 
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Maintenant, ce qui est convenu d’apeller approximation semi- 
-classique, est l’expression f,, (9) que l’on obtient lorsqu’on intro- 
duit dans le calcul de (8) donné par (2.1), un certain nombre 
d’approximations. Ces approximations, au nombre de quatre, sont: 

1. Les déphasages 1, sont remplacés par leurs expressions 

en approximation B. K. W.: 

jBKW Ny ==), . 

Les déphasages 7}W satisfont une relation importante qui nous 

sera utile par la suite: on a 

drBKW 
2.8 g—+ __ = Of (2. 3) 7] (4), 

(+1/2)h 
r2 

(2. 4) somes | - 
\/2mte— Vl— za, 

O(2) est la fonction de déflexion classique. 7,,; est la distance 

minimum d’approche pour la trajectoire de moment angulaire 
L=(7+1/2)h. 

Il est important de signaler que les quatre approximations 

conduisant a /f....(9), seule la présente contient, a strictement 

parler, l’approximation classique elle méme, qui se traduit par 
la condition d’une lente variation du potentiel V(r) dans un 

domaine grand comparé a la longueur donde du mouvement re- 

latif. Nous pouvions donc dés maintennant introduire dans (2. 2) 

les déphasages B. K. W. et obtennir l’amplitude de diffusion en 
évaluant numériquement la somme sur 7. 

Nous allons toutefois introduire trois approximations suplé- 

mentaires qui s’avéreront trés avantageuses. D’une part elles 
permettront de voir de tacon trés claire comment le résultat 
semi-classique modifie le résultat purement classique, d’autre 
part, elles conduisent a des expressions facilement maniables, ne 
necessitant pas de calculs numériques trés lourds. 

  

  

2. Les polynémes de Legendre sont remplacés par leurs 
expressions assymptotiques. 
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Pour />>1, sin§21//, ona 

-1/2 

(2.5) Pr(cos)~[ +12) ssin§ | sin [(J-+1/2) 6-+-"/4] 

on remarquera que />>1 est choérent avec la limite classique 

de la mécanique quantique. 

3. Si un grand nombre d’ondes partielles intervient dans 

(2.2) [4>>1] on peut remplacer la somme bs par une intégrale: 

I 

> - f dl. 
1 

Compte tennue de 1., 2. et 3. on obtient pour /(9), G=-0: 

sin @y2 72 ; : 

@.6) ff @~—-Sas for yaya’ — eat 
0 

ou les phases 2; sont données par 

(2. 7) 4 = 2H 0+ 1/2)01 7/4. 

4, L'intégrale (2.6) est evaluée de fagon approchée en utili- 

sant le méthode des phases stationnaires. 

La valeur de / qui rend maximum I’une ou I’autre des phases 

®, étant /=4,, on obtient [/,>>1, 1,+1/2~ 4%] 

(2. 8) £0) ~ foe. (9) =Vaer (8) ef? 

ou 

(2. 9) Cel (9) a . : 
  

sind |dO/dl| 

est la section éfficace différentielle classique et 6 est donne par 

(2.10) B= 2x, — 20x, —@— a"! |— Wl [AD 
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ou il est sous-entendu que la valeur de /’, comme dans (2.9), est 
la valeur /=/,. Celle-ci est reliée a l’angle de diffusion 6 par 
la relation classique 

(2. 11) @O(@)=+5, l=L 

dans cette expression, 4 étant l’angle de diffusion, par conven- 
tion positif; le signe dans (2. 11) doit étre choisi en conséquence, 

3. EFFETS D’INTERFERENCE, DIFFUSION «ARC EN 
CIEL» ET DIFFUSION EN SPIRALE, 

3.1 Lffets d’interférence 

L’expression (2. 8) n’est valable que si la relation entre $ et 
/ est biunivoque, auquel cas on a, compte tennu de (2. 1) et (2.8), 

Os.c, (8) =| fs. c. (9) 2 = 7 (8). 
C’est en particulier le cas du potentiel de Coulomb, V(r) = 
=Z,Z,e/r, pour lequel la fonction de déflexion s’écrit 

(3. 1) Or (/) =% — 2 arc cotg 7 

ou 1 est le paramétre de Sommerfeld n= Z, Z, e/hu. Dans la 
plupart des cas d’interét pratique il se trouve que le potentiel 
diffuseur est tel que deux ou plus de trajectoires de moment 
angulaire différent, sont deviées suivant le méme angle. Du point 
de vue classique, si 

(Ccr)py +s, (22); 

sont les sections éfficaces qui correspondant aux trajectoires de 
moment angulaire (en unitées 7), /, (9),--- »4;(8); on a, pour la 
section éfficace totale en 0: 

(3. 2) G4 (9) = (G1) + +++ + (o,2);. 

Par contre le résultat semi-classique s’écrit lui 

(3. 3) 5... ()= (fi (O)+--- +4 OP, 

Fi (8) = V (Geis e's 
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les 8; etant définies par (2.10). Si ©(/) n’a que deux branches, 

figure 1, on a le résultat trés simple 

(3. 4) Gs. c. (9) = (er) + (Seto + 2V (Gedy (Ced)g Sin 

Ccl (6) 

avec, compte tennu de (2. 3) (2. 10) et (3. 3), 

(3.5) i= [""\ow—slar. 

' p, (9) 

O(a) ne ffe@-qdt 

2. areas tera ee f, (8) 

GY 
") Be 

f (8) pe) . 

Fig. 1— Fonction de déflexion ©(/). Les trajectoires de moment angulaire 

1,(0) et J.(6) sont diffusées suivant le méme angle 0. 

  

      
Les deux premiers termes dans (3. 4) constituent le résultat 

classique pur. Le troisieme terme est le terme d’interférence, 
quantique. L’examen de (3.4) montre que le résultat classique 

est modulé par une figure d’interférence. La «longueur d’onde» 
des oscillations de cette figure d’interférence (separation angu- 

laire entre deux maxima) est donnée par 

2% 

| 44 — 43 | 

ou 7; et 4 sont les valeurs moyennes de /,(8) et 4,(9) en & et 
6+A6. Pour que la figure d’interférence soit perceptible lors 
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d’une expérience de diffusion, il faut que les deux moments angu- 

laires conduisant au méme angle de diffusion ne soient differents 

d’un trés grand nombre d’unités; autrement, le systeme de comp- 

tage va donner comme résultat une moyenne sur une certaine 

plage d’angle et la section éfficace mesurée sera la section éffi- 

cace Classique. Celle ci correspondant, par consequent, au résultat 

a faible resolution. 

3.2. La diffusion «arc en ciel» 

L’examen des expressions (3.2) et (3.4) montre que lorsque 

©O(/) passe par un point stationaire, 0/(/)=0, les sections éfficaces 

classique et semi-classique deviennent infinies. La figure 1 montre 
un cas ou ©/(/) passe par un maximum a /=4/,. L’angle de dif- 

fusion correspondant est ?=6,. 
Une situation analogue se rencontre en optique lorsqu’on 

étudie la diffusion de la lumiére par des goutelettes d’eau [7]. 

Si lon repére le «rayon» incident sur la goutelette par la donnée 

de l’angle d’incidence 7, l’intensitée de la lumiére, lorsque cal- 

culée a la limite de l’optique géometrique, est infinie dans la 

direction =, pour laquelle d6/dy=0. 
La situation en théorie des collisions est tout a fait analogue 

sauf que le potentiel V(r) varie de facon continue, tandis que 

Vindice de réfraction du milieu dans lequel se propage la lumiére, 

varie brusquement sur la surfase de la goutelette. Cest cette 
analogie qui a suggeré a Ford et Wheeler [1] de donner le nom 
diffusion «arc en ciel» (rainbow scattering) a la méme situation 

lorsqu’on la rencontre dans un probléme de collisions. 

L’expression (3.4) n’est valable que dans la region ow les 
deux branches de O(/), emergeant de 6=—6,, sont nettement 

séparées. 
Berry [4] (voir cette réference pour plus de détails) a refor- 

mulé le probléme de l’évaluation de l’intégrale (2.6) en vue 

d’obtenir un résultat valable au voisinage de 94, et qui se 

comporte comme (3. 4) dans la region @<<8,. 

Dans la region @<9%,, la region «éclairée» (the lit region) 

le résultat est 

(3. 7) 65.0. (0) = 7 I [cd + (Geilo + 2V (Ger), (Zei)g! ZL” A247 (—Zz) + 

+ (e011 + (etg —2V(Ge1)1 (Getg] A’27(— Zi}, - O< Or. 

226 Portgal. Phys. — Vol. 8, fase, 3-4, pp. 217-244, 1973 — Lisboa 

 



  

SILVEIRA, R. DA — Etude semi-classique de la diffusion élastique... 

Dans la region §>4,, la region «d’ombre» (the shadow region), 

1,(9) et J,(0) ainsi que ©/(;) et 0'(4) sont complexes conjugués. 

En posant 

h20)=[2@)|e"© 
(ey (41,9) ae | Qe! (8) | et! BO) 

on a, 

2m ((6)| 
(3. 8) 4,2, (O)== Psino |) 

+[14sin(a(#)—8@)] Zs!" A/2i(Zs)}, 9 >8- 
Dans (3. 7) et (3. 8) on a 

3 \215 
6 < 8,, Z.= (3) 

{[1 —sin (« (@) —6(0)] Zs” A?s (Zs)+ 

(3. 9) 
3 213 

@>6,, Zsu=| Ima 

  

) étant defini par (3.5). 

Az et A’z sont respectivement la fonction de Airy et sa derivée. 
La fonction de Airy est définie par l’intégrale 

i. | oar 

(3. 10) Ai@——— [ gta ay, 
27 Ja 

Du comportement de la fonction de Airy [8] pour des argu- 

ments négatifs (@<,) et positifs (@>9,) on peut conclure de 

Vallure de a;,,..(0). Celle-ci a un comportement oscillant pour 

6<6, et décroit (allure exponentielle) pour 9 > @,. 

Des expressions (3. 7) et (3. 8) on peut extraire deux résultats 
importants. 

z. Le comportement pour 0<<§,. 

Dans ce cas, on a Z,>>1 et l’on peut remplacer Ajz(x) et 

A/i(x) par leurs expressions assymptotiques [8]. Il est alors facile 

de voir que (3.7) se réduit exactement 4a (3. 4). 

zi. Le comportement pour $ > §%,. 
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Au voisinage de §=¢4, on peut développer 4(/) en puis- 
sances de /—/,. En gardant le terme quadratique, on a 

(8. 11) 6 (2) = 9,—g(l—/,?. 

Dans ce cas le deuxiéme terme dans (3. 7) et (3. 8) est négligeable 
devant le premier qui se réduit lui, a 

2 1, 
3.12 Gs. ¢, (8) ~ ————"___ Ai (x 0~ 6, (8. 12) 0-2 ee 

6— 6, 

gil 
C=   

C’est l’approximation de Airy de l’optique, utilisée pour la pre- 
miére fois par Ford et Wheeler en théorie semi-classique des 
collisions. 

3.3. Diffusion en spirale 

La diffusion en spirale (spiral scattering) se produit lorsque 
le potentiel effectif 

h2l(2+1) 
3.13 Ver (7, 2) = (3. 18) (7,2) Si + V(r) 

posséde, pour une valeur donnée de /(/,), un maximum relatif; 
c’est-a-dire lorsqu’on a (figure 2) 

( (3. 14) aaa =, 
dr ae 

Dans ce cas l’énergie E est exactement égale a la hauteur de la 
«barriére» effective: 

(3. 15) E = Vest (4 ) /,) . 

Enfin pour /=/,, l’expression (2.4) montre que ©(/) présente 
une singularité. 

En termes de diffusion potentielle, a cette situation, corres- 

pond, pour le projectile, un mouvement en spirale autour du 

centre diffuseur. Ce mouvement en spirale se poursuit jusqu’a 
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ce que le projectile atteigne une orbite circulaire. Des exemples 

de ce type de diffusion se rencontrent dans les collisions ato- 
miques. Dans Ie contexte des collisions entre ions lourds, le 

moment angulaire /, correspondant au franchissement de la 

A 

(Lr) 

‘a : a 

iy . 
  

Ses 
Pe P, 

P=0 
> 

a 

Fig. 2— Le potentiel Ver (/,7) pour differentes valeurs de /. Pour /=/, 

ona Veff(4,1)=E. 

    

  
barriére effective doit, par conséquent, étre rapproché du mo- 
ment angulaire dit de forte absorption. Nous reviendrons au 
paragraphe 5, 2 sur cette question. 

4, ANALOGIES DANS LES COLLISIONS ATOMIQUES 
ET NUCLEAIRES 

Il est instructif de comparer les résultats des sections éffi- 

caces differentielles que l’on obtient pour les collisions atomiques 

et nucléaires lorsqu’on satisfait les conditions semi-classiques. 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fasc. 3-4, pp. 217-244, 1973 — Lisboa 229



  

SILvErRA, R. DA — Etude semi-classique de la diffusion élastique... 

Dans les figures 3 et 4 on peut voir des résultats expérimentaux 
obtenus respectivement ‘pour les collisions des atomes de K et 

Hg et pour la collision des noyaux de A et Se. Dans les deux 

cas on peut constater un comportement analogue de la section 

éfficace différentielle aux grands angles; une allure oscillante, 

suivie d’une décroissance trés rapide, telle qu'elle est prevue par 

les expressions (3. 7) et (3. 8). 

  

      

30) es 
oN, K-Kg 

7 
aoa y >» Vax 

E 20 an KP. 
> wa 
= ‘ef! 
N 

15 

a g=1263m/sec + “gz t12ym|sec * g=957m/sec 

s Se, he as 

a ° °° ° ° ° Wo re no £0 yr ° 
5 70 15) 20°. 25 30 3S 40 YS 50° $5 

& [Grad] 

Fig. 3— Résultats expérimentaux de diffusion élastique des atomes de K’ et 

Hg, pour trois énergies incidentes. La section efficace différentielle est mul- 

tipli¢e par sind. Réference (9). 

Linterpretation des résultats en physique atomique peut se 

faire a l’aide d’un potentiel du type Lenard Jones dont l’allure 

est dessinée dans la figure 5, ot l’on a aussi fait figurer un po- 

tentiel (Wood Saxon + Coulomb) adapté lui, a la description des 
collisions noyau — noyau. 

La différence essentielle dans le comportement de ces deux 
potentiels tient a ce que le deuxiéme présente une variation trés 

rapide pour R~R,+ Rg (c’est a dire au voisinage du contact des 

noyaux) ot R, et Ry sont les rayons de deux noyaux en colli- 
sion. Ceci se traduit, dans la fonction de déflexion des collisions 
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noyau — noyau, par une variation elle aussi trés rapide pour des 

valeurs /=/,. Le moment angulaire /, correspond par consé- 

quent dans le cas nucléaire a une trajectoire tangentielle (grazing 

collision). Les figures 6 et 7 montrent des exemples de fonctions 

  

FE =201 MeV A+Se 
15+ t 

Or ae E=146 MeV 
10+ °%e a ° Cm @ oe: Re Ss 

O5/ .       
5030.40 50 60. 70 80 90 100 

Fig. 4— Résultats experimentaux de diffusion élastique des noyaux de Ar 

et Se, pour deux énergies incidentes. La section efficace differentielle est 

divisée par o,. Réference (10). 

de déflexion que l’on obtient avec, respectivement, un potentiel 

de Lenard Jones et un Wood Saxon + Coulomb. 

Elles traduisent l’une et l’autre l’allure du potentiel; au voi- 

sinage de /=/, la premiére est quasi symétrique, lautre,, trés 

fortement assymétrique. C’est pour cette raison que la formule 

V(
r)
 

V(
r)
 

  
  

ee ro ~fm Lis 

-€ SS 

-V, 

.~eV ~ MeV     
Fig. 5— Allure des potentiels de Lennard— Jones (a gauche) et Wood Saxon 

-- Coulomb (a droite). 
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de Airy, et lorsqu’on s’éloigue de §—$,, donne de moins bons 
résultats en physique nucléaire. En effet l’expression (3. 12) est 
obtenue avec le seul terme quadratique dans le developpement 
de ©(Z) (3.11) et ce terme donne pour 9(/) une forme symétrique 
de part et d’autre de /=/,. 

Ox 
34 

  

  

7+ 

24       

Fig. 6 — La fonction de déflexion ©(/) pour un potentiel Lennard — Jones et 
pour differentes énergies. Réference (9). 

40+ 

N oO
 i 

    

©
 

(d
eg
re
es
) 

° 

—
 

é oO
 

      
Fig. 7— La fonction de déflexion @(/) pour un potentiel Wood Saxon + Cou- 

lomb) dans le cas «++ Pb, E= 48.2 Mev. Réference (1). 
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L’examen de la fonction de déflexion a differentes énergies 

permet une interpretation qualitative simple des résultats expe- 
rimentaux. On constate, figure 6, que la «courbure» g de O(E,/) 

a J=/,, est d’autant plus petite que l’énergie est grande. 
Lorsque sur deux courbes a énergie differente on s’éloigue 

vers un angle @ distant de 6, de la méme quantité, la différence 

| 2, (8) —4y(6)| est d’autant plus grande que gq est petit et E est 
grand. L’expression (3.6) montre alors que les oscillations de la 
figure d’interférence sont d’autant plus serrées que l’énergie 
augmente, ce qui est bien le comportement des résultats expé- 

rimentaux. 

5. LA DIFFUSION ELASTIQUE D’IONS LOURDS 

5.1. Usage d’une fonction de déflexion parametrisée 

Lorsque l’énergie incidente est au dessus de la barriére de 

Coulomb, on se trouve dans la situation ot la fonction de défle- 

xion a le comportement de celle de la figure 7. C’est de ce cas 
que nous allons nous occuper ici. Pour tester les expressions 
(3. 7) et (8.8) de o;,..(8) lorsqu’on traite une situation expérimen- 

tale particuliére, il faut se donner la fonction de déflexion 9(E, 2). 

Celle-ci s’obtient lorsqu’on se donne le potentiel V(v) par l’ex- 
pression (2.4). Mais, dans le but d’obtenir des expressions facile- 

ment maniables, plut6t que parametriser V(r) et en déduire 

©(Z), nous allons nous donner directement celle-ci par une expres- 

sion parametrisée. 

Nous utiliserons 4 cet effet l’expression proposée par Ford 
et Wheeler [1] qui s’écrit 

  

t—], 
&. 1 © (2) = 6, — pe dn? (—____1_- 6.1) = tele (71) 

1 /a@0 
5.2 = 9(4,--1,)?,¢9=— : (6.2) p=9(—Ay?, 9g Te 

Dans (5,1), 9 est l’angle «arc en ciel», 7, est le moment angu- 

laire qui satisfait l’équation (3.14) et g est comme en (3.11) la 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 3-4, pp. 217-244, 1973 — Lisboa 233



SILVEIRA, R. Da — Etude semi-classique de la diffusion élastique... 

«courbure» de O(/) a /==/, que l’on peut [1] arbitrairement relier 
a une largeur A/ de surface par 

—_— 6, 

(AD 
  (5. 3) q 

Le moment angulaire /, correspond 4 la trajectoire qui est 
deviée suivant l’angle 6, et, comme celle-ci correspond approxi- 
mativement a une collision tangentielle, on a, entre 6, et /,, 
la relation bien connue. 

(5. 4) /, = ncotg = 

de sorte que (5.1) a trois paramétres libres qui doivent étre fixés 

par comparaison avec l’expérience. Pour />/J/, les trajectoires 

deviennent des hyperboles caracteristiques du mouvement dans 

un champ de Coulomb pur. Toutefois l’expression (5.2) donne 
pour />/, une décroissance trop rapide par rapport a la fonction 

de déflexion dans le champ de Coulomb, équation (3.1). Nous 

corrigerons partiellement ce défaut comme on le verra en 5.3. 

5.2 Introduction de l’adsorption dans le traitement semi- 

-classique 

La fonction de déflexion est determinée par la donnée d’un 
potentiel V(r) réel. Pour introduire dans la description semi- 
-classique l’effet de l'ensemble des voies autres que |’élastique, 
il faut des hypothéses suplémentaires. Nous avons vu, en 3., que 

les trajectoires franchissant la barriére effective, Vers (/,,71) (3. 13), 
étaient celles de moment angulaire 7</, ou 4, satisfait (3.14). 

Si l’on suppose que l’effet d’absorption est total pour ces trajec- 
toires (celles dont />4/, étant réflechies) on doit alors couper la 

contribution de la fonction de déflexion pour les valeurs /< 1”. 

Dans ces conditions l’absorption est determinée essentiellement 
par le potentiel réel. Dans le langage du potentiel optique ceci 
revient a dire que la seule caracteristique demandée 4 la partie 

imaginaire est d’étre totalment absorbante. 

Si ce n’est que sa portée est inferieure 4 7,, figure 2, sa forme 

particuliére ne joue pas de réle determinant. Enfin le moment 
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angulaire de forte absorption (75°/,) obtenu dans les calculs con- 

ventionels de potentiel optique, est 4 comparer a la valeur /,. 

5.3 Comparaison avec l’expérience. Diffusion élastique A + Se 
et N+Ag 

Les expériences de diffusion élastique A+Se, E = 201 Mev, 

[10] et N+Ag, E113 Mev[11], sont deux exemples ot les 

conditions semi-classiques sont bien satisfaites; on a respective- 
ment n=—42.9 et n=18. 2. 

Compte tennu de (2.9) et (5.1), on a, pour les sections effi- 

caces associées aux branches 1 et 2 de O(/), figures 8 et 9, 

(5. 5) (c+ ,o = (91) 4 = 

    + e + /*- 

i V bag VT ht Ge he V! ~ecksind \/ 6,—4 
  

pour /S/ér le potentiel d’interaction des deux noyaux devient 
purement Coulombien et l’on peut écrire 

12 e 
5.6 y= oR = 
“ee one we 422 sin4 6/2 ’ 

(5.6) est la section efficace de Rutherford. Compte tenu de (5. 1) 
(3.5) et (3.9) on a explicitement 

  

es 3 2/5 
6.7) Fie Eb [( — Ay) — (Fo (8) — A (8)) al 
ou 

1 U4 .9 U9 a 
(5. 8) Sia — ofl = —= Din 2 +2l+ 2 Gung 

Z Uy Uy 2 

avec um .=49(8)—4 et u-=—4—f,. 

Dans la zone d’ombre, §> 6, les résultats experimentaux 
s’étendent sur une plage d’angle relativement restreinte de sorte 

que l’on peut utiliser pour Zs (3.9) l’expression approchée ~ 

0 — 6, 
(5. 9) Zs ~ gi 6~ 6,.   
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Les figures 8 et 9 montrent le résultat du calcul [5] comparé 
aux données experimentales. 

On y voit aussi le comportement de la section efficace classi- 
que au voisinage de §=§@,. 

Sur la partie supérieure de ces figures on peut voir la fonction 
©O(2) dont les paramétres sont donnés dans la tableau I. 

  

  

  

        

140 

120 

100 

80 6 

- 
OR Ar+Se 

1.0 -201 MeV} 

0.5 : 

1 aes 

20 50 60 @ 
Fig. 8 — Diffusion élastique Ar-++Se, E = 201 Mev. Comparaison des résul- 
tats, semi-classique (trait plein) et classique (trait discontinu) avec les données 

experimentales [10]. La partie supérieure de la figure montre la fonction © (/) 
paramétrisée ainsi que ©, (/) [5}. 

La courbe en traits tirés, Or(/), est la fonction de déflexion 

de Coulomb, donnée par (3. 1). 
L’accord est, dans l'ensemble, assez satisfaisant, mais on 

remarque que la figure d’interférence donnée par le calcul, oscille 
plus lentement que le résultat experimental, dans la région 
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6<<0,. Ceci tient a la circonstance que l’on avait déja signalé; 
la branche 2 de ©O(/) décroit plus rapidement que la fonction 
Ox (J). Or c’est l’expression (5.7) ot l’on n’a pas fait de correction 

(celle-ci n’a été faite qu’en (5.6)) qui détermine la «longueur 
d’onde» des oscilations de la figure d’interférence. L’obtention 

  

120 

100 

80 

  

  

  

N+Ag 

E=113 MeV 
   

  

© wr
       

10 20 30. 40 
Fig. 9 — Diffusion élastique N-+-Ag, E=—113 Mev. Comparaison des résultats 

semi-classiques (trait plein) et classique (trait discontinu) avec les données 

experimentales (11). La partie supérieure de la figure montre la fonction 6(/) 

paramétrisée ainsi que 9, (/) [5]. 

d’un meilleur accord avec l’expérience passe, bien entendu, par 

le calcul de (/) (2.4) en se donnant V(r). Cette voie permet, 

par conséquent, de parametriser l’interaction moyenne (réelle) 

entre les deux noyaux; c’est la démarche habituelle des analises 
en potentiel optique. Dans celles-ci on calcule les déphasages 
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m, alors qui’ci on calcule la fonction de déflexion ©(7). Les deux 
démarches sont équivalentes puisque l’on a entre x; et O (2) la 
relation (2.3). 

TABLEAU I 

Energie E (dans le lab.) paramétre de Sommerfeld » et les trois para- 
métres ajustables 6,,/, et g. Les valeurs de /, et A/ sont obtennues de 
(5, 4) et (5.3). La valeur de 1 est déduite de 

6 
m= dmin/ (AS ao Ab) » amin = = (1 + sin7! =) 

  

E(Mev)| x by i q ly |ro(fm)| Ad/lr 
  

Ar+Se| 201 42.9 | 47° | 88(89)(*)| 1510°5| 97 | 148 | 094   
  

N+Ag]/ 118 18.2 | 31° |59 2.0105! 64 | 1.56 | 0.95                   

  

  

(*) Moment angulaire d’absorption extrait d’une analyse en déphasages, réference 10, 

6. EXPLOITATION QUALITATIVE DE LA THEORIE 
SEMI-CLASSIQUE 

6.1 Extraction de la valeur du moment angulaire d’absorption 
a partir des résultats expérimentaux. 

Un raisonement qualitatif [5] permet d’extraire directement 
des résultats expérimentaux une valeur approchée de /,, c’est 
a dire, du moment angulaire d’absorption (au sense défini en 5. 2). 
Pour ce faire, on considére la region de la figure d’interférence 
dans la région §<<9,. Dans cette région la section éfficace 
semi-classique est donnée par l’expression (3.4). D’autre part on 
a vu dans 3.1 que la distance angulaire A9 entre deux maxima 
successifs était donnée par 

25 
Ad ~ ——__ 

[41 — 22 | 
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Mais, pour 9<<6, la branche 1 de ©@(/) (figures 8 et 9) est qua- 

siment perpendiculaire a l’axe /, en raison de la variation trés 

rapide du potentiel nucléaire a la surface. Dans ces conditions, ona 

(6. 1) L~h, <<. 

D’autre part, pour 9<<9, le moment angulaire ly corres- 

pond a la branche de O(/) qui est alors purement Coulombienne. 

Dans ces conditions on a 

h=h, %M&=ncotg6/2 

de sorte que l’on a pour / 

-- 2% 
(6. 2) L~ eT ee 

Si l’on prend dans les résultats experimentaux les deux 

maxima qui suivent la premiére grande oscillation, on obtient 

pour A+Se, A#~28°—24°=4° et de (6.2) on déduit /,~ 96, 

valeur qui est 4 comparer a celle obtenue par le calcul complet 

(voir tableau I). Un autre exemple ou les deux oscillations en 

question sont relativement bien définies est donné par le résultat 

C+Ta, E=124Mev [12], figure 10]. Dans ce cas on obtient 

1, ~ 62 alors que la valeur extraite d’une analyse en déphasages, 

donne 63,5 [voir la reference 12]. 

6.2. Le modéle a «bord franc» 

On peut aisément obtenir une expression trés simple de la 

section efficace semi-classique dans la région 9<<4, lorsqu’on 

considere la limite ot le puit de potentiel nucléaire est a «bord 

franc». Le potentiel V(r) s’écrit alors schématiquement 

it eee al rsR=R,+R, 

Vir)~—Vo, “=R. 

Dans ces conditions les deux branches de @(/) emmergeant 

de 6, sont, l’une (la branche nucléaire) approximativemente indé- 
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pendante de @ et l’autre, une branche de Coulomb pure. Par la 
méme, on a aussi /;~/, ce qui signifie que le moment angulaire 
d’absorption se confond avec le moment angulaire correspondant 
a la trajetoire tangentielle comme il est caracteristique des mo- 
déles ot l’on néglige le caractére diffus du potentiel a la surface. 

  

      

L, = 63.5 
0.5 = } Ay ~ 

Ah, = 2.9 

Ys 

Als = 15.1 
= Als = 5.778) 
(0.25 8 *° 0:33 Ei 

& 
o 124-MeV Cl? + To 

0.1 + 5 re 2 
AOv~ 4 op 27) 

silat «4 
hi = ye Ae 

i] i l l ] ] 

O 6 12 18 24 30 36 

8c m, 

Fig. 10 — Diffusion élastique C+Ta, E=124 Mev. {12]. Les fléches montrent 
les deux maximums utilisés pour calculer la valeur de 7, & partir de l’ex- 

pression (6. 2). 

Dans ces conditions on obtient [5] pour 0, [expression (3. 5)] 
compte tenu de (3. 1) 

(6. 3) 0=2né/n(sin 6/2) +4649. 

Lorsqu’on remplace (6.3) dans (3.4) on obtient pour 4as,¢, (6) 
une expression qui reproduit bien les oscillations de la figure 
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d;interférence dans la région @<<0,. Cette expression est, essen- 

tiellement, le résultat obtenu par Greider [13] a partir d’un mo- 

déle phénomenologique. 

Enfim, puisque l’on a /,~/,, on peut comparer la valeur de 

J, extraite de (6.2) a la valeur de / qui correspond a une tra- 

jectoire tangentielle, /,, obtenue par l’expression bien connue 

me O14 
Le = Log =N7 cotg ar 

cette comparaison est donnée, pour les deux exemples considerés 

au paragraphe précedant, dans le Tableau II 

  

  

TABLEAU II 

4 ‘ea 

A+Se| 96 92 
  

Ca Tel B8 66,5           

6.3. Y a vil des oscillations de grande fréquence super posées 
a celles courrament obtennues ? 

Dans tout ce qui a été fait nous nous sommes bornés a 
éxaminer l’interférence entre deux branches de la fonction de 

déflexion. En invoquant le role de l’absorption nous avons négligé 
la possibilitée de l’interférence de ces deux branches avec la 
branche négative (positive, par inversion du dessein dans la fi- 

gure 7) de ©O(/). Une situation analogue se rencontre en phy- 

sique atomique. La figure 11 montre, dans le cas atomique, une 

situation ou trois trajectoires de moment angulaire 6,, 6, et 6s; 

contribuent au méme angle de diffusion. La figure 12 est un 

exemple de calcul ot l’on a tennu compte de ces trois branches 
(voir expression 3.3). On y voit clairement les oscillations de 

grande fréquence superposées a celles qui résultent des deux 

branches qui émmergent de @,. 
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En physique atomique on décéle experimentalement ces os- 
cillations. Dans le cas nucléaire la branche negligée contribue 
trés peut (quasiment perpendiculaire a l’axe 7) a la section 
efficace totale. Toutefois il n’est pas exclu que des experiences 
de grande résolution ne décelent des oscillations de grande fré- 
quence (et de trés faible amplitude) superposées a la figure d’in- 
terférence habituelle. 

    

  

  

  

  
Fig. 11— Fonction de déflexion atomique. La 
branche positive interfére avec les deux branches 
négatives; les trajectoires de moment angulaires 
81, Be et Bs sont diffusées suivant le méme angler 

réference (9). 
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Fig. J2— Calcul de la section efficace differentielle (multipliée par sin 6) 
lorsqu’on tient compte de la troisiéme branche de © (2). Collision de deux 

atomes, réference (9)). 
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7. PRESPECTIVES ET CONCLUSIONS 

Nous avons passé en revue quelques unes de possibilitées 

qu’offre la théorie semi-classique pour l'étude de la diffusion 

élastique d’ions lourds. 

Son interét pratique est, bien entendu, d’autant plus grand 

que la masse des deux noyaux en collision est elevée. Or, juste- 

ment dans le cas de noyaux trés lourds (Kr+Th) l'étude 

experimentale [14] de la diffusion élastique est actuellement 

object d’une attention particuliére car il semble que l’effet 

d’une déformation due a la polarisation dans le champ de 

Coulomb, laisse sa signature dans les distributions angulaires. 

Liinterét de ce qui a été exposé ne se limite pas a la diffu- 

sion élastique. 
L’utilisation de la fonction de déflexion devrait permettre 

une approche trés naturelle de l’étude de l’interférence Coulom- 

bien-nucléaire, en diffusion inélastique, au dessus de la barriére. 

Les résultats experimentaux [15] semblent indiquer que les 

oscillations de la distribution angulaire inélastique, sont en oppo- 

sition de phase avec celles de |’élastique [dans la région §<<@,, 

voir expression (3.4)] et ceci quelque soit la parité du niveau 

excité, contrairement a ce qui se passait avec la régle de Blair. 

Or, il faut avoir en vue que les oscillations qui satisfont la régle 

de Blair ne sont pas du méme type que celles que nous avons 

étudiées ici. 

Les premiéres se produissent lorsque l’énergie incidente est 

telle que l’effet du champ de Coulomb est négligeable (n<</#R). 

On obtient alors des oscillations qui proviennent d’interférences 

dues a un effet de diffraction (de Fraunhofer) sur les bords du 

noyau consideré comme une sphére absorbante. 

Par contre les oscillations que nous avons examinées trouvent 

leur origine dans un effet d’interférence du, lui, a la présence 

d’un terme nucléaire, et d’un terme Coulombien trés important, 

vis a vis de l’énergie incidente (n~ #R). 
Si, dans un traitement semi-classique [16] de la diffusion 

inélastique on traite l’élastique en tennant compte de deux bran- 

ches de la fonction de déflexion, le comportement relatif des 

oscillations en élastique et inélastique devrait étre naturellement 

inclu [17]. 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fase. 3-4, pp. 217-244, 1973 — Lisboa 248



(1) 

(2] 
[3] 

[4] 
[5] 
[6] 

(7] 

[8] 

[9] 
[10] 

[11] 

[12] 

[13] 
[14] 

(15] 
[16° 
[17] 

244 

SILVEIRA, R. DA — Etude semi-classique de la diffusion élastique... 

BIBLIOGRAPHIE 

K. W. Forp et J. A. WHEELER, Ann. of Phys. 7 (1959) 259 et Ann. of 
Phys. T (1959) 287, 
G. B. Airy, Proc. Camb. Phil. Soc. 6 (1838) 379. 
M. L. HALBERT et A. ZUCKER, Nucl. Phys. 16 (1960) 158 A. ZUCKER, Ann, 
Rev. of Nucl. Sc. 10 (1960) 27. 

M. V. BERRY, Proc. Phys. Soc. 89 (1966) 479, 

R. da SILVEIRA, pre-print IPNO/TH 73-9. (Orsay). 
N. F. Mott et H. S. W. Massey, «The Theory of Atomic Collisions», 
Clarendon Press, Oxford. 

R. G. NEwTON, «Scattering Theory of Waves and Particles», McGraw- 
-Hill. 
«Handbook of Mathematical Functions», 1964, Ed. M. Abramowitz et 
I. A. Stegun. 

E, HUNDHANSEN et H. PauLy, Z. Phys. 187 (1965) 305, 
J. GAIN, B. GATTY, D. GUERREAU, C. ROUSSET, U. C. SCHLTTHANER-Voos 
et X. TARRAGO, Nucl. Phy. (Sous presse). 
J. GaLin, D, GUERREAU, M, LEFORT, J, PETER, X. TARRAGO et R. BASILE, 
Nucl. Phys. A 159 (1970) 461. 
H. E. ConzeTT, A. Isoya et E. HADJIMICHAEL, Proc. of The Third Conf. 
on Reactions Between Complex Nuclei, Asilomar, (1963) 26. 

K. R. GREIDER, Ann, Rev. of Nucl. Sc. 15 (1965) 291. 
P. CoLomBanl, J. C. JacMART, N. PorFf, M. RIon, C. STEPHAN et J. Tys, 
Phys. Letters, 42 B (1972) 197. 

F. D. BECCHETTI, pre-print, LBL — 1652 (Berkeley). 
R. A. BRoG iA, S. LAuDowNE et A. WINTHER, Phys. Lett., 40 B (1972) 293. 
R. da SILVEIRA et C. WILLAIN, Travail en cours. 

Portgal. Phys. — Vol. 8 fase. 3-4, pp. 217-244, 1973 — Lisboa



  

THE APPLICATION OF LIOUVILLE’S THEOREM 

IN MASS SPECTROMETRY (*) 

A. J. H. BoERBOOM 

FOM —Instituut voor Atoom—en Molecuulfysica, Kruislaan 407, Amsterdam/Wgm. 

The Netherlands 

M. F. LARANJEIRA 

Laboratorio de Fisica da Universidade de Luanda, 

LUANDA — Angola 

SUMMARY —In an introduction Liouville’s theorem is elucidated. 

In Part I the validity of Liouville’s theorem is shown in four examples: field 

free space, uniform electric field, electrostatic lens and uniform magnetic field. 

The theory is applied on a mass spectrometer and the definition is given of 

«emittance». 

In Part I, entry and exit pupils are defined, as well as the concept of 

«acceptance». Two ion optical devices are discussed in which application is 

made of the foregoing theory. 

INTRODUCTION 

Liouville [1] introduced in mechanics the concept of «phase 

space». This is a six-dimensional space: three coordinates give 

the three position coordinates of a particle, the other three 
coordinates represent the three components of the momentum. 

A certain point in phase space thus gives the position and the 

velocity of the particle, but these six quantities precisely deter- 

(*) Received 11 June 1973. 
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mine the orbit of this particle in a known field of force. Each 
point of this orbit, together with the local velocity, reversely 
determines a point in phase space. This means that if one point 
in phase space is given, the complete orbit in real space is 
determined as well as the corresponding orbit in phase space. 

Each individual particle out of a beam of particles will, at a 
certain moment, correspond with a point in phase space, and to 
the complete beam corresponds a cloud of points in phase space. 

The propagation of the beam in real space corresponds with 
a change in position and shape of this cloud in phase space. 
Liouville’s theorem now states that the point density everywehre 
in this cloud remains constant under this change. 

This theorem is valid if the forces acting on the particle can 
be deduced from a Hamiltonian. If the forces change with time 
there still exists a Hamiltonian, if the forces are conservative, so 
if the total work done on the particle only depends on the initial 
and final positions of the particle. 

I—ION BEAMS AND LIOUVILLE’S THEOREM 

Often the coordinate frame can be chosen in such a way, 
that the displacements in the x, y, and g-directions become 
mutually independent. In such a case the six-dimensional phase 
space can be decomposed into three two-dimensional sub-spaces: 
(%, fx), (¥, py), and (g,f,) in each of which Liouville’s theorem 
holds. 

As a first example we treat a collimator, i.e. a combination 
of two aligned diaphragms, constructed with the intention of 
limiting the divergence of a beam. First we assume the diameters 
of both orifices to be equal (see fig. 1). We may consider the four 
rays 1-4 as the outermost ones, that still can pass through the 
collimator. At the positions A-D we draw the two-dimensional 
phase-diagram (r,/,). The points representing the rays 1 and 3 
remain fixed, as the corresponding rays proceed at constant dis- 
tances from the main axis and do not change direction in the 
field free space. The points 2 and 4 move parallel to the r-axis 
in phase space; their direction + is constant, but the distance r 
changes. It is evident however that the area of the parallelogram 
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1234 is constant through this transformation. This holds for 
any area, enclosed by a curve that has been laid on a number of 
phase points, so around every point of the phase figure the local 
density is constant. 

After having passed the second diaphragm the beam diverges 
and this corresponds with a phase figure becoming more and 

more extended and narrow, but the area occupied by the paral- 
lelogram remains constant to the local density. 

Now we want to limit this divergence of the beam by a lens 
and we choose its strength in such a way, that the uttermost 
rays 2 and 4 just become parallel, the other rays then are made 
converging. 

  

  

      

  

  

  

  
Fig. 1 — Propagation of an ion beam through a collimator and 

a lens, with cross sections through phase space. 

When we apply the «thin lens» approximation, the orbits of 

the particles experience a bend on passing the lens plane, so + 

remains constant and +r’ changes. In the phase diagram all points 

move parallel to the /,-axis. The points 2 and 4 arrive at the 

r-axis (r’=0). The positions of 1 and 3 can be calculated with 

the well-known lens formulae, but if we apply Liouville’s theorem 
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the new positions of 1 and 3 follow from the constancy of the 
enclosed area. 

Comparing fig. 1E and 1D we observe that the parallelogram 

experienced a rotation, though with some deformation. Now after 

the lens the same process begins: 2 and 4 on the rv-axis remain 

fixed, the other points move again parallel to the r-axis and 
after some time the phase-figure becomes again a long-shaped 

and narrow parallelogram. By continuously applying lenses the 

beam can be kept limited but it is impossible to create a really 

parallel beam. 
Two diaphragms with different diameters are shown in fig. 2. 

We have taken the case that the first diaphragm is smaller than 

  

  

      
Fig. 2— Propagation of an ion beam through a collimator with 
unequal openings with cross sections through phase space. 

the first one of fig. 1, whereas the second diaphragms are equal. 

So fig. 2A can be obtained from fig. 1A by cutting two vertical 

slices from this figure. Obviously the phase diagram is again a 

parallelogram with moving sides (see fig. 2). 
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Both sets of parallel sides pass through fixed points on the 

r-axis, the four vertexes of the parallelogram move along lines 

parallel to the v-axis. 
A so-called «point-source» emitting in a certain solid angle 

is the limiting case: an infinitely narrow parallelogram through 

the origin, extending in the 4,-direction from some fy, max 

through /, min (see fig. 3). 

Pr 

i /. - 
lim J) fo 

Fig, 3 — Cross sections through phase space for a point source. 

  

      
If we also decrease the second diaphragm in fig. 2 (dotted 

lines) we have collimated the beam of fig. 1. In the phase diagram 

this corresponds with cutting two vertical slices from the paral- 
lelogram in fig. 2B. We now have obtained in phase space a 

parallelogram smaller than in fig. 1 but similar, in real space a 
less diverging beam, of considerably smaller intensity. Later on 

in this paper we will discuss a collimating system (fig. 11) where 
the same decrease in divergence has been obtained, but with less 

loss in intensity. 
As a second example we take propagation of ions in a uni- 

form electric field along the z-axis, The orbits then are parabolas 

ARR 6 eae a oe 
Z= 2) + pz (0) ¢/m + (e E/2 m) ? ps (t) =p: (0) +e Et. 

In the (7, ,)-subspace the same happens as in the first example: 

a shifting parallelogram: two vertexes are fixed on the r-axis 

and the other ones move parallel with the r-axis. 
In the (z, #.)-subspace the four vertexes of the phase diagram 

move along congruent parabolas 

2 — 2) =(p2— fp. (0)?)/(@eEm). 

Portgal. Phys. — Vol. 8, fasc. 3-4, pp. 245-260, 1973 — Lisboa 249



BorrsooM, A. J. H. and LaRANJEIRA, M. F. — The application of Liouville’s... 

As can be seen from fig. 4, for a certain value of ¢ and constant 
2 we have pmax — pmin =(Pmax — fmin)s=9 =AP;,9 aS well as for 
constant ~, we have 

Smax — Smin = Ag ’ 

the phase diagram remains a parallelogram with a constant base 
and a constant height, so with a constant area. 

Pz 

  

Fig. 4 — Cross sections through phase space for a uniform electric field. 

So both in the (7, 4,)- as well as in the (z, f,)-subspaces the 
phase areas are constant. 

Now frequently we are less interested in the position and 
momentum of the ion, but more in the ion orbit, i. e. the position 
and direction. This direction is given through the angle between 

the orbit and the main axis: 2, —=arctan J,/p.. Now #, is a cons- 

tant, whereas #, continuously increases, so in the (r,a,)-diagram 

the area decreases, viz. with the square root of the energy of 
the particles. 

So, by accelerating the ions, the product Ar><Aa, decreases 
and this is in general application in ion-optical apparatuses. 

In the case an image is produced, the foregoing theory can 

be somewhat more concretized (fig. 5). 
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We call 4, 7, =M, =the linear magnification, 

and ag /%, = M, =the angular magnification. 

Assuming the energy of the particles to be respectively eV, 

and ¢V, we can state that 

M, M, y V./Vi= 1 or d; ay VV, =% a> VV,. 

This is Lagrange’s law. 

As the next example we take an accelerating lens, consisting 

of two colinear tubes at different potentials V, and V, (with 

  

r, 
oo   

Fig. 5 — Lagrange’s law. 

respect to the ion source). We chose V,—5V, and constructed 

the ion orbits [2]. 

0 is the object emitting ions over a certain length and into 

a certain solid angle. Nine orbits 1--.9 have been drawn, I being 

the image. 

In the lower part of fig. 6 the shape of the beam is given in 

the (7, 2,)-space at several positions along the main orbit. At the 
site 0 the area occupied in phase space is a rectangle, if we 
assume that all points of the object emit into the same solid 
angle. In the field free space this rectangle transforms into a 
parallelogram, as is shown at the site of the first focus F, and 

the first principal plane H,. The area of the parallelogram 

remains constant, as shown before. 

Between the first and the second principal planes the acce- 
leration takes place, at least in the Gaussian description of the 

ion orbits; in reality the acceleration happens gradually between 

both tubes. 

After this acceleration the area in the (7,«,)-space has 
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decreased with a factor VV,/V,. From the second principal plane 
the area remains constant again. 

The area in the (r,,)-space multiplied by v V and divided 
by a conventional factor of = is called the «normalized emittance». 
This quantity is an invariant of the beam. The factor 7 has been 
introduced, because in beam physics the phase figure is often 
an ellips. 

‘ 
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Fig. 6 — Image formation and cross sections through phase space 

for a two tube lens. 

Our last example is the 180° uniform magnetic field. The 

ion orbits in this field can in first order very well be represen- 
ted by 

(1) r =R,+Acos0+Bsin0 

so r= —Asin®O+BcosO. 

In the plane O=O0 we have 

r(o)\=Ry +A —s/2<A<s/2 

r'(0)= B —« <B<a 

where Ry = radius of the main orbit, 

s =slit width, 

« ==half opening angle. 
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So, for @=0, the phase diagram is a rectangle. But the 

equations (1) represent a pure rotation of this rectangle and 

obviously the area is constant. See fig. 7. 

We make an application of the foregoing theory on a mass 

spectrometer, though any other ion-optical apparatus will do as 

well. 

0° 45° 90° 135° 180° 

: 3 ‘ 1 4 teh? nae Ph 

r -—-- 
4 3 2 1 

413 3 2 a4   
Fig. 7— Cross sections through phase space for a uniform magnetic field. 

In the ionization chamber ions are produced by an electron 

beam of a certain size. Parent ions have very small initial ener- 

gies, i.e. 0.leV at most, as at the ionization process no kinetic 

energy is transferred. The momentum vector of these ions can 

be pointed into any direction, The size of the electron beam and 

the velocity distribution of the molecules when being ionized 

determine the emittance of the beam of parent ions. 

A repeller electrode or an extraction field causes the ions to 

move towards the exit slit of the ionization chamber. 

Supposing for example that the electron beam width is 1mm 

and that the ions have a kinetic energy of 5eV when leaving 

the ionization chamber, we have simply 

imm >< 180°x</0.1=s>xa<V5 so 6xXa=25mm*, 

where 4 is a beam width and « an opening angle. 

If the exit slit is, for example, 1mm, then this result means, 

that the ions will leave the ionization chamber with an opening 

angle of 25°, if one succeeds in applying the right field shape. 

If now one narrows the slit width to i mm, then the opening 

angle does not automatically become 50°, but half of the ions 

will be lost, unless one adapts the field shape. 
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After having left the ionization chamber, the ions experience 
the main acceleration, for example through 2kV. The product of 
the slit width and opening angle then becomes V 2000/5 = 20 
times smaller, so that with 0.1mm slit width the entry angle 
into the analyzing magnetic field becomes 125°, provided the 
right fields are applied. 

This all concerned the parent ions, having small initial 
kinetic energies. If the ionization process leads to a dissociation 
of the ion, fragment ions can appear sometimes with appreciable 
kinetic energies, up to some eV. This means that one has to 
apply wider slits, otherwise these ions will be lost. 

In the ion source of a mass spectrometer mostly slit lenses 
are applied. These lenses do not have a focal action in the slit 
direction. Because of the relatively large acceleration over a 
relatively small distance, there is almost no increase in beam 
height, so in our case the final opening angle in the slit direction 
will be about 180°: ¥2000/0.1+14° for parent ions and conside- 
rably more for fragment ions. 

In the accelerating field of the ion source all ions gain 
almost equal amounts of energy, so they will have almost the 
same Hamiltonian and the orbits will not differ much. In the 
magnetic field, however, a momentum-depending term enters in 
the Hamiltonian and the orbits of ions of different mass will 
deviate. In fig. 8 the (r, ,)-diagram is drawn for ions of two 
different momenta, passing through a 180° uniform magnetic 
field. In the source plane, 9=0. Both phase diagrams partly 
coincide, though the ions with the larger mass extend over a 
large area. The phase diagram of the main mass m, rotates 
around the point y=R,), 4,0, whereas the centre of rotation 
for the mass m, moves. In the r-direction the displacement is 
given by 

  

Ri—Ry _ Vim — Ving 
—- (1 — cos 8) 

Ry Vm 

and in the 4,-direction by 

Py iPr 2s Vm, —Vmy siné. 

Py Vm, 
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In the circumstances (slit width and relative mass difference) of 

fig. 8 a separation of both masses in phase space occurs already 

before @=135°, though both ion beams in real space still over- 

lap. At the first order focus, §= 180°, the best separation is 

obtained (*). 

   
0° 

R 
8{5 7 
ay 
35 r-Ry 

716 8 

0° 180°     
m ™ 

Fig. 8 — The separation of ions of two different momenta in a 180° 

uniform magnetic field and in phase space. 

Liouville’s theorem gives the best obtainable condition: the 

minimum slit width and, in connection with this, the maximum 

obtainable resolution without loss of particles. But the theorem 

can also be applied in the reversed sense: just as well as it is not 

possible to use narrower slits, it is not necessary to apply wider 

slits. And here a contradiction seems to exist with practice, 

when at the detector side of the mass spectrometer image aber- 

rations appear. It is a wellknown custom in mass spectrometry 

to have the exit slit of the analyser tube somewhat wider than 

the entry slit in order to avoid loss of ions. 

(*) See insert, page 260. 
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The explanation is the occurrence of non-linear effects, 
causing a distorsion of the volume element in phase space. Indeed 
the volume remains constant, but it looses its rectangular or 
parallelogram shape, so it fits only in a larger parallelogram. 

Let us take for example the 180° uniform magnetic field; 
then ions entering the field under an angle « will have a first 
order focus at 180° (eq. 1), but in second approximation an aber- 
ration term — R, 22 has to be added. 

      

  

  

      

  

    
Fig. 9 — Deformation of the phase diagram by a second order 

opening aberration. 

In figure 9 five sets of ion orbits departing from the source 
are shown and their position in the detector plane, as well as 
the situation in the (7,«,)-subspace at the same sites. Obviously 
the area again remains constant, but a broader exit slit is neces- 
sary. It is the task of ion-optics to shape such fields, that these 
non-linear effects are minimized. 
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Il. ION-OPTICAL APPARATUSES AND LIOUVILLE’S 

THEOREM 

Another concept that we take from light optics are entry 

and exit pupils. We will use also the language of optics. 

We consider an object that is imaged by an optical system, 

consisting of several lenses (see fig. 10). In this system the beam 

| A oS
 K 

—
 

=
 = 

  

  —
—
—
 

  

  
Fig. 10 — Definition of the entry pupil. 

will encounter various openings, which will act as diaphragms: 

in the first place intentionally placed diaphragms, but every lens 

is bounded and this limitation acts as a diaphragm. Furthermore 

the beam can be intercepted by too narrow tubes or by other 

obstacles. 
Each of these diaphragms we image by the interjacent lenses 

backward towards the object space and forward to the image 

space, as shown in fig. 10. In this way we get a number of vir- 

tual diaphragms. 

Looking from a certain point P in object space, one of these 

diaphragms will be the smallest one. This one is called the entry 

pupil: every ion that can pass this virtual diaphragm, will pass 

the whole system; all ions outside the opening of this diaphragm, 

will be intercepted somewhere in the lens system. 

In the same way at the image side, for the image mee: P 

one of the diaphragms will be the smallest. This is the exit pupil. 

Obviously the exit pupil is the image of the entry pupil. 
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We defined the entry and exit pupils with respect to the 
points P and P’. Other points can have other pupils. So for 
P; in fig. 10 the pupil is much smaller than for P. 

Position and size of the virtual diaphragm will depend on 
the index of refraction of the lens. For ions this means that they 
will depend on the energy and the momentum of the ion. In 
designing a mass spectramoter one should endeavour to make 
the pupils equal for all ions to avoid the so-called «mass discri- 
mination», 

An example shows how to work with pupils (see fig. 11). 
Lenses A and B have equal strength, the second focus of 

lens A coinciding with the first focus of lens B. Diaphragm I 
is situated in the first focal plane of A and diaphragm II at 
the side of the second focus. 
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Fig. 11 — Collimating and diaphragm lens. 

The phase diagram (r,~,) is drawn for positions I, II 
and III, together with some rays. Apparently diaphragm I con- 
trolls the cross section of the beam at the side III, with constant 
divergence, whereas diaphragm II reversely controlls the diver- 
gence with constant diameter. 

A system like this is much more effective than the usual 
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collimator, consisting of two diaphragms at a certain mutual 

distance as discussed above (fig. 2). 

In the former case on reducing the diaphragms indeed the 

divergence decreases, but also rays with low divergence are 

intercepted. Bannenberg and Boerboom [3] published and appa- 

ratus in which the above method has been applied with qua- 

drupole lenses, so independently in two mutually perpendicular 

directions. Another interesting system is given in fig. 12. 

  

Fig. 12 — Principle of the field lens. 

Object 0 is imaged by lens A onto an intermediate image |, 

and this image is re-imaged by lens B onto the final image Iy. 

In the situation as given in the figure lens B should be very 

large if we don’t want to lose intensity, i. e. if we want to keep 
the limitation of A as the entry pupil. 

Now we put an extra lens at the side of the intermediate 
image, in the figure indicated by dotted lines. Now a lens refracts 

the rays, so all rays will be broken at I,. But I, is imaged 

onto I, what means that all rays from I, are focussed in I, 

independent of their direction. The intermediate lens therefore 
does change neither the position nor the magnification of the 

final image. It only changes the position of the pupils, so that 

the rays proceed closer to the main axis, In light optics this 
intermediate lens is called the «field lens». 

In a double focusing mass spectrometer the second lens B is 

the magnetic analyser. A magnet with a large pole gape is 
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expensive. It can be worthwhile to consider the application of an 
intermediate lens. Bannenberg and Boerboom [3] also apply this 
principle in a 200kW accelerator. 

Entry and exit pupils are in close connection with the 
«acceptance» of the apparatus. The acceptance is defined as the 
normalized volume of that part of phase space for which the cor- 
responding ions can be transmitted through the apparatus. It is 
the complementary concept of emittance. 

On designing an instrument the acceptance of the apparatus 
ought to be equal or larger than the emittance of the beams to 
be transported. 
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INSERT 

As soon as in phase space the diagrams of the ions of different momen- 

tum are separated, they can be separated in real space too without further 

need of a magnetic field. When both phase figures have turned more than 90° 

a field free drift space suffices; if the separation has occurred before this 90° 

rotation, an electrostatic (or magnetic) lens is necessary for an additional 

rotation of the phase figures. So we can distinguish two functions of the 

magnet: the magnetic field as such separates according to momentum of the 

ion, and by appropriate shaping (sector angle and oblique entry or exit) it 

also acts as a (quadrupole) lens. Matsuda c.s. [4] have described two double 

focusing instruments in which they take advantage of this possibility to make 

use of both actions independently. 
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