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RESUME — Dans un formalisme maxwellien de la mécanique des fluides
incompressibles on montre comme on peut passer des équations relativistes
aux équations galiléennes par la conditions ¢ = w .

ABSTRACT — Using a maxwellian formalism of the incompressible fluid
mechanics, it is shown how to pass from the relativistic equations to the
galilean equations by the condition ¢ = =

1 — INTRODUCTION

Les équations des fluides incompressibles peuvent se mettre
sous une forme analogue aux équations de I'électromagnetisme,
aussi bien au niveau relativiste qu'au niveau galiléen [1]: cette
possibilité constitue une extension aux milieux continus de
I’analogie existant entre la théorie des circuits électriques et la
mécanique des solides rigides, bien connue depuis longtemps.

Dans cette Note nous allons montrer comment, dans la
formulation maxwellienne de la mécanique des fluides, on passe
du niveau relativiste au niveau galiléen par la condition ¢ = o,
ce passage n’étant pas aussi immédiat en mécanique qu’en
électromagnetisme. i

2 — EQUATIONS RELATIVISTES

En vue d’inclure le phénoméne de gravitation et de retrouver
I’équation de Newton au niveau galiléen, nous devons considérer
les équations maxwelliennes de la mécanique des fluides incom-

Portgal. Phys. — Vol. 13, fasc. 3-4, pp. 233-238, 1982 233




M. S. GARRIDO — Maxwellian formulation of incompressible fluid mechanics

pressibles au niveau de la relativité générale, donc dans un
espace-temps dont la métrique est determinée par 1'équation
d’Einstein.

Ces équations ont été établies précedemment [1] et nous
allons les reprendre directement.

Ainsi, on dispose en mécanique d'une loi d’Ohm, dont la
forme la plus simple, valable pour des fluides peu visqueux avec
des petits gradients de pression, est:

a - - afB
P, 37 = (o/c) u; B (1)

o P, =g, +u, u, est le tenseur de projection, J' le qua-

dricourant mécanique, ug la quadrivitesse, F*® le tenseur du
champ mécanique et ¢ un paramétre local dependant de la
viscosité du fluide et transporté en accord avec l'équation de
continuité de la matiere.

Le champ mécanique Faﬁ satisfait les équations de Maxwell:

B 3 (2a)
Fap;y T FpyiatFya;p=0 (2b)
ol (;) represente la derivée covariante et ¢, = — 1/4 7 x est une

constante universelle obtenue a partir de la constante de gra-
vitation x.

On peut introduire un quadripotentiel A* tel que:
Fap =80~ Basp ©)

Pour un fluide incompressible, ce quadripotentiel satisfait
les équations:

A%P s —R% AV = — 1%, (4a)
a . S—
A%a=0 (4b)

ol F{o‘T est le tenseur de Ricci.
Les équations précedentes, formellement analogues aux équa-
tions classiques de I’électromagnetisme [2], doivent étre comple-
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tées en mécanique avec une relation reliant la quadrivitesse au
champ mécanique:

A% = ¢ I u* (5)
ol I represente l'indice du fluide.
L’indice du fluide est donné par [3]:
I = 1+ (i/c?) (6)

ol i represente l'enthalpie spécifique.
Si on néglige les phénomenes thérmiques, en supposant le
mouvement isentropique, on a:

ctdl = di = dp/p (7

olt p represente la pression et p represente la densité de masse
propre.

3 —PASSAGE A LA LIMITE GALILEENNE

Si on se trouve dans le cadre des champs quasi-newtoniens
[2], [4], le passage de I’espace-temps d’Einstein a celui de Galilée
est assuré par la condition:

C = w 3)

Pour obtenir la notation vectorielle ordinaire dans l’espace
tridimensionnel, on doit définir un potentiel vecteur A* et un
potentiel scalaire ¢*, ce que nous ferons par les composantes
covariantes, en posant:

(A], A, Ay, Ao):(c A*,_¢’*) (9)

Si on fait le passage a la limite de [’équation (5), en utili-
sant la meétrique quasi-newtonienne ds*= — (1 + 2¢/c?*)c*dt* +
(1 — 2¢/c?)dr?, on obtient:

(c A*,—g¢*)=(c v, — lim c2I(1+2p/c?)V/2(1 —v2/c?)~42)
c— ® (10)
ol v represente la vitesse ordinaire et ¢ le potentiel de Newton.
On obtient donc:

A¥*=v , o¢o*=c14+v¥/2+ (11)
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Nous devons remarquer que, contrairement & ce qui se passe
en électromagnetisme, on obtient a la limite galiléenne A, == — A",
de sonte que le choix des composantes covariantes pour introduire
le potentiel scalaire n’est pas arbitraire.

En mécanique classique nous n’utilisons pas le potentiel ¢*,
qui tends vers l'infini, mais un potentiel fini, que nous définirons
par le changement de variables:

A=A*=v , ¢=¢*—c*l=v/2+4 (12)

Compte tenu de (3), ce changement implique un changement
du champ mécanique Ef =F  (k=1,2,3), qui sera:

E, = Ef + (ctI) , (13)

o, d’aprés (7), on a (c¢*I)  p /p.

La loi d’'Ohm sera donc modifiée et on obtient dans le
referentiel propre:

Jy=C(o/c) (Ex—P /p) » pc —Jotev-(vp/p) (14

le terme — p ,/p prennant la signification d’'un champ appliqué
E2 et p; celle de la masse grave newtonienne.

On trouve dans ce changement de variables lors du passage
a la limite galiéenne une deuxiéme différence formelle importante
par rapport a ce qui se passe en électromagnetisme.

4 —EQUATIONS GALILEENNES

Compte tenu des résultats précedents, on peut écrire les
équations galiléennes de la mécanique des fluides incompressibles.

Si on associe a la constante universelle ¢ une nouvelle
constante p, telle que ¢ p, = ¢~ % la condition (8) s’écrit:

sgps = 0 (15)

ce qui nous conduira, comme en électromagnetisme, a considérer
deux limites galiléennes d’aprés qu’on annule g ou p,.
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Comme en électromagnetisme, on peut introduire deux
champs mécaniques E, H, auxquels on associe deux inductions
mécaniques D, B telles que:

D=¢E (162)
B=pH (16b)

La loi d’Ohm prends la forme:

J=o(E+vXB+E)+psv 17)

et les équations de Maxwell (2) donnent:

VXE=—0B/dt (18a)
v - D=pg (18b)
VXH=1+0D/dt (18¢)
v -B=0 (18d)

L’équation (3) donne:
B=v XA E=—0A/it—vé (19)
Les potentiels verifient les équations:
VZA=— pl Vi = — pg/eo (20)
et la condition de Lorentz devient:
v-A=0 (21)
Aux équations précedentes, analogues a celles de I'électro-

magnetisme, on doit ajouter les relations (12) propres a la
mécanique:

A=v p=v/2+¢ (22)
Finalement, les équations doivent étre completées avec
’équation de continuité de la matiere qui est nécessaire, en

particulier, pour determiner I'évolution du paramétre o.
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Le formalisme galiléen obtenu a été étudié en détail préce-
demment [1] et on a montré qu'il est équivalent au formalisme
classique de la mécanique des fluides incompressibles, la gravi-
tation comprise.

5 — CONCLUSION

Nous avons passé en revue les équation maxwelliennes de
la mécanique des fluides incompressibles et montré comment on
passe des équations relativistes au équations pré-relativistes.

Nous avons ignoré le niveau relativiste restreint dans la
mesure ou celui-ci exclu la gravitation et ne peut étre consideré
qu’'une approximation du formalisme relativiste général lorsque
la courbure de l'espace-temps est negligée.
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